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О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ДРОБНОГО ПОРЯДКА

c© 2023 г. Г. Э. АБДУРАГИМОВ

Аннотация. В работе с помощью теоремы Красносельского о неподвижных точках оператора
установлены достаточные условия существования по меньшей мере одного положительного ре-
шения краевой задачи для одного нелинейного функционально-дифференциального уравнения
дробного порядка. Для доказательства единственности положительного решения использован
принцип сжатых отображений. Приведенные результаты продолжают исследования автора по
данной тематике.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение дробного порядка, положи-
тельное решение, краевая задача, функция Грина.

ON THE EXISTENCE AND UNIQUENESS OF A POSITIVE SOLUTION

TO A BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR ONE NONLINEAR

FRACTIONAL FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION

c© 2023 G. E. ABDURAGIMOV

Abstract. In this paper, using the Krasnoselsky fixed-point theorem, we establish sufficient conditions
for the existence of a positive solution to the boundary-value problem for one nonlinear fractional
functional differential equation. To prove the uniqueness of a positive solution, we use the Banach
fixed-point theorem. The results presented continue the author’s research on this topic.

Keywords and phrases: fractional functional differential equation, positive solution, boundary-value
problem, Green’s function.

AMS Subject Classification: 34K10

1. Введение. Дифференциальные уравнения дробного порядка или дробные дифференциаль-
ные уравнения в последнее время вызывают повышенный интерес, появилось множество книг и
статей посвященных дробному исчислению. Возрос интерес, в том числе, к исследованию вопро-
сов существования и единственности положительного решения краевых задач для нелинейных
дробно - дифференциальных уравнений. В основе упомянутых исследований, как правило, ле-
жит применение методов нелинейного анализа. В этом отношении отметим некоторые актуальные
публикации (см. [2–6]).
Несмотря на достаточно интенсивное развитие теории дробно-дифференциальных уравнений,

следует отметить, что работ, в которых рассматривались бы вопросы существования и един-
ственности положительного решения краевой задачи для нелинейных функционально-диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка, сравнительно мало. В данной работе предпринята
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4 Г. Э. АБДУРАГИМОВ

попытка восполнить этот пробел. С помощью известной теоремы Го—Красносельского о непо-
движной точке положительного оператора получены достаточные условия существования хотя
бы одного положительного решения краевой задачи для одного нелинейного функционально-
дифференциального уравнения дробного порядка. Далее на основе принципа сжимающих отоб-
ражений доказана единственность такого решения. Среди последних исследований автора в этом
направлении можно выделить, например, статью [1].

2. Постановка задачи и основные результаты. Введем следующие обозначения: C —
пространство C[0, 1], Lp —пространство Lp(0, 1), W

n
α—пространство вещественных функций

Dα−(n−1), определенных на [0, 1], с абсолютно непрерывной производной порядка (n− 2). Рас-
смотрим краевую задачу

Dαx(t) + f
(
t, (Tx)(t)

)
= 0, 0 < t < 1, (1)

x(0) = x′′(0) = . . . x(n−1) = 0, (2)

x′(1) = 0, (3)

где α ∈ (n − 1, n] (n ∈ N, n > 2) — некоторое действительное число, Dα —дробная производная
Капуто (см. [5]), T : C → Lp (1 < p < ∞) — линейный положительный непрерывный оператор,
функция f(t, u) неотрицательна, непрерывна на [0, 1] × [0,∞), удовлетворяет условию Каратео-
дори и f(·, 0) ≡ 0.

Определение. Положительным решением задачи (1)–(3) будем называть положительную
в интервале (0, 1) функцию W

n
α, удовлетворяющую на указанном интервале уравнению (1) и

граничным условиям (2), (3).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1)–(3) интегральное уравнение

x(t) =

1∫

0

G(t, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds, 0 � t � 1, (4)

где G(t, s)—функция Грина оператора −Dαx(t) с краевыми условиями (2), (3):

G(t, s) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
t− (1− s)α−1

Γ(α)
, если 0 � s � t,

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
t, если t � s � 1.

Нетрудно проверить, что функция Грина G(t, s) обладает следующими свойствами:
(i) G(t, s) > 0, (t, s) ∈ (0, 1) × (0, 1);
(ii) G(t, s) � max

0�t�1
G(t, s) = G(1, s), (t, s) ∈ [0, 1] × [0, 1];

(iii) G(t, s) � ϕ(t)G(1, s), (t, s) ∈ [0, 1] × [0, 1], где ϕ(t) = t.
Предположим, что функция f(t, u) при п.в. t ∈ [0, 1] и любых неотрицательных u удовлетворяет

условию
f(t, u) � bup/q, (5)

где b > 0, q ∈ (1,∞). Это позволяет придать уравнению (4) операторный вид x = GNTx, где
N : Lp → Lq —оператор Немыцкого, G : Lq → C.
Очевидно, оператор A, определяемый равенством

(Ax)(t) =

1∫

0

G(t, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds, 0 � t � 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций.
Обозначим через K̃ конус неотрицательных функций пространства C, удовлетворяющих усло-

вию
x(t) � ϕ(t)‖x‖C , t ∈ [0, 1].
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Лемма 1. Оператор A оставляет инвариантным конус K̃.

Доказательство. В силу свойств (i) и (ii) функции Грина для x ∈ K̃ и неравенства (Ax)(t) � 0
на [0, 1] имеем

(Ax)(t) =

1∫

0

G(t, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds � ϕ(t)

1∫

0

G(1, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds �

� ϕ(t) max
0�t�1

1∫

0

G(1, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds � ϕ(t)‖Ax‖C .

Отсюда следует A(K̃) ⊂ K̃. �
Легко видеть, что в силу теоремы Арцела—Асколи оператор A : K̃ → K̃ вполне непрерывен.
В дальнейшем для доказательства существования по крайней мере одного положительного

решения задачи (1)–(3) нам понадобится следующая известная теорема Го—Красносельского
(см. [7]).

Теорема 1. Пусть X — банахово пространство и P ⊂ X —конус в X. Предположим, что
Ω1, Ω2 —такие открытые подмножества в X, что θ ⊂ Ω1 ⊂ Ω1 ⊂ Ω2, и A : P → P —такой
вполне непрерывный оператор, что выполнено одно из двух условий:
(a) ‖Au‖ � ‖u‖ для всех u ∈ P ∩ ∂Ω1 и ‖Au‖ � ‖u‖ для всех u ∈ P ∩ ∂Ω2;
(b) ‖Au‖ � ‖u‖ для всех u ∈ P ∩ ∂Ω1 и ‖Au‖ � ‖u‖ для всех u ∈ K ∩ ∂Ω2.

Тогда A имеет неподвижную точку в P ∩ (Ω2 \ Ω1).

Введем следующие обозначения:

Ω1 =
{
x ∈ K̃ : ‖x‖C < r1

}
, ∂Ω1 =

{
x ∈ K̃ : ‖x‖C = r1

}
,

Ω2 =
{
x ∈ K̃ : ‖x‖C < r2

}
, ∂Ω2 =

{
x ∈ K̃ : ‖x‖C = r2

}
,

Ω = Ω2 \ Ω1,

где 0 < r1 < r2.

Теорема 2. Пусть p < q, выполнено неравенство (5) и

f(t, u) � a(t)up/q (6)

при п.в. t ∈ [0, 1] и u � 0, где a(t) ∈ Lq —неотрицательная и не равная тождественно нулю
функция. Кроме того, допустим, что

1∫

0

G(1, s)a(s)(Tϕ)p/q(s) ds > 0.

Тогда краевая задача (1)–(3) имеет по крайней мере одно положительное решение.

Доказательство. Найдем такое число r1 > 0, что при x ∈ ∂Ω2

‖Ax‖C � ‖x‖C . (7)

В силу (5) и свойства (ii) функции Грина для x ∈ ∂Ω2 имеем

‖Ax‖C = (Ax)(1) =

1∫

0

G(1, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds � b

1∫

0

G(1, s)(Tx)p/q(s) ds �

� b‖g‖Lq′ ‖Tx‖
p/q
Lp

� b‖g‖Lq′ τ
p/q‖x‖p/qC = b‖g‖Lq′ τ

p/qr
p/q−1
2 ‖x‖C , (8)
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где τ —норма оператора T , 1/q′ + 1/q = 1. Выбрав

0 < r2 �
(

1

b‖g‖Lq′ τ
p/q

)q/(p−q)
,

легко убедиться в выполнении соотношения (7).
Покажем теперь существование такого числа r1 > 0, что ‖Ax‖C � ‖x‖C для всех x ∈ ∂Ω1.

Воспользовавшись условием (6) теоремы и свойством 2 функции Грина, имеем

‖Ax‖C = (Ax)(1) =

1∫

0

G(1, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds �

1∫

0

G(1, s)a(s)(Tx)p/q(s) ds �

� ‖x‖p/qC

1∫

0

G(1, s)a(s)(Tϕ)p/q(s) ds = r
p/q−1
1

1∫

0

G(1, s)a(s)(Tϕ)p/q(s) ds · ‖x‖C . (9)

Положив

r1 �
( 1∫

0

G(1, s)a(s)(Tϕ)p/q(s) ds

)q/(q−p)
,

очевидно, придем к требуемому соотношению.
Таким образом, при соответствующем выборе r и R можно обеспечить выполнение условия (b)

теоремы 1, гарантирующее существование у вполне непрерывного оператора A крайней мере
одной неподвижной точки в Ω, что в свою очередь равносильно существованию хотя бы одного
положительного решения краевой задачи (1)–(3). �

Замечание. В случае p > q с привлечением условия (a) теоремы 1 аналогично можно доказать
существование по крайней мере одного положительного решения задачи (1)–(3).

Лемма 2. При выполнении условий теоремы 2 оператор A отображает замкнутое множе-
ство Ω в себя.

Доказательство. Для x ∈ K̃, ‖x‖C � r2, взяв соответственно

0 < r2 �
(

1

b‖g‖Lq′ τ
p/q

)q/(p−q)

на основании (8) имеем

‖Ax‖C � b‖g‖Lq′ τ
p/q‖x‖p/qC � b‖g‖Lq′ τ

p/qr
p/q
2 ‖x‖C .

С другой стороны, взяв в качестве r1 число, границы которого определены в теореме 2, для x ∈ K̃,
‖x‖C � r1 из (9) получим

‖Ax‖C � ‖x‖p/qC

1∫

0

G(1, s)a(s)(Tϕ)p/q(s) ds �
1∫

0

G(1, s)a(s)(Tϕ)p/q(s) ds · rp/q−1
1 � r1. �

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Кроме того, предположим, что функция
f(t, u) дифференцируема по u, производная f ′u(t, u) монотонно убывает по u и

τ‖θ‖Lp′ < 1, (10)

где θ(t) = g(t)f ′u(t, r1(T1)(t)), 1/p′ + 1/p = 1. Тогда краевая задача (1)–(3) имеет единственное
положительное решение.
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Доказательство. Для любых x1, x2 ∈ Ω ввиду монотонности функции f ′u(t, u) по u и в силу
формулы конечных приращений Лагранжа и неравенства Гельдера имеем

‖Ax1 −Ax2‖C �
1∫

0

G(t, s)
∣∣f ′u
(
s, (T x̃)(s)

)∣∣∣∣(Ty)(s)
∣∣ ds

�
1∫

0

G(1, s)
∣∣f ′u
(
s, r1(T1)(s)

)∣∣∣∣(Ty)(s)
∣∣ ds � ‖θ‖Lp′‖Ty‖Lp � τ‖θ‖Lp′‖y‖C ,

где 1/p′+1/p = 1, y(t) = x1(t)−x2(t), функция x̃(t) принимает значения, промежуточные между
x1(t) и x2(t).
Теперь из принципа сжимающих отображений с учетом леммы 2 и условия (10) теоремы сле-

дует, что краевая задача (1)–(3) имеет единственное положительное решение. �
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функций многих переменных и наилучшее приближение «углом» функции тригонометрическими
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Abstract. In this paper, we consider the Lorentz space Lp,τ (T
m) of 2π-periodic functions of several

variables, the best “angular” approximation of such functions by trigonometric polynomials, and the
mixed smoothness modulus of functions from this space. The properties of the mixed smoothness
modulus are given and strengthened versions of the direct and inverse theorems on the “angular”
approximations are proved.
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1. Введение. Пусть R
m—m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с веще-

ственными координатами; T
m = {x ∈ R

m; 0 � xj < 2π; j = 1, . . . ,m}—m-мерный куб и
I
m = [0, 1)m.
Через Lp,τ (Tm) обозначим пространство Лоренца всех вещественнозначных измеримых по Ле-

бегу функций f(x), которые имеют 2π-период по каждой переменной и для которых величина

‖f‖p,τ =
⎧
⎨

⎩
τ

p

1∫

0

(
f∗(t)

)τ
tτ/p−1dt

⎫
⎬

⎭

1/τ

, 1 < p <∞, 1 � τ <∞,

конечна, где f∗(y)—невозрастающая перестановка функции |f(2πx)|, x ∈ I
m (см. [24, гл. 1,

разд. 3, с. 213–216].
В случае τ = p пространство Лоренца Lp,τ (Tm) совпадает с пространством Лебега Lp(Tm) с

нормой ‖f‖p = ‖f‖p,p (см. [15, гл. 1, разд. 1.1, с. 11].

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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Через L̊p,τ (Tm) обозначим множество всех функций f ∈ Lp,τ (T
m), удовлетворяющих условию

2π∫

0

f(x)dxj = 0 ∀j = 1, . . . ,m.

Обозначим через Z
m
+ —множество точек с неотрицательными целыми координатами, а через

an(f)—коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(T
m) по системе {ei〈n,2πx〉}Zm , где Z

m—множе-
ство точек из R

m с целочисленными координатами. Положим

δs(f, 2πx) =
∑

n∈ρ(s)
an(f)e

i〈n,2πx〉,

где

〈y,x〉 =
m∑

j=1

yjxj, sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , km) ∈ Z

m : 2sj−1 � |kj | < 2sj , j = 1, . . . ,m
}
.

Величина

Yl1,...,lm(f)p,τ = inf
Tlj

∥
∥∥
∥∥
∥
f −

m∑

j=1

Tlj

∥
∥∥
∥∥
∥

∗

p,τ

, lj = 0, 1, 2, . . . ,

называется наилучшим приближением «углом» функции f ∈ Lp,τ (T
m) тригонометрическими

полиномами, где Tlj ∈ Lp,τ (T
m)— тригонометрический полином порядка lj по переменной xj,

j = 1, . . . ,m (в случае τ = p см. [9, 17, 19, 43]).

Определение 1.1. Смешанный модуль гладкости функции порядка k функции f ∈ Lp,τ (T
m)

определяется по формуле (в случае τ = p см. [4, гл. 1, разд. 11] и [43])

ωk(f, t)p,τ = ωk1,...,km(f, t1, . . . , tm)p,τ = sup
|h1|�t1,...,|hm|�tm

∥
∥
∥Δk

h(f)
∥
∥
∥
p,τ
,

где Δk
t f(2πx) = Δkm

tm (. . .Δk1
t1 f(2πx))— смешанная разность порядка k с шагом t = (t1, . . . , tm).

Для функции f ∈ Lp,τ (T) одной переменной т.е. при m = 1, наилучшее приближение триго-
нометрическими полиномами Tn порядка не выше n, обозначается символом En(f)p,τ . В случае
τ = p вместо En(f)p,p будем писать En(f)p. Модуль гладкости порядка k функции f ∈ Lp(T)
обозначается символом ωk(f, δ)p; при k = 1 пишут ω(f, δ)p.

Постановка задачи. В теории приближения функций под прямыми теоремами понимают нера-
венства, в которых наилучшие приближения функций из некоторого пространства сверху оцени-
ваются через ее модули гладкости, а обратными теоремами называются неравенства, в которых
модули гладкости функций сверху оценивается через ее наилучшие приближения.

Первая прямая теорема была доказана Д. Джексоном в [39].

Теорема 1.1 (см. [9]). Для любой функции f ∈ C[0, 2π] выполняется неравенство

En(f)∞ � Cω(f, π/n)∞. (1.1)

Неравенства вида (1.1) принято называть неравенством Джексона. Е. Кваде (см. [44]) распро-
странил неравенство Джексона на пространства Lp(T), 1 � p <∞.

В общем случае прямая теорема известна в следующей формулировке.

Теорема 1.2. Для любой функции f ∈ Lp(T), 1 � p � ∞, k ∈ N выполняется неравенство

En(f)p � Cωk(f, π/n)p. (1.2)

В случае k = 2 теорему 1.2 опубликовал Н. И. Ахиезер (см. [5]). С. Б. Стечкин (см. [25]) доказал
неравенство (1.2) для модудля гладкости произвольного порядка k ∈ N в пространстве непрерыв-
ных функций C(T). Как отмечено в [11], его рассуждения справедливы и для пространств Lp(T),
1 � p <∞.
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Для k = 1 неравенство (1.2) в случае 0 < p < 1, независимо доказали Э. А. Стороженко,
В. Г. Кротов, П. Освальд (см. [27]) и В. И. Иванов (см. [10]). При 0 < p < 1 и k � 2 аналог
неравенства (1.2) доказали Э. А. Стороженко и П. Освальд (см. [28]).

В 1965 г. М. Ф. Тиман (см. [29, 30]) для любой функции f ∈ Lp(T), 1 < p < ∞, γ = max{2, p}
доказал следующий усиленный вариант неравенства (1.2):

1

nk

(
n∑

ν=1

νkγ−1Eγν (f)p

)1/γ

� Cωk(f, π/n)p. (1.3)

Первые результаты в обратных теоремах теории приближения принадлежат С. Н. Бернштейну
и Ш. Валле Пуссену (см. библиографию в [11]).

Первая общая обратная теорема была доказана Р. Салемом (см. [45]) в пространстве непре-
рывных функций. Известна следующая общая обратная теорема к теореме 1.2.

Теорема 1.3. Если f ∈ Lp(T), 1 � p � ∞, k ∈ N, то

ωk(f, π/n)p �
C(k)

nk

n∑

ν=1

νk−1Eν(f)p. (1.4)

Теорему 1.3 в случае k = 1, p = ∞ доказал Р. Салем (см. [45]), а для k ∈ N, p = ∞—С. Б. Стеч-
кин (см. [25]). При 1 < p < ∞ эту теорему доказали А. Ф. Тиман и М. Ф. Тиман (см. [31]). Как
отмечено в [11], теорема 1.3 для всех 1 � p � ∞ доказывается методом С. Б. Стечкина.

Усиленный вариант теоремы 1.3 для p = 2 доказал С. Б. Стечкин (см. [26]), а для всех 1 < p <
∞—М. Ф. Тиман (см. [32]).

Теорема 1.4 (см. [32]). Если f ∈ Lp(T), 1 < p <∞, β = min{2, p}, k ∈ N, то

ωk(f, π/n)p �
C(k)

nk

(
n∑

ν=1

νkβ−1Eβν (f)p

)1/β

. (1.5)

Для модулей гладкости положительного порядка функции f ∈ Lp(T), 1 < p <∞, неравенства
(1.2), (1.4), (1.5) доказал Р. Таберски (см. [46, 47]).

Для функций одной переменной прямые и обратные теоремы теории приближения известны
и в перестановочно-инвариантных пространствах (см. [34, 38, 40]), в частности, в пространстве
Лоренца Lp,τ (T) (см. [35, 42]).

Прямые и обратные теоремы между наилучшим приближением «углом» и смешанным мо-
дулем гладкости функции многих переменных f ∈ Lp(T

m), 1 � p � ∞, доказал М. К. Пота-
пов (см. [17–19]); их усиленные варианты доказаны в [43]; двумерный аналог неравенства (1.3)
в пространстве Лебега со смешанной нормой доказан Е. С. Смаиловым, М. Г. Есмаганбетовым и
Б. К. Шаяхметовой (см. [32]).

В [20,21] определен обобщенный модуль гладкости функции f ∈ Lp(T
m), 1 � p � ∞, и доказаны

прямая и обратная теоремы теории приближения «углом» для этого модуля гладкости.
Основная цель статьи — найти соотношения между наилучшим приближением «углом» и сме-

шанным модулем гладкости функции в пространстве f ∈ Lp,τ (T
m), 1 � p, τ <∞.

Статья состоит из введения и трех разделов. В разделе 2 приведены некоторые следствия
известных теорем. В разделе 3 приведены свойства смешанного модуля гладкости функции из
пространства Лоренца. Основные результаты сформулированы и доказаны в разделе 4. Теоре-
мы 4.1 и 4.2 являются усиленными вариантами прямой и обратной теорем теории приближения
«углом» в пространстве Лоренца. В случае τ = p из этих теорем следует [43, теорема 9.1].

Через C(p, q, y, . . . ) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скобках
параметров, вообще говоря, различные в разных формулах. Запись A(y) 	 B(y) означает, что
существуют такие положительные постоянные C1, C2, что C1 · A(y) � B(y) � C2 · A(y). Для
краткости записи, в случае выполнения неравенств B � C1A или B � C2A часто будем писать
B 
 A или B � A соответственно.

2. Вспомогательные утверждения. Напомним определение дробной производной функции
и сформулируем утверждения, которые часто применяются в доказательствах результатов ста-
тьи.
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Для функции f ∈ L̊(Tm) и вектора α = (α1, . . . , αm) с неотрицательными координатами опе-
ратор дробного дифференцирования определяется по формуле (см. [8, гл. 3, раздел 15])

f (α)(x) := f (α1,...,αm)(x) =
∑

n∈Z̊m

m∏

j=1

(inj)
αjan(f)e

i〈n,x〉,

где

Z̊
m =

⎧
⎨

⎩
n ∈ Z

m :

m∏

j=1

nj �= 0

⎫
⎬

⎭
, (inj)

αj = |nj|αjeiπαj/2 signnj , j = 1, . . . ,m.

Для функции f ∈ L̊p(T
m), 1 < p <∞, известно следующее соотношение (см. [8, гл. 3, раздел 15]):

‖f (α)‖p 	

∥∥
∥∥
∥∥
∥

⎛

⎝
∑

s∈Zm
+

2〈s,α〉|δs(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥∥
∥∥
∥∥
∥
p

, (2.1)

которое понимается в том смысле, что из конечности какой-либо части следует конечность другой
его части и выполняются двусторонние неравенства. Используя соотношение (2.1) и интерполя-
ционную теорему в пространстве Лоренца, нетрудно доказать следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть 1 < p, τ <∞ и f ∈ Lp,τ (Tm). Тогда выполняется соотношение

‖f (α)‖p,τ 	

∥∥
∥∥
∥∥
∥

⎛

⎝
∑

s∈Zm
+

2〈s,α〉|δs(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥∥
∥∥
∥∥
∥
p,τ

.

Теорема 2.2 (см. [2]). Пусть 1 < p, τ < ∞. Тогда для любой функции f ∈ Lp,τ (T
m) выполня-

ется соотношение

‖f‖p,τ 	

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
∑

s∈Zm
+

|δs(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

.

3. Смешанный модуль гладкости функции и его свойства в пространстве Лоренца.
Обозначим через em множество индексов {1, . . . ,m}, через e его произвольное подмножество и
через |e|—количество элементов e.

Если r = (r1, . . . , rm)— элемент m-мерного пространства, имеющий неотрицательные коорди-
наты, то re = (re1, . . . , r

e
m)— вектор с компонентами rej = rj при j ∈ e и rej = 0 при j /∈ e.

Пусть l = (l1, . . . , lm)— элемент m-мерного пространства с целыми положительными коорди-
натами и e ⊂ em —непустое множество. Положим

Gl(e) =
{
k = (k1, . . . , km) ∈ Z

m : |kj | � lj , j ∈ e, |kj | > lj , j /∈ e
}
.

Для заданных чисел bn смешанная разность определяется по формуле

Δbn =
∑

0�ε�1

(−1)
m−

m∑

j=1
εj
bn−1+ε,

где ε = (ε1, . . . , εm), εj = 0 или εj = 1, и n− 1+ ε = (n1 − 1 + ε1, . . . , nm − 1 + εm).
Будем рассматривать следующие частные суммы по различным переменным:

Sl(f, 2πx) = Sl1,...,lm(f, 2πx) =
∑

|k1|�l1
. . .

∑

|km|�lm
ak(f)e

i〈k,2πx〉

—частная сумма по всем переменным;

Sl1,∞(f, 2πx) =
∑

|k1|�l1

+∞∑

k2=−∞
. . .

+∞∑

km=−∞
ak(f)e

i〈k,2πx〉
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—частная сумма по переменной x1 ∈ [0, 1). В более общем случае

Sle,∞(f, 2πx) =
∑

k∈∏j∈e[−lj ,lj ]×Rm−|e|
ak(f)e

i〈k,2πx〉

—частная сумма по переменным xj ∈ [0, 1) при j ∈ e.
Для заданного подмножества e ⊂ em положим

Ul(f, 2πx) =
∑

e⊂em,e 	=∅

∑

k∈Gl(e)

ak(f)e
i〈k,2πx〉.

В частности, для m = 2 имеем (см., например, [43])

Ul1,l2(f, 2πx) = Sl1,∞(f, 2πx) + S∞,l2(f, 2πx)− Sl1,l2(f, 2πx).

Приведем некоторые свойства смешанного модуля гладкости функции. Они доказываются из-
вестными методами (см., например, [15, 17]).

Лемма 3.1. Пусть 1 < p, τ < +∞, αj ∈ N для j = 1, . . . ,m и f, g ∈ Lp,τ (T
m). Справедливы

следующие утверждения:
(1) ωα(f, δ1, . . . , δi−1, 0, . . . , δi+1, . . . , δm)p,τ = ωα(f, 0, . . . , 0)p,τ = 0;
(2) ωα(f + g, δ1, . . . , δm)p,τ � ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ + ωα(g, δ1, . . . , δm)p,τ ;
(3) ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ не убывает по каждой переменной δj � 0, j = 1, . . . ,m;
(4) для чисел λj � 0, j = 1, . . . ,m, справедливо соотношение

ωα(f, λ1δ1, . . . , λmδm)p,τ �
m∏

j=1

λ
αj

j ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ ;

(5) для 0 < tj � δj, j = 1, . . . ,m, справедливо соотношение
m∏

j=1

δ
−αj

j ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ �
m∏

j=1

t
−αj

j ωα(f, t1, . . . , tm)p,τ ;

(6) для тригонометрического полинома

Tn(2πx) =

n1∑

k1=−n1

. . .

nm∑

km=−nm

cke
i〈k,2πx〉, nj ∈ Z+, j = 1, . . . ,m, x ∈ I

m,

и его производной T (α1,...,αm)
n (2πx) справедливо неравенство

ωα(Tn, δ1, . . . , δm)p,τ �
m∏

j=1

δ
αj

j

∥∥
∥T (α1,...,αm)

n

∥∥
∥
p,τ
.

Лемма 3.1 доказывается так же, как [43, теорема 4.1]. В случае τ = p лемма 3.1 ранее доказана
как [43, теорема 5.1].

Лемма 3.2 (неравенство Бернштейна). Пусть 1 < p, τ < +∞, αj ∈ Z+, j = 1, . . . ,m. Тогда
для тригонометрического полинома Tn имеет место неравенство

∥∥
∥T (α1,...,αm)

n

∥∥
∥
p,τ

�
m∏

j=1

(nj + 1)αj‖Tn‖p,τ .

Лемма 3.3. Пусть 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞ и f ∈ L̊p,τ (T
m). Тогда

∥
∥∥f − Ul1,...,lm(f)

∥
∥∥
p,τ

� Yl1,...,lm(f)p,τ .

Лемма 3.4 (прямая теорема). Если f ∈ L̊p,τ (Tm), 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞, то

Yn(f)p,τ � ωk

(
f,

1

n1 + 1
, . . . ,

1

nm + 1

)

p,τ

.
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Лемма 3.5 (oбратная теорема). Если f ∈ L̊p,τ (T
m), 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞, αj ∈ N, то

ωα

(
f,

1

n1 + 1
, . . . ,

1

nm + 1

)

p,τ

�
m∏

j=1

n
−αj

j

n1+1∑

ν1=1

. . .

nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
αj−1
j Yν(f)p,τ .

В случае τ = p леммы 3.3–3.5 доказаны в [17,43]. Для τ �= p они доказываются аналогично.

Теорема 3.1. Пусть f ∈ L̊p,τ (T
2), 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞, αj, nj ∈ N, j = 1, 2. Тогда

ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

	 n−α1
1 n−α2

2

∥
∥∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥
∥∥
p,τ

+ n−α1
1

∥
∥∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥
∥∥
p,τ

+

+ n−α2
2

∥
∥∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥∥
p,τ

+
∥
∥∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥∥
p,τ
.

Доказательство. По свойству нормы (квазинормы) для любого числа hi и ni ∈ N имеем
∥
∥∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(f))

∥
∥∥
p,τ

�
∥
∥∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(f − Sn1,∞(f)− S∞,n2(f) + Sn1,n2(f))

∥
∥∥
p,τ

+

+
∥∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(Sn1,∞(f − S∞,n2(f))))

∥∥
∥
p,τ

+
∥∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(S∞,n2(f − Sn1,∞(f))))

∥∥
∥
p,τ

+

+
∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ

= C
{
I1 + I2 + I3 + I4

}
. (3.1)

Оценим I1. Введем обозначение

ϕ(2πx1, 2πx2) = f(2πx1, 2πx2)− Sn1,∞(f, 2πx1, 2πx2)−
− S∞,n2(f, 2πx1, 2πx2) + Sn1,n2(f, 2πx1, 2πx2).

Тогда по свойству нормы и ее инвариантности относительно сдвига имеем

I1 =
∥∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(ϕ))

∥∥
∥
p,τ

�

�
α1∑

ν1=0

Cα1
ν1

α2∑

ν2=0

Cα2
ν2

∥
∥∥ϕ
(
2πx1 + (α1 − ν1)h1, 2πx2 + (α2 − ν2)h2

)∥∥∥
p,τ

� ‖ϕ‖p,τ . (3.2)

Оценим I2. Введем обозначение

ψ(2πx1, 2πx2) = f(2πx1, 2πx2)− S∞,n2(f, 2πx1, 2πx2).

Тогда по свойству нормы имеем

I2 =
∥
∥∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(Sn1,∞(ψ)

∥
∥∥
p,τ

�
∥
∥∥Δα1

h1
Sn1,∞(ψ)

∥
∥∥
p,τ
. (3.3)

В [43] доказано, что
∥
∥∥Δα1

h1
Sn1,∞(ψ)

∥
∥∥
p
� n−α1

1

∥
∥∥S(α1,0)

n1,∞ (ψ)
∥
∥∥
p
, 1 < p <∞,

для 0 < h1 < π/n1. По экстраполяционной теореме (см. [37, теорема 2.1], [34]) будем иметь
∥∥
∥Δα1

h1
Sn1,∞(ψ)

∥∥
∥
p,τ

� n−α1
1

∥∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (ψ)
∥∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Следовательно, из (3.3) получим

I2 � n−α1
1

∥∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (ψ)
∥∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞, (3.4)

для 0 < h1 < π/n1. Аналогично доказывается, что

I3 � n−α2
2

∥
∥∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥∥
p,τ
, (3.5)

I3 � n−α1
1 n−α2

2

∥∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f))

∥∥
∥
p,τ

(3.6)
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для 0 < h1 < π/n1, 0 < h2 < π/n2, 1 < p, τ < ∞. Теперь из неравенств (3.1), (3.2), (3.4)–(3.6)
получим

ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

� n−α1
1 n−α2

2

∥∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥∥
∥
p,τ

+ n−α1
1

∥∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥∥
∥
p,τ

+

+ n−α2
2

∥
∥
∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥
∥
p,τ

+
∥
∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ
.

Докажем противоположное неравенство. В силу ограниченности оператора прямоугольной ча-
стичной суммы ряда Фурье функции f ∈ Lp,τ (Tm), 1 < p, τ <∞, имеем

A1 :=
∥
∥∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥∥
p,τ

� Yn1,n2(f)p,τ , 1 < p, τ <∞.

Согласно прямой теореме теории приближения «углом» в пространстве Лоренца (лемма 3.4)
отсюда получим

A1 � ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞. (3.7)

Введем обозначение
A2 :=

∥∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥∥
∥
p,τ
.

В [43] доказано, что
∥∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥∥
∥
p
� nα1

1 ‖Δα1

π/n1
(f − S∞,n2(f))‖p, 1 < p <∞.

Согласно экстраполяционной теореме (см. [37, теорема 2.1], [34]) будем иметь

A2 � nα1
1

∥∥
∥Δα1

π/n1
(f − S∞,n2(f))

∥∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Обозначая Δα1

π/n1
(f) = F , отсюда получим

A2 � nα1
1

∥∥
∥F − S∞,n2(F )

∥∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Так как S0,∞(F ) = S0,n2(F ), то

A2 � nα1
1

∥
∥∥F − S0,∞(F )− S∞,n2(F ) + S0,n2(F )

∥
∥∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Отсюда согласно прямой теореме теории приближения «углом» в пространстве Лоренца (лем-
ма 3.4) и свойству модуля гладкости получим

A2 � nα1
1 ωα

(
F, π,

π

n2 + 1

)

p,τ

� nα1
1 ωα

(
F, π,

π

n2

)

p,τ

=

= Cnα1
1 sup

|h1|�π,|h2|�π/n2

∥∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
F )
∥∥
∥
p,τ

� nα1
1 sup

|h2|�π/n2

∥∥
∥Δα2

h2
F
∥∥
∥
p,τ

=

= Cnα1
1 sup

|h2|�π/n2

∥∥
∥Δα2

h2
(Δα1

π/n1
f)
∥∥
∥
p,τ

� nα1
1 ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

.

Таким образом,

A2 � nα1
1 ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞. (3.8)

Аналогично можно доказать, что

A3 :=
∥
∥
∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥
∥
p,τ

� nα2
2 ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞, (3.9)

A4 :=
∥∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥∥
∥
p,τ

� nα2
2 ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞. (3.10)
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Теперь из неравенств (3.7)–(3.10) следует, что
∥∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥∥
∥
p,τ

�

� ωα

(
f,

π

n1
,
π

n2

)

p,τ

+ n−α1
1 n−α2

2

∥
∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥
∥
∥
p,τ

+

+ n−α1
1

∥
∥∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥
∥∥
p,τ

+ n−α2
2

∥
∥∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥∥
p,τ
. �

В случае τ = p теорема 3.1 доказана в [43, теорема 5.1].

4. Прямые и обратные теоремы приближения в пространстве Лоренца.

Теорема 4.1. Пусть 1 < p < +∞, 1 < τ < ∞, αj ∈ N, j = 1, . . . ,m, σ = max{2, τ}. Если
f ∈ L̊p,τ (T

m), то

m∏

j=1

n
−αj

j

⎛

⎝
n1+1∑

ν1=1

. . .

nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
σαj−1
j Y σ

ν (f)p,τ

⎞

⎠

1/σ

� ωα

(
f,

π

n1
, . . . ,

π

nm

)

p,τ

, nj ∈ N. (4.1)

Доказательство. Введем обозначение

In(f) :=
m∏

j=1

n
−αj

j

⎛

⎝
n1+1∑

ν1=1

. . .
nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
σαj−1
j Y σ

ν (f)p,τ

⎞

⎠

1/σ

.

Для заданного nj ∈ N выберем такое неотрицательное целое число kj , что 2kj � nj < 2kj+1,
j = 1, . . . ,m. Тогда в силу монотонного убывания {Y σ

ν (f)p,τ} по каждому индексу νj, j = 1, . . . ,m,
нетрудно убедиться, что

Iσn(f) �
m∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

. . .

km+1∑

μm=1

m∏

j=1

2μjαjσY σ
[2μ1−1],...,[2μm−1](f)p,τ . (4.2)

Докажем теорему для m = 2. Тогда (4.2) имеет вид

Iσn(f) �
2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσY σ
[2μ1−1],[2μ2−1](f)p,τ . (4.3)

Так как

U[2μ1−1],[2μ2−1](f, 2πx) = S[2μ1−1],∞(f, 2πx) + S∞,[2μ2−1](f, 2πx)− S[2μ1−1],[2μ2−1](f, 2πx)

=
∞∑

n1=[2μ1−1]

∞∑

n2=[2μ2−1]

an(f)e
i〈n,2πx〉,

то согласно определению наилучшего приближения «углом» и теореме 2.1 имеем

Y[2μ1−1],[2μ2−1](f)p,τ �
∥
∥
∥f − U[2μ1−1],[2μ2−1](f)

∥
∥
∥
p,τ

�
∥∥
∥∥
∥∥

( ∞∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

. (4.4)

Теперь из неравенств (4.3) и (4.4), по свойству нормы и в силу неравенства (a+ b)θ � C(aθ + bθ),
для 0 < θ <∞, a, b � 0 получим
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Iσn(f) �
2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσ

⎛

⎜
⎝

∥
∥∥
∥∥
∥
∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥
∥
p,τ

+

+

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

+

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

+

+

∥
∥∥
∥
∥∥

(
k1∑

ν1=μ1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥
∥∥
∥
∥∥
p,τ

⎞

⎠

σ

�
2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσ×

×

⎛

⎜
⎝

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥

σ

p,τ

+

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥

σ

p,τ

+

+

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥

σ

p,τ

+

∥
∥∥
∥
∥∥

(
k1∑

ν1=μ1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥
∥∥
∥
∥∥

σ

p,τ

⎞

⎟
⎠ . (4.5)

Так как αj > 0, j = 1, 2, то
kj+1∑

μj=0

2μjαjσ 	 2kjαjσ.

Поэтому из (4.5) получим

Iσn(f) �

∥∥
∥∥
∥
∥∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥∥
∥∥
∥
∥∥

σ

p,τ

+

+ 2−k1α1σ
k1+1∑

μ1=0

2μ1α1σ

∥∥
∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥∥
∥
∥∥
∥∥

σ

p,τ

+

+ 2−k2α2σ
k2+1∑

μ2=0

2μ2α2σ

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥

σ

p,τ

+

+

2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσ

∥
∥∥
∥
∥∥

(
k1∑

ν1=μ1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥
∥∥
∥
∥∥

σ

p,τ

=

= C
{
I1(f) + I2(f) + I3(f) + I4(f)

}
. (4.6)

Согласно теореме 2.1 имеем

I1(f) �
∥
∥∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥∥
σ

p,τ
. (4.7)

Теперь оценим величину

I2(f) = 2−k1α1σ
k1+1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1∫

0

⎛

⎜
⎝

⎡

⎢
⎣

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
⎤

⎥
⎦

∗

(t)

⎞

⎟
⎠

τ

tτ/p−1dt

⎫
⎪⎬

⎪⎭

σ/τ

. (4.8)
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Введем обозначение

ϕμ1(x) = 2μ1α1

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f,x)|2
⎞

⎠

1/2

, μ1 = 0, 1, . . . , k1.

Тогда
⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f,x)|2
⎞

⎠

σ/2
⎞

⎟
⎠

1/σ

=

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσμ1(x)

⎞

⎠

1/σ

.

Предположим, что σ = max{2, τ} = τ > p > 1. Тогда пространство Lp,τ (Tm) является τ -вогнутым
(см., например, [16, 36]). Следовательно, по определению τ -вогнутого пространства справедливо
неравенство ∥∥

∥∥
∥∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσμ1(x)

⎞

⎠

1/σ
∥∥
∥∥
∥∥
∥
p,τ



⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖τp,τ

⎞

⎠

1/τ

.

В силу обозначения ϕμ1 это означает, что
⎛

⎜
⎝
k1+1∑

μ1=0

2μ1α1σ

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥

σ

p,τ

⎞

⎟
⎠

1/σ

�

�

∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥

⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f,x)|2
⎞

⎠

σ/2
⎞

⎟
⎠

1/σ
∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥
p,τ

(4.9)

в случае σ = max{2, τ} = τ > p > 1. Если σ = max{2, τ} = 2, то τ < 2. Тогда согласно неравенству
Йенсена имеем

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖σp,τ

⎞

⎠

1/σ

=

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖2p,τ

⎞

⎠

1/2

�

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖τp,τ

⎞

⎠

1/τ

.

Известно, что если 1 < p < τ , то пространство Lp,τ (Tm) является τ -вогнутым (см. [16]). Поэтому
из предыдущего неравенства следует, что

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖σp,τ

⎞

⎠

1/σ

�
∥∥
∥∥
∥
∥

k1∑

μ1=0

ϕμ1

∥∥
∥∥
∥
∥
p,τ

(4.10)

в случае σ = max{2, τ} = 2, τ > p > 1, т.е. 1 < p < τ < 2. Так как
μ∑

k=0

2kα1σ � 2μα1σ,

то согласно неравенству Потапова—Йохансона (см. [41, 43]) имеем

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

σ/2

�
k1∑

ν1=0

2ν1α1σ

⎛

⎝
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

σ/2

(4.11)

почти для всех x ∈ [0, 1)2. Теперь из неравенств (4.9), (4.10), (4.11) и согласно неравенству Йен-
сена получим
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⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥

σ

p,τ

⎞

⎟
⎠

1/σ

�

�

∥∥
∥
∥∥
∥∥
∥

⎛

⎜
⎝

k1∑

ν1=0

2ν1α12

⎛

⎝
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

σ/2
⎞

⎟
⎠

1/σ
∥∥
∥
∥∥
∥∥
∥
p,τ

�

�

∥
∥∥
∥∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α1σ
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥
∥
p,τ

(4.12)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ∞. Теперь из неравенств
(4.8) и (4.12) следует, что

I2(f) � 2k1α1σ

∥
∥∥
∥∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥
∥
p,τ

(4.13)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ <∞.
Пусть σ = max{2, τ} = 2 и 1 < τ < p <∞, т.е. 1 < τ < 2. Согласно обозначению функции ϕμ1 ,

меняя порядок суммирования, нетрудно убедиться, что
⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσμ1(x)

⎞

⎠

1/σ

=

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

k1∑

μ1=0

2μ1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

1/2

	

	
⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

1/2

(4.14)

почти для всех x ∈ I
2. Следовательно,

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσμ1

⎞

⎠

1/σ
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

	

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

.

По теореме 2.2 отсюда получим
∥∥
∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσμ1

⎞

⎠

1/σ
∥∥
∥
∥∥
∥∥
p,τ

	
∥
∥∥
∥∥
∥

k1∑

ν1=0

2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f)

∥
∥∥
∥∥
∥
p,τ

(4.15)

в случае σ = max{2, τ} = 2.
Введем обозначение

Bν1,k2(x) = 2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f, 2πx), ν1 = 0, 1, . . . , k1.

Тогда набор этих функций {Bν1,k2}k1ν1=0, при фиксированном k2, будет ортогональной системой,
т.е. ∫

Im

Bν1,k2(x)Bs1,k2(x)dx = 0
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при ν1 �= s1. Поэтому используя [1, лемма 1.4], как в доказательстве [2, лемма 1.5], можно убе-
диться, что

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖Bν1,k2‖2p,τ

⎞

⎠

1/2

�
∥
∥∥
∥∥
∥

k1∑

μ1=0

Bν1,k2

∥
∥∥
∥∥
∥
p,τ

(4.16)

в случае 1 < p � 2, 1 < τ < 2. Согласно обозначению Bν1,k2(x), из неравенств (4.15), (4.16)
получим

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖Bν1,k2‖2p,τ

⎞

⎠

1/2

�
∥
∥∥
∥
∥∥

k1∑

ν1=0

2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f)

∥
∥∥
∥
∥∥
p,τ

	

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσμ1

⎞

⎠

1/σ
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

,

в случае σ = max{2, τ} = 2, 1 < p � 2, 1 < τ < 2. Значит,
∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

�
∥
∥∥
∥
∥∥

k1∑

ν1=0

2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f)

∥
∥∥
∥
∥∥
p,τ

(4.17)

в случае σ = max{2, τ} = 2, 1 < p � 2, 1 < τ < 2.
Таким образом, неравенство (4.12), а значит, и (4.13), верно и в случае 1 < τ < p � 2.
Пусть σ = max{2, τ} = τ , т. е. 2 < τ <∞. Введем обозначение

Vμ1,k2(x) = 2μ1α1

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

1/2

.

Если 2 < p <∞, 2 < τ <∞, то согласно [1, лемма 1.4] будем иметь
⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1τ

∥
∥∥
∥∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥
∥

τ

p,τ

⎞

⎟
⎠

1/τ

=

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖Vμ1,k2‖τp,τ

⎞

⎠

1/τ

�

�

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

|Vμ1,k2 |2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

= C

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

2μ1α12
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

�

�

∥
∥∥
∥∥
∥∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥∥
∥∥
∥∥
p,τ

�
∥
∥∥
∥∥
∥

k1∑

ν1=0

∞∑

ν2=k2+1

2ν1α1δν(f)

∥
∥∥
∥∥
∥
p,τ

.

Следовательно, из неравенства (4.8) получим

I2(f) �
∥∥
∥
∥∥
∥

k1∑

ν1=0

∞∑

ν2=k2+1

2ν1α1δν(f)

∥∥
∥
∥∥
∥
p,τ

(4.18)

в случае σ = max{2, τ} = τ и 2 < p <∞, т.е. неравенство (4.13) верно и в случае 2 < τ < p <∞.
Таким образом, в случае σ = max{2, τ} = τ неравенство (4.13) верно для всех 1 < p <∞.
В силу теорем 2.2 и 2.1 из (4.13) получим

I2(f) � 2−k1α1σ
∥∥
∥S(α1,0)

2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f))
∥∥
∥
σ

p,τ
(4.19)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ < ∞. Аналогично можно
доказать, что

I3(f) � 2−k2α2σ
∥
∥∥S(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥
∥∥
σ

p,τ
, (4.20)
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I4(f) � 2−(k1α1+k2α2)σ
∥∥
∥S(α1,α2)

2k1 ,2k2
(f)

∥∥
∥
σ

p,τ
(4.21)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2 и 1 < p < τ < ∞. Поэтому из
неравенств (4.6), (4.7) и (4.19)–(4.21) следует, что

Iσn(f) �
∥∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥∥
∥
σ

p,τ
+

+ 2−k1α1σ
∥∥
∥S(α1,0)

2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f))
∥∥
∥
σ

p,τ
+ 2−k2α2σ

∥∥
∥S(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥∥
∥
σ

p,τ
+

+ 2−k2α2σ
∥∥
∥S(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥∥
∥
σ

p,τ
+ 2−(k1α1+k2α2)σ

∥∥
∥S(α1,α2)

2k1 ,2k2
(f)

∥∥
∥
σ

p,τ
(4.22)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ <∞.
Теперь в силу теоремы 3.1 и свойства модуля гладкости из неравенства (4.22) получим утвер-

ждение теоремы. �

Теорема 4.2. Пусть 1 < p < +∞, 1 < τ < ∞, αj ∈ N, j = 1, . . . ,m, β = min{2, τ}. Если
f ∈ L̊p,τ (T

m), то

ωα

(
f,

π

n1
, . . . ,

π

nm

)

p,τ

�
m∏

j=1

n
−αj

j

⎛

⎝
n1+1∑

ν1=1

. . .

nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
βαj−1
j Y β

ν (f)p,τ

⎞

⎠

1/β

, nj ∈ N.

Доказательство. Для nj ∈ N выберем неотрицательное целое число kj , удовлетворяющее усло-
вию 2kj � nj < 2kj+1, j = 1, . . . ,m. Тогда по свойству смешанного модуля гладкости функции
получим

I5(f) := ωα

(
f,

1

n1
,
1

n2

)

p,τ

� ωα

(
f,

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

.

Далее, по свойствам смешанного модуля гладкости функции отсюда получим

Iτ5 (f) � ωτα

(
f − S2k1 ,∞(f)− S∞,2k2 (f) + S2k1 ,2k2 (f),

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+

+ ωτα

(
S2k1 ,∞(f),

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+ ωτα

(
S∞,2k2 (f),

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+ ωτα

(
S2k1 ,2k2 (f),

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

�

�
∥∥
∥f − S2k1 ,∞(f)− S∞,2k2 (f) + S2k1 ,2k2 (f)

∥∥
∥
τ

p,τ
+ ωτα

(
S2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f)),

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+

+ ωτα

(
S∞,2k2 (f − S2k1 ,∞(f)),

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+ ωτα

(
S2k1 ,2k2 (f),

1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

�

� 2−(k1α1+k2α2)τ
∥
∥∥S(α1,α2)

2k1 ,2k2
(f)

∥
∥∥
τ

p,τ
+ 2−k1α1τ

∥
∥∥S(α1,0)

2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f))
∥
∥∥
τ

p,τ
+

+ 2−k2α2τ
∥
∥∥S(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥
∥∥
τ

p,τ
+
∥
∥∥f − S2k1 ,∞(f)− S∞,2k2 (f) + S2k1 ,2k2 (f)

∥
∥∥
τ

p,τ
=

= C
{
I6 + I7 + I8 + I9

}
. (4.23)

Согласно теореме 2.1 будем иметь

I6 � 2−(k1α1+k2α2)τ

∥∥
∥∥
∥∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

|δ(α1,α2)
μ (f)|2

⎞

⎠

1/2
∥∥
∥∥
∥∥
∥

τ

p,τ

�

� 2−(k1α1+k2α2)τ

∥∥
∥∥
∥∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)2|δμ(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥∥
∥∥
∥∥
∥

τ

p,τ

. (4.24)
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Пусть β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞. Тогда согласно [2, лемма 1.2] из (4.24) получим

I6 � 2−(k1α1+k2α2)τ

⎧
⎨

⎩

k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)2‖δμ(f)‖2p,τ

⎫
⎬

⎭

τ/2

�

� 2−(k1α1+k2α2)τ

⎧
⎨

⎩

k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)2Y 2
[2μ1−1],[2μ2−1](f)p,τ

⎫
⎬

⎭

τ/2

. (4.25)

Если β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞, то в силу [2, леммы 1.1, 1.4] из (4.24) получим

I6 � 2−(k1α1+k2α2)τ
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)τ‖δμ(f)‖τp,τ �

� 2−(k1α1+k2α2)τ
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)τY τ
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Таким образом (см. (4.25) и (4.26))
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в случае β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞ или β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞.
Оценим I7. По теореме 2.1 будем иметь
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Если β = min{2, τ} = 2 и 2 < p < ∞, то согласно [2, лемма 1.2] (см. также [1]) из (4.28) следует,
что
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Пусть β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞. Тогда согласно [2, леммы 1.1, 1.4] из (4.28) получим
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Аналогично (4.29) и (4.30) можно доказать, что

I8 � 2−(k1α1+k2α2)τ
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в случае β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞ и

I8 � 2−(k1α1+k2α2)τ
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k2∑
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в случае β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞.
По лемме 3.4 имеем

I9 � Y τ
[2k1 ],[2k2 ](f)p,τ (4.33)

для 1 < p, τ <∞. Теперь из неравенств (4.23), (4.27), (4.29), (4.31), (4.33) следует, что
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в случае β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞. Если β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞, то
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Нетрудно видеть, что из неравенств (4.34) и (4.35) вытекает утверждение теоремы. �
В случае τ = p теоремы 4.1 и 4.2 доказаны в [43]. Из теорем 4.1 и 4.2 следуют леммы 3.4 и 3.5

соответственно.

Заключение Задачу о точности константы в неравенствах Джексона—Стечкина исследовали
Н. П. Корнейчук [14], В. И. Бердышев [7], Н. И. Черных [33], А. Г. Бабенко [6], В. И. Иванов [13]
(см. также библиографию в [11,12]). О. И. Смирнов доказал теорему Джексона с точной констан-
той для приближения «углом» функций в пространстве Lp(Tm) при 1 � p < 2 (см. [23]).

Основные результаты работы представлены на международной Воронежской весенней мате-
матической школе 3–9 мая 2023 г. (см. [47]).
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ОПТИМАЛЬНОЕ ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ

НЕОДНОРОДНОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМОЙ С ЗАДАННЫМИ

ПРОМЕЖУТОЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

c© 2023 г. В. Р. БАРСЕГЯН, С. В. СОЛОДУША

Аннотация. Статья посвящена разработке конструктивного подхода к решению задачи опти-
мального граничного управления распределенной неоднородной колебательной системой, дина-
мика которой моделируется одномерным волновым уравнением с кусочно постоянными характе-
ристиками. Специфика предлагаемого подхода позволяет удовлетворить многоточечные проме-
жуточные условия. Полученные результаты проиллюстрированы конкретным примером.

Ключевые слова: колебания, оптимальное управление, неоднородный процесс, волновое урав-
нение, разделение переменных.

OPTIMAL BOUNDARY CONTROL FOR A DISTRIBUTED

INHOMOGENEOUS OSCILLATORY SYSTEM WITH GIVEN

INTERMEDIATE CONDITIONS

c© 2023 V. R. BARSEGHYAN, S. V. SOLODUSHA

Abstract. In this paper, we develop a constructive approach to the problem of optimal boundary
control for a distributed inhomogeneous oscillatory system whose dynamics is modeled by a one-
dimensional wave equation with piecewise constant characteristics. Using the approach proposed, one
may satisfy multi-point intermediate conditions. The results obtained are illustrated by a specific
example.

Keywords and phrases: oscillations, optimal control, inhomogeneous process, wave equation,
separation of variables.
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1. Введение. Изучению задач управления, в том числе и оптимального, распределенных коле-
бательных систем, где задаются начальное, конечное, а также и многоточечные промежуточные
условия, посвящена многочисленная литература, в частности, работы [1, 3–5, 7, 8, 10–20, 24–28]
(см. также библиографию в этих работах). Одна из первых задач, где колебательная система
состоит из двух разных кусочно однородных сред (разнородных распределенных составных си-
стем), сформулирована А. Г. Бутковским и рассмотрена в [7]. В [4,5,8,10,12–15,28] рассмотрены
задачи граничного управления колебаниями распределенных систем, состоящих из разнородных
участков (с кусочно постоянными характеристиками). Исследование этих задач, как правило,
основывается на использовании метода бегущих волн и получении формул типа Даламбера.

Работа С. В. Солодуши выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего образо-
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Задачам управления и оптимального управления составных динамических систем посвящены,
в частности, работы [1, 2, 4, 5, 7, 8, 10–15, 19–24, 27, 28]. В отличие от [1, 19, 20, 24] здесь представ-
лена задача оптимального граничного управления распределенной неоднородной колебательной
системой с управляющими смещениями обоих концов. В качестве промежуточных условий учи-
тываются заданные в разные промежуточные моменты времени значения функции колебания
(прогиба) и производной от этой функции (скоростей точек). Критерий качества определен на
всем временном интервале. Будем считать, что колебательный процесс характеризуется разны-
ми физическими свойствами (т.е. состоит из двух участков, которые имеют различные упругие
свойства и плотность). При этом длины этих участков таковы, что время прохождения волны по
каждому из них одинаково. Настоящая работа наиболее близка к исследованиям, представлен-
ным в [1, 19, 20, 24].
Цель данной статьи заключается в разработке аналитической методики построения оптималь-

ного граничного управляющего воздействия. Управление реализуется за счет смещения, кото-
рое прилагается на двух концах и за конечный временной промежуток переводит колебания
из известного начального состояния (через многоточечные промежуточные) в заданное конеч-
ное состояние. Статья структурирована в соответствии со схемой построения решения задачи.
В разделе 2 сформулирована постановка задачи. В разделе 3 исходная задача сведена к зада-
че с нулевыми граничными условиями. Для ее решения в разделах 4 и 5 используются метод
разделения переменных и методы теории оптимального управления конечномерными системами
с многоточечными промежуточными условиями. Построение оптимальной функции управления
с помощью проблем моментов приведено в разделе 5. В разделах 6 и 7 приведены результаты,
иллюстрирующие применение полученных формул на конкретных примерах.

2. Постановка задачи. Рассмотрим колебания распределенной кусочно однородной среды,
которая расположена вдоль отрезка −l1 � x � l и состоит из двух участков длины −l1 и l
соответственно, так что −l1 � x � 0 и 0 � x � l. Обозначим через ai =

√
ki/ρi скорость

прохождения волны по i-му (i = 1, 2) участку, где ρi = const—плотность, ki = const—модуль
Юнга. Пусть величины l1 и l удовлетворяют равенству

l1
a1

=
l

a2
, (2.1)

так что время прохождения волны по первому участку (где −l1 � x � 0) равно времени прохож-
дения волны по второму участку (где 0 � x � l).
Будем считать, что функцией Q(x, t), −l1 � x � l, 0 � t � T , задается состояние неоднородного

процесса, динамика которого описывается уравнением

∂2Q(x, t)

∂t2
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

a21
∂2Q(x, t)

∂x2
, −l1 � x � 0, 0 � t � T,

a22
∂2Q(x, t)

∂x2
, 0 � x � l, 0 � t � T,

(2.2)

с условиями на границах

Q(−l1, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, (2.3)

и с сопряженными условиями при x = 0 (точка соединения участков)

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a21ρ1
∂Q(x, t)

∂x

∣∣
∣
∣
x=0−0

= a22ρ2
∂Q(x, t)

∂x

∣∣
∣
∣
x=0+0

. (2.4)

Начальные (при t = t0 = 0) и конечные (при t = T ) условия заданы следующим образом:

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=0

= ψ0(x), − l1 � x � l, (2.5)

Q(x, T ) = ϕT (x),
∂Q(x, t)

∂t

∣
∣∣
∣
t=T

= ψT (x), − l1 � x � l. (2.6)
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Пусть в некоторые моменты времени

0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = T

известны промежуточные значения функции состояния и ее производной в виде

Q(x, ti) = ϕi(x), − l1 � x � l, i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
, (2.7)

∂Q(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=tj

= ψj(x), − l1 � x � l, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
. (2.8)

В условиях (2.7) и (2.8) предполагается, что m—четное число. В формуле (2.3) функции μ(t)
и ν(t) являются управляющими воздействиями (граничные управления). Дополнительно будем
считать, что функция Q(x, t) ∈ C2(ΩT ), ϕi(x) ∈ C2[−l1, l] и ψj(x) ∈ C1[−l1, l], где множество ΩT ={
(x, t) : x ∈ [−l1, l], t ∈ [0, T ]

}
, а все функции таковы, что выполняются условия согласования

(см. [1, 19, 20, 24]).
Указанным динамическим процессом могут быть представлены продольные (поперечные) ко-

лебания кусочно однородного стержня (струны), где ρ—плотность, k—модуль упругости (натя-
жение струны). Отметим также, что распределенный кусочно однородный колебательный про-
цесс (2.2) описывается системой переменной структуры (см. [1,2,19–22,24]. Сформулируем далее
задачу оптимального граничного управления неоднородными колебаниями системы (2.2) с усло-
виями, заданными в промежуточные моменты времени.
Требуется найти такие оптимальные граничные управления μ0(t) и ν0(t), 0 � t � T , в (2.3),

под воздействием которых колебательное движение системы (2.2) из заданного начального состо-
яния (2.5) переходит в конечное состояние (2.6), удовлетворяя условиям (2.7), (2.8) и минимизируя
функционал

⎡

⎣
T∫

0

(
μ2(t) + ν2(t)

)
dt

⎤

⎦

1/2

. (2.9)

Так как в промежуточные моменты времени tk, k = 1,m, известны или только значения функ-
ции колебания (2.7), или только значения ее производной (2.8), то целесообразно использовать
такой подход решения сформулированной задачи оптимального управления, где будет учтена
специфика промежуточных условий (2.7), (2.8).

3. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями. Для построения
решения введем такую новую переменную ξ (см. [1, 19, 20, 24]), что

ξ =

⎧
⎨

⎩

a2
a1
x, −l1 � x � 0,

x, 0 � x � l.
(3.1)

Замена вида (3.1) приводит к преобразованию (растяжению либо к сжатию) отрезка −l1 � x � 0
относительно точки x = 0. Легко видеть, что, в силу (2.1), вместо отрезка −l1 � x � 0 имеем
−l � ξ � 0. Таким образом, для функции Q(ξ, t) получим одинаковое на участках длины l
уравнение

∂2Q(ξ, t)

∂t2
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

a22
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, −l � ξ � 0, 0 � t � T,

a22
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, 0 � ξ � l, 0 � t � T,

или
∂2Q(ξ, t)

∂t2
= a22

∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, −l � ξ � l, 0 � t � T, (3.2)

с условиями на границах

Q(−l, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, (3.3)
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начальными условиями

Q(ξ, 0) = ϕ0(ξ),
∂Q(ξ, t)

∂t

∣
∣∣
∣
t=0

= ψ0(ξ), −l � x � l, (3.4)

промежуточными условиями

Q(ξ, ti) = ϕi(ξ), − l � ξ � l, i = 2α − 1, α = 1, . . . ,
m

2
, (3.5)

∂Q(ξ, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=tj

= ψj(x), − l � ξ � l, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
, (3.6)

и конечными условиями

Q(ξ, T ) = ϕT (ξ),
∂Q(ξ, t)

∂t

∣
∣
∣∣
t=T

= ψT (ξ), −l � ξ � l, (3.7)

а также сопряженными условиями при ξ = 0 (точке соединения участков)

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a1ρ1
∂Q(ξ, t)

∂ξ

∣∣
∣∣
ξ=0−0

= a2ρ2
∂Q(ξ, t)

∂ξ

∣∣
∣∣
ξ=0+0

. (3.8)

Для удобства здесь все функции после замены (3.1) оставлены в исходных обозначениях.
Принимая во внимание неоднородность граничного условия (3.3), решение задачи (3.2) будем

искать в виде
Q(ξ, t) = V (ξ, t) +W (ξ, t), (3.9)

где для искомой функции V (ξ, t) справедливы однородные граничные условия

V (−l, t) = V (l, t) = 0, (3.10)

а функция W (ξ, t)—решение уравнения (3.2) с условиями

W (−l, t) = μ(t), W (l, t) = ν(t), (3.11)

удовлетворяющая условию

W (ξ, t) =
1

2l

[
(l − ξ)μ(t) + (l + ξ)ν(t)

]
. (3.12)

Из (3.2), (3.9) и (3.12) для определения функции V (ξ, t) получим

∂2V (ξ, t)

∂t2
= a22

∂2V (ξ, t)

∂ξ2
+ F (ξ, t), −l � ξ � l, 0 � t � T, (3.13)

где

F (ξ, t) =
1

2l

[
(ξ − l)μ̈(t)− (ξ + l)ν̈(t)

]
. (3.14)

Заметим, что функция V (ξ, t) удовлетворяет условию сопряжения (3.8) в точке ξ = 0. Соглас-
но (3.1) будем иметь

ϕ0(−l1) = ϕ0(−l), ϕi(−l1) = ϕi(−l), ψj(−l1) = ψj(−l), (3.15)
ϕT (−l1) = ϕT (−l), ψ0(−l1) = ψ0(−l), ψT (−l1) = ψT (−l). (3.16)

Из начальных (3.4), промежуточных (3.5), (3.6) и конечных (3.7) условий, с учетом условий со-
гласования и (3.15) получим, что решение V (ξ, t) задачи (3.13) должно удовлетворять начальным
условиям

V (ξ, 0) = ϕ0(ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ϕ0(−l) + (l + ξ)ϕ0(l)

]
,

∂V (ξ, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=0

= ψ0(ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ψ0(−l) + (l + ξ)ψ0(l)

]
,

(3.17)
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промежуточным условиям

V (ξ, ti) = ϕi(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ϕi(−l), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

∂V (ξ, t)

∂t

∣
∣∣
∣
t=tj

= ψj(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ψj(−l), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

(3.18)

и конечным условиям

V (ξ, T ) = ϕT (ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ϕT (−l) + (l + ξ)ϕT (l)

]
,

∂V (ξ, t)

∂t

∣
∣
∣∣
t=T

= ψT (ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ψT (−l) + (l + ξ)ψT (l)

]
.

(3.19)

Исходная задача сведена к задаче оптимального управления колебанием, описываемым неод-
нородным уравнением (3.13) с однородными граничными условиями (3.10). Полученная задача
оптимального управления формулируется следующим образом.
Требуется найти оптимальные граничные управления μ0(t) и ν0(t), 0 � t � T , доставляющие

минимум функционала (2.9), под воздействием которых вынужденное колебание, моделируемое
уравнением (3.13) с граничными условиями (3.10), переходит из заданного начального состоя-
ния (3.17) через промежуточные состояния (3.18) в конечное состояние (3.19).

4. Сведение решения задачи с нулевыми граничными условиями к проблеме мо-
ментов. С учетом однородных граничных условий (3.10) решение уравнения (3.13) ищем в виде

V (ξ, t) =
∞∑

k=1

Vk(t) sin
πkξ

l
, Vk(t) =

1

l

l∫

−l
V (ξ, t) sin

πkξ

l
dξ. (4.1)

Функции F (ξ, t), ϕi(ξ) и ψj(ξ) представим в виде рядов Фурье в базисе
{
sin πkξ

l , k = 1, 2, . . .
}

и, подставив их значения вместе с V (ξ, t) в уравнение (3.13), (3.14) и в условия (3.17)–(3.19), для
каждого k получим следующее обыкновенное дифференциальное уравнение:

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =

(
a2πk

l

)2

, (4.2)

Fk(t) =
a2
λkl

[
ν̈(t)
(
2(−1)k − 1

)− μ̈(t)
]

(4.3)

с начальными условиями

Vk(0) = ϕ
(0)
k − a2

λkl

[
ϕ0(−l)− ϕ0(l)

(
2(−1)k − 1

)]
,

V̇k(0) = ψ
(0)
k − a2

λkl

[
ψ0(−l)− ψ0(l)

(
2(−1)k − 1

)]
,

(4.4)

промежуточными условиями

Vk(ti) = ϕ
(i)
k − a2

λkl

[
ϕi(−l)− ϕi(l)

(
2(−1)k − 1

)]
, i = 2α − 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

V̇k(tj) = ψ
(j)
k − a2

λkl

[
ψj(−l)− ψj(l)

(
2(−1)k − 1

)]
, j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

(4.5)

и конечными условиями

Vk(T ) = ϕ
(T )
k − a2

λkl

[
ϕT (−l)− ϕT (l)

(
2(−1)k − 1

)]
,

V̇k(T ) = ψ
(T )
k − a2

λkl

[
ψT (−l)− ψT (l)

(
2(−1)k − 1

)]
.

(4.6)

Здесь коэффициенты Фурье функций F (ξ, t), ϕi(ξ) и ψj(ξ) обозначены через Fk(t), ϕ
(i)
k и ψ(j)

k
соответственно.
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Общее решение уравнения (4.2) представим в виде

Vk(t) = Vk(0) cos λkt+
1

λk
V̇k(0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

Fk(τ) sin λk(t− τ)dτ. (4.7)

Следуя [15–20] и учитывая условия (4.5) и (4.6), из (4.7) получим, что функции управления μ(t)
и ν(t) для всех k = 1, 2, . . . удовлетворяют следующим выражениям:

T∫

0

μ(τ) sin λk(T − τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ) sinλk(T − τ)dτ = C1k,

T∫

0

μ(τ) cos λk(T − τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ) cos λk(T − τ)dτ = C2k,

T∫

0

μ(τ)h
(i)
k (τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ)h
(i)
k (τ)dτ = C1k(ti), i = 2α− 1,

T∫

0

μ(τ)g
(j)
k (τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ)g
(j)
k (τ)dτ = C2k(tj), j = 2α,

(4.8)

где α = 1, . . . ,m/2, Ek = 1− 2(−1)k,

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k +X1k + EkY1k

]
, C2k(T ) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k +X2k + EkY2k

]
,

C1k(ti) =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k(ti) +X

(i)
1k + EkY

(i)
1k

]
, C2k(tj) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k(tj) +X

(j)
2k + EkY

(j)
2k

]
,

(4.9)

C̃1k(ti) = λkVk(ti)− λkVk(0) cos λkti − V̇k(0) sin λkti,

C̃2k(tj) = V̇k(tj) + λkVk(0) sin λktj − V̇k(0) cos λktj,

C̃1k = λkVk(T )− λkVk(0) cos λkT − V̇k(0) sin λkT,

C̃2k = V̇k(T ) + λkVk(0) sin λkT − V̇k(0) cos λkT,

X1k = λkϕT (−l)− ψ0(−l) sinλkT − λkϕ0(−l) cos λkT,
X2k = ψT (−l)− ψ0(−l) cos λkT + λkϕ0(−l) sin λkT,
Y1k = λkϕT (l)− ψ0(l) sin λkT − λkϕ0(l) cos λkT,

Y2k = ψT (l)− ψ0(l) cos λkT + λkϕ0(l) sin λkT,

X
(i)
1k = λkϕi(−l)− ψ0(−l) sinλkti − λkϕ0(−l) cos λkti,

Y
(i)
1k = λkϕi(l)− ψ0(l) sin λkti − λkϕ0(l) cos λkti,

X
(j)
2k = ψj(−l)− ψ0(−l) cos λktj + λkϕ0(−l) sin λktj ,

Y
(j)
2k = ψj(l)− ψ0(l) cos λktj + λkϕ0(l) sin λktj ,

h
(i)
k (τ) =

{
sinλk(ti − τ), 0 � τ � ti,

0, ti < τ � T,
g
(j)
k (τ) =

{
cos λk(tj − τ), 0 � τ � tj ,

0, tj < τ � T.

Таким образом, решение поставленной задачи сводится к поиску функций μ(t) и ν(t), которые для
всех k = 1, 2, . . . удовлетворяют интегральным соотношениям (4.8) и, кроме того, обеспечивают
минимум функционала (2.9) для 0 � t � T .
На практике, как правило, ограничиваются некоторыми первыми значениями n (k = 1, n) гар-

моник и решают задачу синтеза управлений, привлекая методы теории оптимального управления
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конечномерными системами. Будем строить решение задачи, придерживаясь этого подхода. От-
метим, что при произвольном фиксированном значении число выражений в (4.8) равно (2+m)n,
которым должны одновременно удовлетворять искомые функции μ(t) и ν(t), определяется по
формуле (2+m)n, где m—число промежуточных моментов времени. Тогда из соотношения (4.8)
следует справедливость следующего важного результата данного пункта — утверждение о вполне
управляемости (см. [2, 6, 9]).

Теорема 4.1. Для произвольного числа первых n гармоник динамический процесс, описывае-
мый уравнением (4.2) с условиями (4.4)–(4.6), вполне управляем на промежутке времени [0, T ]
тогда и только тогда, когда для любых значений величин C1k, C2k и C1k(ti), C2k(tj), i = 2α− 1,
j = 2α, α = 1, . . . ,m/2, k = 1, n, определяемых условиями (4.9), можно найти управления μ(t)
и ν(t), t ∈ [0, T ], удовлетворяющие условию (4.8).

5. Решение задачи. Вообще говоря, функционал (2.9) можно рассматривать как квадрат
нормы соответствующего линейного нормированного пространства. Так как интегральные соот-
ношения (4.8), порожденные функциями μ(t) и ν(t), 0 � t � T , линейны, то задачу определения
оптимального управления для n (n = 1, 2, . . . ) можно рассматривать как проблему моментов
(см. [2,3,9]). Следовательно, для решения этой задачи можно воспользоваться алгоритмом реше-
ния проблемы моментов.
Таким образом, для решения конечномерной (при k = 1, n) проблемы моментов (2.9) и (4.8),

следуя [2, 9], нужно найти такие величины pk, qk, γik γjk, i = 2α − 1, j = 2α, α = 1, . . . ,m/2,
связанные условием

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣pkC1k + qkC2k +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikC1k(ti) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkC2k(tj)

⎤

⎥
⎦ = 1, (5.1)

для которых

(ρ0n)
2 = min

(5.1)

T∫

0

[
h21n(τ) + h22n(τ)

]
dτ, (5.2)

где

h1n(τ) =

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣pk sinλk(T − τ) + qk cos λk(T − τ) +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ ,

h2n(τ) =
n∑

k=1

Ek

⎡

⎢
⎣pk sinλk(T − τ) + qk cos λk(T − τ) +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ .

Для поиска величин p0k, q
0
k, γ

0
ik, γ

0
jk, k = 1, n, i = 2α− 1, j = 2α, α = 1, . . . ,m/2, минимизирую-

щих (5.2), применим метод неопределенных множителей Лагранжа. Для этого введем

Fn =

T∫

0

[(
h1n(τ)

)2
+
(
h2n(τ)

)2]
dτ+

+ βn

⎡

⎢
⎣

n∑

k=1

⎛

⎜
⎝pkC1k + qkC2k +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikC1k(ti) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkC2k(tj)

⎞

⎟
⎠− 1

⎤

⎥
⎦ ,

где βn —неопределенный множитель Лагранжа. Используя указанный метод, выполним вычис-
ление производных функции Fn по pk, qk, γikk, γjk, k = 1, n, i = 2α − 1, j = 2α, α = 1, . . . ,m/2.
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Далее, приравняв полученные выражения нулю, получаем следующую систему интегральных
равенств:

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
sinλk(T − τ)dτ = −βn

2
C1k,

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
h
(i)
k (τ)dτ = −βn

2
C1k(ti),

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
cos λk (T − τ) dτ = −βn

2
C2k,

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
g
(j)
k (τ)dτ = −βn

2
C2k(tj),

i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
, j = 2α, k = 1, n.

Дальнейшие построения решения не приводятся, так как они аналогичны действиям, приведен-
ным в [1, 20, 24–26]. Отметим, что в результате указанных построений получим оптимальные
управления μ0n(τ) и ν0n(τ) для любого n = 1, 2, . . . , которые представляются в следующем виде:

μ0n(τ) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

0 � τ � t1,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=2

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

t1 < τ � t2,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+ γ0mk cos λk(tm − τ)

]
, tm−1 < τ � tm,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
, tm < τ � tm+1 = T,

(5.3)

ν0n(τ) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Ek

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

0 � τ � t1,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Ek

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=2

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

t1 < τ � t2,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Ek

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+ γ0mk cos λk(tm − τ)

]
, tm−1 < τ � tm,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

EkGk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
, tm < τ � tm+1 = T,

(5.4)
где

Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
= p0k sinλk(T − τ) + q0k cos λk(T − τ).
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Здесь через p0k, q
0
k, γ

0
ik, γ

0
jk обозначены значения величин pk, qk, γikk, γjk, k = 1, n, i = 2α − 1,

j = 2α, α = 1, . . . ,m/2, при которых (5.2) принимает минимальное значение с условием (5.1), а

(ρ0n)
2 =

T∫

0

[(
h01n(τ)

)2
+
(
h02n(τ)

)2]
dτ,

h01n(τ) =

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ ,

h02n(τ) =
n∑

k=1

(−1)k+1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ .

Полученный результат сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 5.1. При согласовании исходных данных задачи, указанных в п. 1, и выполнении
условий вполне управляемости задача оптимального управления (2.1)–(2.9) (или (3.13), (3.17)–
(3.19), (2.9)) для произвольного числа первых n гармоник имеет решение, определяемое форму-
лами (5.3) и (5.4).

Подставляя выражения оптимальных управлений μ0n(t) и ν0n(τ) в (4.3), а полученное для функ-
ций F 0

k (τ) выражение — в (4.7), получим функцию V 0
k (t), t ∈ [0, T ], k = 1, n. Далее, из форму-

лы (4.1) имеем

V 0
n (ξ, t) =

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πk

l
ξ, (5.5)

а из (3.9)–(3.12) получим оптимальную функцию колебания для первых n гармоник Q0
n(ξ, t) в

виде
Q0
n(ξ, t) = V 0

n (ξ, t) +W 0
n(ξ, t), (5.6)

где

W 0
n(ξ, t) =

1

2l

[
(l − ξ)μ0n(t) + (l + ξ)ν0n(t)

]
. (5.7)

С учетом принятого обозначения (3.1) и согласно (5.5)–(5.7), оптимальная функция Q0
n(x, t) при

−l1 � x � l имеет вид

Q0
n(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πk

l1
x+

1

2

[(
1− x

l1

)
μ0n(t) +

(
1 +

x

l1

)
ν0n(t)

]
, −l1 � x � 0, 0 � t � T,

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πk

l
x+

1

2

[(
1− x

l

)
μ0n(t) +

(
1 +

x

l

)
ν0n(t)

]
, 0 � x � l, 0 � t � T.

(5.8)
Легко убедиться, что для Q0

n (x, t) при x = 0 выполняются условия сопряжения (2.4).

6. Построение решения в случае m = 2. Для иллюстрации полученных формул предполо-
жим, что в граничных условиях (2.3) Q(l, t) = 0, 0 � t � T (т.е. ν(t) = 0), и в промежуточные
моменты времени t1 и t2 (0 = t0 < t1 < t2 < t3 = T ) заданы функции

Q(x, t1) = ϕ1(x), − l1 � x � l, (6.1)
∂Q

∂t

∣
∣∣
∣
t=t2

= ψ2(x), − l1 � x � l. (6.2)
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Тогда из формулы (4.3) следует, что Fk(t) = − a2
λkl

μ̈(t). В этом случае интегральные условия (4.8)
запишутся в виде

T∫

0

μ(τ) sinλk (T − τ) dτ = C1k,

T∫

0

μ(τ) cos λk (T − τ) dτ = C2k,

T∫

0

μ(τ)h
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1),

T∫

0

μ(τ)g
(2)
k (τ) dτ = C2k(t2),

(6.3)

где

C1k =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k +X1k

]
, C1k(t1) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k(t1) +X

(1)
1k

]
,

C2k =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k +X2k

]
, C2k(t2) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k(t2) +X

(2)
2k

]
,

Постоянные C̃1k, C̃2k, C̃1k(t1), C̃2k(t2), X1k, X2k, X
(1)
1k , X

(2)
2k определяются из формулы (4.9).

Для простоты изложения выберем n = 1 (k = 1) и построим функцию μ0n(τ) оптимального
граничного управления. В выделенном случае из (5.3) получим

μ01(t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μ
(1)0
1 (t) =

1

(ρ01)
2

[
p01 sinλ1(T − t) + q01 cos λ1(T − t)+

+ γ011 sinλ1(t1 − t) + γ021 cos λ1(t2 − t)
]
, 0 � t � t1,

μ
(2)0
1 (t) =

1

(ρ01)
2

[
p01 sinλ1(T − t) + q01 cos λ1(T − t)+

+ γ021 cos λ1(t2 − t)
]
, t1 < t � t2,

μ
(3)0
1 (t) =

1

(ρ01)
2

[
p01 sinλ1(T − t) + q01 cos λ1(T − t)

]
, t2 < t � t3 = T.

Для поиска значений p1, q1, γ11, γ21 и β1 будем иметь следующую линейную систему алгебраиче-
ских уравнений:

a11p1 + b11q1 + c
(1)
111γ11 + c

(2)
211γ21 = −β1

2
C11,

d11p1 + e11q1 + f
(1)
111γ11 + f

(2)
211γ21 = −β1

2
C21,

a
(1)
11 p1 + b

(1)
11 q1 + c

(11)
111 γ11 + c

(21)
211 γ21 = −β1

2
C11(t1),

d
(2)
11 p1 + e

(2)
11 q1 + f

(12)
111 γ11 + f

(22)
211 γ21 = −β1

2
C21(t2),

p1C11(T ) + q1C21(T ) + γ11C11(t1) + γ21C21(t2) = 1,

(6.4)

где

a11 =
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T, b11 = d11 =

1

2λ1
sin2 λ1T, e11 =

T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T,

a
(1)
11 = c

(1)
111 =

t1
2
cos λ1(T − t1)− 1

2λ1
sinλ1t1 cos λ1T,

c
(2)
211 = d

(2)
11 =

1

2λ1
sinλ1t2 sinλ1T +

t2
2
sinλ1(T − t2),

b
(1)
11 = f

(1)
111 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T − t1

2
sinλ1(T − t1), c

(11)
111 =

t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1,
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e
(2)
11 = f

(2)
211 =

1

2λ1
sinλ1t2 sinλ1T +

t2
2
cos λ1(T − t2),

c
(21)
211 = f

(12)
111 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1t2 − t1

2
sinλ1(t2 − t1), f

(22)
211 =

t2
2
+

1

4λ1
sin 2λ1t2.

7. Результаты вычислительного эксперимента. Для простоты предположим, что

a1 =
3

5
a2, t1 = 3

l

a2
, t2 = 8

l

a2
, T = 12

l

a2
, l = 1, l1 =

l

a2
a1 =

3

5
, a2 =

1

3
.

Пусть состояние струны и скорости точек при t = 0 заданы следующими функциями:

ϕ0(x) =

{
x3 + l1 x

2, −l1 � x � 0,

x3 − l x2, 0 � x � l,
ψ0(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−3

2
x2 − 3

2
l1 x, −l1 � x � 0,

3

2
x2 − 3

2
l x, 0 � x � l.

Пусть при t = t1 = 9 задано промежуточное состояние струны в виде функции (6.1):

ϕ1(x) =

{
−x3 − l1 x

2, −l1 � x � 0,

−x3 + l x2, 0 � x � l,

при t = t2 = 24 задана функция (6.2):

ψ2(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−1

2
x2 − 1

2
l1 x, −l1 � x � 0,

1

2
x2 − 1

2
l x, 0 � x � l,

а при t = T = 36 задано следующее конечное состояние:

ϕT (x) = 0, ψT (x) = 0, −l1 � x � l.

Из (6.3), (6.4) имеем

18p1 − 9

2
γ11 +

456

125π3
= 0, 18q1 + 12γ21 +

918

25π4
= 0, −9

2
p1 +

9

2
γ11 = 0,

12q1 + 12γ21 +
612

25π4
= 0, p1

912

125π3
+ q1

1836

25π4
+ γ21

1224

25π4
= 1.

(7.1)

Решение (7.1) имеет вид

p01 = γ011 =
9500

3 (1755675 + 23104π2)
π5, q01 =

95625

4 (1755675 + 23104π2)
π4,

γ021 = 0, β01 = − 46875

4 (1755675 + 23104π2)
π8,

так что
(
ρ0k
)2

=
46875

8 (1755675 + 23104π2)
π8.

Для функции колебания (5.8) Q0
1(x, t) получаем:

Q0
1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

V
(1)0
1 (t) sin

5

3
πx+

(
1

2
− 5

6
x

)
μ
(1)0
1 (t), −l1 � x � 0,

V
(1)0
1 (t) sinπx+

1

2
(1− x)μ

(1)0
1 (t), 0 � x � l,

при 0 � t � t1;

Q0
1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

V
(2)0
1 (t) sin

5

3
πx+

(
1

2
− 5

6
x

)
μ
(2)0
1 (t), −l1 � x � 0,

V
(2)0
1 (t) sinπx+

1

2
(1− x)μ

(2)0
1 (t), 0 � x � l,
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Рис. 1. График функции μ01(t).

Рис. 2. График функции V 0
1 (t).

при t1 < t � T ; здесь функция управления имеет вид

μ01(t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

102

25π4
cos

1

3
π t, 0 � t � t1,

102

25π4
cos

1

3
π t− 608

1125π3
sin

1

3
π t, t1 < t � T,

а функция V 0
1 (t) имеет вид

V 0
1 (t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 304

125π3
cos

1

3
π t+

17(t − 36)

25π4
sin

1

3
π t, 0 � t � t1,

304(t− 36)

3375π3
cos

1

3
π t+

(
17t

25π4
− 27844

1125π4

)
sin

1

3
π t, t1 < t � T.

Их графики представлены на рис. 1 и 2.
Выражения и графики (см. рис. 3–6) функций прогиба струны и ее производной представлены

ниже. При t = 0 функции Q0
1(x, 0) и Q̇

0
1(x, 0) равны соответственно

Q0
1(x, 0) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 304

125π3
sin

5

3
πx+

51

25π4

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

− 304

125π3
sinπx+

51

25π4
(1− x) , 0 � x � l,

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=0

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

− 204

25π3
sin

5

3
πx, −l1 � x � 0,

− 204

25π3
sinπx, 0 � x � l.

При t = 9 функция Q0
1(x, 9) равна

Q0
1(x, 9) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

304

125π3
sin

5

3
πx− 51

25π4

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

304

125π3
sinπx− 51

25π4
(1− x) , 0 � x � l.

При t = 24 функция Q̇0
1(x, 24) равна

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=24

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 68

25π3
sin

5

3
πx− 304

3375π2

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

− 68

25π3
sinπx− 304

3375π2
(1− x) , 0 � x � l.
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Рис. 3. Графики Q0
1(x, 0) (сплошная линия) и ϕ0(x) (пунктирная линия).

Рис. 4. Графики функций Q̇0
1(x, 0) (сплошная линия) и ψ0(x) = 0 (пунктирная линия).

Рис. 5. Графики функций Q0
1(x, 9) (сплошная линия) и ϕ1(x) (пунктирная линия).

Рис. 6. Графики функций Q̇0
1(x, 24) (сплошная линия) и ψ2(x) (пунктирная линия).

При t = T = 36

Q0
1(x, 36) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

51

25π4

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

51

25π4
(1− x) , 0 � x � l,

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=36

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 304

3375π2

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

− 304

3375π2
(1− x), 0 � x � l.
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Рис. 7. Графики функций Q0
1(x, 36) (сплошная линия) и ϕT (x) = 0.

Рис. 8. Графики функций Q̇0
1(x, 36) (сплошная линия) и ψT (x) = 0.

Для сравнительного анализа полученных результатов введем величины

ε1(x, ti) =
∣∣
∣Q0

1(x, ti)− ϕi(x)
∣∣
∣, ε̂1(x, tj) =

∣∣
∣Q̇0

1(x, tj)− ψj(x)
∣∣
∣,

где i = 0, 1, 3, j = 0, 2, 3 (i = j = 3 соответствуют моменту времени t3 = T ). Имеем

max
−3/5�x�1

ε1(x, 0) = max
−3/5�x�1

ε1(x, 9) ≈ 0,091, max
−3/5�x�1

ε1(x, 36) ≈ 0,042,

1∫

−3/5

ε1(x, 0)dx =

1∫

−3/5

ε1(x, 9)dx ≈ 0,082,

1∫

−3/5

ε1(x, 36)dx ≈ 0,029,

max
−3/5�x�1

ε̂1(x, 0) ≈ 0,128, max
−3/5�x�1

ε̂1(x, 24) ≈ 0,029, max
−3/5�x�1

ε̂1(x, 36) ≈ 0,018,

1∫

−3/5

ε̂1(x, 0)dx ≈ 0,129,

1∫

−3/5

ε̂1(x, 24)dx ≈ 0,033,

1∫

−3/5

ε̂1(x, 36)dx ≈ 0,013.

На основе представленных результатов вычислительного эксперимента можно сделать вывод,
что даже при n = 1 поведение функции прогиба (под воздействием построенного оптимального
граничного управления) достаточно близко к заданным исходным функциям.

8. Заключение. В данной статье предложен и проиллюстрирован на конкретном примере кон-
структивный метод построения оптимального граничного управления колебательным процессом
распределенной неоднородной системы с известными условиями в начальный, промежуточные
и конечный моменты времени. При этом форма прогиба и скорости точек были заданы в раз-
ные промежуточные моменты времени. Критерий качества задавался на весь интервал времени.
Эффективность предлагаемого метода проиллюстрирована на модельном примере. Результаты
вычислительного эксперимента показали хорошее согласование решения с исходными данными.
Полученные результаты могут быть использованы при проектировании оптимального граничного
управления процессами распределенных неоднородных колебаний в физических и технологиче-
ских системах.
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ОБ АЛГЕБРЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ С ИНВОЛЮЦИЕЙ

c© 2023 г. А. Г. БАСКАКОВ, Г. В. ГАРКАВЕНКО, Н. Б. УСКОВА

Аннотация. В работе рассматриваются интегральные операторы с ядром, зависящим от суммы
и разности аргументов в пространстве Lp(R), p ∈ [1,∞). Показано, что такие операторы образу-
ют подалгебру алгебры ограниченных линейных операторов. Исследование оператора с ядром,
зависящим от разности аргументов, проведено с применением банаховых L1(Z)-модулей. Отме-
чены различие и сходство подалгебры интегральных операторов с соответствующей подалгеброй
разностных операторов с инволюцией.

Ключевые слова: интегральный оператор, полукарлемановское ядро, инволюция, банахов мо-
дуль, разностный оператор, спектр, свертка.

ON THE ALGEBRA OF INTEGRAL OPERATORS WITH INVOLUTION

c© 2023 A. G. BASKAKOV, G. V. GARKAVENKO, N. B. USKOVA

Abstract. In this paper, we consider integral operators with kernels depending on the sum and
difference of arguments in the space Lp(R), p ∈ [1,∞). We prove that such operators form a subalgebra
of the algebra of bounded linear operators. The study of operators with kernels depending on the
difference of arguments was carried out using Banach L1(Z)-modules. The differences and similarities
between the subalgebra of integral operators and the corresponding subalgebra of difference operators
with involution are noted.

Keywords and phrases: integral operator, semi-Carleman kernel, involution, Banach module,
difference operator, spectrum, convolution.

AMS Subject Classification: 47A75, 47B25, 47B36

1. Введение. Пусть Lp = Lp(R,C), p ∈ [1,∞], — банахово пространство измеримых и сумми-
руемых со степенью p на R классов эквивалентности функций, существенно ограниченных при
p = ∞, со значениями в C. Нормы в Lp, p ∈ [1,∞], задаются формулами

‖x‖p =
(∫

R

|x(t)|p dt
)1/p

, ‖x‖∞ = sup
t∈R

|x(t)|.

Отдельно отметим наиболее используемые далее пространства L1 и L2. Пространство L1 является
банаховой алгеброй суммируемых на R классов измеримых комплексных функций со сверткой
функций

(f ∗ g)(t) =
∫

R

f(τ)g(t− τ) dτ =

∫

R

f(t− τ)g(τ) dτ, t ∈ R, f, g ∈ L1,

в качестве операции умножения.
Пространство L2 является гильбертовым пространством со скалярным произведением

(f, g) =

∫

R

f(t)g(t) dt, f, g ∈ L2;

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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норма в L2 порождается этим скалярным произведением.
Для функций из L1 рассмотрим преобразование Фурье, задаваемое формулой

f̂(λ) =

∫

R

f(t)e−iλt dt, λ ∈ R, f ∈ L1.

Через L̂1(R) обозначим банахову алгебру преобразований Фурье функций из L1 с поточечным
умножением функций в качестве операции умножения и нормой

‖f̂‖∞ = max
λ∈R

|f̂(λ)|.

Заметим, что алгебра L̂1 изометрична L1. Преобразование Фурье обычным образом расширяется
на функции из L2, причем для f ∈ L1 ∩ L2 имеет место равенство Парсеваля

‖f̂‖2 =
√
2π‖f‖2.

В работах Е. Л. Александрова (см. [1–7]) изучались интегральные операторы с ядрами, зави-
сящими от суммы и разности аргументов вида

(Af)(t) =

∫

R

k(t− τ)f(τ) dτ +

∫

R

h(t+ τ)f(τ) dτ, f, k, h ∈ L2,

с областью определения D(A) = {f ∈ L2, Af ∈ L2}.
Определение 1.1 (см. [3, 26, 29]). Ядром Карлемана (C-ядром) называется всякая измеримая

комплекснозначная функция K : R× R → C, удовлетворяющая следующим условиям: K(x, y) ∈
L2 как функция переменной y для почти всех x ∈ R;
K(x, y) = K(y, x) для почти всех (x, y) ∈ R×R. Если выполнено только условие (i), то функция

K называется полукарлемановским ядром (SC-ядром).

В цитируемых выше работах предполагается, что оператор A обладает SC-ядром. Отметим,
что условие принадлежности функций k, h, f пространству L2 является основополагающим.

В [1–7] оператор A представляется в виде суммы двух операторов A− и A+ с ядрами, завися-
щими от разности и от суммы аргументов. Исследуются свойства этих операторов. В частности,
происходит построение резольвент и спектральных функций. Отметим работу [21], в которой
оператор A также действует в L2, но k, h ∈ L1; в этой работе также описан спектр оператора A.

Будем рассматривать в работе интегральный оператор с ядром, зависящим от суммы и разно-
сти аргументов вида

(Aα,βx)(t) =

∫

R

α(τ − t)x(τ) dτ +

∫

R

β(τ + t)x(τ) dτ,

где α, β ∈ L1 и x ∈ Lp, p ∈ [1,∞). В работе показано, что такие операторы образуют подалгебру
M из алгебры ограниченных операторов, найден спектр, а также рассмотрены отдельно свойства
оператора A−. Для этого привлекается теория банаховых L1(R)-модулей, основные положения
которой изложены в [10,23, 27, 28].

Кроме того, в работе отмечаются различия и сходство подалгебры M рассматриваемых опе-
раторов Aα,β и соответствующей подалгебры разностных операторов с инволюцией, изученной
в [11].

2. Постановка задачи. Пусть X —некоторое комплексное банахово пространство. Символом
EndX будем обозначать банахову алгебру ограниченных линейных операторов, действующих в
X , с нормой

‖X‖∞ = sup
‖x‖�1

‖Xx‖, X ∈ EndX , x ∈ X .

Символом I ∈ EndX будем обозначать тождественный оператор.

Определение 2.1. Оператор J ∈ EndX называется инволюцией, если J2 = I.
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Заметим, что соответствующая операция изначально называлась сдвигом Карлемана (Jx)(t) =
x(ω − t), x ∈ L2[0, ω] (см. [18, 25]), затем использовались термины «отклоняющийся аргумент»
[8], «инволютивное отклонение» [9], сейчас же используется, в основном, термин «инволюция»
[15,17, 19, 20], который мы и будем употреблять.

Простейшей или стандартной инволюцией в Lp, p ∈ [1,∞], является оператор отражения

(Jx)(t) = x(−t). (1)

Именно его мы и будем рассматривать.
Очевидно, что оператор J , определенный формулой (1), как и любой оператор инволюции,

имеет два собственных значения ±1. При этом собственному значению 1 отвечает подпростран-
ство четных функций из Lp, а значению −1—подпространство нечетных функций из Lp. Любую
функцию f ∈ Lp, p ∈ [1,∞], можно представить в виде суммы четной и нечетной функций

f(t) =
f(t) + f(−t)

2
+
f(t)− f(−t)

2
= f+(t) + f−(t).

Отметим, что в случае, если X —абстрактное банахово пространство и J ∈ EndX —инволюция,
то любой такой вектор, что Jx = x называется четным вектором, а если Jx = −x, то вектор x
называется нечетным вектором.

Обозначим через X+ и X− соответственно подпространства четных и нечетных векторов из X .
Отметим, что X+ и X− — замкнутые подпространства и пространство X представимо в виде их
прямой суммы

X = X+ ⊕ X−. (2)
Введем два оператора P+, P− ∈ EndX формулами

P+ =
I + J

2
, P− =

I − J

2
.

Свойства оператора P+ и P− удобно сформулировать в виде следующей леммы.

Лемма 2.1. Операторы P+ и P− обладают следующими свойствами:
(i) P+ и P− —проекторы;
(ii) P+ + P− = I, P+P− = 0;
(iii) JP+ = P+, JP− = −P−;
(iv) J = P+ − P− (спектральное разложение оператора J);
(v) ImP+ = X+, ImP− = X−.

Таким образом, есть два проектора, осуществляющих разложение пространства X в виде пря-
мой суммы (2).

Для любой функции α ∈ L1 введем в рассмотрение оператор свертки Aα, определенный фор-
мулой

(Aαx)(t) = (α ∗ x)(t) =
∫

R

α(τ)x(t− τ) dτ =

∫

R

α(t− τ)x(τ) dτ =

∫

R

α(τ)S(−τ)x(τ) dτ, x ∈ Lp.

Оператор Aα является интегральным оператором с ядром, зависящим от разности аргументов.
Если α ∈ L1 ∩ L2, то оператор Aα, согласно определению 1.1, является интегральным опера-

тором с SC-ядром и аналогом оператора A− из [1–7]. В отличие от оператора A−, оператор Aα
определен для всех x ∈ Lp, p ∈ [1,∞), ввиду принадлежности функции α пространству L1.

Рассмотрим оператор Aα + AβJ , α, β ∈ L1. Это интегральный оператор с ядром, зависящим
от суммы и разности аргументов:

(Aα +AβJ)x =

∫

R

α(τ)x(t − τ) dτ +

∫

R

β(τ)x(−t+ τ) dτ =

=

∫

R

α(t− τ)x(τ) dτ +

∫

R

β(t+ τ)x(τ) dτ, x ∈ Lp;
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при этом соответствующее ядро является SC-ядром. Отметим, что

‖Aα,β‖ � ‖α‖1 + ‖β‖1.
Областью определения D(Aα,β) оператора Aα,β есть все пространство Lp, p ∈ [1,∞). Отметим
также, что при α, β ∈ L1 ∩ L2 и x ∈ L2 оператор Aα,β есть оператор A− +A+ из [1].

3. Некоторые сведения из теории банаховых L1(R)-модулей. Будем изучать свойства
операторов Aα и Aα,β . В рассматриваемом случае α, β ∈ L1 это удобнее сделать, привлекая
теорию банаховых L1(R)-модулей, элементы которой мы и изложим в этом разделе. Будем, кроме
работ [10, 23, 27, 28], также использовать результаты из [13, 14, 24].

Определение 3.1. Комплексное банахово пространство X называется невырожденным ба-
наховым L1(R)-модулем, если задано билинейное отображение (f, x) �→ fx : L1(R) × X → X ,
обладающее следующими свойствами:

(i) (ab)x = a(bx), a, b ∈ L1, x ∈ X ;
(ii) ‖ax‖ � ‖a‖1‖x‖, a ∈ L1, x ∈ X ;
(iii) если ax = 0 для всех a ∈ L1, то x = 0.

Невырожденный банахов L1(R)-модуль называется также гармоничным пространством или
пространством Винера—Банаха.

Определение 3.2. Отображение T : R → EndX называется представлением группы R опе-
раторами из EndX , если T (0) = I, T (t+ s) = T (t)T (s). Представление T : R → EndX называется
сильно непрерывным, если каждая функция вида

τx : R → EndX , τx(t) = T (t)x, x ∈ X ,
непрерывна, и изометрическим, если

‖T (t)x‖ = ‖x‖ ∀t ∈ R, x ∈ X .
Одним из стандартных представлений является оператор сдвига функции

S : R → EndX , (S(s)x)(t) = x(t+ s), t, s ∈ R, x ∈ X .
Оно является изометрическим и сильно непрерывно при X = Lp, p ∈ [1,∞). Далее в качестве
представления мы будем рассматривать именно оператор сдвига функций.

Определение 3.3. Модульная структура на X ассоциирована с представлением S : R →
EndX , если для всех f ∈ L1(R), x ∈ X , t ∈ R, имеют место равенства

S(t)(fx) = (S(t)f)x = f(S(t)x).

Обычно пишут вместо X пару (X , S). Это подчеркивает, что модульная структура на X ассо-
циирована с представлением S. Формула

T (f)x = fx =

∫

R

f(τ)S(−τ)x dτ, f ∈ L1, x ∈ X ,

определяет на X = Lp, p ∈ [1,∞), структуру банахова L1(R)-модуля, ассоциированного с пред-
ставлением S.

Далее нам понадобятся определение и свойства спектра Бёрлинга элементов банахова модуля.

Определение 3.4. Пусть (X , S)— банахов L1(R)-модуль и Y —некоторое подмножество из X .
Спектр Бёрлинга λ(Y ) = Λ(Y, S) определяется формулой

Λ(Y, S) =
{
λ ∈ R : равенство fx = 0 для всех x ∈ Y означает f̂(λ) = 0, f ∈ L1

}
.

Если x ∈ X , то

Λ(x) =
{
λ ∈ R : fx 
= 0 для любой f ∈ L1 такой, что f̂(λ) 
= 0

}
.
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Отметим, что спектр Бёрлинга можно рассматривать как обобщение понятия носителя. Так,
если X = L2, то Λ(x, S) = supp x̂.

Известные свойства спектра Бёрлинга удобно сформулировать в виде леммы. В ней через
T : R → EndX обозначено некоторое представление (не обязательно S), которое вначале не
предполагается изометрическим.

Лемма 3.1 (см. [10]). Пусть (X , T )— банахов L1(R)-модуль. Имеют место следующие свой-
ства:

(i) Λ(Y ) замкнуто для любого подмножества Y ⊆ X ;
(ii) Λ(Y ) = ∅ тогда и только тогда, когда Y = {0};
(iii) Λ(Ax + By) ⊆ Λ(x) ∪ Λ(y) для любых A,B ∈ EndX , перестановочных со всеми T (f),

f ∈ L1(R);
(iv) Λ(fx) ⊆ (supp f̂) ∩ Λ(x) для f ∈ L1(R), x ∈ X ;
(v) fx = 0, если (supp f̂) ∩ Λ(x) = ∅ для f ∈ L1(R), x ∈ X ;
(vi) fx = x, если Λ(x)—компакт и f̂ = 1 в некоторой окрестности множества Λ(x).

Отметим, что последние два свойства из предыдущей леммы могут быть усилены дляизомет-
рического представления T .

Лемма 3.2 (см. [13, лемма 3.7.32]). Пусть (X , T )— банахов L1(R)-модуль и представление T
является изометрическим. Тогда для f ∈ L1(R) и x ∈ X справедливы следующие утверждения:

(v′) fx = 0, если (supp f̂) ∩ Λ(x) счетно и f̂(λ) = 0 для всех λ ∈ (supp f̂) ∩ Λ(x);
(vi′) fx = x, если Λ(x)—компакт со счетной границей и f̂ = 1 на Λ(x).

Приведем еще одну лемму из [14].

Лемма 3.3 (см. [14, лемма 2]). Пусть X — банахов B-модуль. Тогда для любого элемента a ∈
B спектр σ(A) оператора Ax = ax : X → X совпадает с множеством â(Λ(x)).

4. Основные результаты. Вернемся к операторам Aα и Aα,β.

Лемма 4.1. Операторы инволюции и свертки неперестановочны. Операторы инволюции и
сдвига неперестановочны.

Доказательство. Пусть f ∈ L1, g ∈ Lp. Тогда f ∗ g ∈ Lp и

(J(f ∗ g))(t) =
∫

R

f(τ)g(−t− τ) dτ =

∫

R

f(−t− τ)g(τ) dτ, (f ∗ Jg)(t) =
∫

R

f(t+ u)g(u) du,

(JSx)(t) = x(−t+ s), (SJx)(t) = x(−t− s), t, s ∈ R.

�

Следствие 4.1. Если f ∈ L1 — четная функция и g ∈ Lp, то

(J(f ∗ g))(t) = (f ∗ Jg)(t).
Непосредственной проверкой доказывается следующее утверждение.

Лемма 4.2. Операторы Aα перестановочны между собой и с операторами сдвига S. Опера-
торы Aα неперестановочны с операторами инволюции.

Из леммы 3.1 вытекает следующее утверждение.

Лемма 4.3. Имеют место следующие свойства.
(i) Ядро KerAα оператора Aα состоит из таких x ∈ Lp, p ∈ [1,∞), что (supp α̂)∩Λ(x) = ∅.
(ii) Λ(Aαx) ⊂ Λ(x) ∩ (supp α̂), x ∈ Lp.
(iii) Если x ∈ L2, то KerAα состоит из таких x ∈ L2, что (supp α̂) ∩ (supp x̂) = ∅.
(iv) В пространстве L2 оператор Aα самосопряжен, если α(−t) = α(t), t ∈ R.

Применив к оператору Aα лемму 3.3, получим следующее утверждение.
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Лемма 4.4. Спектр σ(Aα) оператора Aα совпадает с замыканием множества Im α̂.

Отметим, что результаты леммы 4.4 аналогичны формуле для спектра оператора A− из [1–7]
при α ∈ L1 ∩ L2. Также заметим, что свойство (iv) леммы 4.3, касающееся самосопряженности
оператора Aα, полностью идентично соответствующему свойству для оператора A− из [1–7]. Оно
также означает, что оператор A− (или Aα) является в этом случае оператором с ядром Карле-
мана.

Заметим также, что к оператору AβJ лемма 4.4 неприменима.

Лемма 4.5. Пусть |λ| > ‖α‖1. Тогда оператор Aα − λI обратим и имеет место формула

(Aα − λI)−1 =

∞∑

n=0

(−1)n+1 Anα
λn+1

.

Пусть |λ| > ‖β‖1. Тогда оператор AβJ − λI обратим и

(AβJ − λI)−1 =

∞∑

n=0

(−1)n+1 (AβJ)
n

λn+1
.

Лемма 4.6. Операторы Aα,β образуют банахову подалгебру M ∈ EndLp, Aα,βAα′,β′ = A
α̃,β̃

,
где

α̃ = α ∗ α′ + β ∗ Jβ′, β̃ = α ∗ β′ + β ∗ Jα′.

Доказательство. Имеем

Aα,β −Aα′,β′ = (Aα +AβJ)(Aα′ +Aβ′J) = AαAα′ +AβJAβ′J +AαAβJ +AβJAα′ .

Теперь каждое слагаемое рассмотрим отдельно. Очевидно, что

(AαAα′x)(t) = Aα

⎛

⎝
∫

R

α′(t− τ)x(τ) dτ

⎞

⎠ =

∫

R

∫

R

α(t− τ)α′(τ − u) dτ x(u) du,

∫

R

α(t− τ)α′(τ − u) dτ = α̃(t− u), (AαAα′x)(t) = (Aα̃1
x)(t),

где α̃1 = α ∗ α′. Аналогично,

(AβJAα′x)(t) =

∫

R

∫

R

β(−t− τ)α′(−τ − u)x(u) du dτ =

∫

R

β̃1(t+ u)x(u) du,

где

β̃1(t+ u) =

∫

R

β(t+ z + u)α′(z) dz,

т.е. β̃1 = β ∗ Jα′ . Остальные слагаемые рассматриваются аналогично. �
Отметим, что операторы Aα образуют в M замкнутую подалгебру (без единицы), а операторы

AβJ подалгебры не образуют.
Перейдем к нахождению спектра оператора Aα,β : L2 → L2. Пусть F —оператор, осуществля-

ющий преобразование Фурье функции x ∈ L2, Fx = x̂. Положим Aα,βx = F−1Âα,βFx, x ∈ L2, где
Âα,β : L2 → L2 —линейный ограниченный оператор, действующий по формуле Âα,βy = α̂y+ β̂Jy,
y ∈ L2. Каждой функции y ∈ L2 поставим в соответствие пару функций y = (y+, y−), где
y±(λ) = y(±λ), λ ∈ R+. Пусть Uy = y, где U : L2(R) → L2(R,C

2). Оператор U является унитар-
ным. Введем оператор

Bα,β : L2(R,C
2) → L2(R,C

2), Bα,β = UFAα,βF
−1U−1.
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Лемма 4.7. Оператор Aα,β подобен оператору Bα,β вида

By(λ) =

(
α̂(λ) β̂(λ)

β̂(−λ) α̂(−λ)

)

y(λ) = Q(λ)y(λ),

где λ ∈ R, Q : R → EndC2.

Лемма проверяется непосредственным вычислением.

Лемма 4.8. σ(Aα,β) = σ(B), σ(B) = Ran δ1 ∪ Ran δ2, где

δ1,2(λ) =
1

2

(
α̂(λ) + α̂(−λ)±

(
(α̂(λ)− α̂(−λ))2 + 4β̂(λ)β̂(−λ)

)1/2)
.

Отметим, что представленная выше замена Uy = y, y ∈ X , использовалась также в [21] в
спектральном анализе интегральных операторов с ядром, зависящим от суммы и разности ар-
гументов, а также в [16, 22] для перехода от дифференциального оператора первого порядка с
инволюцией к оператору Дирака.

Применим также формулу для резольвенты оператора A− к оператору Aα : L2 → L2, α ∈
L1 ∩ L2, из [2, 3]. Тогда

(RAαy)(u) = −y(u)
λ

+

∫

R

α(u− τ)

α(u− τ)− λ
y(τ) dτ.

Согласно [2,3] отсюда следует, что RAα не является интегральным оператором; он является пре-
делом интегральных операторов с полукарлемановскими ядрами.

5. Интегральные и разностные операторы с инволюцией. Интересна аналогия между
операторами Aα,β и разностными операторами специального вида.

Пусть lp = lp(Z,C), p ∈ [1,∞), — пространство двусторонних комплексных последовательно-
стей x : Z → C с нормой

‖x‖p =
(∑

n∈Z
|x(n)|p

)1/p
, p ∈ [1,∞), ‖x‖∞ = sup

n∈Z
|x(n)|.

Пространство l2 является гильбертовым со скалярным произведением

(x, y) =
∑

n∈Z
x(n)y(n);

норма порождается этим скалярным произведением. Пространство l∞ является алгеброй с пото-
чечным умножением (xy)(n) = x(n)y(n), n ∈ Z, x, y ∈ l∞.

Стандартная (или простейшая) инволюция в любом банаховом пространстве с двусторонним
базисом (en, n ∈ Z) задается формулой (Jx)(n) = x(−n), где x =

∑

n∈Z
enx(n).

Для любой последовательности α ∈ l∞ определим оператор Aα ∈ End lp, p ∈ [1,∞), формулой

Aαx = αx, (Aαx)(n) = α(n)x(n), n ∈ Z.

Очевидно, ‖Aα‖ � ‖α‖∞. Определим также оператор Aα,β, α, β ∈ l1, следующим образом:

Aα,βx = αx+ βJx, x ∈ lp, p ∈ [1,∞).

Оператор Aα,β действует по формуле

(Aα,βx)(n) = α(n)x(n) + β(n)x(−n), n ∈ Z, x ∈ lp, p ∈ [1,∞),

и в стандартном базисе пространства lp имеет разреженную матрицу Aα,β ∼ (aij), где aii = α(i),
ai,−i = β(i), i ∈ Z \ {0}, a00 = α(0) + β(0), а остальные элементы нулевые. Множество таких
операторов Aα,β обозначим через M̃. Очевидно, что

I = Ae,0 = eI + 0J ∈ M̃, J = A0,e = 0I + eJ ∈ M̃.

Здесь символом e ∈ l∞ обозначена такая последовательность, что e(n) = 1 для всех n ∈ Z,
‖e‖∞ = 1, и символом 0—нулевая последовательность, т.е. 0(n) = 0 для всех n.
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Лемма 5.1. Множество M̃ является наполненной банаховой подалгеброй в End lp, p ∈ [1,∞),
с единицей.

Напомним, что наполненность подалгебры означает, что любой обратимый в End lp элемент из
M̃ обратим также и в M̃.

Таким образом, между операторами Aα,β в lp и Aα,β в Lp прослеживается аналогия. Оба класса
операторов образуют подалгебры в банаховых алгебрах соответствующих ограниченных линей-
ных операторов. Только в случае разностных операторов эта подалгебра наполненная.

Также (см. [11]) обратим внимание на формулу

Aα,βAα′,β′ = A
α̃,β̃
,

для разностных операторов, где

α̃ = αα′ + β′Jβ, β̃ = αβ′ + βJα′,

которая аналогична соответствующей формуле для интегральных операторов Aα,β.
Известно (см. [22]), что для разностных операторов из End lp, p ∈ [1,∞), спектр оператора не

зависит от пространства lp, p ∈ [1,∞), поэтому спектральные свойства таких операторов обычно
исследуются в l2.

Лемма 5.2. Спектр оператора Aα,β ∈ End lp, p ∈ [1,∞), α, β ∈ l∞, есть замыкание множе-
ства чисел

{
α(0) + β(0),

1

2

(
α(n) + α(−n)± (α(n)− α(−n))2 + 4β(n)β(−n)

)1/2}
, n ∈ N.

Подчеркнем аналогию между леммой 5.2 и леммой 4.8, касающейся формул для спектра раз-
ностного и интегрального оператора.
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25. Carleman P. Sur la théorie des équations intégrales lineaires et ses applications// Verh. Int. Math.-Kongr.
— 1932. — 1. — P. 138–151.
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ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация. Рассматривается проблема единственности решения для однородных уравнений в
классе аналитических функционалов Z′(Rn) с псевдодифференциальными операторами, комму-
тирующими относительно сдвигов. Устанавливаются условия на символы операторов, позволяю-
щие так разбить этот класс операторов на классы эквивалентности, что внутри каждого класса
какое-либо условие регулярности решения на бесконечности, обеспечивающее единственность ре-
шения уравнения с каким-либо представителем этого класса, обеспечивает единственность реше-
ния и для уравнений со всеми остальными представителями того же класса.

Ключевые слова: псевдодифференциальное уравнение, эквивалентность, единственность реше-
ния.

UNIQUENESS THEOREM FOR ONE CLASS

OF PSEUDODIFFERENTIAL EQUATIONS

c© 2023 Yu. V. ZASORIN

Abstract. The uniqueness of solutions for homogeneous equations in the class of analytic functionals
Z′(Rn) with pseudodifferential operators commuting under shifts is discussed. We establish conditions
for the symbols of operators that allow one to partition this class of operators into equivalence classes in
such a way that within each class, any condition of the regularity of solutions at infinity that guarantees
the uniqueness of a solution for an equation with some representative of this class, also guarantees the
uniqueness of a solution for equations with all representatives of the same class.

Keywords and phrases: pseudo-differential equation, equivalence, uniqueness of solution.

AMS Subject Classification: 26A12, 30D15, 26A48

1. Введение. Одна из самых неприятных проблем, связанных с вопросами единственности
дифференциальных (псевдодифференциальных) уравнений во всем R

n

P (D)u(x) = f(x), x ∈ R
n, (1)

связана либо с выбором подходящего класса решений, либо с выбором подходящего условия ре-
гулярности решения на бесконечности, поскольку если класс слишком узок, а условие слишком
жесткое, то возникают уже проблемы разрешимости уравнения (1) при простейших функциях
(распределениях) f(x). Так, во второй половине прошлого века было получено огромное коли-
чество универсальных условий, обеспечивающих единственность решения уравнений вида (см.,
например, [1, 2, 5–7]). Однако главным недостатком большинства из них является противоречие
с разрешимостью: так, например, фундаментальное решение уравнения Лапласа в важнейшем
случае n = 3 не удовлетворяет практически ни одному из этих условий. В то же время в случае
n � 3 хорошо известное условие

u(x) = o(1), x→ ∞, (2)
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обеспечивает как единственность решения уравнения (1) с оператором Лапласа в качестве P (D)
в весьма широких классах классах распределений (например, в шварцевском классе S′(Rn) рас-
пределений умеренного роста), так и разрешимость для весьма обширного множества функций
(распределений) f(x).
При этом возникает закономерный вопрос: для каких еще уравнений условие (2) обеспечивает

единственность решения? Этот же вопрос справедлив и для других столь же мягких условий (на-
пример, условий типа Зоммерфельда и т. п.). В случае уравнений с постоянными коэффициентами
в шварцевском классе S′(Rn) ответ на этот вопрос дан в [1, 2] в том смысле, что было получено
весьма простое условие на операторы P (D), позволяющее факторизовать их на так называемые
классы эквивалентности, обладающие тем свойством, что какое-либо условие регулярности ре-
шения на бесконечности, обеспечивающее единственность решения уравнения (1) с каким-либо
представителем P (D) какого-либо класса эквивалентности, обеспечивает единственность реше-
ний и для уравнений со всеми прочими операторами этого же самого класса эквивалентности.
Однако необходимо отметить два момента: 1) для ряда задач современной физики уже в случае
уравнений с постоянными коэффициентами класс S′(Rn) может оказаться недостаточно широк
(примеры см. в [3, 4]); 2) сам класс дифференциальных уравнений с операторами конечного по-
рядка также может оказаться слишком узким, поэтому имеется необходимость распространить
соответствующие результаты хотя бы на некоторые классы псевдодифференциальных операто-
ров. Настоящая работа и призвана восполнить эти пробелы.

2. Постановка задачи и предварительные результаты. Перейдем к точным формулиров-
кам. Пусть x, y, ξ — точки из Rn, D = {D1,D2, . . . ,Dn}, Dk = −i∂/∂xk. Через Z(Rn) обозначим
пространство таких пробных аналитических функций ϕ(x) (см., например, [6]), что их фурье-об-
разы ϕ̂(ξ) ∈ C∞

0 (Rn), а через Z ′(Rn)—двойственное к Z(Rn) пространство так называемых ана-
литических функционалов u(x) : Z ′(Rn) → C (см. [6]), содержащее в себе пространство S′(Rn).
Пусть, далее, M—пространство всех псевдодифференциальных операторов

P (D) : Z ′(Rn) → Z ′(Rn),

коммутирующих со сдвигами, действующих по правилу

(P (D)u)̂ (ξ) = P (ξ)û(ξ),

где функция P (ξ) ∈ C∞(Rn), как всегда, будет называться символом оператора P (D). (В том слу-
чае, если P (ξ) представляет собой полином, оператор P (D) является просто дифференциальным
оператором с постоянными коэффициентами).
Обозначим через

N (P ) =
{
ξ ∈ R

n : P (ξ) = 0
}

(3)
множество всех вещественных нулей оператора P (D) ∈ M. Аналогично (3), символами
N (Q), . . . будем обозначать соответствующие множества вещественных нулей других операто-
ров Q(D), · · · ∈ M.

Определение 1. Будем говорить, что операторы P (D) и Q(D) эквивалентны (обозначение
P (D) ∼ Q(D)), если N (P ) = N (Q). Если же N (P ) = ∅, то будем писать P (D) ∼ 0.

Определение 2. Будем говорить, что оператор P (D) подчинен оператору Q(D) (обозначение
P (D) ≺ Q(D)), а оператор Q(D) доминирует над оператором P (D) (обозначение Q(D) � P (D)),
если N (P ) ⊂ N (Q).

Замечание. Несложно заметить, что отношение эквивалентности превращает классM в объ-
единение непересекающихся классов эквивалентности P = P(N ), где множество N = N (P )
определяется любым произвольно выбранным представителем P (D) ∈ P. При этом отношение
подчиненности делает это множество еще и частично упорядоченным: P ≺ Q , если P (D) ≺ Q(D)
для каких-либо представителей P (D) ∈ P и Q(D) ∈ Q. Кроме того, совокупность {P (D)} облада-
ет еще и структурой полугруппы: например, можно ввести операцию умножения классов эквива-
лентности P и Q, определив произведение классов PQ как класс эквивалентности, содержащий
оператор P (D)Q(D), где P (D) и Q(D)—произвольные представители классов P и Q. Однако
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эти вопросы не представляют большого интереса для автора данной работы, тем более, что они
достаточно подробно освещены в [1].

Пусть P (D) и Q(D)—какие-либо операторы из M. Рассмотрим два уравнения:

P (D)u(x) = 0, x ∈ R
n, (4)

Q(D)u(x) = 0, x ∈ R
n, (5)

где u(x)—распределение из Z ′(Rn), и добавим к каждому из них одно и то же условие:

Ψ(D)u(x) = θ(|x|−λ), x→ ∞, (6)

где Ψ(D) ∈ M, λ � 0, а символ θ(·) может означать либо o(·), либо O(·), причем сами символы
o(·) и O(·) могут означать как равномерные оценки, так и оценки по каждому фиксированному
направлению, по нескольким фиксированным направлениям или оценку по одному-единственно-
му направлению. Кроме того, само условие (6) может быть единственным, может представлять
собой систему условий (с различными операторами Ψ(D), и, наконец, семейство условий. Так,
например, условие Зоммефельда

(
∂

∂r
+ ik0

)
u(x) = o

(
r(1−n)/2

)
, r = |x| → ∞, (7)

можно интерпретировать как семейство условий:
(
e ·D − k0

)
u(x) = o

(
r(1−n)/2

)
, r = |x| → ∞, (8)

где вектор e пробегает все точки единичной сферы ω1 ⊂ R
n. Наконец, само условие (6) следует

понимать в смысле теории распределений:

Ψ(D)(u ∗ ϕ)(x) = θ(|x|−λ), x→ ∞, (9)

для всех ϕ(x) ∈ Z ′(Rn), где символ ∗ означает свертку:
(u ∗ ϕ)(x) = 〈u(y);ϕ(x − y)〉. (10)

Из ограничения (9) следует, в частности, что если распределение u(x) удовлетворяет условию (6),
то ему будут удовлетворять и все его производные.
Полагая теперь N = N (P ), обозначим через Z ′(Rn, N ) подпространство всех распределений

из Z ′(Rn), носители фурье-образов которых локализованы на множестве N :
Z ′(Rn,N ) =

{
u ∈ Z ′(Rn) : supp(û) ⊂ N}

, (11)

а через Z ′(Rn, Ψ)—подпространство всех распределений из Z ′(Rn), удовлетворяющих усло-
вию (6). Наконец, положим

Z ′(Rn,N ,Ψ) = Z ′(Rn,N ) ∩ Z ′(Rn,Ψ). (12)

Сформулируем простое утверждение, которое понадобится нам в дальнейшем.

Предложение. Если распределение u(x) ∈ Z ′(Rn) является решением уравнения (4), то
supp(û) ⊂ NP (т.е. u(x) ∈ Z ′(Rn,NP )).

Доказательство аналогично доказательству этого же утверждения в случае шварцевского про-
странства S′(Rn) распределений умеренного роста (см., например, [5]).

3. Принципы эквивалентности и подчиненности.

Лемма. Если задача (4), (6) имеет единственное (тривиальное) решение, то подпростран-
ство Z ′(Rn, N , Ψ) тривиально (т.е, содержит только нулевой функционал).

Доказательство. Зафиксируем произвольное R > 0 и рассмотрим замкнутый шар VR = {|x| � R}.
Далее, положим NR = N ∩ VR. Фиксируем произвольное распределение u(x) ∈ Z ′(Rn,N ,Ψ) и
обозначим чрез v(x) ∈ Z ′(Rn,NR,Ψ) новое распределение, фурье-образ которого v̂(ξ) являет-
ся сужением û(ξ) на VR. Поскольку распределение v̂(ξ) является распределением с компактным
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носителем, то оно имеет конечный порядок сингулярности (см., например, [6]), а значит (см.
формулы (11) и (12)) найдется такое целое положительное N , что

PN (ξ)v̂(ξ) = 0, ξ ∈ R
n,

или, что то же самое,
PN (D)v(x) = 0, x ∈ R

n. (13)

Положим теперь v1(x) = PN−1(D)v(x); тогда, в силу равенства (13),

P (D)v1(x) = 0, x ∈ R
n, (14)

причем распределение v1(x) также удовлетворяет и условию

Ψ(D)v(x) = θ(|x|−λ), x→ ∞ (15)

(см. (12)). Но задача (14), (15) — это, по сути дела, задача (4), (6), а значит, в силу предположения
леммы, v1(x) является нулевым функционалом. Полагая теперь v2(x) = PN−2(D)v(x), точно
такими же рассуждениями покажем, что и распределение v2(x) является нулевым функционалом.
Продолжая рассуждения, на N -м шаге устанавливаем, что и распределение v(x) есть нулевой
функционал. Но это означает, что сужение распределения û(ξ) на каждый шар VR равно нулю,
откуда следует, что û(ξ) (а вместе с ним и u(x)) — нулевые функционалы. �
Пусть теперь P (D) ∼ Q(D), и пусть одна из задач (4), (6) или (5), (6) имеет только триви-

альное решение. Тогда подпространство Z ′(Rn,N ,Ψ) тривиально, а поскольку решение другой
задачи принадлежит также этому подпространству, то и оно может быть только нулевым функ-
ционалом. Предположим теперь, что одна из задач (например, (4), (6)) имеет неединственное
(нетривиальное) решение, а другая задача (в нашем случае — (5), (6)) — только тривиальное. Это
невозможно, поскольку из единственности решения задачи (5), (6) следует тривиальность под-
пространства Z ′(Rn,N ,Ψ). Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 1 (принцип эквивалентности). Если P (D) ∼ Q(D), то обе задачи (4), (6) и (5), (6)
либо (одновременно) имеют только единственное (тривиальное) решение, либо (одновременно)
имеют только неединственные нетривиальные решения.

Далее, пусть теперь P (D) ≺ Q(D). Поскольку теперь Z ′(Rn,N (P ),Ψ) ⊂ Z ′(Rn,N (Q),Ψ), то из
леммы и теоремы 1 немедленно вытекает следующее утверждение.

Теорема 2 (принцип подчиненности). Если P (D) ≺ Q(D), то из единственности решения
задачи (5), (6) следует единственность решения задачи (4), (6), а из неединственности решения
задачи (4), (6) следует неединственность задачи (5), (6).

4. Приложение. В заключение сформулируем и докажем еще одно утверждение, которое мо-
жет оказаться крайне полезным для выбора условия регулярности решения на бесконечности.

Теорема 3. Пусть множество N ⊂ R
n состоит из конечного числа поверхностей:

N = N1 ∪ · · · ∪ NN ,

имеющих в каждой из своих точек по крайней мере одну общую фиксированную нормаль ν. Тогда
для любого распределения u(x) ∈ Z ′(Rn,N ) и любой пробной функции ϕ(x) ∈ Z(Rn) выражение

q(t) = (u ∗ ϕ)(tν), t ∈ R, (16)

есть квазиполином скалярной переменной t, степень и коэффициенты которого, возможно, за-
висят от функции ϕ(x).

Доказательство. Несложно заметить,что множество N может быть локализовано в конечном
объединении (n− 1)-мерных параллельных гиперплоскостей

N ⊂ H1 ∪ · · · ∪ Hm, m � N, (17)
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имеющих ту же самую общую нормаль ν, о которой шла речь в формулировке теоремы. Не огра-
ничивая общности, можно считать, что эта нормаль совпадает с направляющим ортом последней
координатной оси: ν = en (этого всегда можно добиться поворотом осей), а значит,

Hk =
{
ξ = (ξ′, ξn) : ξn = ak

}
, ak ∈ R. (18)

Далее, в силу равенства (16) определения подпространств Z ′(Rn,N ) (см. формулу (11)) получаем

u(x) = u1(x) + · · ·+ um(x), (19)

где uk(x) ∈ Z ′(Rn,Hk), k = 1, . . . ,m, а следовательно (см. формулы (16) и (19)),

q(t) = q1(t) + · · · + qm(t), (20)

где
qk(t) = (uk ∗ ϕ)(tν), t ∈ R, k = 1, . . . ,m. (21)

Фиксируем произвольную пробную функцию ϕ(x) ∈ Z(Rn) и положим
ψ(ξ) = (ϕ(−x))∨(ξ) ∈ C∞

0 (Rn).

Тогда в силу равенства (10) и формулы Планшереля имеем

qk(t) =
〈
ûk(ξ); (ϕ(ten − x))∨(ξ)

〉
. (22)

Поскольку в силу свойств преобразования Фурье

(ϕ(ten − x))∨(ξ) = exp(itξn)ψ(ξ),

равенство (22) принимает вид:

qk(t) =
〈
ûk(ξ); exp(itξn)ψ(ξ)

〉
. (23)

Так как ψ(ξ)—финитная функция, то носитель supp(ψ) локализован в некотором шаре VR, а
равенство (23) принимает вид

qk(t) =
〈
vk(ξ); exp(itξn)ψ(ξ)

〉
, (24)

где распределение vk(ξ) есть сужение ûk(ξ) на множество Hk ∩ VR. Поскольку, в силу равен-
ства (18), (финитное) распределение имеет вид

vk(ξ) =

N(k)∑

j=0

wkj(ξ
′)⊗ δ(j)(ξn − ak),

(см. [6]), где δ(·)— одномерная дельта-функция Дирака, то равенство (24) может быть переписано
в виде

qk(t) =

N(k)∑

j=0

〈
wkj(ξ

′);
(
Dj
ξn
(exp(itξn)ψ(ξ))

)∣∣∣
ξn=ak

〉
,

откуда следует, что qk(t)—квазиполином переменной t, а в силу формулы (20) — и q(t) также
является квазиполиномом переменной t. �
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Аннотация. Понятие уточненного порядка широко используется в теориях целых, мероморф-
ных, субгармонических и плюрисубгармонических функций. В статье приводится общая трак-
товка этого понятия как уточненной функции роста относительно модельной функции роста.
Классический уточненный порядок— это уточненный порядок в смысле Валирона. Наше опре-
деление использует лишь одно условие. Такая форма определения новая и для классического
уточненного порядка. В данном обзоре показано, что для любой функции, определенной на поло-
жительном луче, рост которой определяется модельной функцией роста, существует собственная
уточненная функция роста относительно данной модельной функции роста.

Ключевые слова: проблема Адамара, модельная функция роста, уточненный порядок, выпук-
лая функция, целая функция, субгармоническая функция.
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Abstract. The concept of proximate order is widely used in the theories of integer, meromorphic,
subharmonic, and plurisubharmonic functions. In this paper, we provide a general interpretation of this
concept as a proximate growth function relative to the model growth function. The classical proximate
order is the proximate order in the sense of Valiron. Our definition uses only one condition. This form
of definition is new for the classical proximate order. In this review, we show that for any function
defined on a positive ray whose growth is determined by a model growth function, there is a proximate
growth function relative to the model growth function.

Keywords and phrases: Hadamard problem, model growth function, proximate order, convex
function, entire function, subharmonic function.
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1. Введение. В теории целых и субгармонических функций одной из важнейших проблем яв-
ляется проблема связи между ростом целой или субгармонической функции и распределением
нулей целой или распределением риссовской меры субгармонической функции. А. Пуанкаре в сво-
ём мемуаре [22] выделил две проблемы наибольшей важности, указав, с одной стороны, на связь
между ростом целой функции и ее жанром, с другой стороны, — на связь между ростом целой
функции и ее коэффициентами Тейлора. Начало разработке методов исследования поставленных
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проблем положили труды Э. Бореля [17] и Ж. Адамара [19]. В дальнейшем их идеи получили
развитие в работах П. Бутру, А. Вимана, Д. Пойа, Ж. Валирона, Э. Линделефа, А. Принсгейма,
А. Данжуа, Э. Майе, Дж. Литтлвуда и других математиков. Простейшая характеристика роста
целой функции f — это максимум её модуляMf (r) = max

|z|=r
|f(z)|, а для субгармонической функции

v на комплексной плоскости C— её максимум Mv(r) = max
|z|=r

v(z) по r � 0.

Начиная с работ Ж. Адамара и Э. Бореля математиков интересовал вопрос о нахождении
возможно более узких классов функций H, в которых для любой целой функции f нашлась бы
возрастающая неограниченная функция h, r > 0, с условием

σf := lim
r→+∞

lnMf (r)

h(r)
∈ (0,+∞) (1)

и с возможностью вычислить эту величину, называемую типом f относительно h, по тейлоров-
ским коэффициентам или по распределению нулей функции f . Для подкласса целых функций
конечного порядка эту задачу решил Ж. Валирон (см. [25]), введя понятие уточнённого поряд-
ка. Он показал, что каждая целая функция конечного порядка имеет свой уточненный порядок
ρ(r), r > 0, для которого тип функции f относительно функции h(r) := rρ(r) нормален, т.е. вы-
полняется (1). Более общая теорема доказана Б. Я. Левиным [8, гл. I, теорема 16]. Напомним
классическое определение уточнённого порядка.

Абсолютно непрерывная функция ρ на некотором луче (a,+∞) называется уточнённым по-
рядком в смысле Валирона, если одновременно существуют два предела

lim
r→∞ ρ(r) = � ∈ (0,+∞), lim

r→∞ rρ′(r) ln r = 0. (2)

Здесь под ρ′(r) мы понимаем наибольшее производное число в точке r.
Накладывая дополнительные требования (такие как монотонность, дифференцируемость до-

статочное число раз или бесконечная дифференцируемость, аналитичность в некотором угле
и др.), классы уточненных порядков, применяемых для изучения роста целых функций, посто-
янно сужали (см., например, [7–10,12,15,16]). Универсальной шкалы роста целых и субгармони-
ческих функций, конечно, не существует, но возможность использовать достаточно узкий класс
эталонных функций, с которыми можно сравнивать в том или ином смысле рост произвольной
целой или субгармонической функции, имеет большое значение. А. Ю. Попов нашел узкие плот-
ные классы функций сравнения роста из целых функций, коэффициенты которых обладают тем
свойством, что их обратные величины являются моментами положительной меры, аналитической
на (0,+∞) (см. [11]).

Проблему Адамара (точнее, Бореля—Адамара) на современном математическом языке можно
сформулировать как проблему нахождения таких узких плотных классов функций, с помощью
которых можно описывать рост целых и субгармонических функций (или специальных подмно-
жеств целых и субгармонических функций). Из сказанного видно, что решение задач, связанных
с проблемой Адамара, возникшей более ста лет назад, остается актуальным и в настоящее время.
Условие (1) дает точную асимптотическую оценку логарифма максимума модуля целой или мак-
симума модуля субгармонической функции сверху, но во многих вопросах современного анализа
важное значение приобрели и нижние оценки целых функций.

В связи с этим замечанием Г. Г. Брайчев (см. [1–3]) расширил задачу Адамара, понимая под
ее решением нахождение возможно более узких классов функций H, таких, что для любой целой
функции f дополнительно к (1) найдется функция h1 ∈ H, удовлетворяющая условию

σf := lim
r→+∞

lnMf (r)

h1(r)
∈ (0,∞) (3)

и с возможностью вычисления и этой величины по коэффициентам ряда Тейлора функции f . Та-
кие классы функций он называет плотными классами двустороннего сравнения роста (верхнего
и нижнего) во множестве всех целых функций. Более того, оценки относительного роста макси-
мума модуля целой или субгармонической функции, определяемые формулами (1) и (3), можно
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уточнять и находить такие классы эталонных функций, в которых для любой целой функции f
нашлись бы функции h̄ и h̄1, удовлетворяющая следующим двум условиям:

lim
r→+∞ (lnMf (r)− h̄(r)) = 0, lim

r→+∞
(lnMf (r)− h̄1(r)) = 0.

Таким образом, под обобщенной проблемой Адамара в смысле Г. Г. Брайчева мы понимаем отыс-
кание возможно более узких классов функций, в которых для любой целой функции f нашлись
бы функции, дающие точные двусторонние асимптотические оценки lnMf (r) и тейлоровских
коэффициентов f(z), удовлетворяющих таким оценкам.

Обсуждаемые выше проблемы свидетельствуют о сложности и многогранности задач, восходя-
щих к Адамару. Аналогичные проблемы возникают не только в пространствах целых функций,
а также и в классах субгармонических, мероморфных функций в различных областях (огра-
ниченных и неограниченных) комплексной плоскости и в многомерном комплексном анализе.
В настоящей статье мы ограничиваемся рассмотрением классов эталонных функций, введенных
в [13]. Результаты из [13] приводятся и доказываются ниже в следующем разделе 2 в несколько
модифицированной форме в полном объёме с целью автономности изложения в настоящем обзо-
ре исходных для исследования утверждений. Введённое в [13] понятие модельной функции роста
охватывает весьма широкий класс функций. Функции f конечного порядка относительно модель-
ной функции могут иметь порядок роста в классическом его понимании равный бесконечности
или нулю, т.е.

lim
r→∞

ln f(r)

ln r
=

[∞,

0.

Например, к модельным функциям роста относятся функции от r > 0 вида exp◦n r, где exp◦n —
n-кратная суперпозиция (n = 1, 2, . . . ) показательной функции exp, степени логарифмической
функции lnp(e+ r) при любом p � 1, и вообще любая дифференцируемая функция M(r) > 0 при
всех r > 0 с возрастающей функцией rM ′(r) > 0 при всех r > 0.

Далее R—множество действительных чисел, а R+ = {r ∈ R : r � 0} и R
+\{0}—множества со-

ответственно положительных и строго положительных чисел. Функция f с областью значений
в R и областью определения R ⊂ R называется положительной (обозначение f � 0) (соответ-
ственно строго положительной, f > 0), если f(R) ⊂ R

+ (соответственно, f(R) ⊂ R
+ \ {0}).

Функция f на R ⊂ R называется возрастающей (соответственно, строго возрастающей), ес-
ли для любых пар точек x1, x2 ∈ R из x1 < x2 следует, что f(x1) � f(x2) (соответственно,
f(x1) < f(x2)). Аналогично для отрицательности и убывания. Действия над функциями на R
поточечные.

Из классических свойств выпуклых функций M на открытом интервале I ⊂ R отметим сле-
дующие: функция M непрерывна и в каждой точке r ∈ I имеет производные слева M ′−(r) и
справа M ′

+(r), которые равны между собой вне некоторого счетного множества E, а функции
r �→ rM ′−(r) и r �→ rM ′

+(r)— возрастающие (см. [14, гл. I], [20, гл. I]). Другими словами, в случае
I = (r0,+∞) с r0 ∈ R

+ функция z �→ M(|z|) по переменной z ∈ C является субгармонической
радиальной функцией вне замкнутого круга радиуса r0 с центром в нуле (см. [20, гл. III]).

Функция M на открытом интервале I ⊂ R
+ называется выпуклой относительно ln, если

функция m : x �→M(ex) выпукла. Далее под производной M ′(r) в точке r выпуклой относительно
ln функции M вне исключительного множества E будем понимать одну из производных M ′−(r)
или M ′

+(r), доопределяя ее в точках множества E равенством M ′(r) = lim
r>x→r

M ′−(x).

В данном кратком обзоре будет показано, что для любой функции, определенной на R
+, рост

которой определяется модельной функцией роста M , существует собственная уточненная функ-
ция роста относительно модельной функции роста M и собственная миноранта. Таким образом,
рассматривается вариант проблемы Адамара в версии, близкой к подходу Г. Г. Брайчева, для
широких классов целых и субгармонических функций. Доказательства носят конструктивный
характер. Для построения уточненной функции роста используются идеи и конструкции из дис-
сертации А. Ф. Гришина [4] и его работ с соавторами [5, 6].
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2. Обобщение уточненного порядка. Следуя [13], введем следующие определения.

Определение 1. Функция M на открытом луче R
+ \ {0}, строго положительная и выпуклая

относительно ln, для которой M ′(r) > 0 при всех r ∈ R
+ \ {0} и lim

r→+∞M(r) = +∞, называется
модельной функцией роста.

Определение 2. Строго положительная дифференцируемая функция V на некотором луче
(r0,+∞) ⊂ R

+ называется уточненной функцией роста относительно модельной функции ро-
ста M , если существует хотя бы один из равных между собой пределов

lim
r→+∞

M(r)V ′(r)
M ′(r)V (r)

= lim
r→+∞

(lnV (r))′

(lnM(r))′
= lim

r→+∞
(ln v(x))′

(lnm(x))′
= lim

r→+∞
m(x)v′(x)
m′(x)v(x)

∈ R
+, (4)

где функция m : x �→ M(ex) по определению 1 выпукла на R, а функция v : x �→ V (ex) диффе-
ренцируема на (ln r0,+∞).

Замечание 1. Легко видеть, что при существовании хотя бы одного из пределов в (4) все
остальные пределы в (4) существуют и равенства в (4) верны.

Замечание 2. Использование в (4) вместе с M(r) и V (r) пары функций m(ln r) = M(r) и
v(ln r) = V (r) для r ∈ R

+∗ обусловлено связью нашего подхода к функциям роста с общей идео-
логией по этому направлению, разработанной К. Кизельманом в [21].

Для доказательства следующей теоремы нам понадобится версия обобщённого правила Лопи-
таля, которое достаточно детально изложено и обсуждается в [3, гл. 2, § 1].

Лемма 1 (см. [24, теорема 1]). Пусть функции f и g дифференцируемы на некотором откры-
том луче (r0,+∞) ⊂ R. Если существуют пределы

lim
r→+∞ |g(r)| = +∞, lim

r→+∞
f ′(r)
g′(r)

:= L ∈ R ∪ {−∞; +∞}, (5)

то существует предел

lim
r→+∞

f(r)

g(r)
= L = lim

r→+∞
f ′(r)
g′(r)

. (6)

Замечание 3. Специфика приведенного варианта обобщённого правила Лопиталя в том,
что в условиях (5) не требуется традиционного условия существования бесконечного предела
lim

r→+∞ |f(r)| = +∞ для функции f из числителей в (5) и (6).

Теорема 1. Пусть M —модельная функция роста, а V — строго положительная дифферен-
цируемая функция на некотором открытом луче (r0,+∞) ⊂ R

+. Тогда эквивалентны следую-
щие два утверждения:

(i) Функция V —уточненная функция роста относительно функции M .
(ii) Для функции

ρM (r) :=
lnV (r)

lnM(r)
, r ∈ (r0,+∞), (7)

существуют два конечных предела

� = lim
r→+∞ ρM (r) = lim

r→+∞
lnV (r)

lnM(r)
∈ R

+, (8)

lim
r→+∞

M(r)

M ′(r)
lnM(r)ρ′M (r) = lim

r→+∞
lnM(r)

(lnM(r))′
ρ′M (r) = 0. (9)

При выполнении любого из двух утверждений (i) или (ii) справедливы равенства

� = lim
r→+∞ ρM (r) = lim

r→+∞
M(r)V ′(r)
M ′(r)V (r)

. (10)
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Доказательство. Вычисляя производную функции (7), получим

ρ′M (r) =
(V ′(r)/V (r)) lnM(r)− (M ′(r)/M(r)) ln V (r)

(lnM(r))2
=

M ′(r)
M(r) lnM(r)

(
M(r)V ′(r)
M ′(r)V (r)

− lnV (r)

lnM(r)

)
,

откуда по определению (7) функции ρM имеем

M(r)V ′(r)
M ′(r)V (r)

=
lnV (r)

lnM(r)
+
M(r) lnM(r)

M ′(r)
ρ′M (r) = ρM (r) +

M(r)

M ′(r)
ρ′M (r) lnM(r). (11)

Отсюда, если выполнено утверждение (ii) теоремы и существуют пределы (8)–(9), то

lim
r→+∞

M(r)V ′(r)
M ′(r)V (r)

= lim
r→+∞ ρM (r) + lim

r→+∞
M(r)

M ′(r)
ρ′M (r) lnM(r) = �+ 0 = � ∈ R

+.

Таким образом, существуют пределы (4), справедливо равенство (10), и по определению функции
V выполнено утверждение (i) теоремы.

Обратно, пусть выполнено утверждение (i) теоремы, т.е. существует предел

� := lim
r→+∞

(lnV (r))′

(lnM(r))′
∈ R

+. (12)

По обобщённому правилу Лопиталя из леммы 1, применённому к паре функций g := lnM и
f := lnV при значении L := � из (12), по свойствам модельной функции роста M из определения
функции ρM в обозначении (7) существует

lim
r→+∞ ρM (r) = lim

r→+∞
lnV (r)

lnM(r)
= lim

r→+∞
f(r)

g(r)
= L = �.

Таким образом, доказано существование предела (8) из утверждения (ii) теоремы, а также уста-
новлено равенство (10). Наконец, из равенств (10) и (11) получаем

lim
r→+∞

M(r)

M ′(r)
ρ′M (r) lnM(r) = lim

r→+∞ ρM (r)− lim
r→+∞

M(r)V ′(r)
M ′(r)V (r)

= �− � = 0,

что дает существование предела (9), равного нулю, и завершает вывод утверждения (ii) из утвер-
ждения (i). Теорема доказана. �

Следствие 1. Пусть положительная на луче (r0,+∞) ⊂ R
+ функция ρ дифференцируема.

Тогда эквивалентны следующие три утверждения:
(i) Функция ρ—уточнённый порядок в смысле Валирона и lim

r→+∞ ρ(r) = � ∈ R
+.

(ii) Функция V (r) = rρ(r), r ∈ (r0,+∞), — уточнённая функция роста относительно тожде-
ственной модельной функции роста M := id : r �→ r, что означает существование хотя
бы одного предела из (4), а значит, и каждого в (4):

� = lim
r→+∞

rV ′(r)
V (r)

= lim
r→+∞

(ln V (r))′

(ln r)′
= lim

x→+∞
(ln v(x))′

(ln ex)′
= lim

x→+∞
v′(x)
v(x)

∈ R
+, (13)

где, как и выше, v(x) := V (ex) при x ∈ (ln r0,+∞).
(iii) Существует предел

lim
r→+∞

(
ρ(r) + rρ′(r) ln r

)
= �. (14)

Доказательство. Утверждение (i) следствия — это, ввиду определения уточнённого порядка в
смысле Валирона, в точности утверждение (ii) теоремы 1 при M := id, где соотношения (8)
и (9) — это соответственно первое и второе соотношения в (13).

Утверждение (ii) следствия в случае тождественной функцииM := id совпадает с утверждени-
ем (i) теоремы 1. Величина � в (13) совпадает с величиной � := lim

r→+∞ρ(r) ∈ R
+ из утверждения (i)

следствия согласно равенству (10) теоремы 1.
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Наконец, равенство (14) утверждения (iii) следствия — это в точности первое равенство в (13)
из утверждения (ii) следствия, поскольку в данном случае

rV ′(r)
V (r)

=
r
(
rρ(r))′

rρ(r)
= r

(
ρ(r) ln r

)′
= rρ′(r) ln r + ρ(r) при r ∈ (r0,+∞).

Тем самым, следствие доказано. �

Замечание 4. Эквивалентность утверждений (i) и (iii) следствия 1 показывает, что при опре-
делении дифференцируемого уточнённого порядка в смысле Валирона достаточно одного усло-
вия-предела (14), а не двух условий-пределов из определения (2) (см. Введение).

Определение 3. Функция ρM , определяемая равенством (7), называется уточнённым поряд-
ком относительно модельной функции роста M .

Замечание 5. В силу определения (7) уточненная функция роста V относительно модельной
функции роста M представляется в виде

V (r) =MρM (r)(r), r ∈ (r0,+∞). (15)

Далее, если из контекста понятно, о какой модельной функции роста M идет речь, в обозначении
ρM уточнённого порядка относительно M нижний индекс M часто будем опускать и писать
ρ(r) := ρM (r). Кроме того, в теореме 8 в конце статьи встретится обозначение V1(r) = Mρ1(r)(r),
где у ρ1 индекс M не указан.

Пример 1. Широкий класс модельных функций роста предоставляют важнейшие характери-
стики роста субгармонических функций v 	≡ −∞ на C, а именно: её максимум Mv(r) на окруж-
ностях из введения, а также

Cv(r) := 1

2π

2π∫

0

v(reiθ) dθ, Bv(r) := 2

πr2

r∫

0

Cv(s)s ds

— соответственно интегральное среднее по окружности и по кругу радиуса r с центром в нуле
(см. [23, определение 2.6.7, теорема 2.6.8]).

3. Операторы J i0 и J
i∞.

Определение 4. Пусть функции ε и ϕ определены на полуоси [a,∞) и ограничены снизу на
любом отрезке [a,N ], причем ϕ(r) > 0. Определим оператор J i0(ε, ϕ) равенством

εi0(r) = J i0(ε, ϕ)(r) :=
1

ϕ(r)
inf
t∈[a,r]

ε(t)ϕ(t).

Так как inf
t∈[a,r]

ε(t)ϕ(t) � ε(r)ϕ(r), то εi0 � ε. Очевидно, что εi0 ϕ— убывающая функция.

Определение 5. Пусть функции ε и ϕ определены на полуоси [a,∞), ϕ(r) > 0, и пусть функ-
ция εϕ ограничена снизу. Определим оператор J i∞(ε, ϕ) равенством

εi∞(r) = J i∞(ε, ϕ)(r) :=
1

ϕ(r)
inf

t∈[r,∞)
ε(t)ϕ(t).

Аналогично, из неравенства inf
t∈[r,∞)

ε(t)ϕ(t) � ε(r)ϕ(r) следует, что εi∞ � ε. Очевидно, что

εi∞ ϕ— возрастающая функция.
Докажем две теоремы о свойствах операторов J i0(ε, ϕ) и J i∞(ε, ϕ). Для доказательства исполь-

зуем идеи работы [4].

Теорема 2. Пусть ϕ—непрерывная, возрастающая, неограниченная функция на полуоси
[a,∞) и ϕ(a) > 0, а функция ε на [a,∞) возрастающая и lim

r→∞ ε(r) = 0. Положим εi0 = J i0(ε, ϕ).
Справедливы следующие утверждения:

(i) εi0 � ε;
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(ii) произведение εi0 ϕ— убывающая функция на [a,∞);
(iii) εi0 — возрастающая функция на [a,∞) и lim

r→∞ε
i
0(r) = 0;

(iv) εi0 —непрерывная функция на [a,∞);
(v) если произведение εi0 ϕ не является постоянной функцией ни в какой окрестности беско-

нечности, то существует возрастающая неограниченная последовательность точек rn
на [a,∞), для которой ε(rn+h)− ε(rn−0) > 0 при любом значении h > 0 и одновременно
εi0(rn) = ε(rn − 0);

(vi) если ϕ— дифференцируемая функция, то

1

|εi0(r)|
lim
h→0

∣
∣∣
∣
εi0(r + h)− εi0(r)

h

∣
∣∣
∣ �

ϕ′(r)
ϕ(r)

.

Доказательство. Справедливость утверждений (i) и (ii) была отмечена ранее. При выборе зна-
чения r2 > r1 получаем

εi0(r2) =
1

ϕ(r2)
min

{
inf

t∈[a,r1]
ε(t)ϕ(t), inf

t∈[r1 ,r2]
ε(t)ϕ(t)

}
�

�
min

{
εi0(r1)ϕ(r1), ε(r1)ϕ(r2)

}

ϕ(r2)
= min

{
ϕ(r1)

ϕ(r2)
εi0(r1), ε(r1)

}
. (16)

Так как ε(r1) � εi0(r1), ϕ(r2) � ϕ(r1), εi0(r1) � 0, то εi0(r2) � εi0(r1), и мы доказали, что функция
εi0 является возрастающей.

Кроме того, пусть ε—произвольное отрицательное число. Найдем такое r1, что ε(r1) > ε. Затем
мы можем выбрать число R таким образом, чтобы при r2 > R и фиксированном r1 выполнялось
неравенство

ϕ(r1)

ϕ(r2)
ε1(r1) > ε.

Тогда из неравенства (16) следует, что при r2 > R выполняется неравенство εi0(r2) > ε. Утвер-
ждение (iii) теоремы доказано.

Далее из неравенства (16) и свойств (ii) и (iii) следует, что

εi0(r1)

(
ϕ(r1)

ϕ(r2)
− 1

)
� εi0(r2)− εi0(r1) � 0. (17)

Из этого неравенства и непрерывности функции ϕ следует непрерывность функции εi0, и утвер-
ждение (iv) теоремы доказано.

Если теперь предположить, что функция ϕ дифференцируема, то из неравенства (17) следует
утверждение (vi) теоремы.

Далее, пусть T есть значение функции εi0 ϕ и T 	= εi0(a)ϕ(a). Пусть

E := E(T ) =
{
t : εi0(t)ϕ(t) = T

}
, r = r(T ) = inf E.

Из непрерывности функции εi0 ϕ следует, что r(T ) > a и εi0(r(T ))ϕ(r(T )) = T .
Докажем, что для любого σ ∈ (0, r − a] имеет место равенство

εi0(r)ϕ(r) = inf
t∈[a,r]

ε(t)ϕ(t) = inf
t∈(r−σ,r]

ε(t)ϕ(t). (18)

Предположим противное, а именно, пусть существует такое σ0 ∈ (0, r − a], что

inf
t∈(r−σ0,r]

ε(t)ϕ(t) > inf
t∈[a,r]

ε(t)ϕ(t),

т.е.
inf

t∈[a,r−σ0]
ε(t)ϕ(t) = inf

t∈[a,r]
ε(t)ϕ(t).

В этом случае выполняется равенство

εi0(r − σ0)ϕ(r − σ0) = εi0(r)ϕ(r) = T,

что противоречит определению числа r = r(T ). Тем самым, равенство (18) доказано.
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Из (18) следует, что для любого σ ∈ (0, r − a] найдется такая точка t̄ ∈ (r − σ, r], что

ε(r − σ)ϕ(t̄) � ε(t̄)ϕ(t̄) < εi0(r)ϕ(r) + σ.

Переходя в этом неравенстве к пределу при σ → +0, получим, с учетом п. (i),

ε(r − 0)ϕ(r) � εi0(r)ϕ(r), ε(r − 0) = εi0(r).

Если для любого h > 0 выполняется неравенство ε(r − 0)− ε(r + h) < 0, то положим

r̄ = r̄(T ) = r = r(T ).

Если для некоторого h > 0 выполняется равенство ε(r − 0)− ε(r + h) = 0, то положим

barr(T ) = sup
{
t : ε(t) = ε(r − 0)

}
.

Тогда для любого h > 0 выполняется неравенство ε(r̄ − 0) − ε(r̄ + h) < 0. Пусть r̄ > r. Функция
εi0 есть возрастающая миноранта функции ε. Поскольку εi0(r) = ε(r − 0) = ε(r̄ − 0), то

εi0(r̄) � εi0(r) = ε(r̄ − 0), εi0(r̄) = ε(r̄ − 0).

Таким образом, мы показали, что справедливы соотношения

εi0(r̄(T )) = ε(r̄(T )− 0),

ε(r̄(T )− 0)− ε(r̄(T ) + h) < 0 для любого h > 0,

εi0(r(T ))ϕ(r(T )) = T.

Предположим, что функция εi0 ϕ не постоянна ни в какой окрестности бесконечности. Тогда
можно выбрать строго возрастающую последовательность Tn значений функции εi0 ϕ, для которой

lim
n→∞Tn = lim

t→∞ εi0(t)ϕ(t).

Тогда lim
n→∞ r̄(Tn) = ∞, и в качестве последовательности rn в п. 5) можно взять rn = r̄(Tn).

Утверждение (v) доказано. Теорема 2 полностью доказана. �

Теорема 3. Пусть ϕ—непрерывная возрастающая неограниченная функция на [a,∞) и
ϕ(a) > 0, а функция ε— убывающая на [a,∞) и lim

r→∞ ε(r) = 0. Тогда для εi∞ := J i∞(ε, ϕ) спра-
ведливы следующие утверждения:

(i) εi∞ � ε;
(ii) произведение εi∞ ϕ— возрастающая функция на [a,∞);
(iii) εi∞ —убывающая функция на [a,∞) и lim

r→∞ εi0(r) = 0;

(iv) εi∞ —непрерывная функция на [a,∞);
(v) если произведение εi∞ ϕ не является постоянной функцией ни в какой окрестности бес-

конечности, то существует возрастающая неограниченная последовательность точек
rn на [a,∞), для которой εi∞(rn) = ε(rn + 0), ε(rn + 0)− ε(rn − h) < 0 для любого h > 0;

(vi) если ϕ— дифференцируемая функция, то

1

εi∞(r)
lim
h→0

∣∣
∣∣
εi∞(r + h)− εi∞(r)

h

∣∣
∣∣ �

ϕ′(r)
ϕ(r)

.

Доказательство. Справедливость первых двух утверждений теоремы была отмечена при опре-
делении оператора J i∞(ε, ϕ). Далее при r2 > r1 имеем

εi∞(r1) =
1

ϕ(r1)
min

{
inf

t∈[r1,r2]
ε(t)ϕ(t), inf

t∈(r2,∞)
ε(t)ϕ(t)

}
�

� 1

ϕ(r1)
min

{
ε(r2)ϕ(r1), ε

i
∞(r2)ϕ(r2)

}
= min

{
ε(r2),

ϕ(r2)

ϕ(r1)
εi∞(r2)

}
.

С помощью этого неравенства способом, указанным в предыдущей теореме, доказываются утвер-
ждения (iii), (iv), (vi) теоремы.
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Далее, пусть T — значение функции εi∞ ϕ,

E := E(T ) = {t : ε1(t)ϕ(t) = T}, r = r(T ) = supE.

Тогда для любого σ > 0 выполняется равенство

εi∞(r)ϕ(r) = inf
t∈[r,∞)

ε(t)ϕ(t) = inf
t∈[r,r+σ)

ε(t)ϕ(t). (19)

Предположим противное: пусть существует такое σ0 > 0, что

inf
t∈[r,r+σ0)

ε(t)ϕ(t) > inf
t∈[r,∞)

ε(t)ϕ(t),

т.е.
inf

t∈[a,r+σ0]
ε(t)ϕ(t) = inf

t∈[a,r]
ε(t)ϕ(t).

Из этого равенства следует, что

εi∞(r + σ0)ϕ(r + σ0) = εi∞(r)ϕ(r) = T,

что противоречит определению числа T . Тем самым, равенство (19) доказано.
Из (19) следует, что для любого σ > 0 найдется такая точка t̄ ∈ [r, r + σ), что

ε(r + σ)ϕ(t̄) � ε(t̄)ϕ(t̄) < εi∞(r)ϕ(r) + σ.

Переходя в этом неравенстве к пределу при σ → +0, в силу п. (i) получим

ε(r + 0) � εi∞(r), εi∞(r) = ε(r + 0).

Если для любого h > 0 выполняется неравенство ε(r + 0)− ε(r − h) < 0, то положим

r̄ = r̄(T ) = r = r(T ).

Если для некоторого h > 0 выполняется равенство ε(r + 0)− ε(r − h) = 0, то положим

r̄(T ) = inf{t : ε(t) = ε(r + 0)}.
Тогда для любого h > 0 либо выполняется неравенство ε(r̄ + 0) − ε(r̄ − h) < 0, и в этом случае
полагаем ε(t) = ε(a) при t < a, либо r̄ = a. Так как εi∞ — убывающая миноранта функции ε, то

εi∞(r̄) � εi∞(r) = ε(r + 0) = ε(r̄ + 0).

Отсюда следует, что εi∞(r̄) = ε(r̄ + 0). Таким образом, выполняются соотношения

εi∞(r̄(T )) = ε(r̄(T ) + 0),

ε(r̄(T ) + 0)− ε(r̄(T )− h) < 0 для любого h > 0, либо r̄(T ) = a,

εi∞(r(T ))ϕ(r(T )) = T.

Далее, повторяя рассуждения предыдущей теоремы, получаем, что справедливо утверждение (v)
теоремы. Теорема 3 полностью доказана. �

4. Операторы J0 и J∞. Операторы J0 и J∞ были введены А. Ф. Гришиным (см. [4]).

Определение 6. Пусть функции ε и ϕ определены на полуоси [a,∞) и ограничены сверху
на любом отрезке [a,N ], причем ϕ(r) > 0 при всех r ∈ [a,∞). Оператор J0(ε, ϕ) определяется
равенством

J0(ε, ϕ)(r) :=
1

ϕ(r)
sup
t∈[a,r]

ε(t)ϕ(t), r ∈ [a,∞).

Теорема 4. Пусть ϕ—непрерывная, возрастающая, неограниченная функция на полуоси
[a,∞) и ϕ(a) > 0, а ε—убывающая функция на [a,∞) и lim

r→∞ ε(r) = 0. Положим ε0 := J0(ε, ϕ)

при r ∈ [a,∞). Справедливы следующие утверждения:
(i) ε0 � ε на [a,∞);
(ii) произведение ε0 ϕ— возрастающая функция на [a,∞);
(iii) ε0 — убывающая функция на [a,∞) и lim

r→∞ ε0(r) = 0;
(iv) произведение ε0ϕ—непрерывная функция на [a,∞);
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(v) если произведение ε0ϕ не постоянная функция ни в какой окрестности бесконечности,
то существует возрастающая неограниченная последовательность точек rn на [a,∞),
для которой ε(rn − 0)− ε(rn + h) > 0 при любом значении h > 0 и одновременно ε0(rn) =
ε(rn − 0);

(vi) если ϕ— дифференцируемая функция, то

1

ε0(r)
lim
h→0

∣∣
∣∣
ε0(r + h)− ε0(r)

h

∣∣
∣∣ �

ϕ′(r)
ϕ(r)

.

Доказательство. Теорема 4 доказана А. Ф. Гришиным в [4]. Её доказательство аналогично до-
казательству теоремы 2, поэтому приведём только некоторые рассуждения, не претендуя на ав-
торство.

(i) Так как sup
t∈[a,r]

ε(t)ϕ(t) � ε(r)ϕ(r), то ε0 � ε.

Утверждение (ii) следует из неравенства sup
t∈E

f(t) � sup
t∈E′

f(t), если E ⊂ E′.

(iii) Пусть r1 < r2. Так как ε0(r1) � ε(r1), ϕ(r2) � ϕ(r1), то

ε0(r1) = max{ε0(r1), ε(r1)} �

� max

{
ϕ(r1)

ϕ(r2)
ε0(r1), ε(r1)

}
=

1

ϕ(r2)
max

{
ϕ(r1)ε0(r1), ε(r1)ϕ(r2)

}
�

� 1

ϕ(r2)
max

{

sup
t∈[a,r1]

ε(t)ϕ(t), sup
t∈[r1,r2]

ε(t)ϕ(t)

}

=
1

ϕ(r2)
sup

t∈[a,r2]
ε(t)ϕ(t) = ε0(r2). (20)

Отсюда следует, что ε0 — убывающая функция.
Пусть ε > 0—произвольное фиксированное число, а r1 > 0 выбрано так, что ε(r1) < ε. Выберем

число R > 0 таким, чтобы при r2 > R и фиксированном r1 выполнялось неравенство

ϕ(r1)

ϕ(r2)
ε0(r1) < ε.

Тогда из неравенства (20) получаем

ε0(r2) � max

{
ϕ(r1)

ϕ(r2)
ε0(r1), ε(r1)

}
< ε

при r2 > R. Свойство (iii) доказано.
(iv) Непрерывность функции ε0 следует из непрерывности ϕ и неравенства

ε0(r1)

(
ϕ(r1)

ϕ(r2)
− 1

)
� ε0(r2)− ε0(r1) � 0.

Если ϕ—дифференцируемая функция, то отсюда следует утверждение (vi) теоремы.
(v) Далее, пусть T — значение функции ε0 ϕ,

E := E(T ) =
{
t : ε0(t)ϕ(t) = T

}
, r = r(T ) = inf E.

Для любого σ ∈ (0, r − a] имеет место равенство

sup
t∈[a,r]

ε(t)ϕ(t) = sup
t∈(r−σ,r]

ε(t)ϕ(t),

которое доказывается аналогично равенству (18). Из него следует, что ε(r − 0) = ε0(r).
Если для любого h > 0 выполняется неравенство ε(r − 0)− ε(r + h) > 0, то положим

r̄ = r̄(T ) = r = r(T ).

Если для некоторого h > 0 выполняется равенство ε(r − 0)− ε(r + h) = 0, то положим

r̄(T ) = sup
{
t : ε(t) = ε(r − 0)

}
.
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Тогда для любого h > 0 выполняется неравенство ε(r̄−0)−ε(r̄+h) > 0. Функция ε0 — убывающая
мажоранта функции ε. Поскольку ε0(r) = ε(r − 0) = ε(r̄ − 0), то

ε0(r̄) � ε0(r) = ε(r̄ − 0), ε0(r̄) = ε(r̄ − 0).

Таким образом, справедливы соотношения

ε0(r̄(T )) = ε(r̄(T )− 0),

ε(r̄(T )− 0)− ε(r̄(T ) + h) > 0 для любого h > 0,
ε0(r̄(T ))ϕ(r̄(T )) = T.

Предположим теперь, что функция ε0 ϕ не является постоянной ни в какой окрестности бесконеч-
ности. Тогда мы можем выбрать такую строго возрастающую последовательность Tn значений
функции ε0 ϕ, что

lim
n→∞Tn = lim

t→∞ ε0(t)ϕ(t).

Тогда lim
n→∞ r̄(Tn) = ∞, и в качестве последовательности rn в п. (v) теоремы можно взять rn =

r̄(Tn). Утверждение (v) доказано. �

Определение 7. Пусть функции ε и ϕ определены на полуоси [a,∞), причем ϕ(r) > 0 при
всех r ∈ [a,∞), а функция-произведение εϕ ограничена сверху. Оператор J∞(ε, ϕ) определяется
равенством

J∞(ε, ϕ)(r) :=
1

ϕ(r)
sup

t∈[r,∞)
ε(t)ϕ(t), r ∈ [a,∞).

Теорема 5. Пусть ϕ—возрастающая, непрерывная, неограниченная функция на полуоси
[a,∞), ϕ(a) > 0, а ε—возрастающая на [a,∞) функция и lim

r→∞ ε(r) = 0. Положим ε∞ = J∞(ε, ϕ).
Справедливы следующие утверждения:

(i) ε∞ � ε на [a,∞);
(ii) произведение ε∞ ϕ— убывающая функция на [a,∞);
(iii) ε∞ —возрастающая функция на [a,∞) с lim

r→∞ ε0(r) = 0;
(iv) произведение ε∞ ϕ—непрерывная функция на [a,∞);
(v) если произведение ε∞ ϕ не является постоянной функцией ни в какой окрестности бес-

конечности, то существует возрастающая неограниченная последовательность точек
rn на [a,∞), для которой ε(rn+0)−ε(rn−h) > 0 при любом значении h > 0 и одновременно
ε∞(rn) = ε(rn + 0);

(vi) если ϕ— дифференцируемая функция, то

1

ε∞(r)
lim
h→0

∣
∣∣
∣
ε∞(r + h)− ε∞(r)

h

∣
∣∣
∣ �

ϕ′(r)
ϕ(r)

.

Доказательство. Теорема 5 доказана А. Ф. Гришиным в [4]. Её доказательство аналогично до-
казательству теорем 2, 3, 4, поэтому приведём только некоторые рассуждения.

(i) Так как sup
t∈[r,∞)

ε(t)ϕ(t) � ε(r)ϕ(r), то ε∞ � ε.

Утверждение (ii) следует из неравенства sup
t∈E

f(t) � sup
t∈E′

f(t), если E′ ⊂ E.

(iii) Пусть r2 > r1. Так как ε∞(r) � ε(r), ϕ(r2) � ϕ(r1), ε � 0, ε∞ � 0, то

ε∞(r1) =
1

ϕ(r1)
max

{

sup
t∈[r1,r2]

ε(t)ϕ(t), sup
t∈(r2,∞)

ε(t)ϕ(t)

}

�

� max

{
ε(r2),

ϕ(r2)

ϕ(r1)
ε∞(r2)

}
� max

{
ε(r2), ε∞(r2)

}
� ε∞(r2).

Отсюда следует, что ε∞ — возрастающая функция. Из последней цепочки неравенств способом,
указанным в теоремах 2, 3, 4, доказываются утверждения (iii), (iv), (vi) теоремы.



ОБ УТОЧНЕННОЙ ФУНКЦИИ РОСТА ОТНОСИТЕЛЬНО МОДЕЛЬНОЙ 67

(v) Далее пусть T — значение функции ε∞ ϕ,

E := E(T ) = {t : ε1(t)ϕ(t) = T}, r = r(T ) = supE.

Для любого σ > 0 имеет место равенство

sup
t∈[r,∞)

ε(t)ϕ(t) = sup
t∈[r,r+σ)

ε(t)ϕ(t),

которое доказывается аналогично равенству (19). Из него следует, что ε(r + 0) = ε∞(r).
Если для любого h > 0 выполняется неравенство ε(r + 0)− ε(r − h) > 0, то положим

r̄ = r̄(T ) = r = r(T ).

Если для некоторого h > 0 выполняется равенство ε(r + 0)− ε(r − h) = 0, то положим

r̄(T ) = inf
{
t : ε(t) = ε(r + 0)

}
.

Тогда для любого h > 0 выполняется неравенство ε(r̄+0)− ε(r̄−h) > 0 (считаем, что ε(t) = ε(a)
при t < a), либо r̄ = a.

Функция ε∞ — возрастающая мажоранта функции ε. Поскольку

ε∞(r̄) � ε∞(r) = ε(r + 0) = ε(r̄ + 0),

то ε∞(r̄) = ε(r̄ + 0). Таким образом, справедливы соотношения

ε∞(r̄(T )) = ε(r̄(T ) + 0),

ε(r̄(T ) + 0)− ε(r̄(T )− h) > 0 для любого h > 0, либо r̄ = a,

ε∞(r̄(T ))ϕ(r̄(T )) = T.

Далее, повторяя рассуждения теорем 2, 3, 4, получаем, что справедливо утверждение (v) теоремы.
Это завершает схему доказательства теоремы. �

5. Собственная уточненная функция роста. Применим теоремы 4 и 5 при построения
собственной уточненной функции роста для возрастающей строго положительной функции A
конечного порядка относительно модельной функции роста M .

Теорема 6. Пусть M —модельная функция роста, A—возрастающая строго положитель-
ная функция конечного порядка относительно модельной функции роста M в том смысле, что

lim
r→∞

lnA(r)

lnM(r)
= � ∈ R+.

Тогда существует такая уточнённая функция роста V : r �→ (M(r))�+ψ(r) относительно мо-
дельной функции роста M , что

(i) ρ(r) = �+ ψ(r)—абсолютно непрерывная монотонная функция;

(ii) lim
r→∞ψ(r) = 0, lim

r→∞
A(r)

V (r)
= 1;

(iii) если ψ 	≡ 0, то функции ψ и ψ ln2M монотонны при r � r0, где M(r0) � e, и имеют
различные направления роста. В частности,

lim
r→∞

∣∣
∣∣
ψ(r + h)− ψ(r)

h

∣∣
∣∣ �

2|ψ(r)|M ′(r)
M(r) lnM(r)

при r � r0.

Кроме того, в этом случае A � V , а также существуют такие последовательности
rn → ∞ и tk,n, что

lim
k→∞

tk,n = rn, lim
k→∞

A(tk,n) = V (rn).

Доказательство. Положим

ψ1(r) =
lnA(r)

lnM(r)
− �.

Тогда lim
r→∞ψ1(r) = 0. Рассмотрим два случая с вариантами.
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1. Сперва предположим, что существует такая последовательность rn → +∞, что ψ1(rn) � 0.
В этом случае положим

ψ2(r) = sup
u∈[r,+∞)

ψ1(u).

Тогда ψ2 — убывающая функция, ψ2 � ψ1 и lim
r→∞ψ2(r) = 0. Причем, если для некоторого r нера-

венство ψ2(r − 0) > ψ2(r + h) выполняется для любого h > 0, то существует последовательность
tn, для которой

lim
n→∞ tn = r, lim

n→∞ψ1(tn) = ψ2(r − 0). (21)

Действительно, так как ψ1 � ψ2, то

lim
t→r

ψ1(t) � lim
t→r

ψ2(t) = ψ2(r − 0).

Поэтому, если равенство (21) не выполнено, то существуют числа ε > 0 и δ > 0, для которых при
t ∈ [r− δ, r+ δ] имеет место неравенство ψ1(t) < ψ2(r−0)− ε. Тогда при x ∈ (r− δ, r+ δ) получаем
соотношения

ψ2(x) = sup
t∈[x,∞)

ψ1(t) = max

{
sup

t∈[x,r+δ]
ψ1(t), ψ2(r + δ)

}
� max

{
ψ2(r − 0)− ε, ψ2(r + δ)

}
.

Переходя в полученном неравенстве к пределу при x→ r − 0, имеем

ψ2(r − 0) � max
{
ψ2(r − 0)− ε, ψ2(r + δ)

}
< ψ2(r − 0).

Получили противоречие и, тем самым, равенство (21) доказано.
Далее рассмотрим два альтернативных предположения.
Вариант 1.1. Предположим, что существует такая окрестность бесконечности U = (N,∞), что

для r ∈ U выполняется неравенство

ψ2(r)(lnM(r))3/2 � 1. (22)

Положим в этом случае ψ(r) ≡ 0. Тогда выполняются соотношения A(rn) � M�(rn) на последо-
вательности rn → +∞ и

A(r) � (M(r))�e1/
√
ln r при r ∈ U .

Отсюда получаем
A(r)

M�(r)
� e1/

√
ln r при r ∈ U,

A(rn)

M�(rn)
� 1, lim

r→∞
V (r)

M�(r)
= 1.

В этом варианте V =M� —необходимая уточненная функция роста.
Вариант 1.2. Рассмотрим случай, когда предположение варианта 1.1 неверно, то есть неравен-

ство (22) не выполняется ни в какой окрестности бесконечности. В этом случае в любой окрест-
ности бесконечности найдется такая точка r′, что

ψ2(r
′)(lnM(r′))3/2 > 1 или ψ2(r

′)(lnM(r′))2 >
√

lnM(r′). (23)

Положим тогда ψ(r) = J0(ψ2, ln
2M)(r). В качестве числа a, участвующего в определении опе-

ратора J0, можно взять число r0, для которого M(r0) � e. В этом случае ψ1 � ψ2 � ψ. Отсюда
следует неравенство A(r) � V (r) = M(r)�+ψ(r) при r � r0. Кроме того, из неравенства (23) сле-
дует, что функция ψ ln2M не постоянна ни в какой окрестности бесконечности. Тогда согласно
п. (v) теоремы 4 существует последовательность r′n → +∞, для которой

ψ(r′n) = ψ2(r
′
n − 0), ψ2(r

′
n − 0)− ψ2(r

′
n + h) > 0 для любого h > 0.

При этом из соотношения (21) следует, что существует такая последовательность tk, что

lim
k→∞

tk = r′n, lim
k→∞

ψ1(tk) = ψ2(r
′
n − 0) = ψ(r′n).

Тогда
A(tk) =M�+ψ1(tk)(tk) −−−→

k→∞
M�+ψ(r′n)(r′n) = V (r′n),

а оценка производной в п. (iii) следует из п. (vi) теоремы 4, если в определении оператора J0(ε, ϕ)
положить ε = ψ2, ϕ = ln2M . Таким образом, теорема в этом случае доказана.
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2. Пусть теперь существует число a, для которого ψ1(r) < 0 при r � a. В этом случае обозначим

ψ2(r) = sup
x∈[a,r]

ψ1(x).

Тогда ψ2 — возрастающая функция, причем lim
r→∞ψ2(r) = 0 и ψ1 � ψ2. Кроме того, если для

некоторого r выполняется неравенство ψ2(r+ 0)− ψ2(r − h) > 0 для достаточно малых h > 0, то
существует такая последовательность tk, что

lim
k→∞

tk = r, lim
k→∞

ψ(tk) = ψ2(r + 0). (24)

Это утверждение доказывается аналогично соотношению (21). Действительно, ввиду неравенства
ψ1 � ψ2 имеем соотношения

lim
t→r

ψ1(t) � lim
t→r

ψ2(t) = ψ2(r + 0).

Поэтому, если равенство (24) не верно, то существуют числа ε > 0 и δ > 0, для которых при
t ∈ [r − δ, r + δ] будет выполняться неравенство ψ1(t) < ψ2(r + 0) − ε. Тогда при x ∈ (r − δ, r + δ)
имеют место соотношения

ψ2(x) = sup
t∈[a,x]

ψ1(t) = max

{

ψ2(r − δ), sup
t∈[r−δ,x]

ψ1(t)

}

� max
{
ψ2(r − δ), ψ2(r + 0)− ε

}
.

Переходя в полученном неравенстве к пределу при x→ r + 0, имеем

ψ2(+0) � max
{
ψ2(r − δ), ψ2(r + 0)− ε

}
< ψ2(r + 0).

Получили противоречие; тем самым, равенство (24) доказано.
Рассмотрим два варианта.
Вариант 2.1. Предположим, что существует такая окрестность бесконечности U = (N,∞), что

для r ∈ U выполняется неравенство

ψ2(r)(lnM(r))3/2 � −1 (25)

в некоторой окрестности бесконечности. Положим тогда ψ(r) ≡ 0. В этом случае в некоторой
окрестности бесконечности выполняются неравенства

exp

(

− 1
√
lnM(r)

)

M�(r) � A(r) < M�(r).

Тогда V (r) =M�(r)—необходимая уточненная функция роста.
Вариант 2.2. Рассмотрим случай, когда предположение варианта 2.1 неверно, т.е. неравен-

ство (25) не выполнено ни в какой окрестности бесконечности. В этом случае в любой окрестности
бесконечности найдется такая точка r′, что

ψ2(r
′)(lnM(r′))3/2 < −1 или ψ2(r

′)(lnM(r′))2 < −
√
lnM(r′). (26)

Положим тогда ψ(r) = J∞(ψ2, ln
2M)(r). В этом случае ψ1 � ψ2 � ψ. Отсюда следует неравен-

ство A(r) � V (r) =M(r)ρ+ψ(r). Кроме того, из неравенства (26) следует, что функция ψ ln2M не
постоянна ни в какой окрестности бесконечности. Тогда по п. (v) теоремы 5 существует последо-
вательность r′n → +∞, для которой

ψ(r′n) = ψ2(r
′
n + 0), ψ2(r

′
n + 0)− ψ2(r

′
n − h) > 0 для любого h > 0.

При этом из соотношения (24) следует, что существует такая последовательность tk, что

lim
k→∞

tk = r′n, lim
k→∞

ψ1(tk) = ψ2(r
′
n + 0) = ψ(r′n).

Тогда
A(tk) =M�+ψ1(tk)(tk) −−−→

k→∞
M�+ψ(r′n)(r′n) = V (r′n).

Оценка производной в п. (iii) следует из п. (vi) теоремы 5, если в определении оператора J∞(ε, ϕ)
положить ε = ψ2, ϕ = ln2M . Тем самым теорема полностью доказана. �
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6. Собственная миноранта. Применим теоремы 2 и 3 при построения собственной мино-
ранты для возрастающей строго положительной функции A конечного порядка относительно
модельной функции роста M , которая оценивает функцию A снизу.

Теорема 7. Пусть M —модельная функция роста, A—возрастающая строго положитель-
ная функция конечного нижнего порядка относительно модельной функции роста M в том
смысле, что

lim
r→∞

lnA(r)

lnM(r)
= α ∈ R+.

Тогда существует уточнённая функция роста V : r �→ (
M(r)

)α+ψ(r) относительно модельной
функции роста M , обладающая следующими свойствами :

(i) ρ(r) = α+ ψ(r)— абсолютно непрерывная монотонная функция;

(ii) lim
r→∞ψ(r) = 0, lim

r→∞
A(r)

V (r)
= 1;

(iii) если ψ 	≡ 0, то функции ψ и ψ ln2M —монотонные при r � r0, где M(r0) � e, и имеют
различные направления роста. В частности,

lim
r→∞

∣
∣∣
∣
ψ(r + h)− ψ(r)

h

∣
∣∣
∣ �

2|ψ(r)|M ′(r)
M(r) lnM(r)

при r � r0.

Кроме того, в этом случае A � V , а также существуют такие последовательности
rn → ∞ и tk,n, что

lim
k→∞

tk,n = rn, lim
k→∞

A(tk,n) = V (rn).

Доказательство. Положим

ψ1(r) =
lnA(r)

lnM(r)
− α.

Тогда lim
r→∞

ψ1(r) = 0. Рассмотрим два случая с вариантами.

1. Сперва предположим, что существует такая последовательность rn → +∞, что ψ1(rn) � 0.
В этом случае положим

ψ2(r) = inf
u∈[r,+∞)

ψ1(u).

Тогда ψ2 — возрастающая функция, ψ2 � ψ1 и lim
r→∞ψ2(r) = 0. Причем, если для некоторого r нера-

венство ψ2(r + 0) < ψ2(r + h) выполняется для любого h > 0, то существует последовательность
tn, для которой

lim
n→∞ tn = r, lim

n→∞ψ1(tn) = ψ2(r + 0). (27)

Действительно, так как ψ2 � ψ1, то

ψ2(r + 0) = lim
t→r

ψ2(t) � lim
t→r

ψ1(t).

Поэтому, если равенство (27) не выполнено, то существуют числа ε > 0 и δ > 0, для которых при
t ∈ [r− δ, r+ δ] имеет место неравенство ψ1(t) > ψ2(r+0)+ ε. Тогда при x ∈ (r− δ, r+ δ) получаем
соотношения

ψ2(x) = inf
t∈[x,∞)

ψ1(t) = min

{
inf

t∈[x,r+δ]
ψ1(t), ψ2(r + δ)

}
� min

{
ψ2(r + 0) + ε, ψ2(r + δ)

}
.

Переходя в полученном неравенстве к пределу при x→ r + 0, имеем

ψ2(r + 0) � min
{
ψ2(r + 0) + ε; ψ2(r + δ)

}
> ψ2(r + 0).

Получили противоречие и, тем самым, равенство (27) доказано.
Далее рассмотрим два альтернативных предположения.
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Вариант 1.1. Предположим, что существует такая окрестность бесконечности U = (N,∞), что
для r ∈ U выполняется неравенство

ψ2(r)
(
lnM(r)

)3/2 � −1. (28)

Положим тогда ψ(r) ≡ 0. В этом случае выполняются неравенства A(rn) � Mα(rn) на последо-
вательности rn → +∞ и

A(r) �
(
M(r)

)α
e
− 1√

lnM(r) при r ∈ U.

Отсюда получаем

A(r)

Mα(r)
� e

− 1√
lnM(r) при r ∈ U,

A(rn)

Mα(rn)
� 1, lim

r→∞
A(r)

M�(r)
= 1.

В этом варианте V =Mα—необходимая уточненная функция роста.
Вариант 1.2. Рассмотрим случай, когда предположение варианта 1.1 неверно, т.е. неравен-

ство (28) не выполняется ни в какой окрестности бесконечности. В этом случае в любой окрест-
ности бесконечности найдется такая точка r′, что

ψ2(r
′)
(
lnM(r′)

)3/2
< −1 или ψ2(r

′)
(
lnM(r′)

)2
< −

√
lnM(r′). (29)

Положим тогда ψ(r) = J i0(ψ2, ln
2M)(r). В качестве числа a, участвующего в определении опе-

ратора J i0, можно взять число r0, для которого M(r0) � e. В этом случае ψ1 � ψ2 � ψ. Отсюда
следует неравенство A(r) � V (r) = M(r)α+ψ(r) при r � r0. Кроме того, из неравенства (29) сле-
дует, что функция ψ ln2M не постоянна ни в какой окрестности бесконечности. Тогда по п. (v)
теоремы 2 существует последовательность r′n → +∞, для которой

ψ(r′n) = ψ2(r
′
n − 0), ψ2(r

′
n + h)− ψ2(r

′
n − 0) > 0

для любого h > 0. При этом из соотношения (27) следует, что существует такая последователь-
ность tk, что

lim
k→∞

tk = r′n, lim
k→∞

ψ1(tk) = ψ2(r
′
n + 0) = ψ(r′n).

Тогда
A(tk) =M�+ψ1(tk)(tk) −−−→

k→∞
M�+ψ(r′n)(r′n) = V (r′n),

а оценка производной в п. (iii) следует из п. (vi) теоремы 2, если в определении оператора J i0(ε, ϕ)
положить ε = ψ2, ϕ = ln2M . Теорема в этом случае доказана.
2. Пусть теперь существует число a, для которого ψ1(r) > 0 при r � a. В этом случае обозначим

ψ2(r) = inf
x∈[a,r]

ψ1(x).

Тогда ψ2 — убывающая функция, lim
r→∞ψ2(r) = 0 и ψ1 � ψ2. Причем, если для некоторого r вы-

полняется неравенство, ψ2(r − h) > ψ2(r − 0) для достаточно малых h > 0, то существует такая
последовательность tk, что

lim
k→∞

tk = r, lim
k→∞

ψ(tk) = ψ2(r − 0). (30)

Это утверждение доказывается аналогично соотношению (27). Действительно, в силу ψ1 � ψ2

lim
t→r

ψ1(t) � lim
t→r

ψ2(t) = ψ2(r − 0).

Поэтому, если равенство (30) не верно, то существуют числа ε > 0 и δ > 0, для которых при
t ∈ [r − δ, r + δ] будет выполняться неравенство ψ1(t) > ψ2(r − 0) + ε. Тогда при x ∈ (r − δ, r + δ)
имеют место соотношения

ψ2(x) = inf
t∈[a,x]

ψ1(t) = min

{
ψ2(r − δ), inf

t∈[r−δ,x]
ψ1(t)

}
� min

{
ψ2(r − δ), ψ2(r − 0) + ε

}
.

Переходя в полученном неравенстве к пределу при x→ r − 0, имеем

ψ2(r − 0) � min
{
ψ2(r − δ), ψ2(r − 0) + ε

}
> ψ2(r − 0).
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Получили противоречие; тем самым, равенство (30) доказано.
Рассмотрим два варианта.
Вариант 2.1. Предположим, что существует такая окрестность бесконечности U = (N,∞), что

для r ∈ U выполняется неравенство

ψ1(r)(lnM(r))3/2 � 1 (31)

в некоторой окрестности бесконечности. Положим тогда ψ(r) ≡ 0. В этом случае в некоторой
окрестности бесконечности выполняются неравенства

exp

(
1

√
lnM(r)

)

Mα(r) � A(r) > Mα(r).

Тогда V =Mα —необходимая уточненная функция роста.
Вариант 2.2. Рассмотрим случай, когда предположение варианта 2.1 неверно, т.е. неравен-

ство (31) не выполнено ни в какой окрестности бесконечности. В этом случае в любой окрестности
бесконечности найдется такая точка r′, что

ψ2(r
′)
(
lnM(r′)

)3/2
> 1 или ψ2(r

′)
(
lnM(r′)

)2
>

√
lnM(r′). (32)

Положим тогда ψ = J i∞(ψ2, ln
2M). В этом случае ψ1 � ψ2 � ψ. Отсюда следует неравенство

A(r) � V (r) = M(r)α+ψ(r). Кроме того, из неравенства (32) следует, что функция ψ ln2M не
является постоянной ни в какой окрестности бесконечности. Тогда согласно п. (v) теоремы 3
существует последовательность r′n → +∞, для которой

ψ(r′n) = ψ2(r
′
n + 0), ψ2(r

′
n + 0)− ψ2(r

′
n − h) < 0

для любого h > 0. При этом из соотношения (30) следует, что существует такая последователь-
ность tk, что

lim
k→∞

tk = r′n, lim
k→∞

ψ1(tk) = ψ2(r
′
n − 0) = ψ(r′n).

Тогда
A(tk) =M�+ψ1(tk)(tk) −−−→

k→∞
Mα+ψ(r′n)(r′n) = V (r′n).

Оценка производной в п. (iii) следует из п. (vi) теоремы 3, если в определении оператора J i∞(ε, ϕ)
положить ε = ψ2, ϕ = ln2M . Теорема полностью доказана. �

7. Промежуточная функция роста. В теории роста целых и субгармонических функций
для M = id находит применение следующая теорема, которую мы докажем в общем случае.

Теорема 8. Пусть A—положительная функция на R
+ и V (r) = Mρ(r)(r)—уточненная

функция роста относительно модельной функции роста M , для которой

lim
r→∞

A(r)

V (r)
= 0.

Тогда существует такой уточненный порядок ρ1 относительно модельной функции роста M ,
что для функции V1(r) =Mρ1(r)(r) имеют место равенства

lim
r→∞ ρ1(r) = lim

r→∞ ρ(r), lim
r→∞

V1(r)

V (r)
= 0, lim

r→∞
A(r)

V1(r)
= 0.

Доказательство. Положим

ε(r) =
A(r)

V (r)
, ε1(r) = sup

t∈[r,∞)
ε(t).

Тогда ε1 —убывающая функция, lim
r→∞ ε1(r) = 0 и ε � ε1. Положим

ε2(r) = J0(ε1, lnM)(r).
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Тогда по теореме 4 функция ε2 является убывающей и ε2 � ε1, а ε2 lnM — возрастающая функ-
ция; в частности, существует такое число K > 0, что

ε2(r) �
K

lnM(r)
, |ε′2(r)| �

M ′(r)
M(r) lnM(r)

ε2(r), (33)

где под ε′2(r) понимается нижнее производное число в точке r.
Пусть теперь функция ρ1 определяется из равенства

(M(r))ρ1(r) =
√
ε2(r) (M(r))ρ(r). (34)

Тогда

ρ1(r) =
1

2

ln ε2(r)

lnM(r)
+ ρ(r), lim

r→∞ ρ1(r) = lim
r→∞ ρ(r), (35)

а также, логарифмируя (34), получаем ρ1 lnM = 1
2 ln ε2 + ρ lnM . Дифференцирование этого со-

отношения даёт равенство
ρ′1(r)M(r) lnM(r)

M ′(r)
=

1

2

ε′2(r)
ε2(r)

· M(r)

M ′(r)
+
ρ′(r)M(r) lnM(r)

M ′(r)
+ ρ(r)− ρ1(r). (36)

Для первого слагаемого в правой части согласно второму неравенству из (33) имеем
1

2

|ε′2(r)|
ε2(r)

· M(r)

M ′(r)
� 1

lnM(r)
→ 0 при r → ∞,

а второе слагаемое в правой части (36) также стремится к нулю при r → ∞ согласно равенству (9)
теоремы 1. Таким образом, согласно второму равенству в (35) левая часть в (36) стремится к нулю
при r → ∞, и согласно утверждению (ii) теоремы 1 функция ρ1 является уточненным порядком
относительно модельной функции роста M . При этом

V1(r)

V (r)
=

√
ε2(r),

A(r)

V1(r)
= ε(r)

V (r)

V1(r)
=

ε(r)
√
ε2(r)

�
√
ε2(r),

где lim
r→∞

√
ε2(r) = 0. Теорема полностью доказана. �
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— 1892. — 8, № 2. — P. 154–186.

20. Hörmander L. Notions of Convexity. — Boston: Birkhäuser, 1994.
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ВЛИЯНИЕ ЗАПАЗДЫВАНИЯ И ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ФАКТОРОВ

НА ДИНАМИКУ РЕШЕНИЙ В МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

«СПРОС-ПРЕДЛОЖЕНИЕ»

c© 2023 г. А. Н. КУЛИКОВ, Д. А. КУЛИКОВ

Аннотация. Рассматривается обобщенный вариант одной из самых известных математических
моделей макроэкономики, известной под названием «спрос-предложение». Основной вариант та-
кой модели имеет единственный аттрактор: состояние экономического равновесия. В работе ана-
лизируется нелинейная краевая задача для дифференциального уравнения с частными произ-
водными и запаздыванием в правой части. Анализ решений из окрестности состояния равно-
весия сведен к изучению локальных бифуркаций комплексного уравнения Гинзбурга—Ландау.
Для основной краевой задачи показано существование циклов, в том числе циклов, зависящих от
пространственной переменной.

Ключевые слова: математическая модель «спрос-предложение», краевая задача, уравнение
Гинзбурга—Ландау, бифуркация, устойчивость, цикл, асимптотика.

THE INFLUENCE OF DELAY AND SPATIAL FACTORS

ON THE DYNAMICS OF SOLUTIONS

IN THE MATHEMATICAL MODEL “SUPPLY-DEMAND”

c© 2023 A. N. KULIKOV, D. A. KULIKOV

Abstract. A generalized version of the macroeconomic model “supply-demand” is considered. The
main version of this model possesses a single attractor, namely, the state of economic equilibrium.
We analyze a nonlinear boundary-value problem for a partial differential equation with delay on the
right-hand side. The analysis of solutions in a neighborhood of the equilibrium state is reduced to the
study of local bifurcations of the complex Ginzburg–Landau equation. For the basic boundary-value
problem, the existence of cycles is proved, including cycles depending on the spatial variable.

Keywords and phrases: mathematical model «supply-demand», boundary-value problem, Ginzburg–
Landau equation, bifurcation, stability, cycle, asymptotics.

AMS Subject Classification: 34K18, 37G05, 37N40

1. Введение. Одной из самых известных моделей макроэкономики следует считать модель
«спрос-предложение». Иногда ее называют модель рынка (модель рынка одного товара). В основе
модели лежит закон Сэя, согласно которому предложение товара рождает спрос (см. [1, 12, 14]).
Приведем эту модель в наиболее известной форме:

ṗ = D(p)− S(p). (1)

Здесь p = p(t)—цена товара (p � 0), D(p)—функция, характеризующая спрос, S(p)—предложе-
ние товара. Принято считать, что эти функции обладают следующими свойствами:
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Рис. 1

(a) при p ∈ (0,∞) или p ∈ [0,∞) функции S(p),D(p) достаточно гладко зависят от своего
аргумента p;

(b) D′(p) < 0, т.е. D(p)— убывающая функция;
(c) lim

p→0
D(p) = D0,D0 = ∞ или D0 � 1;

(d) lim
p→∞D(p) = 0;

(e) S′(p) > 0, т.е. S(p)— возрастающая функция;
(f) lim

p→0
S(p) = 0;

(g) lim
p→∞S(p) = S∞, S∞ = ∞ или S∞ � 1.

На рис. 1 представлены графики этих функций в системе координат pOy при p > 0. Точки
их пересечения представляют собой координаты состояния равновесия p = p0 > 0. Согласно
представлениям многих экономистов, вплоть до середины прошлого века, рыночной экономике
характерно наличие состояния равновесия, которое устанавливается «автоматически». Это как
раз демонстрируют решения уравнения (1): его состояние равновесия p = p0 — единственный ат-
трактор, к которому стремятся все решения дифференциального уравнения (1). Иными словами,
решение p(t) = p0 асимптотически устойчиво в целом (p = p0 — глобальный аттрактор).

Вместе с тем, как отмечают специалисты, для экономики характерна цикличность, и поэто-
му требуются иные математические модели, использующие обыкновенные дифференциальные
уравнения с бо́льшим числом уравнений и, конечно, переменных.

С другой стороны возможен иной подход, который не предполагает замену уравнения (1) неко-
торой системой обыкновенных дифференциальных уравнений. Во многих случаях уравнение (1)
играет базовую роль, и его часто называют не только уравнением «спрос-предложение», но и
уравнением Эванса (Вальраса—Эванса).

Другой подход состоит в учете такого фактора макроэкономических процессов, как запазды-
вания (см. [13], а также учет пространственных эффектов. В одном из возможных вариантов это
приводит к следующему уравнению:

pt = D(ph)− S(ph) + εdpxx, (2)

где p = p(t, x), D(ph), S(ph)—функции спроса и предложения, ph = p(t − h, x), d, h, ε > 0. Под-
черкнем, что d—первоначальный коэффициент «диффузии». Уравнение (1) будем рассматривать
вместе с краевыми условиями

px(t, 0) = px(t, π) = 0, (3)

которые принято называть условиями «непроницаемости». Для простоты предполагаем, что эко-
номика расположена в «одномерном» регионе. Понятно, что это модельная ситуация: обычно
экономические регионы двумерны.

Замечание 1. Изначально следует считать, что пространственная переменная y ∈ [0, l] и l—
достаточно большая постоянная, а ε появляется как нормировочный множитель при переходе к
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отрезку [0, π]. Действительно, пусть сначала уравнение (2) имело вид

pt = D(ph)− S(ph) + dpyy,

где y ∈ [0, l]. Замена x = yπ/l приводит последнее уравнение к уравнению (2), где ε = (π/l)2 � 1,
если l—достаточно большая положительная постоянная.

Отметим, что присутствие отклонения h достаточно естественно, так как и предложение и
спрос ориентируются на цену «прошлого» рыночного дня. «Мгновенной» реакции нет даже на
валютной или фондовой биржах.

Прежде чем перейти к основному анализу краевой задачи (2), (3), удобнее переписать ее в
ином виде.

2. Основная краевая задача. Положим p(t, x) = p0 + u(t, x). Тогда ph(t, x) = p0 + v(t, x), где
v(t, x) = u(t−h, x). Перепишем уравнение (2) в отклонениях относительно состояния равновесия
p = p0. Пусть F (p) = D(p)− S(p); тогда

F (p0 + v) = D(p0 + v)− S(p0 + v) = a0 + a1v + a2v
2 + a3v

3 + F0(v),

где a0 = F (p0) = 0, a1 = F ′(p0), a2 = F ′′(p0)/2, a3 = F ′′′(p0)/6, а через F0(v) обозначены
слагаемые, имеющие порядок малости выше третьего. Напомним, что F ′(p0) < 0 и для удобства
при дальнейших построениях положим a = −a1(a > 0).

Итак, вместо краевой задачи (2), (3) далее будем рассматривать краевую задачу следующего
вида:

ut = εduxx − av + a2v
2 + a3v

3 + F0(v), (4)
ux(t, 0) = ux(t, π) = 0. (5)

Отметим, что краевая задача (4), (5) допускает решения, не зависящие от x, которые можно
находить как решения уравнения с отклоняющимся аргументом

wt = −ay + a2y
2 + a3y

3 + F0(y), (6)

где теперь w = w(t), y = y(t) = w(t− h). Если дополнить уравнение (6) начальным условием

w(t) = f(t), t ∈ [−h, 0], (7)

где функция f(t) ∈ Ck[−h, 0], k = 0, 1, 2, . . ., то начально-краевая задача (6), (7) имеет единствен-
ное решение при t ∈ [0, T ] (см. [10]), где T > 0. Решение задачи Коши (6), (7) порождает гладкий
нелинейный полупоток (см. [10, 11]).

Прежде чем перейти к анализу краевой задачи (4), (5), рассмотрим некоторые вопросы, касаю-
щиеся уравнения (6). Одним из основных таких вопросов следует считать вопрос об устойчивости
нулевого решения в линейном (первом) приближении. Это приводит к необходимости анализа
следующего дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом:

wt = −ay, y(t) = w(t− h). (8)

Уравнение с отклоняющимся аргументом (8) имеет счетный набор решений

w(t) = exp(λt),

где λ—корни характеристического уравнения (см., например, [10])

λ = −a exp(−λh). (9)

У характеристического уравнения (9) все корни лежат в левой полуплоскости комплексной плос-
кости, если величина отклонения h достаточно мала. При увеличении h у уравнения (9) могут
появиться решения, принадлежащие мнимой оси (Reλ = 0). Подчеркнем, что корень λ = 0 ис-
ключен. Далее через H будем обозначать наименьшее значение h, при котором уравнение (9)
имеет корни на мнимой оси. При этом H находим после анализа уравнения iσ = −a exp(−iσh), у
которого можно указать счетный набор решений

σn =
ωn
hn
, ωn =

π

2
+ 2πn, hn =

(
π + 4πn

2a

)
,
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где n = 0, 1, 2, . . .. Подходящее решение получаем при n = 0, т.е. H = h0 = π/(2a), σ0 = a.
Заметим, что при выбранном H дифференциальное уравнение (8) имеет решение

w(t) = exp(iσt), σ = a.

Наряду с указанным решением имеется периодическое решение w(t) = exp(−iσt).
Лемма 1. Характеристическое уравнение (9) при h < H имеет корни в левой полуплоско-

сти, а при h > H у него есть корни в правой полуплоскости. Наконец, при h = H у характери-
стического уравнения (9) есть два чисто мнимых собственных значения ±iσ, σ = a.

Следствие 1. Отмеченные выше утверждения позволяют заключить, что
(i) все решения линейной краевой задачи (8) асимптотически устойчивы при h < H и

неустойчивы при h > H;
(ii) нулевое решение нелинейного дифференциального уравнения (6) асимптотически устой-

чиво при h < H и неустойчиво при h > H;
(iii) при h = H реализуется критический случай в задаче об устойчивости решения w = 0

уравнения (6)
(iv) линейное дифференциальное уравнение (8) имеет периодические решения с перио-

дом 2π/σ.

Положим
h = H(1 + γε),

где ε ∈ (0, ε0), γ = 0,±1, т.е. ε0 —некоторая достаточно малая положительная постоянная. При та-
ких значениях h в следующих разделах рассмотрим вопросы о локальных бифуркациях в окрест-
ности состояния экономического равновесия.

3. Нормальная форма. Рассмотрим краевую задачу (4), (5) при выбранных значениях па-
раметра h и пронормируем эволюционную переменную t, положив

t = (1 + γε)τ. (10)

Следовательно, дифференциальное уравнение (4) можно после замены (10) переписать следую-
щим образом:

uτ = (1 + γε)
(
− av + a2v

2 + a3v
3 +O(v4)

)
+ εd(1 + γε)uxx, (11)

ux(τ, 0) = ux(τ, π) = 0. (12)

В краевой задаче (11), (12) v(τ, x) = u(τ −H,x), H = π/(2a).
В такой ситуации краевая задача (11), (12) имеет двумерное инвариантное многообразие, состо-

ящее из решений, не зависящих от x. Эти решения можно найти, как решения вспомогательного
дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом

wτ = (1 + γε)
( − ay + a2y

2 + a3y
3 +O(y4)

)
, (13)

где y(τ, ε) = w(τ −H, ε). Подчеркнем, что теперь величина отклонения не зависит от ε.
Из результатов работ [4, 6, 11] вытекает, что у решений дифференциального уравнения (13)

существует гладкое двумерное инвариантное (центральное) многообразие M2(ε). На нем решения
уравнения (13) могут быть заданы в виде дифференциального уравнения первого порядка для
комплекснозначной функции z(s), где s = ετ —медленное время. Это уравнение может быть
записано в следующем виде (см. [2, 9]):

z′ = (α+ iβ)z + (l1 + il2)z|z|2, (14)

где α, β, l1, l2 ∈ R и априори считаем, что в нашем случае ляпуновская величина l1 �= 0. Обычно
в теории динамических систем уравнение (14) называют нормальной формой (см. [2,9]) в задаче
об анализе бифуркаций Андронова—Хопфа.

Решения на этом многообразии можно искать в следующем виде:

w(τ, z, z, ε) = ε1/2w1(τ, z, z) + εw2(τ, z, z) + ε3/2w3(τ, z, z) +O(ε2), (15)
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где
w1(τ, z, z) = z(s)q(τ) + z(s)q(τ), q(τ) = exp(iστ),

а функции w2(τ, z, z), w3(τ, z, z) обладают следующими свойствами:
(a) они достаточно гладко зависят от своих аргументов при всех τ и |z| � r0, где r0 —некоторая

положительная постоянная;
(b) по переменной τ имеют период 2π/σ (σ = a);
(c) удовлетворяют следующим равенствам M±(wj) = 0, j = 2, 3, где использованы обозначения

M±(ϕ) =
σ

2π

2π/σ∫

0

ϕ(τ)q±(τ)dτ, q+(τ) = q(τ), q−(τ) = q(τ).

Далее будут использованы обозначения yk(τ, z, z) = wk(τ − H, z, z), k = 1, 2, 3. Если теперь
подставить сумму (15) в дифференциальное уравнение (13) и приравнять члены с ε1/2, ε, ε3/2, то
при ε1/2 получим равенство, выполненное за счет выбора функции w1(τ, z, z). Наконец, выделяя
слагаемые при ε и ε3/2, получим два линейных неоднородных дифференциальных уравнения с
отклоняющимся аргументом:

ẇ2 + ay2 = a2y
2
1 , (16)

ẇ3 + ay3 = −(z′q + z′q)− γa(zq exp(−iσH) + zq exp(iσH))+

+ aH(z′q exp(−iσH) + z′q exp(iσH)) + 2a2y1y2 + a3y
3
1. (17)

Добавим также, что σH = ω = π/2 и поэтому exp(iσH) = i, exp(−iσH) = −i. Наконец, точкой
обозначены производные функций по τ .

Замечание 2. Неоднородное дифференциальное уравнение

ẇ + ay = f(τ),

где f(τ)—достаточно гладкая (2π/σ)-периодическая функция, корректно разрешимо, если
M±(f) = 0, а решение последнего неоднородного дифференциального уравнения выбирается
однозначно, если для этого решения выполнены равенства M±(w) = 0.

Равенства M±(f) = 0 носят традиционное название условий разрешимости (см. [8]. Очевидно,
что для уравнения (16) условия разрешимости выполнены и, кроме того, подходящее решение
имеет следующий вид:

w2(τ, z, z) = η2z
2q2 + η0|z|2 + η2z

2q2,

где

η2 = a2
1 + 2i

5a
, η0 =

2a2
a
.

Условия разрешимости, примененные к дифференциальному уравнению (17), позволяют полу-
чить следующее равенство:

−
(
1 + i

π

2

)
z′ + iγaz +

(
l̃1 + l̃2

)
z|z|2 = 0,

где

l̃1 + il̃2 = −i
(
3a3 + 2a22

11 + 2i

5a

)
.

В результате в правой части нормальной формы (14) коэффициенты l1 и l2 определяются следу-
ющими равенствами:

l1 =
2

5a(4 + π2)

(
2a22(4− 11π)− 15πaa3

)
, l2 = − 4

5a(4 + π2)

(
15aa3 + 2a22(11 + π)

)
;

при этом

α =
2πaγ

4 + π2
, β =

4aγ

4 + π2
.
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Отметим, что знак α определяется знаком γ. Напомним, что величину l1 принято называть ляпу-
новской величиной (первой ляпуновской величиной). Далее будем считать, что l1 �= 0. При l1 = 0
необходима корректировка правой части нормальной формы (14) и алгоритма ее построения.

Хорошо известно (см. [2], что нормальная форма (14) при α/l1 < 0 имеет периодическое реше-
ние

z = za(s) =

√
−α
l1

exp(iσ1s), σ1 = β − αl2
l1
.

Решение za(s) устойчиво, если l1 < 0 (α > 0), и неустойчиво, если l1 > 0 (α < 0). Иногда такое
решение называют циклом Андронова—Хопфа нормальной формы (14).

Если теперь возвратиться к анализу краевой задачи (11), (12), то ее решения в окрестности
двумерного инвариантного многообразия M2(ε) и с учетом того, что коэффициент при второй
производной мал (пропорционален ε), можно искать в виде суммы аналогичной правой части
формулы (15), но в которой уже z = z(s, x).

Это означает что решение краевой задачи (11), (12) мы ищем в следующем виде:

u(τ, x, ε) = ε1/2w1(τ, z, z) + εw2(τ, z, z) + ε3/2w3(τ, z, z) +O(ε2),

где в отличие от суммы (15) комплекснозначные функции z = z(s, x), z = z(s, x) зависят не
только от эволюционной переменной s, но и от x. Естественно, что функция z(s, x) по переменной
x должна удовлетворять условиям непроницаемости (однородным краевым условиям Неймана).

В результате практически не измененного алгоритма, использованного при построении нор-
мальной формы (14), для вспомогательной комплекснозначной функции z(s, x) получаем крае-
вую задачу

zs = (α+ iβ)z + (l1 + il2)z|z|2 + gzxx, (18)
zx(s, 0) = zx(s, π) = 0, (19)

где постоянные α, β, l1, l2 были определены ранее; они такие же, что и в нормальной форме (14).
Наконец,

g = g1 − ig2, g1 =
4d

4 + π2
, g2 =

2πd

4 + π2
.

Краевую задачу (18), (19) также можно называть нормальной формой, но уже основной краевой
задачи (4), (5) или даже краевой задачи (2), (3). Еще раз отметим, что те решения краевой зада-
чи (18), (19), которые не зависят от x, удовлетворяют нормальной форме (14), т.е. нормальную
форму (18), (19) можно интерпретировать как обобщенный вариант традиционной нормальной
формы для краевой задачи (18), (19). Иногда ее называют не нормальной формой, а квазинор-
мальной формой, но в данной работе будем использовать простой вариант терминологии, т.е.
«нормальная форма».

Добавим, что при анализе нормальной формы определяющую роль играет знак l1. В нашем
случае знак l1 однозначно не определяется, но в большинстве случаев он отрицателен. Например,
если a3 > 0, то неравенство l1 < 0 выполнено. Неравенство l1 < 0 будет справедливо, если даже
a3 < 0, но a22 —достаточно большая постоянная. Добавим, что краевая задача (18), (19) имеет пе-
риодическое решение za(s), которое является периодическим решением нормальной формы (14).

4. Анализ нормальной формы. В этом разделе будем рассматривать краевую зада-
чу (18), (19) при дополнительном предположении, что α > 0, l1 < 0. Для упрощения анализа
этой краевой задачи удобно ее перенормировать. Положим

s =
Θ

α
, z = R0ζ, R0 =

√
−α
l1
. (20)

Тогда краевая задача (18), (19) в новых переменных будет иметь следующий вид:

ζΘ = (1 + iβ0)ζ − (1 + ic)ζ|ζ|2 + (b1 − ib2)ζxx, (21)
ζx(Θ, 0) = ζx(Θ, π) = 0, (22)
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где теперь β0 = β/α, c = l2/l1, b1 = g1/α, b2 = g2/α. Сразу отметим, что краевая задача (21), (22)
имеет периодическое решение

ζa(Θ) = exp(iωΘ), ω = β0 − c.

Это периодическое решение называют однородным циклом краевой задачи (21), (22), или цик-
лом Андронова—Хопфа. Второе название мотивировано тем, что решение ζa(Θ) удовлетворяет
следующему обыкновенному дифференциальному уравнению:

ζΘ = (1 + iβ0)ζ − (1 + ic)ζ|ζ|2,
которое может быть проинтерпретировано как нормальная форма, к изучению которой приводит
анализ бифуркаций Андронова—Хопфа (см., например, [2]).

Цикл Андронова—Хопфа устойчив в данной ситуации как решение последнего обыкновенного
дифференциального уравнения. Если же мы изучаем вопрос об устойчивости цикла Андронова—
Хопфа как решения краевой задачи (21), (22), то для этого требуется дополнительный анализ.
Приступим к нему и положим

ζ(Θ, x) = exp(iωΘ)(1 + κ(Θ, x)). (23)

Подстановка равенства (23) в краевую задачу (21), (22) позволяет после преобразований получить
краевую задачу уже для новой комплекснозначной функции κ(Θ, x). Она имеет следующий вид:

κΘ = −(1 + ic)
(
κ + κ + 2κκ + κ

2 + κ
2
κ

)
+ (b1 − ib2)κxx, (24)

κx(Θ, 0) = κx(Θ, π) = 0. (25)

Тем самым анализ устойчивости цикла Андронова—Хопфа краевой задачи (21), (22) оказался
сведенным к аналогичному вопросу для нулевого решения новой краевой задачи (24), (25). Для
анализа устойчивости в первом приближении следует рассмотреть линеаризованный вариант кра-
евой задачи (24), (25)

κΘ = Aκ, (26)
κx(Θ, 0) = κx(Θ, π) = 0, (27)

где через A обозначен линейный дифференциальный оператор

Aκ = −(1 + ic)(κ + κ) + (b1 − ib2)κxx.

Изучим устойчивость решений краевой задачи (26), (27) записав ее в действительной форме.
Для этого положим κ1 = Reκ, κ2 = Imκ иW = colon(κ1,κ2). После разделения действительных
и мнимых частей получаем уже краевую задачу в R

2:

WΘ = AW, Wx(Θ, 0) =Wx(Θ, π) = 0. (28)

В линейной краевой задаче (28)

AW =

(−2 + b1∂
2 b2∂

2

−2c− b2∂
2 b1∂

2

)(
κ1

κ2

)
. (29)

Как обычно, вопрос об устойчивости решений краевой задачи (28) можно свести к анали-
зу спектра линейного дифференциального оператора A. Собственные элементы оператора (29)
можно искать в следующем виде:

En(x) = an cosnx, an = colon(a1n, a2n), n = 0, 1, . . . .

Двумерные векторы an будем искать как собственные векторы матриц An:

Anan = λnan,

где

An =

(−2− b1n
2 −b2n2

−2c+ b2n
2 −b1n2

)
.

Наконец, собственные числа матриц An следует искать как корни характеристического уравнения

λ2 + 2Pnλ+Qn = 0,



82 А. Н. КУЛИКОВ, Д. А. КУЛИКОВ

где n = 0, 1, 2, . . ., Pn = 1 + b1n
2 > 0 при всех n, Qn = n2

(
(b21 + b22)n

2 + 2(b1 − cb2)
)
. Ясно, что

Q0 = 0 и, следовательно, λ01 = 0, λ02 = −2 < 0.
Для устойчивости решений линейной краевой задачи (28) должны быть выполнены неравен-

ства Qn > 0. Тогда все остальные собственные числа линейного дифференциального оператора
A лежат в левой полуплоскости комплексной плоскости (Reλ � −γ0 < 0). Но неравенства Qn > 0
будут выполнены при всех n ∈ N, если Q1 > 0. Отметим следующее: если Q1 = 0, то все коэффи-
циенты Qk > 0 при k = 2, 3, . . ..

Для продолжения анализа вопроса об устойчивости введем новые параметры, положив

η1 = b1,
b2
b1

= δ > 0, η > 0.

Тогда неравенство Q1 > 0 можно записать в виде

η(1 + δ2) + 2(1 − cδ) > 0.

Наконец, условие Q1 = 0 приводит к равенству

η = η∗ =
2(cδ − 1)

1 + δ2
,

и такое критическое значение η существует, если cδ > 1.
Итак, справедливо следующее утверждение.
Лемма 2. Если η ∈ (0, η∗), то линейный дифференциальный оператор A имеет по крайней

мере одно собственное значение, расположенное в правой полуплоскости, а решения вспомога-
тельной задачи (28) неустойчивы. При η ∈ [η∗,∞) эти решения устойчивы.

Напомним, что линейный дифференциальный оператор (29) всегда имеет нулевое собственное
значение, которому отвечает собственный элемент colon(0, 1). При η = η∗ нулевое собственное зна-
чение становится двукратным и ему отвечают собственные элементы colon(0, 1) и colon(k, 1) cos x,
где k = (1− cδ)/(c + δ).

Подчеркнем, что при η = η∗ оператор A имеет двукратное нулевое собственное значение, а
остальные его собственные числа лежат в левой полуплоскости Reλ � −γ0 < 0.

Возвратимся к комплексной форме записи и рассмотрим линейный дифференциальный опе-
ратор A0 = A при η = η∗. Он определен равенством

A0κ = −(1 + ic)(κ + κ) + η∗(1− iδ)κxx,

у которого есть двукратное собственное число λ = 0. Ему отвечают собственные элементы

e0(x) = i, e1(x) = (k + i) cos x.

Замечание 3. При дальнейших построениях нам потребуются условия разрешимости неод-
нородного дифференциального уравнения

A0κ = ϕ(x),

где ϕ(x) = ϕ1(x) + iϕ2(x), но лишь в частных случаях:
(a) при ϕ(x) = ϕ0 + iψ0 условие разрешимости состоит в выполнении равенства ψ0 = cϕ0;
(b) при ϕ(x) = (ϕ1+iψ1) cos x условие разрешимости состоит в выполнении равенства ϕ1 = δψ1.

Здесь ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 ∈ R.
Подчеркнем, что в обоих случаях решения соответствующего неоднородного уравнения, ес-

ли они существуют (т.е. при выполнении условий разрешимости), то заведомо не могут быть
выбраны единственным образом. Естественно их выбор предполагает дополнительные условия,
которые и обеспечивают единственность.

В случае, когда выполнено условие (a), решение следует искать в виде κ = κ1+ iκ2, где выбор
κ1, κ2 подчинен равенству κ2 = cκ1. Если рассматривается вариант (b), то решение выбирается
в виде κ(x) = (κ3 + iκ4) cos x, и равенство κ3 = δκ4 обеспечивает выбор подходящего решения.
Итак, соответствующие решения таковы:

(а) − (1 + ic)
ϕ0

2
, (b) (δ + i)

1 + δ2

1− δ2 − 2cδ

ψ1

2
.
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5. Бифуркационная задача. Пусть в краевой задаче (24), (25) величина η выбрана таким
образом, что

η = η∗(1− νμ), (30)
где ν = ±1 (или ν = 0), μ ∈ (0, μ0), а 0 < μ0 � 1, т.е. μ в дальнейшем интерпретируем как малый
положительный параметр.

Рассмотрим теперь оператор A из правой части уравнения (26), если в нем b1 = η∗(1 − νμ), а
b2 = δη = δη∗(1− νμ). В результате получим линейный дифференциальный оператор

Ay = A(μ)y = A0y − μA1y,

где
A0y = −(1 + ic)(y + y) + η∗(1− iδ)yxx, A1y = νη∗(1− iδ)yxx.

Наконец, здесь y = y(x)—достаточно гладкая функция, удовлетворяющая краевым условиям
y′(0) = y′(π) = 0. У данного оператора A(μ) при всех значениях параметров имеется нулевое
собственное значение, которое отвечает собственной функции y(x) = i. Кроме этого, у данного
оператора при достаточно малых μ есть собственное число λ1(μ), где

λ1(μ) = 2ν
(cδ − 1)2

δ2 + 2cδ − 1
μ+ o(μ).

При этом в случае δ2 + 2cδ − 1 > 0, так как δ = π/2. Из последнего равенства ясно, что λ1 > 0,
если ν = 1, т.е. η < η∗; напротив, при ν = −1 получаем η > η∗. При вычислении λ1 использо-
ваны условия разрешимости. Как уже отмечалось, при η < η∗ происходит потеря устойчивости
нулевого состояния равновесия краевой задачи (24), (25), если в ней положить η = b1 и δ = b2/b1.

Перейдем теперь к анализу бифуркаций в окрестности цикла Андронова—Хопфа краевой зада-
чи (21), (22), если для цикла реализуется случай, близкий к критическому спектра устойчивости.
Для этого перепишем ее при соответствующем выборе коэффициентов правой части, т.е. в данном
разделе вместо краевой задачи (21), (22) будем изучать краевую задачу в следующем варианте:

ζΘ = (1 + iβ0)ζ − (1 + ic)ζ|ζ|2 + η∗(1− νμ)(1− iδ)ζxx, (31)
ζx(Θ, 0) = ζx(Θ, π) = 0. (32)

Краевая задача (31), (32) в окрестности однородного цикла (цикла Андронова—Хопфа) имеет
двумерное интегральное многообразие (см. [5], решения на котором удовлетворяют системе из
двух действительных дифференциальных уравнений

ρ′0 = G0(ρ, μ), (33)

ρ′ = G(ρ, μ). (34)

При этом решения, принадлежащие этому многообразию, будем искать в виде

ζ(Θ, x, μ) = exp(iωΘ+ iρ0)
(
1 + κ(Θ, x, ρ0, ρ)

)
, (35)

где ρ0(Θ, μ), ρ(Θ, μ)—решения системы (33), (34), которая также может быть интерпретирована
как нормальная форма, но уже краевой задачи (31), (32). Замена (35) на первом этапе приводит
к новой краевой задаче уже для функции κ. Итак, вместо краевой задачи (31), (32) получаем
следующую краевую задачу:

κΘ + iG0(ρ, μ)(1 + κ) = A(μ)κ − (1 + ic)
(
2κκ + κ

2 + κ
2
κ
)
, (36)

κx(Θ, 0) = κx(Θ, π) = 0, (37)

где A(μ)—линейный дифференциальный оператор, введенный ранее. Решения краевой зада-
чи (36), (37) будем искать в следующем виде:

κ(x, ρ, μ) = ρΓ1(x) + ρ2Γ2(x) + ρ3Γ3(x) + μρΓ0(x) + . . . , (38)

где точками обозначены слагаемые, имеющие более высокий порядок малости по сравнению с
выписанными в явном виде. Как было показано в [5], для этих слагаемых справедлива оценка
сверху

M(μρ2 + μ2|ρ|+ ρ4), M = const > 0.
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Выше ρ = ρ(Θ) = ρ(Θ, μ)—решения дифференциального уравнения (34). Уместно отметить, что
дифференциальное уравнение (34) можно изучать отдельно, так как его правая часть не зависит
от ρ0(Θ). В свою очередь, ρ0(Θ) находим после того, как определим ρ(Θ) из уравнения (34). После
этого следует ρ(Θ) подставить в правую часть уравнения (33) и определить ρ0(Θ) интегрирова-
нием правой части этого уравнения.

Пусть Γ1(x) = (k + i) cos x. Подставим теперь сумму (38) в краевую задачу (36) и приравняем
слагаемые при ρ, ρ2, ρ3, μρ. В результате получим последовательность линейных краевых задач.
В [5] этот алгоритм обсуждался более подробно. Особо подчеркнем, что слагаемые в правых
частях уравнений (33), (34) имеют порядок малости выше первого. Как уже отмечалось, для
линеаризованной задачи при μ = 0 в правой части (33), (34) с необходимостью должно быть
G0 = G = 0 (ρ0 = ρ = const). Там же было показано, что функции G0(ρ, μ), G1(ρ, μ) имеют
следующий вид:

G0(ρ, μ) = G0ρ
2 + . . . , G(ρ, μ) = μG1ρ+G3ρ

3 + . . . .

Точками обозначены слагаемые, которые по совокупности переменных имеют порядок малости
выше выписанных в явном виде. В результате получим три линейные неоднородные краевые
задачи для определения функций Γ2(x), Γ3(x), Γ0(x) из правой части суммы (38).

Для Γ2(x) получаем краевую задачу

−A0Γ2(x) = Φ2(x), (39)
Γ2x(0) = Γ2x(π) = 0, (40)

где

Φ2(x) = −iG0 − 1

2
(1 + ic)(3k2 + 1 + 2ki)− 1

2
(1 + ic)(3k2 + 1 + 2ki) cos 2x.

Для Γ3(x) получаем краевую задачу

−A0Γ3(x) = Φ3(x), (41)
Γ3x(0) = Γ3x(π) = 0, (42)

где

Φ3(x) = −iG0Γ1(x)−G3Γ1(x)− 2(1 + ic)
(
Γ1(x)Γ2(x)+

+ Γ1(x)Γ2 + Γ1(x)Γ2(x)
)
− (1 + ic)Γ2

1(x)Γ1(x).

При μρ образуется следующая краевая задача:

−A0Γ0 = νη∗(1− iδ)(k + i) cos x−G1(k + i) cos x, (43)
Γ0x(0) = Γ0x(π) = 0. (44)

Приступим к анализу трех последних линейных неоднородных краевых задач. Из условий
разрешимости краевой задачи (39), (40) вытекает, что она имеет решение в рассматриваемом
классе функций, если

G0 = −k(1 + c2).

При таком выборе постоянной G0 соответствующее решение краевой задачи (39), (40) имеет вид

Γ2 = (δ1 + iδ2) + (δ3 + iδ4) cos 2x,

где

δ1 = −3k2 + 1− 2kc

4
, δ2 = cδ1, δ3 =

3k2 − 1

12
, δ4 =

3kc− 6k2 − 1 + η∗(1− 3k2)

12δη∗
.

После достаточно простых, но громоздких вычислений из условий разрешимости неоднородной
краевой задачи (41), (42) получаем

G3 =
1

k − δ

(
(1 + kδ)G0 +

3

4
(k2 + 1)

(
(1 + kc)δ + c− k

)
+

+
(
δ(1 + 3kc) + c− 3k

)
(2δ1 + δ3) +

(
δ(c+ k) + ck − 1

)
(2δ2 + δ4)

)
,
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где постоянная k была определена при линейном анализе, а постоянные G0, δ1, δ2, δ3, δ4 ∈ R были
найдены на втором этапе реализации алгоритма.

Наконец, рассмотрим неоднородную краевую задачу (43), (44). Условия ее разрешимости поз-
воляют найти, что

G1 = 2ν
(cδ − 1)2

δ2 + 2cδ − 1
.

Уместно отметить, что δ2+2cδ− 1 > 0. В изучаемой задаче δ = π/2 > 1 (c > 0). Подчеркнем, что
величина G1 и есть коэффициент при μ в разложении по степеням малого параметра собственного
числа λ1(μ) линейного дифференциального оператора A(μ).

Перейдем теперь к анализу нормальной формы (33), (34) и выпишем ее в «укороченной» форме
(см. [9]). Итак, рассмотрим следующий вариант нормальной формы:

ρ′0 = G0ρ
2, (45)

ρ′ = μG1ρ+G3ρ
3. (46)

При этом, как нетрудно заметить, уравнение (46) не зависит от ρ0(Θ) и поэтому это дифферен-
циальное уравнение можно анализировать отдельно. Ясно, что G1 > 0, если ν = 1 и G1 < 0,
если ν = −1. Поэтому основную роль при анализе уравнения (46) играет его коэффициент G3.
Для него была приведена формула. Ввиду ее громоздкости аналитическое исследование знака
G3 затруднительно; оно было проведено с привлечением численных методов. Оказалось, что при
всех значениях параметров G3 < 0. Поэтому справедливо следующее утверждение.

Лемма 3. Дифференциальное уравнение (46) имеет два ненулевых асимптотически устой-
чивых состояния равновесия, если в равенстве для G1 выбрать ν = 1:

S± : ρ± = ±μ1/2χ, χ =

√

−G1

G3
.

При таком выборе ν нулевое состояние равновесия дифференциального уравнения (46) неустой-
чиво. При ν = −1 и ν = 0 уравнение (46) имеет асимптотически устойчивое нулевое состояние
равновесия. Ненулевых состояний равновесия это уравнение при ν = −1 или ν = 0 не имеет.

Из леммы 3 вытекает, что система дифференциальных уравнений (45), (46) имеет два ин-
тегральных многообразия V±(μ), соответствующих S±. Определяющие их решения нормальной
формы (45), (46) имеют вид

ρ = ±μ1/2χ, ρ0 = μG0χ
2Θ+ const .

Данные интегральные многообразия являются локальными аттракторами, если состояния рав-
новесия S± асимптотически устойчивы.

Из результатов работы [5] вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. Существует такая положительная постоянная μ0, что при μ ∈ (0, μ0) состо-
яниям равновесия S± дифференциального уравнения (46) соответствуют два состояния равно-
весия E± краевой задачи (24), (25). Они наследуют устойчивость состояний равновесия урав-
нения (46). Для них справедливы асимптотические формулы

κ±(x, μ) = ±μ1/2χ(k + i) cos x+ μχ2Γ2(x) + o(μ),

где
Γ2(x) = (δ1 + iδ2) + (δ3 + iδ4) cos 2x

(см. краевую задачу (39), (40)).

Следствие 2. Состояниям равновесия краевой задачи (24), (25) соответствуют периоди-
ческие решения краевой задачи (21), (22). Для этих решений справедливы асимптотические
формулы

ζ±(Θ, x, μ) = exp
(
iωΘ+ i(μG0χ

2 + o(μ))Θ
)
(1 + κ±(x, μ)).
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При их выводе использована замена (35). Наконец, с помощью равенств (20) можно получить
аналогичные формулы уже для краевой задачи (18), (19)

z±(s, x, μ) = R0 exp
(
iωαs + i(μG0χ

2 + o(μ))αs
)
(1 + κ±(x, μ)). (47)

Решения (47) краевой задачи (18), (19) устойчивы (орбитально асимптотически устойчивы).

6. Основной результат. Основной результат устанавливает соответствие между решениями
нормальной формы (18), (19) (краевой задачи (18), (19)) и основной краевой задачи, подлежа-
щей изучению, т.е. краевой задачи (4), (5), а также с первоначально выбранной краевой зада-
чей (2), (3), естественно, при соответствующем выборе параметров уравнений.

Теорема 2. Существует такая постоянная ε0 , что при всех ε ∈ (0, ε0) каждому периоди-
ческому решению нормальной формы (18), (19) соответствует периодическое решение краевой
задачи (11), (12) и в конечном итоге краевой задачи (4), (5):

(i) циклу Андронова—Хопфа нормальной формы (18), (19) соответствует пространственно
однородный цикл краевой задачи (4), (5), который порождается периодическим решением

ua(t, ε) = ε1/2
[√

−α
l1

exp
(
i(σ + εσ1)t

)
+

√
−α
l1

exp
(
− i(σ + εσ1)t

)]
+O(ε),

где σ = a, σ1 = β − αl2/l1, если, конечно, такой цикл существует (α/l1 < 0);
(ii) каждому циклу (47) соответствует пространственно неоднородный цикл

u±(t, x, ε, μ) = ε1/2R0

(
exp

(
iQ(t, ε, μ)

)(
1 + κ±(x, μ)

)
+

+ exp
(− iQ(t, ε, μ)

)(
1 + κ±(x, μ)

))
+O(ε),

где
Q(t, ε, μ) =

(
σ + ωαε+

(
μG0χ

2 + o(μ)
)
ωαε

) t

1 + γε
, σ1 = ωα.

Построенные периодические решения наследуют устойчивость соответствующих им решений
нормальной формы. Наконец, равенства

pa(t, ε) = p0 + ua(t, ε), p±(t, x, ε, μ) = p0 + u±(t, x, ε, μ)

восстанавливают решения первоначального варианта системы «спрос-предложения» (см. кра-
евую задачу (2), (3)).

Правая часть второй асимптотической формулы из теоремы 2 содержит два независимых ма-
лых параметра ε и μ. «Основной» из них ε, а от μ зависит только компоненты решения нормаль-
ной формы (45), (46). Подчеркнем, что при достаточно малых ε и μ частота колебаний близка
к σ, а период, естественно, к 2π/σ. Напомним, что σ = a, и в принципе период колебаний эко-
номики может быть любым. Если величина 2π/σ мала, то принято говорить о краткосрочных
циклах — циклах Китчина. При умеренном a имеем среднесрочные циклы (циклы Жуглара) и,
наконец, если a� 1, то период T = 2π/a достаточно велик, и речь идет о долгосрочных циклах
Кондратьева (см. [3, 7]).

7. Заключение. Как уже отмечалось, классический вариант модели «спрос-предложение» не
может адекватно моделировать макроэкономические процессы, так как анализ поведения ре-
шений системы дифференциальных уравнений (1) противоречит экономической практике. Весь
опыт макроэкономической динамики показывает, что рыночная экономика не обязательно имеет
устойчивое состояние равновесия и, более того, для нее характерна цикличность.

Вместе с тем учет двух таких факторов, как запаздывание спроса и предложения и учет про-
странственного взаимодействия, способны изменить радикально динамику такой модели.

В работе была рассмотрена краевая задача (2), (3). Ее анализ позволил найти периодические
по t решения циклы— циклы Андронова—Хопфа, а также пространственно неоднородные цик-
лы. Современные математические методы продемонстрировали, что динамика даже в достаточно
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простой на первый взгляд модели может быть сложной и не вступать в противоречие с наблю-
даемым, реальным процессом экономическим процессом.

Для анализа обобщенной модели рынка одного товара использовались такие методы теории
динамических систем как метод интегральных (инвариантных) многообразий, а также соответ-
ствующая редакция метода нормальных форм в применении к динамическим системам с беско-
нечномерным фазовым пространством.
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Аннотация. Рассмотрена неклассическая математическая модель, описывающая механический
точечный контакт композитного тела с препятствием специальной геометрии. Нелинейность мо-
дели обусловлена условиями типа неравенства в рамках соответствующей вариационной зада-
чи. Сформулирована задача оптимального управления, в которой управлением служат функции
внешних нагрузок, а функционал стоимости задается с помощью слабо полунепрерывного свер-
ху функционала, определенного на пространстве Соболева. Доказана разрешимость задачи оп-
тимального управления. Для последовательности решений, соответствующей максимизирующей
последовательности, доказана сильная сходимость в соответствующем пространстве Соболева.
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Abstract. In this paper, we consider a nonclassical mathematical model that describes the mechanical
point contact of a composite body with an obstacle of special geometry. The nonlinearity of the model
is due to inequality-type conditions within the framework of the corresponding variational problem. An
optimal control problem is formulated in which the controls are functions of external loads, and the cost
functional is specified using a weakly upper semi-continuous functional defined on the Sobolev space.
The solvability of the optimal control problem is proved. For the sequence of solutions corresponding
to the maximizing sequence, the strong convergence in the corresponding Sobolev space is proved.
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ные задачи с такими односторонними ограничениями, приводят к исследованию вариационных
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Рис. 1

для упругих, вязкоупругих тел для различных случаев возможных контактных взаимодействий.
Для упругих тел исследованы следующие контактные задачи: о контакте пластины со штампом
(см. [8]), с тонким упругим препятствием (см. [5–7,16]), с приклеенной другой пластиной по одно-
му краю трещины (см. [23]). С контактными задачами для термоупругих тел и вязкоупругих тел
можно ознакомиться, например, в [4,12], соответственно. Условия непроникания нашли широкое
применение для класса задач о составных телах и композитах, содержащих жесткие и упругие
включения (см. [3, 18, 21]). Асимптотическое разложение перемещений в окрестности вершины
жесткого включения в случаях как с отслоением, т.е. при наличии трещины, так и без отслоения
получено в [13]. В отличие от контактной задачи Синьорини с заданным неподвижным препят-
ствием (см. [2, 11]), в недавней статье [20] исследована задача, описывающая квазистатическое
вдавливание твердого штампа в деформируемое тело, в которой глубина вдавливания штампа
заранее неизвестна.
Задачи о точечном контакте для тел с жесткими включениями впервые были предложены

и изучены в 2022 г. (см. [1, 22]). Их особенность, в отличие от классических задач Синьорини
с односторонними условиями на множестве положительной меры, состоит в том, что условие
непроникания ставится в отдельных точках, или для более общего случая— на множествах меры
нуль.
В настоящей работе для трехмерной задачи о точечном контакте исследовано оптимальное

управление внешними нагрузками. Кроме того, для максимизирующей последовательности по-
следовательности функций нагрузок, доказана сильная сходимость соответствующей последова-
тельности решений контактных задач в пространстве Соболева.

1. Постановка задачи равновесия. Сформулируем контактную задачу для упругого тела,
содержащего жесткое включение на внешней границе. Такая модель может описывать компо-
зитные тела со специальными жесткими покрытиями. Рассмотрим ограниченную односвязную
область Ω ⊂ R

3 с границей Γ ∈ C0,1, состоящей из двух поверхностей Γ1, Γ2: Γ = Γ1 ∪ Γ2,
Γ1 ∩ Γ2 = ∅, meas(Γ1) > 0. Конус

γ =
{
(x1, x2, x3)

∣∣ x21 + x22 = α2x23, x3 ∈ [0, 1]
}
, 0 < α,

является частью Γ2, причем γ ⊂ int(Γ2) (см. рис. 1).
Будем считать, что тонкое жесткое включение задается с помощью конуса γ, а жесткое неде-

формируемое препятствие — поверхностью

O =
4⋃

l=1

Ol,



90 Н. П. ЛАЗАРЕВ, Г. М. СЕМЕНОВА, Е. С. ЕФИМОВА

составленной из четырех частей:

O1 =
{
(x1, x2, x3)

∣∣ x1 � 0, x2 � 0, x3 = ψ1(x1, x2)
}
,

O2 =
{
(x1, x2, x3)

∣∣ x1 � 0, x2 � 0, x3 = ψ2(x1, x2)
}
,

O3 =
{
(x1, x2, x3)

∣
∣ x1 � 0, x2 � 0, x3 = ψ3(x1, x2)

}
,

O4 =
{
(x1, x2, x3)

∣
∣ x1 � 0, x2 � 0, x3 = ψ4(x1, x2)

}
,

где ψl(0, 0) = 0, l = 1, 2, 3, 4. При этом функции ψl(x1, x2), l = 1, 4, являются непрерывными
выпуклыми вверх (на соответствующих квадрантах) функциями относительно оси Ox3, совпада-
ющими на координатных осях плоскости Ox1x2, так чтобы функция

ψ(x1, x2) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ψ1(x1, x2), x1 � 0, x2 � 0,

ψ2(x1, x2), x1 � 0, x2 � 0,

ψ3(x1, x2), x1 � 0, x2 � 0,

ψ4(x1, x2), x1 � 0, x2 � 0,

была непрерывной на плоскости и дифференцируемой на каждом квадранте плоскости Ox1x2 и
удовлетворяющей свойствам

∣
∣∂ψ(0, 0)/∂μ

∣
∣ � α, для произвольного единичного вектора μ плос-

кости Ox1x2. Кроме того, считаем, что функция ψ(x1, x2) убывает вдоль любого луча плоскости
Ox1x2, выходящего из начала координат.
Обозначим через W = (w1, w2, w3) вектор перемещений. Предположим, что тело, занимающее

область Ω, закреплено на границе Γ1, т.е.

W = (0, 0, 0) на Γ1. (1)

Введем следующее пространство Соболева:

H1,0
Γ1

(Ω) =
{
w ∈ H1(Ω) | w = 0 на Γ1

}
, H(Ω) = H1,0

Γ1
(Ω)3.

Выпишем определяющие соотношения для трехмерной теории упругости в рамках тензоров де-
формаций и напряжений:

εij(W ) =
1

2
(wi,j + wj,i), σij(W ) = cijklεkl(W ), i, j = 1, 2, 3, (2)

где запятая в первой формуле (2) обозначает соответствующую производную, по повторяющим-
ся индексам ведется суммирование (соглашение Эйнштейна). Тензор коэффициентов упругости
задается элементами cijkl, которые предполагаются симметричными и положительно определен-
ными:

cijkl = cklij = cjikl, cijkl ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2, 3,

cijklξijξkl � c0|ξ|2 ∀ξ, ξij = ξji, i, j = 1, 2, 3, c0 = const > 0.

Чтобы привести вариационную формулировку, описывающую состояние равновесия тела с жест-
ким тонким включением γ на границе, введем функционал энергии

Π(W ) =
1

2

∫

Ω

σij(W )εij(W )−
∫

Ω

FW,

где вектор F = (f1, f2, f3) ∈ L2(Ω)3 описывает внешние силы, действующие на тело, FW = fiwi.
Коэрцитивность функционала Π(W ), обеспечивается известным неравенством Корна:

∫

Ω

σij(W )εij(W ) � c‖W‖2H(Ω) ∀W ∈ H(Ω), (3)

где постоянная c > 0 не зависит от W .

Замечание 1. Неравенство (3) дает эквивалентность стандартной нормы в H(Ω) и полунор-
мы, определяемой левой частью (3).
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Пространство инфинитезимальных жестких перемещений R(Z) состоит из аффинных функций
и задает линейную структуру перемещений на некотором подмножестве Z ⊂ Ω (см. [14]):

R(Z) =
{
ρ = (ρ1, ρ2, ρ3)

∣
∣ ρ(x) = Bxt + C; x ∈ Z}, (4)

где

B =

⎛

⎝
0 b12 b13

−b12 0 b23
−b13 −b23 0

⎞

⎠ , C = (c1, c2, c3), xt =

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠ ,

где b12, b13, b23, c1, c2, c3—некоторые вещественные числа. В частности, для поверхности γ имеем
пространство R(γ).
В рамках линейной теории упругости, рассуждая для бесконечно малых перемещений, выпи-

шем условие непроникания для перемещений композитного тела относительно препятствия O.
С учетом заданной структуры перемещений точек жесткого включения γ мы можем записать
данное условие в виде системы следующих неравенств:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

c3 � ψ1(c1, c2, ), если c1 � 0, c2 � 0,

c3 � ψ2(c1, c2, ), если c1 � 0, c2 � 0,

c3 � ψ3(c1, c2, ), если c1 � 0, c2 � 0,

c3 � ψ4(c1, c2, ), если c1 � 0, c2 � 0.

В соответствии с этими ограничениями рассмотрим следующие множества допустимых переме-
щений:

K1 =
{
W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 � ψ1(c1, c2, ), c1 � 0, c2 � 0

}
,

K2 =
{
W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 � ψ2(c1, c2, ), c1 � 0, c2 � 0

}
,

K3 =
{
W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 � ψ3(c1, c2, ), c1 � 0, c2 � 0

}
,

K4 =
{
W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 � ψ3(c1, c2, ), c1 � 0, c2 � 0

}
.

Обозначим объединение всех четырех множеств Kl, l = 1, 4 через Ks: Ks =
4⋃

l=1

Kl.
Рассмотрим следующую задачу минимизации:

найти такую функцию U ∈ Ks, что Π(U) = inf
W∈Ks

Π(W ). (5)

В силу свойств функций ψl, l = 1, 4 очевидно, что каждое из множеств Kl, l = 1, 4, выпукло и
замкнуто (см. [1]). В то же время можно заметить, что объединение Ks этих множеств замкнуто,
но не выпукло (это нетрудно установить, следуя примеру для двумерных множеств в [22]).
Наряду с исходной задачей (5) рассмотрим следующие четыре вспомогательные задачи:

найти такую функцию Ul ∈ Kl, что Π(Ul) = inf
W∈Kl

Π(W ), l = 1, 4. (6)

Коэрцитивность и слабая полунепрерывность снизу Π(W ) на гильбертовом пространстве H(Ω)
гарантирует, что Π(W ) достигает своих минимумов над Kl, l = 1, 4, на некоторых функциях
U1 ∈ K1, U2 ∈ K2, U3 ∈ K3, U4 ∈ K4 соответственно. Кроме того, ввиду строгой выпуклости
функционала энергии, для каждого фиксированного l ∈ {1, 2, 3, 4} соответствующая вспомога-
тельная задача (6) имеет единственное решение Ul, l = 1, 2, 3, 4. Искомую функцию U можно
найти как функцию, обеспечивающую минимум по четырем оптимальным значениям, т.е.

Π(U) = min{Π(U1),Π(U2),Π(U3),Π(U4)}, (7)

где Ul —решения вспомогательных задач (6) (см. [1]).
Отметим, что каждая из четырех вспомогательных задач допускает дифференциальную фор-

мулировку при условии достаточной гладкости. Не нарушая общности, выберем задачу миними-
зации для множества K1. Итак, предположим, что U1 ∈ K1 обладает дополнительной гладкостью.
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Для начала заметим, что задача (6) минимизации функционала энергии над множеством K1 эк-
вивалентна следующему вариационному неравенству:

U1 ∈ K1,

∫

Ω

σij(U1)εij(W − U1) �
∫

Ω

F (W − U1) ∀W ∈ K1. (8)

В рамках предположения о гладкости решения задача (6) эквивалентна следующей краевой за-
даче (см. [1]), состоящей из уравнения равновесия

−σij,j(U1) = Fi в Ω, i = 1, 2, 3, (9)

и следующих граничных условий:

στ (U1) = 0, σν(U1) = 0 на Γ2 \ γ, (10)
∫

γ

(
σν(U1)(W − ρ1)ν + στ (U1)(Wτ − ρ1τ )

)
� 0 ∀W ∈ K1, ρ1 = U1 на γ, (11)

где ν = (ν1, ν2, ν3)— единичный вектор нормали к Γ,

σν(V ) = σij(V )νiνj, V ν = viνi,

στ (V ) =
(
σ1τ (V ), σ2τ (V ), σ3τ (V )

)
=
(
σ1j(V )νj , σ2j(V )νj , σ3j(V )νj

)− σν(V )ν,

V τ = (V τ1, V τ2, V τ3), V τi = vi − (V ν)νi, i = 1, 2, 3.

Неравенство (11), представляет собой соотношение, выражающее принцип виртуальных переме-
щений (ср. [15]).

2. Задача оптимального управления. Наряду с основной задачей равновесия (5) рассмот-
рим семейство задач о равновесии, сформулированных относительно множества F , элементами
которого являются функции F , описывающие внешние нагрузки. Предположим, что F — огра-
ниченное, замкнутое и выпуклое множество в L2(Ω)3. Заметим, что данные свойства F гаран-
тируют слабую замкнутость F . Для постановки задачи оптимального управления рассмотрим
слабо полунепрерывный сверху функционал G : H(Ω) → R. В качестве примеров можно указать
функционал

G1(W ) = ‖W −W0‖L2(Ω)3

с ясным физическим смыслом, характеризующий отклонение вектора смещения от заданной
функции W0, или функционал G2(W ) = c1 (или G2(W ) = c2), отражающий положение вер-
шины конуса жесткого включения. Другой тип возможных функционалов может быть связан с
величиной напряжений; при этом можно рассматривать, например, интеграл

G3 = −
∣∣
∣∣
∣∣

∫

V ∩Ω
σkl(W )

∣∣
∣∣
∣∣

с фиксированными k, l ∈ {1, 2, 3}, где V — окрестность кривой {(x1, x2, x3) | x3 = 1, x21+x
2
2 = α2},

ограничивающей жесткое включение.
Определим функционал качества JG : F → R равенством

JG(F ) = G(UF ),

где функции F ∈ F служат контролем для данной задачи. С учетом отмеченных особенностей
сформулируем следующую задачу оптимального управления:

найти такую функцию F ∗ ∈ F , что JG(F ∗) = sup
F∈F

JG(F ). (12)

Следует отметить, что задача о наиболее желательном положения вершины конуса включения
для равновесного состояния составного тела может быть интересной с точки зрения приложений.

Теорема 1. Существует решение задачи оптимального управления (12).
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Доказательство. Пусть {Fn}—максимизирующая последовательность. Ввиду ограниченности и
слабой замкнутости множества F можно выделить такую сходящуюся подпоследовательность
(обозначаемую тем же индексом) {Fn}, что

Fn → F ∗ в L2(Ω)3 при n→ ∞, F ∗ ∈ F .
Поскольку каждой последовательности Fn, n ∈ N, соответствует решение UFn , которое далее
мы обозначаем через Un, существует хотя бы одна подпоследовательность {Fnk

}, Fnk
→ F ∗, для

которой соответствующие решения Unk
принадлежат Kl для всех k ∈ N, где l— это выбранное

число из множества {1, 2, 3, 4}. Зафиксируем выбранное значение l, так как в противном случае
последовательность {Fn} не сходится к F ∗ при n → ∞. Теперь рассмотрим для {Unk

} ⊂ Kl

следующие неравенства с k ∈ N и фиксированным значением l:

Unk
∈ Kl,

∫

Ω

σij(Unk
)εij(W − Unk

) �
∫

Ω

Fnk
(W − Unk

) ∀W ∈ Kl. (13)

После подстановки W = 0 в (13) получим
∫

Ω

σij(Unk
)εij(Unk

) �
∫

Ω

Fnk
Unk

� ‖Fnk
‖L2(Ω)3‖Unk

‖L2(Ω)3 .

Так как множество F ограничено, последние неравенства вместе с (3) дают равномерную оценку
‖Unk

‖H(Ω) � C.

Следовательно, можно выделить подпоследовательность {Unk
} (по-прежнему обозначаемую тем

же индексом), слабо сходящуюся к некоторому U∗ в H(Ω) при k → ∞. Заметим, что Kl слабо
замкнуто, так как оно выпукло и замкнуто. Это означает, что U∗ ∈ Kl. При помощи теорем
вложения заключаем, что Unk

→ U∗ сильно в L2(Ω)3 при k → ∞.
Теперь приступим к анализу (13) при произвольной фиксированной функции W ∈ Kl. Имея в

виду соотношение

lim
k→∞

∫

Ω

Fnk
Unk

=

∫

Ω

F ∗U∗,

а также слабую полунепрерывность снизу билинейной формы
∫

Ω

σij(·)εij(·),

обосновываем предельный переход при k → ∞ в (13). В результате имеем

Unk
∈ Kl,

∫

Ω

σij(U
∗)εij(W − U∗) �

∫

Ω

F ∗(W − U∗) ∀W ∈ Kl. (14)

Ввиду произвольности W ∈ Kl в вариационном неравенстве (14) получаем, что U∗ = UF ∗ . На-
конец, учитывая слабую сходимость {Fnk

} и слабую полунепрерывность сверху функционала G,
получаем

sup
F∈F

JG(F ) = lim sup
n→∞

JG(Fnk
) � JG(F

∗) = G(UF ∗) � sup
F∈F

JG(F ).

Теорема доказана. �
Следующий результат позволяет улучшить качество сходимости {Unk

} к U∗ при k → ∞.
Теорема 2. Подпоследовательность решений {Unk

}, выбранная при доказательстве теоре-
мы 1, сходится к U∗ сильно в H(Ω) при k → ∞.

Доказательство. Можно показать, что Unk
обладает следующим свойством:

∫

Ω

σij(Unk
)εij(Unk

) =

∫

Ω

Fnk
Unk

для всех k ∈ N. (15)
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Действительно, для этого достаточно сравнить два неравенства, полученные подстановкой в (13)
тестовых функций двух типов, а именно,W = 0 иW = 2Unk

. Аналогичное равенство выполняется
для U∗: ∫

Ω

σij(U
∗)εij(U∗) =

∫

Ω

F ∗U∗. (16)

Учитывая, что Fnk
→ F ∗ слабо в L2(Ω)3 и Unk

→ U∗ сильно в L2(Ω)3, можем перейти к пределу
в (15). В результате имеем

lim
k→∞

∫

Ω

σij(Unk
)εij(Unk

) = lim
k→∞

∫

Ω

Fnk
Unk

=

∫

Ω

F ∗U∗ =
∫

Ω

σij(U
∗)εij(U∗). (17)

Вспоминая замечание (1), приходим к утверждению теоремы. �

Замечание 2. Заметим, что в формулировке основной задачи вместо разбиения плоскости
на четыре сектора (квадранты плоскости) можно рассмотреть, вообще говоря, любое конечное
разбиение плоскости осями на n секторов (n � 3), проходящими через начало координат. При
этом количество вспомогательных задач также будет n. В этом случае можно сформулировать
аналогичную задачу оптимального управления, доказать ее разрешимость и установить соответ-
ствующий результат о сильной сходимости.
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4. Тензорные инварианты геодезических, потенциальных и диссипативных
систем на касательном расслоении n-мерного многообразия

Введение. В данном разделе представлены тензорные инварианты (дифференциальные формы)
для однородных динамических систем на касательных расслоениях к гладким n-мерным много-
образиям. Показана связь наличия данных инвариантов и полным набором первых интегралов,
необходимых для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипативных систем. При
этом вводимые силовые поля делают рассматриваемые системы диссипативными с диссипацией
разного знака и обобщают ранее рассмотренные.
Как показано ранее, задача о движении (n+1)-мерного маятника на обобщенном сферическом

шарнире в неконсервативном поле сил, которое можно образно описать, как «поток набегаю-
щей среды, заполняющей объемлющее (n + 1)-мерное пространство», приводит к динамической
системе на касательном расслоении к n-мерной сфере, при этом метрика специального вида на
ней индуцирована дополнительными группами симметрий. Динамические системы, описываю-
щие движение такого маятника, обладают знакопеременной диссипацией, полный список первых
интегралов состоит из трансцендентных (т.е. имеющих существенно особые точки) функций, вы-
ражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.
Такое же фазовое пространство естественно возникает в задаче о движении точки по n-мерной

сфере с индуцированной метрикой объемлющего (n + 1)-мерного пространства. Отметим также
задачи о движении точки по более общим n-мерным поверхностям вращения, в пространстве
Лобачевского (например, в модели Клейна) и т. д. Полученные результаты особенно важны в
смысле присутствия в системе именно неконсервативного поля сил.
Важные частные случаи систем с n степенями свободы с неконсервативным полем сил рас-

сматривались в работах автора [72,73]. Настоящее исследование распространяет результаты этих
работ на более широкий класс динамических систем.
В данной работе для рассматриваемого класса динамических систем представлены полные

наборы инвариантных дифференциальных форм фазового объема для однородных систем на ка-
сательных расслоениях к гладким n-мерным многообразиям (об аналогичных исследованиях для
систем меньшей размерности см. [57,58]). Показана связь наличия данных инвариантов с полным
набором первых интегралов, необходимых для интегрирования геодезических, потенциальных и
диссипативных систем. При этом вводимые силовые поля вносят в рассматриваемые системы
диссипацию разного знака и обобщают ранее рассмотренные.
Сначала изучается задача геодезических, включающая, в частности, геодезические на сфере

и других поверхностях вращения, n-мерного пространства Лобачевского. Указаны достаточные
условия интегрируемости уравнений геодезических. Затем рассмотрены системы с потенциаль-
ными полями сил специального вида, указаны достаточные условия интегрируемости рассмат-
риваемых уравнений, на классах задач, аналогичных рассмотренным ранее. В заключение рас-
смотрено усложнение задачи, возникающее в результате добавления неконсервативного поля сил
со знакопеременной диссипацией, и указаны достаточные условия интегрируемости.
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4.1. Инварианты систем геодезических на касательном расслоении к n-мерному
многообразию.

4.1.1. Координаты на касательном расслоении и коэффициенты связности. Рассмотрим глад-
кое n-мерное риманово многообразие Mn{α, β} с координатами (α, β), β = (β1, . . . , βn−1), ри-
мановой метрикой gij(α, β), порождающей аффинную связность Γijk(α, β), и изучим структуру
уравнений геодезических линий на касательном расслоении TMn{α̇, β̇1, . . . , β̇n−1;α, β1, . . . , βn−1}
при изменении координат на нем. Для этого рассмотрим далее достаточно общий случай задания
новых кинематических соотношений в следующем виде:

α̇ = znfn(α), (4.1.1a)

β̇1 = zn−1f1(α), (4.1.1b)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (4.1.1c)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (4.1.1d)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.1.1e)

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2), (4.1.1f)

где fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2)—достаточно
гладкие функции, не равные тождественно нулю. Такие координаты z1, . . ., zn, в касательном
пространстве вводятся тогда, когда рассматриваются уравнения геодезических, например, с n(n−
1)+1 ненулевыми коэффициентами связности (в частности, на расслоении n-мерных поверхностей
вращения, пространства Лобачевского и т. д.):

α̈+ Γααα(α, β)α̇
2 + Γα11(α, β)β̇

2
1 + . . .+ Γαn−1,n−1(α, β)β̇

2
n−1 = 0, (4.1.2a)

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (4.1.2b)

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (4.1.2c)

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3+

+ Γ3
44(α, β)β̇

2
4 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (4.1.2d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.1.2e)

β̈n−2 + 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2+

+ . . .+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (4.1.2f)

β̈n−1 + 2Γn−1
α,n−1(α, β)α̇β̇n−1 + 2Γn−1

1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1+

+ . . .+ Γn−1
n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0; (4.1.2g)

остальные коэффициенты связности равны нулю.
В случае кинематических соотношений (4.1.1) необходимые соотношения, их дополняющие на

касательном расслоении TMn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1}, примут вид

ż1 = −fn(α)
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
z1zn−

− f1(α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
z1z2, (4.1.3a)
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ż2 = −fn(α)
[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
z2z3−

− f2n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (4.1.3b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

żn−1 = −fn(α)
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn − f22 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (4.1.3c)

żn = −fn(α) [Γααα(α, β) +Dfn(α)] z
2
n−

− f21 (α)

fn(α)
Γα11(α, β)z

2
n−1 −

f22 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)z

2
1 ; (4.1.3d)

здесь, как и далее, DQ(q) = d ln |Q(q)|/dq, и уравнения геодезических (4.1.2) после соответству-
ющего выбора кинематических соотношений (4.1.1) почти всюду эквивалентны составной си-
стеме (4.1.1), (4.1.3) на многообразии TMn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} с новой частью координат
z1, . . . , zn на касательном пространстве.
Отметим ряд задач, приводящих к уравнениям (4.1.2) (к системе (4.1.1), (4.1.3)).
(a) Системы на касательном расслоении к n-мерной сфере. Здесь необходимо выделить два

случая метрик на сфере. Один случай — метрика, индуцированная евклидовой метрикой
объемлющего (n + 1)-мерного пространства; такая метрика естественна для изучения за-
дачи о движении точки по сфере. Второй случай — приведенная метрика, индуцированная
группами симметрий, характерных для движения динамически симметричного (n + 1)-
мерного твердого тела.

(b) Системы на касательных расслоениях более общих n-мерных поверхностей вращения.
(c) Системы на касательном расслоении n-мерного пространства Лобачевского в модели Клей-

на.
Отметим также, что в [50] рассмотрены примеры систем геодезических на касательном рас-

слоении n-мерной сферы с различными метриками, а в [7] — примеры систем геодезических на
расслоении n-мерных поверхностей вращения и пространства Лобачевского.

4.1.2. О количествах «неизвестных» функций и условий, на них накладываемых. Если рас-
сматривать общие уравнения геодезических на касательном расслоении n-мерного гладкого мно-
гообразия, то количество разных ненулевых коэффициентов связности, вообще говоря, будет рав-
но n2(n+1)/2. Ясно, что общая задача интегрирования уравнений геодезических весьма сложна.
К данному количеству коэффициентов связности добавляются еще функции, определяющие ко-
ординаты на касательном расслоении (в нашем случае fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2,
hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2) из (4.1.1)).
Поэтому, как было отмечено ранее, ограничимся лишь ненулевыми коэффициентами связности,

формирующей уравнения геодезических (4.1.2); их количество равно n(n− 1) + 1. По этому числу
выбирается и количество функций, определяющих координаты на касательном расслоении: их
число равно n(n− 1)/2 + 1. Таким образом, имеем 3n(n− 1)/2 + 2 функций, характеризующих
исключительно геометрию фазового многообразия и координаты на нем.
Определим количество алгебраических и дифференциальных условий (B(n)), накладываемых

на имеющиеся A(n) = 3n(n−1)/2+2 функций и достаточных для полного интегрирования урав-
нений геодезических. Количество таких функциональных условий должно быть меньше A(n),
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иначе задача не имеет смысла. Вопрос — на сколько меньше, потому что чем меньше число B(n),
тем больше разность A(n)−B(n) и тем больше систем уравнений геодезических допускают пол-
ный набор инвариантов для их интегрирования.
В данной работе будем накладывать B(n) = (n − 1)2 + n(n − 1)/2 + 1 условий на имеющиеся

A(n) функций. Число B(n) складывается из трех слагаемых: B(n) = B1(n) + B2(n) + B3(n).
Число B1(n) равно количеству условий, накладываемых на функции fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1),
l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2):

f1(α) ≡ . . . ≡ fn−1(α) =: f(α), (4.1.4a)
g1(β1) ≡ . . . ≡ gn−2(β1) =: g(β1), (4.1.4b)
h1(β2) ≡ . . . ≡ hn−3(β2) =: h(β2), (4.1.4c)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

i1(βn−2) =: i(βn−2), (4.1.4d)

т.е. B1(n) = (n − 1)(n − 2)/2. Число B2(n) равно количеству условий, накладываемых на коэф-
фициенты связности:

Γ1
α1(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

α,n−1(α, β) ≡ Γ1(α), (4.1.5a)

Γ2
12(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

1,n−1(α, β) ≡ Γ2(β1), (4.1.5b)

Γ3
23(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

2,n−1(α, β) ≡ Γ3(β2), (4.1.5c)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Γn−1
n−2,n−1(α, β) ≡ Γn−1(βn−2), (4.1.5d)

т.е. B2(n) = n(n − 1)/2. Число B3(n) равно количеству алгебраических и дифференциальных
условий, накладываемых и на функции fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2),
m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2), и на коэффициенты связности, а именно,

f2n(α)
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
+ f21 (α)Γ

α
11(α, β) ≡ 0, (4.1.6a)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f2n(α)
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β) ≡ 0, (4.1.6b)

f21 (α)
[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
+ f22 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0, (4.1.6c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f21 (α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β) ≡ 0, (4.1.6d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f2n−2(α)g
2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β) ≡ 0, (4.1.6e)

Γααα(α, β) +
d ln |fn(α)|

dα
≡ 0, (4.1.6f)

т.е. B3(n) = n(n− 1)/2 + 1. Итак, в рассматриваемом случае

B(n) = B1(n) +B2(n) +B3(n) =

=
(n− 1)(n − 2)

2
+
n(n− 1)

2
+
n(n− 1)

2
+ 1 = (n− 1)2 +

n(n− 1)

2
+ 1,

при этом

A(n)−B(n) =
3n(n− 1)

2
+ 2− (n− 1)2 − n(n− 1)

2
− 1 = n,
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что говорит об увеличении количества «произвольных» функций по сравнению с условиями,
накладываемыми на них, ровно на n—размерность рассматриваемого риманова многообразия.

Замечание 4.1. Пусть выполнены условия (4.1.4), (4.1.5), при этом реализуется система диф-
ференциальных равенств (4.1.6). Тогда справедливы следующие тождества (их число равно
n(n− 1)/2 + 1):

Γα11(α, β) = Γα11(α), Γα22(α, β) = Γα22(α, β1), . . . , (4.1.7a)
Γαn−1,n−1(α, β) = Γαn−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2), (4.1.7b)

Γ1
22(α, β) = Γ1

22(β1), Γ1
33(α, β) = Γ1

33(β1, β2), . . . , (4.1.7c)

Γ1
n−1,n−1(α, β) = Γ1

n−1,n−1(β1, . . . , βn−2), (4.1.7d)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−2
n−1,n−1(α, β) = Γn−2

n−1,n−1(βn−2), (4.1.7e)
Γααα(α, β) ≡ Γααα(α), (4.1.7f)

а также тождества (их число равно (n− 1)(n − 2)/2)

Γα11(α) ≡ g2(β1)Γ
α
22(α, β1) ≡ g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2) ≡ . . . ≡

≡ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2) =: Γn(α), (4.1.8a)

Γ1
22(β1) ≡ h2(β2)Γ

1
33(β1, β2) ≡ . . . ≡ h2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(β1, . . . , βn−2), (4.1.8b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.1.8c)

Γn−3
n−2,n−2(βn−3) ≡ i2(βn−2)Γ

n−3
n−1,n−1(βn−3, βn−2). (4.1.8d)

Доказательство. В условиях замечания первая группа из первых n− 1 равенств из (4.1.6) пере-
писывается в виде

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)Γα11(α, β) ≡ 0, (4.1.9a)

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)g2(β1)Γ
α
22(α, β) ≡ 0, (4.1.9b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β) ≡ 0. (4.1.9c)

Из (4.1.9) следуют тождествa (4.1.7a) и (4.1.7b) и тождества (4.1.8a). Далее, в условиях замечания
вторая группа из n− 2 равенств (4.1.6) переписывается в виде

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] + g2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0, (4.1.10a)

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] + g2(β1)h
2(β2)Γ

1
33(α, β) ≡ 0, (4.1.10b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] + g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(α, β) ≡ 0. (4.1.10c)

Из (4.1.10) следуют тождества (4.1.7c) и (4.1.7d) и тождества (4.1.8b) и т. д. Наконец, в условиях
замечания (n− 1)-я группа, состоящая из одного равенства (4.1.6e), переписывается в виде

[2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)] + i2(βn−2)Γ
n−2
n−1,n−1(α, β) ≡ 0. (4.1.11)

Отсюда следует тождество (4.1.7e), а из (4.1.6f) следует (4.1.7f). �
Следующее замечание является в некотором смысле обратным к замечанию 4.1.

Замечание 4.2. Пусть выполнены условия (4.1.4), (4.1.5), при этом реализуются (n− 1)2 + 1
тождеств (4.1.7) и (4.1.8). Тогда система дифференциальных равенств (4.1.6) принимает следую-
щий вид:

Γα11(α) ≡ g2(β1)Γ
α
22(α, β1) ≡ g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2) ≡ . . . ≡

≡ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2) =: Γn(α), (4.1.12a)
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Γ1
22(β1) ≡ h2(β2)Γ

1
33(β1, β2) ≡ . . . ≡ h2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(β1, . . . , βn−2), (4.1.12b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Γn−3
n−2,n−2(βn−3) ≡ i2(βn−2)Γ

n−3
n−1,n−1(βn−3, βn−2), Γααα(α) +

d ln |fn(α)|
dα

≡ 0, (4.1.12c)

f2n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)Γn(α) ≡ 0, (4.1.12d)

2Γ2(β1) +Dg(β1) + g2(β1)Γ
1
22(β1) ≡ 0, (4.1.12e)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2) + i2(βn−2)Γ
n−2
n−1,n−1(βn−2) ≡ 0. (4.1.12f)

Таким образом, при выполнении (n − 1)2 условий (4.1.4), (4.1.5) условия (4.1.6) (в количестве
n(n − 1)/2 + 1) и условие (4.1.12) (в количестве n(n − 1)/2 + 1) эквивалентны в упомянутом
смысле.

4.1.3. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы поряд-
ка 2n достаточно знать, вообще говоря, 2n− 1 независимых инвариантов. Далее будет показано,
что для полного интегрирования системы (4.1.1), (4.1.3) достаточно знать n+ 1 независимых тен-
зорных инвариантов: или n+ 1 первых интегралов, или n+ 1 независимых дифференциальных
форм, или какие-либо комбинацию из интегралов и форм общим количеством n+ 1. При этом,
конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более об-
щем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из n+ 1, а не из 2n− 1
тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Как известно, первым интегралом уравнений геодезических (4.1.2), записанных в виде

ẍi +

n∑

j,k=1

Γijk(x)ẋ
j ẋk = 0, i = 1, . . . , n, (4.1.13)

является гладкая функция

Φ(ẋ;x) =

n∑

j,k=1

gjk(x)ẋ
j ẋk, (4.1.14)

но мы представим его в более простой форме, нужным образом подобрав координаты на ка-
сательном расслоении, тем самым «выпрямив» квадратичную форму на фазовом многообразии.
Подчеркнем, что в следующей теореме 4.1 (которая справедлива и при более общих условиях) на-
кладывается (n− 1)2 + n(n− 1)/2 + 1 алгебраических и дифференциальных соотношений (4.1.4),
(4.1.5), (4.1.12) на 3n(n − 1)/2 + 1 функций: на n(n− 1)/2 + 1 функций fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1),
l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2) из (4.1.1) и на n(n− 1) + 1, вообще говоря,
ненулевых коэффициентов связности Γijk(α, β) из (4.1.2).

Теорема 4.1. Если выполнены условия (4.1.4), (4.1.5), (4.1.12), то система (4.1.1), (4.1.3)
обладает полным набором, состоящим из n+ 1 первых интегралов вида

Φ1(zn, . . . , z1) = z21 + . . . + z2n = C2
1 = const, (4.1.15)

Φ2(zn−1, . . . , z1;α) =
√
z21 + . . . + z2n−1 Φ0(α) = C2 = const, (4.1.16)

Φ3(zn−2, . . . , z1;α, β1) =
√
z21 + . . . + z2n−2 Φ0(α)Ψ1(β1) = C3 = const, (4.1.17)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Φn(z1;α, β1, . . . , βn−2) = z1Φ0(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2) = Cn = const, (4.1.18)

Φn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

Cni(b)√
C2
n−1Ψ

2
n−2(b)− C2

n

db = Cn+1 = const, (4.1.19)
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где

Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
, (4.1.20)

Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, Ψn−2(βn−2) = i(βn−2) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

βn−2∫

βn−2,0

Γn−1(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
. (4.1.21)

Более того, после замен независимой переменной

d

dt
= fn(α)

d

dτ
(4.1.22)

и фазовых переменных

wn = zn, w
∗
n−1 = ln |wn−1|, wn−1 =

√
z21 + . . .+ z2n−1,

w∗
s = ln

∣∣
∣ws +

√
1 +w2

s

∣∣
∣ , s = 1, . . . , n − 2,

wn−2 =
z2
z1
, wn−3 =

z3√
z21 + z22

, . . . , w1 =
zn−1√

z21 + . . .+ z2n−2

(4.1.23)

фазовый поток системы (4.1.1), (4.1.3) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью на
касательном расслоении TMn{wn, w∗

n−1, . . . , w
∗
1;α, β1, . . . , βn−1}, т.е. сохраняется соответству-

ющая дифференциальная форма

dwn ∧ dw∗
n−1 ∧ . . . ∧ dw∗

1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1. (4.1.24)

Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы 4.1, а именно, сделаем замены (4.1.22)
независимой переменной и (4.1.23) фазовых переменных. Тогда система (4.1.1), (4.1.3) распада-
ется следующим образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = wn,

ẇn = −f
2(α)

f2n(α)
Γn(α)e

2w∗
n−1 ,

ẇ∗
n−1 =

f2(α)

f2n(α)
Γn(α)wn,

(4.1.25)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
s = ew

∗
n−1Ξs

(
w∗
s−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βs−1

) [
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = ew
∗
n−1Ξs

(
w∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1

) Ws(w
∗
s)√

1 +W 2
s (w

∗
s)
, s = 1, . . . , n − 2,

(4.1.26)

β̇n−1 = ± ew
∗
n−1

√
(1 +W 2

1 (w
∗
1)) . . . (1 +W 2

n−2(w
∗
n−2))

f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (4.1.27)

где

Ξs
(
w∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1

)
= ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . j(βs−1)×

× 1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

s−1(w
∗
s−1))

, s = 1, . . . , n− 2, (4.1.28)

и ws = Ws(w
∗
s) в силу замены (4.1.23); при этом в составной системе (4.1.25)–(4.1.27) точкой

обозначена также производная по новой независимой переменной τ . При этом j(βs)—функция
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от соответствующего угла βs (например, f(α), g(β1), . . ., i(βn−2)). В явном виде

Ξ1(α) = ± f(α)

fn(α)
,

Ξ2(w
∗
1;α, β1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)

1
√

1 +W 2
1 (w

∗
1)
,

Ξ3(w
∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2)

1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ξn−2(w
∗
n−3, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)×

× 1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−3(w
∗
n−3))

.

(4.1.29)

Видно, что дивергенция правой части составной системы (4.1.25)–(4.1.27) тождественно равна
нулю, что и доказывает вторую часть теоремы.
Докажем первую часть теоремы о существовании n+ 1 первых интегралов. Дифференцирова-

ние функции (4.1.15) в силу системы (4.1.1), (4.1.3) дает

− 2fn(α)

[
Γααα(α, β) +

d ln |fn(α)|
dα

]
z3n − 2

[
f2n(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
+ f21 (α)Γ

α
11(α, β)

]z2n−1zn

fn(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 2

[
f2n(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn
fn(α)

−

− 2

[
f21 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
+ f22 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z2n−2zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 2

[
f21 (α)

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 2

[
f2n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)

]
×

× z21z2
fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

≡ 0,

если выполнена система дифференциальных равенств (4.1.6). Но, как указано выше, при вы-
полнении (n − 1)2 условий (4.1.4), (4.1.5) n(n− 1)/2 + 1 условий (4.1.6) и n(n− 1)/2 + 1 условий
(4.1.12) в известном смысле эквивалентны.
Далее, дифференцирование функции (4.1.16) в силу системы (4.1.1), (4.1.3) в условиях теоремы

дает

−fn(α)
{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
zn

√
z21 + . . .+ z2n−1.
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Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению
dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

что и доказывает наличие первого интеграла (4.1.16).
Дифференцирование функции (4.1.17) в силу системы (4.1.1), (4.1.3) в условиях теоремы дает

− fn(α)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
zn

√
z21 + . . . + z2n−2Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}
zn−1f(α)

√
z21 + . . .+ z2n−2Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют соответственно обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

что и доказывает наличие первого интеграла (4.1.17).
В дальнейшем по предположению индукции считаем, что в условиях теоремы доказано суще-

ствование первого интеграла вида

Φn−1(z2, z1;α, β1, . . . , βn−3) =
√
z21 + z22 Φ0(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3) = Cn−1 = const . (4.1.30)

Дифференцирование функции (4.1.18) в силу системы (4.1.1), (4.1.3) в условиях теоремы дает

− fn(α)z1znΨ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2)

[[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]
+

+ z1zn−1f(α)Φ0(α)Ψ2(β2) . . .Ψn−2(βn−2)

[
−
[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1) +

dΨ1(β1)

dβ1

]
+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ z1z2f(α)g(β1) . . . r(βn−3)Φ0(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3)×

×
[
(−1)n

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2) + (−1)n+1 dΨn−2(βn−2)

dβn−2

]
.

Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) . . ., Ψn−2(βn−2) удовлетворяют соответственно обыкновенным диффе-
ренциальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

dΨn−2(βn−2)

dβn−2
=

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2),

что и доказывает наличие первого интеграла (4.1.18).
Наконец, рассмотрим два уровня Cn−1 и Cn первых интегралов (4.1.30) и (4.1.18) соответствен-

но. На этих уровнях справедливо равенство
z1
z2

= ∓ Cn√
C2
n−1Ψ

2
n−2(βn−2)− C2

n

. (4.1.31)

Будем искать угол βn−1 из следующего уравнения, полученного из двух последних уравнений
исследуемой системы:

dβn−1

dβn−2
=
z1
z2
i(βn−2).
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Используя равенство (4.1.31), получаем требуемое утверждение о наличии первого интегра-
ла (4.1.19). Теорема доказана. �
Заметим также, что систему равенств (4.1.6) (или (4.1.12)) можно трактовать как возможность

преобразования квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с законом
сохранения энергии (4.1.15) (или см. ниже (4.2.2)) в зависимости от рассматриваемой задачи.
История и текущее состояние рассмотрения данной более общей проблемы достаточно обширны
(отметим лишь работу [3, 7]). Поиск первого интеграла (4.1.15) и интегралов (4.1.16)–(4.1.19)
опирается на наличие в системе дополнительных групп симметрий.

Пример 4.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, . . . , βn−1), когда метрика на
n-мерной сфере Sn индуцирована евклидовой метрикой объемлющего (n+ 1)-мерного простран-
ства (задача класса (a)), однопараметрическая система, эквивалентная почти всюду уравнениям
геодезических

α̈−
[
β̇21 + β̇22 sin

2 β1 + β̇23 sin
2 β1 sin

2 β2 + . . .+

+ β̇2n−1 sin
2 β1 . . . sin

2 βn−2

]
sinα cosα = 0, (4.1.32a)

β̈1 + 2α̇β̇1
cosα

sinα
−
[
β̇22 + β̇23 sin

2 β2 + β̇24 sin
2 β2 sin

2 β3 + . . .+

+ β̇2n−1 sin
2 β2 . . . sin

2 βn−2

]
sinβ1 cos β1 = 0, (4.1.32b)

β̈2 + 2α̇β̇2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

−
[
β̇23 + β̇24 sin

2 β3 + β̇25 sin
2 β3 sin

2 β4 + . . .+

+ β̇2n−1 sin
2 β3 . . . sin

2 βn−2

]
sinβ2 cos β2 = 0, (4.1.32c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + 2α̇β̇n−2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇n−2

cos β1
sin β1

+ . . .+

+ 2β̇n−3β̇n−2
cos βn−3

sin βn−3
− β̇2n−1 sin βn−2 cos βn−2 = 0, (4.1.32d)

β̈n−1 + 2α̇β̇n−1
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇n−1

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−2β̇n−1
cos βn−2

sin βn−2
= 0 (4.1.32e)

и имеющая первые интегралы (4.1.15)–(4.1.19), примет следующий вид:

α̇ = −zn, (4.1.33a)

żn = −(z21 + . . .+ z2n−1)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

, (4.1.33b)

żn−1 = zn−1zn
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ (z21 + . . .+ z2n−2)
1

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

cos β1
sin β1

, (4.1.33c)

żn−2 = zn−2zn
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− zn−2zn−1
1

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

cos β1
sin β1

−

− (z21 + . . . + z2n−3)
1

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

1

sin β1

cos β2
sinβ2

, (4.1.33d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 = z1zn
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+

+ z1
1

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

{
n−1∑

s=2

(−1)s+1zn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

, (4.1.33e)

β̇1 = zn−1
1

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (4.1.33f)
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β̇2 = −zn−2
1

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

1

sin β1
, (4.1.33g)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−1 = (−1)nz1
1

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

1

sinβ1 . . . sinβn−2
, ν1 ∈ R, (4.1.33h)

если первое уравнение и группу последних n − 1 уравнений системы (4.1.33) рассматривать как
новые кинематические соотношения.

Пример 4.2. В обобщенных сферических координатах (α, β1, . . . , βn−1), если метрика на n-
мерной сфере S

n индуцирована метрикой специального силового поля при наличии некоторой
группы симметрий (задача класса (a)), однопараметрическая система, эквивалентная почти всю-
ду уравнениям геодезических

α̈−
[
β̇21 + β̇22 sin

2 β1 + β̇23 sin
2 β1 sin

2 β2 + . . . + β̇2n−1 sin
2 β1 . . . sin

2 βn−2

] sinα
cosα

= 0, (4.1.34a)

β̈1 + α̇β̇1
1 + cos2 α

sinα cosα
−
[
β̇22 + β̇23 sin

2 β2+

+ β̇24 sin
2 β2 sin

2 β3 + . . .+ β̇2n−1 sin
2 β2 . . . sin

2 βn−2

]
sin β1 cosβ1 = 0, (4.1.34b)

β̈2 + α̇β̇2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

−
[
β̇23 + β̇24 sin

2 β3+

+ β̇25 sin
2 β3 sin

2 β4 + . . .+ β̇2n−1 sin
2 β3 . . . sin

2 βn−2

]
sin β2 cosβ2 = 0, (4.1.34c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̈n−2 + α̇β̇n−2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇n−2

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−3β̇n−2
cos βn−3

sinβn−3
−

− β̇2n−1 sin βn−2 cos βn−2 = 0, (4.1.34d)

β̈n−1 + α̇β̇n−1
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇n−1

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−2β̇n−1
cos βn−2

sinβn−2
= 0 (4.1.34e)

и имеющая первые интегралы (4.1.15)–(4.1.19), примет следующий вид:

α̇ = −zn, (4.1.35a)

żn = −(z21 + . . .+ z2n−1)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

, (4.1.35b)

żn−1 = zn−1zn
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ (z21 + . . . + z2n−2)
cosα

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

cos β1
sin β1

, (4.1.35c)

żn−2 = zn−2zn
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− zn−2zn−1
cosα

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

cos β1
sin β1

−

− (z21 + . . .+ z2n−3)
cosα

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

1

sinβ1

cos β2
sin β2

, (4.1.35d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 = z1zn
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+

+ z1
cosα

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

{
n−1∑

s=2

(−1)s+1zn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

, (4.1.35e)

β̇1 = zn−1
cosα

sinα

1
√
1 + ν1 sin

2 α
, (4.1.35f)



108 М. В. ШАМОЛИН

β̇2 = −zn−2
cosα

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

1

sin β1
, (4.1.35g)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−1 = (−1)nz1
cosα

sinα

1
√

1 + ν1 sin
2 α

1

sin β1 . . . sin βn−2
, ν1 ∈ R, (4.1.35h)

если первое и группу последних n − 1 уравнений системы (4.1.35) рассматривать как новые ки-
нематические соотношения.

Пример 4.3. В случае n-мерного пространства Лобачевского (с координатами x1 = β1, . . .,
xn−1 = βn−1, y = α, задача класса (c)) n-параметрическая система, эквивалентная почти всюду
уравнениям геодезических

α̈− 1

α

(
α̇2 − β̇21 − . . . − β̇2n−1

)
= 0, β̈1 − 2

α
α̇β̇1 = 0, . . . , β̈n−1 − 2

α
α̇β̇n−1 = 0 (4.1.36)

и имеющая первые интегралы (4.1.15)–(4.1.19), примет следующий вид:

α̇ = znν1α, (4.1.37a)

żn = −z2n−1

ν1α
2

α2 + ν2
− . . . − z21

ν1α
2

α2 + νn
, (4.1.37b)

żn−1 = zn−1zn
ν1α

2

α2 + ν2
, (4.1.37c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 = z1zn
ν1α

2

α2 + νn
, (4.1.37d)

β̇1 = zn−1
ν1α

2

√
α2 + ν2

, (4.1.37e)

β̇n−1 = z1
ν1α

2

√
α2 + νn

, ν1, . . . , νn ∈ R, (4.1.37f)

если первое и группу последних n − 1 уравнений системы (4.1.37) рассматривать как новые ки-
нематические соотношения.

4.2. Инварианты систем на касательном расслоении к n-мерному многообразию в
потенциальном силовом поле.

4.2.1. Введение внешнего потенциального силового поля. Теперь несколько модифицируем со-
ставную динамическую систему (4.1.1), (4.1.3) и получим систему консервативную. Именно, вне-
сем с систему гладкое (внешнее) консервативное силовое поле со следующими проекциями на оси
ż1, . . ., żn:

F̃ (zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1) =

⎛

⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎝

F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)
F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

...
Fn−1(β1)f1(α)
Fn(α)fn(α)

⎞

⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎠
.

Рассматриваемая система на касательном расслоении TMn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} примет сле-
дующий вид:
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α̇ = znfn(α), (4.2.1a)

żn = Fn(α)fn(α) − fn(α)
[
Γααα(α, β) +Dfn(α)

]
z2n−

− f21 (α)

fn(α)
Γα11(α, β)z

2
n−1 −

f22 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (4.2.1b)

żn−1 = Fn−1(β1)f1(α) − fn(α)
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn−

− f22 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (4.2.1c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 = F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)−
− fn(α)

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
z2z3−

− f2n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (4.2.1d)

ż1 = F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)−
− fn(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
z1zn−

− f1(α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
z1z2, (4.2.1e)

β̇1 = zn−1f1(α), (4.2.1f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (4.2.1g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (4.2.1h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2), (4.2.1i)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈− Fn(α)f
2
n(α) + Γααα(α, β)α̇

2 + Γα11(α, β)β̇
2
1 + . . .+ Γαn−1,n−1(α, β)β̇

2
n−1 = 0,

β̈1 − Fn−1(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + . . . + Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈2 − Fn−2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1) + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
12(α, β)β̇1β̇2+

+ Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈3 − Fn−3(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2) + 2Γ3

α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3
13(α, β)β̇1β̇3+

+ 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 + Γ3

44(α, β)β̇
2
4 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
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β̈n−2 − F2(βn−2)f
2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)+

+ 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈n−1 − F1(βn−1)f
2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)+

+ 2Γn−1
α,n−1(α, β)α̇β̇n−1 + 2Γn−1

1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . .+

+ Γn−1
n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0

на касательном расслоении TMn{α̇, β̇1, . . . , β̇n−1;α, β1, . . . , βn−1}.

4.2.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы (4.2.1)
порядка 2n достаточно знать, вообще говоря, 2n − 1 независимых инвариантов. Далее будет по-
казано, что для полного интегрирования системы (4.2.1) достаточно знать n+ 1 независимых
тензорных инвариантов: или n+ 1 первых интегралов, или n+ 1 независимых дифференциаль-
ных форм, или какие-либо комбинации из интегралов и форм общим количеством n+ 1. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в бо-
лее общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из n+ 1, а не из
2n − 1, тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже. Кроме
того, подчеркнем, что в следующей теореме 4.2 (которая справедлива и при более общих услови-
ях) накладываются (n− 1)2 + n(n− 1)/2 + 1 алгебраических и дифференциальных соотношений
(4.1.4), (4.1.5), (4.1.12) на 3n(n− 1)/2 + 1 функций: на n(n− 1)/2 + 1 функций fk(α), k = 1, . . . , n,
gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2) и на n(n− 1) + 1, вообще говоря,
ненулевых коэффициентов связности Γijk(α, β).

Теорема 4.2. Если выполнены условия (4.1.4), (4.1.5), (4.1.12), то система (4.2.1) обладает
полным набором, состоящим из n+ 1 первых интегралов

Φ1(zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1) = z21 + . . .+ z2n + V (α, β1, . . . , βn−1) = C1 = const,

V (α, β1, . . . , βn−1) = Vn(α) +

n−1∑

k=1

Vn−k(βk) = −2

α∫

α0

Fn(a)da− 2

n−1∑

k=1

βk∫

βk,0

Fn−k(b)db,
(4.2.2)

а также, для простоты, при Fn−k(βk) ≡ 0, k = 1, . . . , n − 1, — первых интегралов (4.1.16)–
(4.1.19). Более того, после замен независимой переменной (4.1.22) и фазовых пеперменных
(4.1.23)—фазовый поток системы (4.2.1) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью
на касательном расслоении TMn{wn, w∗

n−1, . . . , w
∗
1;α, β1, . . . , βn−1}, т.е. сохраняется соответ-

ствующая дифференциальная форма (4.1.24).

Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы 4.2, а именно, сделаем замены неза-
висимой переменной (4.1.22) и фазовых переменных (4.1.23). Тогда система (4.2.1) распадается
следующим образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = wn,

ẇn = Fn(α) − f2(α)

f2n(α)
Γ4(α)e

2w∗
n−1 ,

ẇ∗
n−1 =

f2(α)

f2n(α)
Γn(α)wn,

(4.2.3)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
s = ew

∗
n−1Ξs

(
w∗
s−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βs−1

)
[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = ew
∗
n−1Ξs

(
w∗
s−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βs−1

) Ws(w
∗
s)√

1 +W 2
s (w

∗
s)
, s = 1, . . . , n− 2,

(4.2.4)
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β̇n−1 = ± ew
∗
n−1

√(
1 +W 2

1 (w
∗
1)
)
. . .
(
1 +W 2

n−2(w
∗
n−2)

)
f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (4.2.5)

где

Ξs
(
w∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1

)
= ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . j(βs−1)×

× 1
√(

1 +W 2
1 (w

∗
1)
)
. . .
(
1 +W 2

s−1(w
∗
s−1)

) , s = 1, . . . , n− 2, (4.2.6)

и ws = Ws(w
∗
s) в силу замены (4.1.23); при этом в составной системе (4.2.3)–(4.2.5) точкой обо-

значена также производная по новой независимой переменной τ . При этом j(βs)—функция от
соответствующего угла βs (например, f(α), g(β1), . . ., i(βn−2)). При этом, более явно,

Ξ1(α) = ± f(α)

fn(α)
,

Ξ2(w
∗
1 ;α, β1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)

1
√

1 +W 2
1 (w

∗
1)
,

Ξ3(w
∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2)

1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ξn−2(w
∗
n−3, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−3) =

= ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)

1
√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−3(w
∗
n−3))

.

(4.2.7)

Видно, что дивергенция правой части составной системы (4.2.3)–(4.2.5) тождественно равна нулю,
что и доказывает вторую часть теоремы.
Докажем первую часть теоремы о существовании n + 1 первого интеграла; при этом доказа-

тельство существования интегралов (4.1.16)–(4.1.19) проводится так же, как в теореме 4.1. Диф-
ференцирование функции (4.2.2) в силу системы (4.2.1) дает

2znFn(α)fn(α) + 2zn−1Fn−1(β1)f1(α)+

+ 2zn−2Fn−2(β2)f2(α)g1(β1) + 2zn−3Fn−3(β3)f3(α)g2(β1)h1(β2) + . . .+

+ 2z2F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)+

+ 2z1F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)− 2fn(α)

[
Γααα(α, β) +

d ln |fn(α)|
dα

]
z3n−

− 2
[
f2n(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
+ f21 (α)Γ

α
11(α, β)

] z2n−1zn

fn(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 2

[

f2n(α)
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn
fn(α)

−

− 2
[
f21 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
+ f22 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

] z2n−2zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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− 2

[

f21 (α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 2

[

f2n−2(α)g
2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
+

+ f2n−1(α)g
2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)

]

×

× z21z2
fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

−
− 2znFn(α)fn(α)− 2zn−1Fn−1(β1)f1(α) − 2zn−2Fn−2(β2)f2(α)g1(β1)−

− 2zn−3Fn−3(β3)f3(α)g2(β1)h1(β2)− . . .− 2z2F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)−
− 2z1F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2) ≡ 0,

если выполнена система дифференциальных равенств (4.1.6). Но, как указано выше, при выполне-
нии (n−1)2 условий (4.1.4), (4.1.5) n(n− 1)/2 + 1 условий (4.1.6) и n(n− 1)/2 + 1 условий (4.1.12)
в известном смысле эквивалентны. Теорема доказана. �

4.3. Инварианты систем на касательном расслоении к n-мерному многообразию в
силовом поле с переменной диссипацией.

4.3.1. Введение внешнего силового поля со знакопеременной диссипацией. Несколько модифи-
цировав систему (4.2.1), получим систему с диссипацией. Наличие диссипации (вообще говоря,
знакопеременной) характеризует не только коэффициент bδ(α), b > 0, в первом уравнении си-
стемы (4.3.1) (в отличие от системы (4.2.1)), но и следующая линейная зависимость гладкого
(внешнего) силового поля от z1, . . ., zn в проекциях на оси ż1, . . ., żn соответственно:

F̃ (zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1) =

=

⎛

⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎝

F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)
F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

...
Fn−1(β1)f1(α)
Fn(α)fn(α)

⎞

⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎠

+

⎛

⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎝

z1F
1
1 (α)

z2F
1
2 (α)
...

zn−1F
1
n−1(α)

znF
1
n(α)

⎞

⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎠
.

Рассматриваемая система на касательном расслоении TMn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} примет вид

α̇ = znfn(α) + bδ(α), (4.3.1a)

żn = Fn(α)fn(α)− fn(α)
[
Γααα(α, β) +Dfn(α)

]
z2n−

f21 (α)

fn(α)
Γα11(α, β)z

2
n−1 −

f22 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + znF

1
n(α), (4.3.1b)
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żn−1 = Fn−1(β1)f1(α)−

− fn(α)
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn − f22 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + zn−1F

1
n−1(α), (4.3.1c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 = F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)−
− fn(α)

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
z2z3−

− f2n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α), (4.3.1d)

ż1 = F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)−
− fn(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
z1zn−

− f1(α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
z1z2 + z1F

1
1 (α), (4.3.1e)

β̇1 = zn−1f1(α), (4.3.1f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (4.3.1g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (4.3.1h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2), (4.3.1i)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈−
{
bδ̃(α) + F 1

n(α) + bδ(α) [2Γααα(α, β) +Dfn(α)]
}
α̇−

− Fn(α)f
2
n(α) + bδ(α)F 1

n (α) + b2δ2(α) [Γααα(α, β) +Dfn(α)] +

+ Γααα(α, β)α̇
2 + Γα11(α, β)β̇

2
1 + . . .+ Γαn−1,n−1(α, β)β̇

2
n−1 = 0,

β̈1 −
{
F 1
n−1(α) + bδ(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]}
β̇1 − Fn−1(β1)f

2
1 (α)+

+ 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈2 −
{
F 1
n−2(α) + bδ(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +Df2(α)
]}
β̇2−

− Fn−2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1) + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
12(α, β)β̇1β̇2+

+ Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈3 −
{
F 1
n−3(α) + bδ(α)

[
2Γ3

α3(α, β) +Df3(α)
]}
β̇3−

− Fn−3(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2) + 2Γ3

α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3
13(α, β)β̇1β̇3+

+ 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 + Γ3

44(α, β)β̇
2
4 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
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β̈n−2 −
{
F 1
2 (α) + bδ(α)

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]}

β̇n−2−
− F2(βn−2)f

2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)+

+ 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈n−1 −
{
F 1
1 (α) + bδ(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]}

β̇n−1−
− F1(βn−1)f

2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2) + 2Γn−1

α,n−1(α, β)α̇β̇n−1+

+ 2Γn−1
1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . .+ Γn−1

n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0

на касательном расслоении TMn{α̇, β̇1, . . . , β̇n−1;α, β1, . . . , βn−1}. Здесь δ̃(α) = dδ(α)/dα.

4.3.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы (4.3.1)
порядка 2n достаточно знать, вообще говоря, 2n− 1 независимых инвариантов. Далее будет по-
казано, что для полного интегрирования системы (4.3.1) достаточно знать n+ 1 независимых
тензорных инвариантов: или n+ 1 первых интегралов, или n+ 1 независимых дифференциаль-
ных форм, или какие-либо комбинации из интегралов и форм общим количеством n+ 1. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из n+ 1, а не из 2n − 1,
тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 4.3 (которая справедлива и при более общих

условиях) накладываются (n − 1)2 + n(n− 1)/2 + 1 алгебраических и дифференциальных соот-
ношений (4.1.4), (4.1.5), (4.1.12) на 3n(n− 1)/2 + 1 функций: на n(n− 1)/2 + 1 функций fk(α),
k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n−2, hm(β2), m = 1, . . . , n−3, . . ., i1(βn−2) и на n(n− 1) + 1, вообще
говоря, ненулевых коэффициентов связности Γijk(α, β).
Перейдем теперь к интегрированию искомой системы (4.3.1) порядка 2n при выполнении

свойств (4.1.4), (4.1.5), (4.1.12), а также при равенстве нулю проекций внешней силы на оси ż1,
. . ., żn−1 (т.е. отлична от нуля лишь проекция внешней силы на ось żn):

F1(βn−1) ≡ . . . ≡ Fn−1(β1) ≡ 0. (4.3.2)

Тогда система (4.3.1) допускает отделение независимой подсистемы седьмого порядка:

α̇ = znfn(α) + bδ(α), (4.3.3a)

żn = Fn(α)fn(α) − f2(α)

fn(α)
Γα11(α)z

2
n−1 −

f2(α)

fn(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 − . . .−

− f2(α)

fn(α)
g2(β1)h

2(β2) . . . i
2(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 + znF

1
n(α), (4.3.3b)

żn−1 = −fn(α)
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
zn−1zn − f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)z

2
n−2 − . . .−

− f(α)g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(β1, . . . , βn−2)z

2
1 + zn−1F

1
n−1(α), (4.3.3c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 = −fn(α)
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z2zn − f(α)

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
z2zn−1 − . . .−

− f(α)g(β1)h(β2) . . . s(βn−4)
[
2Γn−2(βn−3) +Dr(βn−3)

]
z2z3−

− f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)i
2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(βn−2)z

2
1 + z2F

1
2 (α), (4.3.3d)

ż1 = −fn(α)
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z1zn − f(α)

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
z1zn−1−

− f(α)g(β1)
[
2Γ3(β2) +Dh(β2)

]
z1zn−2 − . . .−

− f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)
[
2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)

]
z1z2 + z1F

1
1 (α), (4.3.3e)
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β̇1 = zn−1f(α), (4.3.3f)

β̇2 = zn−2f(α)g(β1), (4.3.3g)

β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), (4.3.3h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−2 = z2f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3), (4.3.3i)

при наличии также последнего уравнения

β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2). (4.3.4)

Далее, наложим определенные ограничения на силовое поле, которое, как отмечалось, в явном
виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому предположим, что выполнены следу-
ющие равенства:

F 1
1 (α) ≡ . . . ≡ F 1

n−1(α) =: F 1(α). (4.3.5)

Для полного интегрирования (по Якоби) рассматриваемой системы (4.3.3), (4.3.4) при условии
(4.3.5) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 1 независимых первых интегралов. Однако после
замены переменных

wn = zn, wn−1 =
√
z21 + . . . + z2n−1, wn−2 =

z2
z1
,

wn−3 =
z3√
z21 + z22

, . . . , w1 =
zn−1√

z21 + . . .+ z2n−2

(4.3.6)

система (4.3.3), (4.3.4) распадается следующим образом:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = wnfn(α) + bδ(α),

ẇn = Fn(α)fn(α)− f2(α)

fn(α)
Γn(α)w

2
n−1 + wnF

1
n(α),

ẇn−1 =
f2(α)

fn(α)
Γn(α)wn−1wn + wn−1F

1(α),

(4.3.7)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ẇs = Zn−s(w1, . . . , wn−1)
1 + w2

s

ws
f(α)g(β1).̃ . .

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1).̃ . ., s = 1, . . . , n− 2,

(4.3.8)

β̇n−1 = Z1(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (4.3.9)

где в системах (4.3.8) символом .̃ . . показаны одинаковые члены, а функция j(βs)— одна из функ-
ций g, h, . . ., зависящая от соответствующего угла βs, при этом

Zk(w1, . . . , wn−1) ≡ zk, k = 1, . . . , n− 1,

—функции в силу замены (4.3.6).
Видно, что для полной интегрируемости системы (4.3.7)–(4.3.9) достаточно указать два неза-

висимых тензорных инварианта системы (4.3.7), по одному — для систем (4.3.8) (после соответ-
ствующих замен независимого переменного в них, таких систем n− 2 штуки) и дополнительный
тензорный инвариант, «привязывающий» уравнение (4.3.9) (т.е. всего n+ 1 инвариантов).
Наложим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что для

некоторого κ ∈ R выполнено равенство

f2(α)

f2n(α)
Γn(α) = κ

d

dα
ln |Δ(α)| = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
, (4.3.10)
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где Δ̃(α) = dΔ(α)/dα, Δ(α) = δ(α)/fn(α), а для некоторых λ0n, λ1k ∈ R, k = 1, . . . , n, должны
выполняться равенства

Fn(α) = λ0n
d

dα

Δ2(α)

2
= λ0nΔ̃(α)Δ(α),

F 1
k (α) = λ1kfn(α)

d

dα
Δ(α) = λ1kΔ̃(α)fn(α), k = 1, . . . , n.

(4.3.11)

Условие (4.3.10) назовем «геометрическим», а условия из группы (4.3.11) — «энергетическими».
При этом λ11 = . . . = λ1n−1 =: λ1 в силу (4.3.5). Условие (4.3.10) названо геометрическим в том
числе потому, что накладывает условие на ключевой коэффициент связности Γn(α), приводя со-
ответствующие коэффициенты системы к однородному виду относительно функции Δ(α) при
участии функции f(α), входящей в кинематические соотношения. Условия группы (4.3.11) на-
званы энергетическими в том числе потому, что (внешние) силы становятся, в некотором смысле
«потенциальными» по отношению к «силовой» функции Δ2(α)/2 (или Δ(α)), приводя соответ-
ствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же относительно функции Δ(α)).
При этом функция Δ(α) вносит в систему диссипацию разных знаков или так называемую (зна-
ко)переменную диссипацию.

Теорема 4.3. Пусть выполняются условия (4.3.10) и (4.3.11). Тогда система (4.3.7)–(4.3.9)
обладает n+ 1 независимыми, вообще говоря, трансцендентными (см. [24]) (т.е. имеющими
существенно особые точки) первыми интегралами.

Схема доказательства. Для доказательства теоремы 4.3 для начала сопоставим системе третьего
порядка (4.3.7) неавтономную систему второго порядка

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

dwn
dα

=
Fn(α)fn(α)− f2(α)Γn(α)w

2
n−1/fn(α) + wnF

1
n(α)

wnfn(α) + bδ(α)
,

dwn−1

dα
=
f2(α)Γn(α)wn−1wn/fn(α) + wn−1F

1(α)

wnfn(α) + bδ(α)
.

(4.3.12)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn = u2Δ(α), wn−1 = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

fn(α)
, (4.3.13)

приводим систему (4.3.12) к следующему виду:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =
Fn(α)fn(α)− f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u21/fn(α) + Δ(α)F 1
n (α)u2

u2δ(α) + bδ(α)
,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =
f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u1u2/fn(α) + Δ(α)F 1(α)u1
u2δ(α) + bδ(α)

,

(4.3.14)

что, учитывая (4.1.12), почти всюду эквивалентно
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

[

Fn(α)fn(α) − f2(α)Γn(α)
Δ2(α)u21
fn(α)

−

− Δ̃(α)δ(α)u22 +
[
Δ(α)F 1

n (α)− bΔ̃(α)δ(α)
]
u2

]

,

Δ(α)
du1
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

[[
f2(α)Γn(α)

Δ2(α)

fn(α)
− Δ̃(α)δ(α)

]
u1u2+

+
[
Δ(α)F 1(α)− bΔ̃(α)δ(α)

]
u1

]

;

(4.3.15)

напомним, что Δ̃(α) = dΔ(α)/dα.
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Теперь для интегрирования системы (4.3.15) потребуется выполнение геометрического и энер-
гетических условий (4.3.10) и (4.3.11). Действительно, после их выполнения система (4.3.15) при-
водится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0n − κu21 − u22 + (λ1n − b)u2
(κ− 1)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (4.3.16)

Уравнение (4.3.16) имеет вид уравнения Абеля (см. [10]); его общее решение имеет достаточно
громоздкий вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λ1n данное уравнение имеет первый интеграл

−u22 − u21 + (λ1 − b)u2 + λ0n
u1

= C1 = const, (4.3.17)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(wn, wn−1;α) =
f2n(α)(w

2
n + w2

n−1) + (b− λ1)wnδ(α)fn(α)− λ0nδ
2(α)

wn−1δ(α)fn(α)
= C1 = const . (4.3.18)

Замечание 4.3. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (4.3.7) (как часть
системы (4.3.7)–(4.3.9)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним. Если же α не является периодической координатой, то в данном случае имеем систему
со знакопеременной диссипацией. При этом она превращается в систему консервативную при
выполнении условия (4.1.12), геометрического и энергетических условий (4.3.10), (4.3.11) (но при
любой гладкой функции Fn(α)) и, в частности, при λ1 = λ1n = −b, κ = −1:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = wnfn(α) + bδ(α),

ẇn = Fn(α)fn(α)− κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
n−1 − bwnfn(α)Δ̃(α),

ẇn−1 = κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
wn−1wn − bwn−1fn(α)Δ̃(α).

(4.3.19)

Действительно, система (4.3.19) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(wn, wn−1;α) = w2
n−1 + w2

n + 2bwnΔ(α) + V (α) = C1 = const, (4.3.20)
Φ2(wn−1;α) = wn−1Δ(α) = C2 = const, (4.3.21)

где

V (α) = −2

α∫

α0

Fn(a)da.

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов имеем

Φ2(wn−1;α) = wn−1f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
=

= wn−1f(α) exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

[
Γn(b)

f2(b)

f2n(b)
+
d ln |f(b)|

db

]
db

⎫
⎬

⎭
∼= wn−1 exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

Γn(b)
f2(b)

f2n(b)
db

⎫
⎬

⎭
,

где ∼= означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной. В силу (4.3.10), (4.3.11)
последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λ1n = −b, перепишется в виде

wn−1 exp

⎧
⎨

⎩

α∫

α0

d

db
ln |Δ(b)|db

⎫
⎬

⎭
∼= wn−1Δ(α) (4.3.22)

с точностью до мультипликативной постоянной.
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Очевидно, что отношение двух первых интегралов (4.3.20), (4.3.21) также является первым
интегралом системы (4.3.19). Но при λ1 = λ1n 	= −b каждая из функций

w2
n + w2

n−1 + (b− λ1)wnΔ(α)− λ0nΔ
2(α) (4.3.23)

и (4.3.21) по отдельности не является первым интегралом системы (4.3.7). Однако отношение
функций (4.3.23), (4.3.21) является первым интегралом системы (4.3.7) (при κ = −1) при любых
λ1 = λ1n и b.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (4.3.7)
при κ = −1, λ1 = λ1n. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (4.3.17) при
u1 	= 0 следующим образом:

(
u2 +

−λ1 + b

2

)2

+

(
u1 +

C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
+ λ0n. (4.3.24)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 + 4λ0n � 0, (4.3.25)

и фазовое пространство системы (4.3.7) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (4.3.24).
Таким образом, в силу соотношения (4.3.17) первое уравнение системы (4.3.15) при условиях

(4.3.10) и (4.3.11) и при κ = −1, λ1 = λ1n примет вид

−Δ(α)

Δ̃(α)

du2
dα

=
2(−λ0n − (λ1 − b)u2 + u22) + C1U1(C1, u2)

u2 + b
,

U1(C1, u2) =
1

2

{
−C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0n)

}
;

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (4.3.25). Поэтому квадратура
для поиска дополнительного первого интеграла системы (4.3.7) примет вид

−
∫
dΔ(α)

Δ(α)
=

∫
(b+ u2)du2

2
(−λ0n − (λ1 − b)u2 + u22

)
+ C1

{−C1 ±
√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0n)

}
/2
.

(4.3.26)
Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна − ln |Δ(α)|. Если

u2 − λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 +C2

1 + 4λ0n,

то правая часть равенства (4.3.26) примет вид

−1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

+ b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

= −1

2
ln

∣∣
∣∣
∣

√
b21 − 4r21
C1

± 1

∣∣
∣∣
∣
∓ b

2
I1,

где

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4r21 . (4.3.27)

При вычислении интеграла (4.3.27) возможны три случая.
I: (λ1 − b)2 > −4λ0n. В этом случае

I1 =− 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0n
ln

∣
∣∣
∣∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0n +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1√

(λ1 − b)2 + 4λ0n

∣
∣∣
∣∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0n
ln

∣
∣∣
∣∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0n −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(λ1 − b)2 + 4λ0n

∣
∣∣
∣∣
+ const .
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II: (λ1 − b)2 < −4λ0n. В этом случае

I1 =
1

√−4λ0n − (λ1 − b)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const .

III: (λ1 − b)2 = −4λ0n. В этом случае

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const .

Возвращаясь к переменной

r1 =
wn

Δ(α)
− λ1 − b

2
,

получаем окончательный вид для величины I1:
I. При (λ1 − b)2 > −4λ0n

I1 =− 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0n
ln

∣
∣
∣∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0n ± 2r1√

b21 − 4r21 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 + 4λ0n

∣
∣
∣∣
∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0n
ln

∣
∣
∣∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0n ∓ 2r1√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 + 4λ0n

∣
∣
∣∣
∣
+ const .

II. При (λ1 − b)2 < −4λ0n

I1 =
1

√−4λ0n − (λ1 − b)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√
b21 − 4r21 ± C1)

+ const .

III. При (λ1 − b)2 = −4λ0n

I1 = ∓ 2r1

C1(
√
b21 − 4r21 ±C1)

+ const .

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего поряд-
ка (4.3.7) при вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ1n): предъявлен
полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных (см. [24]).

Замечание 4.4. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (4.3.17). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn, wn−1;α) = G

(
Δ(α),

wn
Δ(α)

,
wn−1

Δ(α)

)
= C2 = const . (4.3.28)

Выражение первого интеграла (4.3.28) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (которая
может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы (4.3.7)–(4.3.9) порядка 2n при некоторых усло-
виях уже найдены два независимых первых интеграла системы (4.3.7). Для полной же ее инте-
грируемости достаточно найти по одному первому интегралу — для систем (4.3.8) (меняя в них
независимые переменные), становящихся независимыми подсистемами после соответствующих
замен независимого переменного, а также еще один (дополнительный) первый интеграл, «привя-
зывающий» уравнение (4.3.9).
Первые интегралы для систем (4.3.8) будут иметь следующий вид:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 2; (4.3.29)

функции Ψs(βs), s = 1, . . . , n− 2, определены в (4.1.21).
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В предыдущих переменных z первые интегралы (4.3.29) таковы:

Θ′
3(zn−1, . . . , z1;β1) =

√
z21 + . . . + z2n−1

√
z21 + . . . + z2n−2 Ψ1(β1)

= C ′
3 = const,

Θ′
4(zn−2, . . . , z1;β2) =

√
z21 + . . . + z2n−2

√
z21 + . . . + z2n−3 Ψ2(β2)

= C ′
4 = const,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Θ′
n(z2, z1;βn−2) =

√
z21 + z22

z1 Ψn−2(βn−2)
= C ′

n = const .

(4.3.30)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (4.3.9), находится по аналогии
с (4.1.19):

Θn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

Cni(b)√
C2
n−1Ψ

2
n−2(b)− C2

n

db = Cn+1 = const, (4.3.31)

где, после взятия интеграла (4.3.31), вместо постоянных Cn−1, Cn можно формально подставить
левые части равенств (4.3.29) (или (4.3.30)) при s = n− 3, n− 2 соответственно.
Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (4.3.7)–(4.3.9) имеет n+ 1

первых интегралов, которые являются, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых
переменных (в смысле комплексного анализа, имеющих существенно особые точки). Теорема 4.3
доказана. �

4.3.3. Инвариантные дифференциальные формы систем со знакопеременной диссипацией.

Теорема 4.4. Если для системы вида (4.3.7)–(4.3.9) выполняются геометрическое и энерге-
тические свойства (4.3.10), (4.3.11), то у нее также существуют n+ 1 функционально неза-
висимых между собой инвариантных дифференциальных форм с трансцендентными, вообще
говоря, коэффициентами (т.е. имеющими существенно особые точки; ср. [24]). Эти дифферен-
циальные формы, для простоты, при κ = −1, λ1 = λ1n примут следующий вид :

ρ1(wn, wn−1;α)dwn ∧ dwn−1 ∧ dα,
ρ2(wn, wn−1;α)dwn ∧ dwn−1 ∧ dα,
ρ2+s(ws;βs) =

1
√
1 + w2

s

dws ∧ dβs, s = 1, . . . , n − 2,

ρn+1(wn, wn−1;α, βn−2, βn−1)dwn ∧ dwn−1 ∧ dα ∧ dβn−2 ∧ dβn−1,

где

ρ1(wn, wn−1;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
dun

U2(C1, un)

}
· u

2
n + u2n−1 + (b− λ1)un − λ0n

un−1
,

uk =
wk

Δ(α)
, k = n− 1, n,

ρ2(wn, wn−1;α) = Δ(α) · exp
{∫

(2b+ λ1 + un)dun
U2(C1, un)

}
,

ρn+1(wn, wn−1;α, βn−2, βn−1) = exp

{
(b+ λ1)

∫
dun

U2(C1, un)

}
·Θn+1(βn−2, βn−1);

вообще говоря, они зависимы с первыми интегралами (4.3.18), (4.3.28), (4.3.29), (4.3.31).
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Доказательство. I. Система (4.3.7) составной рассматриваемой системы (4.3.7)–(4.3.9) при вы-
полнении свойств (4.3.10), (4.3.11) имеет следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = wnfn(α) + bδ(α),

ẇn = λ0nΔ(α)Δ̃(α)fn(α)− κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
n−1 + λ1nwnfn(α)Δ̃(α),

ẇn−1 = κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
wn−1wn + λ1wn−1fn(α)Δ̃(α).

(4.3.32)

После замен независимой и фазовой переменных

d

dt
= fn(α)

d

dτ
, w∗

n−1 = ln |wn−1| (4.3.33)

система (4.3.32) примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(wn, w
∗
n−1;α) = wn + bΔ(α),

ẇn = Xwn(wn, w
∗
n−1;α) = λ0nΔ(α)Δ̃(α) − κ

Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
n−1 + λ1nwnΔ̃(α),

ẇ∗
n−1 = Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
wn + λ1Δ̃(α);

(4.3.34)

при этом в системе (4.3.34) точкой обозначена также производная по новой независимой пере-
менной τ .
В принципе замена фазовой переменной (4.3.33) носит технический характер, и при этом можно

использовать как переменную w∗
n−1, так и переменную wn−1.

Для системы (4.3.34) будем искать интегральные инварианты с плотностью ρ(wn, w
∗
n−1;α),

соответствующие дифференциальным формам объема ρ(wn, w∗
n−1;α)dwn ∧ dw∗

n−1 ∧ dα, из следу-
ющего линейного дифференциального уравнения:

div
[
ρ(wn, w

∗
n−1;α)X(wn, w

∗
n−1;α)

]
= 0, (4.3.35)

где

X(wn, w
∗
n−1;α) =

{
Xα(wn, w

∗
n−1;α), Xwn(wn, w

∗
n−1;α), Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α)

}
(4.3.36)

— векторное поле рассматриваемой системы (4.3.34) в координатах (wn, w
∗
n−1;α). Уравнение

(4.3.35) перепишется в виде

Xα(wn, w
∗
n−1;α)ρα +Xwn(wn, w

∗
n−1;α)ρwn +Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α)ρw∗

n−1
=

= −ρdivX(wn, w
∗
n−1;α), (4.3.37)

при этом
divX(wn, w

∗
n−1;α) = (b+ λ1n)Δ̃(α). (4.3.38)

Тогда система уравнений характеристик линейного дифференциального уравнения (4.3.37) в
частных производных примет следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(wn, w
∗
n−1;α),

ẇn = Xwn(wn, w
∗
n−1;α),

ẇ∗
n−1 = Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α),

ρ̇ = −ρ(b+ λ1n)Δ̃(α).

(4.3.39)

У системы, состоящей из первых трех уравнений системы (4.3.39), уже найдены два первых инте-
грала (4.3.18) и (4.3.28). Найдем третий независимый первый интеграл системы (4.3.39) уравнений
характеристик.
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Сопоставим системе (4.3.39) следующую неавтономную систему:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dwn
dα

=
λ0nΔ(α)Δ̃(α)− κΔ̃(α)w2

n−1/Δ(α) + λ1nwnΔ̃(α)

wn + bΔ(α)
,

dwn−1

dα
=
κΔ̃(α)wn−1wn/Δ(α) + λ1wn−1Δ̃(α)

wn + bΔ(α)
,

dρ

dα
= −(b+ λ1n)ρΔ̃(α)

wn + bΔ(α)

(4.3.40)

или
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dwn
dΔ

=
λ0nΔ− κw2

n−1/Δ+ λ1nwn

wn + bΔ
,

dwn−1

dΔ
=
κwn−1wn/Δ+ λ1wn−1

wn + bΔ
,

dρ

dΔ
= −(b+ λ1n)ρ

wn + bΔ
.

(4.3.41)

После введения однородных переменных

wn = u2Δ, wn−1 = u1Δ, (4.3.42)

похожих на соответствующие переменные в замене (4.3.13), система (4.3.41) перепишется в виде
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ
du2
dΔ

+ u2 =
λ0n − κu21 + λ1nu2

u2 + b
,

Δ
du1
dΔ

+ u1 =
κu1u2 + λ1u1

u2 + b
,

Δ
dρ

dΔ
= −(b+ λ1n)ρ

u2 + b

или

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ
du2
dΔ

=
λ0n − κu21 − u22 − (b− λ1n)u2

u2 + b
,

Δ
du1
dΔ

=
(κ− 1)u1u2 − (b− λ1)u1

u2 + b
,

Δ
dρ

dΔ
= −(b+ λ1n)ρ

u2 + b
.

(4.3.43)

Из первых двух уравнений системы (4.3.43) получается первый интеграл (4.3.18). Из квадратуры

−dΔ
Δ

=
(u2 + b)du2
U2(C1, u2)

, (4.3.44)

где

U2(C1, u2) = 2U1(u2)− C1

2

{
C1 ±

√
C2
1 − 4U1(u2)

}
,

U1(u2) = u22 + (b− λ1)u2 − λ0n, C1 	= 0,

получается первый интеграл (4.3.28) (здесь учитывается, что κ = −1 и λ1 = λ1n). Наконец, из
квадратуры

dρ

(b+ λ1)ρ
=

du2
U2(C1, u2)

(4.3.45)

получается первый интеграл, содержащий неизвестную функцию ρ.
Вычислим квадратуру (4.3.45). Справедливо инвариантное соотношение

ρ · exp
{
−(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
= Cρ = const, (4.3.46)

которое является третьим, недостающим, первым интегралом системы уравнений характери-
стик (4.3.39).
Таким образом, общее решение линейного уравнения (4.3.37) в частных производных примет

следующий вид:

ρ = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
· F [Θ1,Θ2] , (4.3.47)
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где F [Θ1,Θ2]—произвольная гладкая функция двух аргументов, при этом Θ1, Θ2—два первых
интеграла (4.3.18), (4.3.28) соответственно.
В частности, за два функционально независимых решения линейного уравнения (4.3.37) в част-

ных производных можно взять следующие функции:

ρ1(wn, wn−1;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ1(wn, wn−1;α), (4.3.48)

ρ2(wn, wn−1;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ2(wn, wn−1;α), (4.3.49)

где u2 = wn/Δ(α), u1 = wn−1/Δ(α).
II. Рассмотрим далее системы (4.3.8). После замен независимых переменных

d

dt
= ±wn−1f(α)

d

dτ
,

d

dt
= ± wn−1√

1 + w2
1

f(α)g(β1)
d

dτ
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

d

dt
= ± wn−1√

(1 + w2
1) . . . (1 + w2

n−3)
f(α)g(β1) . . . r(βn−3)

d

dτ

(4.3.50)

при s = n− 2, . . . , 1 соответственно системы (4.3.8) примут следующий вид:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ẇs = Xws(ws;βs) =
√

1 + w2
s

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = Xβs(ws;βs) =
ws√
1 + w2

s

, s = 1, . . . , n− 2, j = r, . . . , h, g;

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
(4.3.51)

при этом в системах (4.3.51) точкой обозначена также производная по новым независимым пере-
менным τ .
Для систем (4.3.51) будем искать интегральные инварианты с плотностями ρ(ws;βs), соответ-

ствующие дифференциальным формам площади ρ(ws;βs)dws∧dβs, s = 1, . . . , n−2, из следующих
линейных дифференциальных уравнений:

div
[
ρ(ws;βs)X(ws;βs)

]
= 0, (4.3.52)

где
X(ws;βs) =

{
Xws(ws;βs), Xβs(ws;βs)

}
(4.3.53)

— векторные поля рассматриваемых систем (4.3.51) в координатах (ws;βs). Уравнения (4.3.52)
перепишутся в виде

Xws(ws;βs)ρws +Xβs(ws;βs)ρβs = −ρdivX(ws;βs), (4.3.54)

при этом

divX(ws;βs) =
ws√
1 + w2

s

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
. (4.3.55)

Тогда системы уравнений характеристик линейных дифференциальных уравнений (4.3.54) в част-
ных производных примут следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇs = Xws(ws;βs),

β̇s = Xβs(ws;βs),

ρ̇ = −ρ ws√
1 + w2

s

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
.

(4.3.56)

У систем, состоящих из первых двух уравнений систем (4.3.56), уже найдены первые интегралы
(4.3.29). Найдем второй независимый первый интеграл для каждой из систем (4.3.56) уравнений
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характеристик. Сопоставим двум последним уравнениям систем (4.3.56) следующие неавтоном-
ные уравнения:

dρ

dβs
= −ρ

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
, s = 1, . . . , n − 2. (4.3.57)

Последние уравнения дают следующие инвариантные соотношения:

Θρs+2(βs; ρ) = ρ ·Ψs(βs) = Cρs+2 = const, (4.3.58)

которые являются вторыми, недостающими, первыми интегралами систем уравнений характери-
стик (4.3.56); функции Ψs(βs), s = 1, . . . , n− 2, определены в (4.1.21).
Таким образом, общие решения линейных уравнений (4.3.54) в частных производных примут

следующий вид:

ρ =
G [Θs+2]

Ψs(βs)
, (4.3.59)

где G [Θs+2]—произвольные гладкие функции одного аргумента, при этом Θs+2—первые инте-
гралы (4.3.29), s = 1, . . . , n− 2.
В частности, если выбрать

G [Θs+2] =
1

Θs+2
=

Ψs(βs)√
1 + w2

s

, (4.3.60)

то в качестве решений линейных уравнений (4.3.54) в частных производных можно взять

ρ2+s(ws;βs) =
1

√
1 + w2

s

, s = 1, . . . , n− 2. (4.3.61)

III. Итак, инвариантные дифференциальные формы с функциями ρp(wn, wn−1;α), p = 1, 2, а
также ρ2+s(ws;βs), s = 1, . . . , n − 2, были получены выше через исследования отдельных систем
(4.3.7), (4.3.8), которые сами составляют общую рассматриваемую составную систему (4.3.7)–
(4.3.9). Возникает естественный вопрос: как связано нахождение инвариантных форм для от-
дельных систем с нахождением инвариантных форм для общей составной системы? Ответ на
этот вопрос позволит, в частности, ответить и на вопрос о нахождении инвариантной формы,
«привязывающей» уравнение (4.3.9).
Составная рассматриваемая система (4.3.7)–(4.3.9) при выполнении свойств (4.3.10), (4.3.11)

имеет следующий вид:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = wnfn(α) + bδ(α),

ẇn = λ0nΔ(α)Δ̃(α)fn(α) − κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
n−1 + λ1nwnfn(α)Δ̃(α),

ẇn−1 = κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
wn−1wn + λ1wn−1fn(α)Δ̃(α),

(4.3.62)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ẇs = Zn−s(w1, . . . , wn−1)
1 + w2

s

ws
f(α)g(β1) ˜. . .

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1) ˜. . ., s = 1, . . . , n− 2,

(4.3.63)

β̇n−1 = Z1(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2). (4.3.64)

После замен независимой и фазовых переменных

d

dt
= fn(α)

d

dτ
,

w∗
n−1 = ln |wn−1|, w∗

s = ln
∣
∣∣ws +

√
1 + w2

s

∣
∣∣ , s = 1, . . . , n − 2,

(4.3.65)
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составная система (4.3.62)–(4.3.64) примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(wn, w
∗
n−1;α) = wn + bΔ(α),

ẇn = Xwn(wn, w
∗
n−1;α) = λ0nΔ(α)Δ̃(α)− κ

Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
n−1 + λ1nwnΔ̃(α),

ẇ∗
n−1 = Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
wn + λ1Δ̃(α),

(4.3.66)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
s = Xw∗

s
(w∗

n−1, w
∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs) =

= Ps(w
∗
n−1, w

∗
s−1, . . . , w

∗
1)
f(α)

fn(α)
g(β1).̃ . .

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = Xβs(w
∗
n−1, w

∗
s , . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βs−1) =

= Qs(w
∗
n−1, w

∗
s , . . . , w

∗
1)
f(α)

fn(α)
g(β1).̃ . ., s = 1, . . . , n− 2,

(4.3.67)

β̇n−1 = Xβn−1(w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, . . . , βn−2) = Rs(w

∗
n−1, . . . , w

∗
1)
f(α)

fn(α)
g(β1) . . . i(βn−2); (4.3.68)

при этом в составной системе (4.3.66)–(4.3.68) точкой обозначена также производная по новой
независимой переменной τ .
В принципе, замена (4.3.65) носит технический характер, и при этом можно использовать как

группу переменных w∗
n−1, . . ., w∗

1, так и группу переменных wn−1, . . . , w1.
Для составной системы (4.3.66)–(4.3.68) будем искать интегральные инварианты с плотно-

стью ρ(wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1), соответствующие дифференциальным формам объема

ρ(wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)dwn ∧ dw∗

n−1 ∧ . . . ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1, из следующего

линейного дифференциального уравнения:

div
[
ρ
(
wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1

)
X
(
wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1

)]
= 0, (4.3.69)

где

X(wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1) =

=
{
Xα(wn, w

∗
n−1;α), Xwn(wn, w

∗
n−1;α), Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α), . . . ,

Xw∗
2
(w∗

3, w
∗
1 ;α, β1, β2), . . . , Xβn−1(w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2)

}
(4.3.70)

— векторное поле рассматриваемой составной системы (4.3.66)–(4.3.68) в координатах (wn, w∗
n−1,

. . ., w∗
1; α, β1, . . . , βn−1). Уравнение (4.3.69) перепишется в виде

Xα(wn, w
∗
n−1;α)ρα +Xwn(wn, w

∗
n−1;α)ρwn+

+Xw∗
n−1

(wn, w
∗
n−1;α)ρw∗

n−1
+ . . .+Xβn−1(w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2)ρβn−1 =

= −ρdivX(wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1); (4.3.71)

при этом
divX(wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1) = (b+ λ1n)Δ̃(α), (4.3.72)

как и в случае (4.3.38) для «отдельной» системы (4.3.34)! Тогда система уравнений характеристик
линейного дифференциального уравнения (4.3.71) в частных производных примет следующий
вид:

α̇ = Xα(wn, w
∗
n−1;α), (4.3.73a)

ẇn = Xwn(wn, w
∗
n−1;α), (4.3.73b)

ẇ∗
n−1 = Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α), (4.3.73c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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β̇n−1 = Xβn−1(w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−2), (4.3.73d)

ρ̇ = −ρ(b+ λ1n)Δ̃(α); (4.3.73e)

она включает в себя систему уравнений характеристик (4.3.39) для уравнения в частных произ-
водных (4.3.37).
У системы, состоящей из первых 2n уравнений системы (4.3.73), уже найдены n+ 1 первых

интегралов (4.3.18), (4.3.28), (4.3.29) и (4.3.31) (полный набор). Более того, найден и дополни-
тельный первый интеграл (4.3.46), «привязывающий» уравнение (последнее уравнение системы
(4.3.73)) на функцию ρ.
Таким образом, общее решение линейного уравнения (4.3.71) в частных производных примет

следующий вид:

ρ = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
· H [Θ1, . . . ,Θn+1] , (4.3.74)

где H [Θ1, . . . ,Θn+1]—произвольная гладкая функция n+ 1 аргументов, при этом Θ1, . . . ,Θn+1—
n+ 1 первых интегралов (4.3.18), (4.3.28), (4.3.29), (4.3.31) соответственно. В частности, в каче-
стве n+ 1 функционально независимых решений линейного уравнения (4.3.71) в частных произ-
водных можно взять следующие функции:

ρ1(wn, wn−1;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ1(wn, wn−1;α), (4.3.75)

ρ2(wn, wn−1;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ2(wn, wn−1;α), (4.3.76)

ρ3(wn, . . . , w1;α, β1) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ3(w1;β1), (4.3.77)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρn(wn, . . . , w1;α, βn−2) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θn(wn−2;βn−2), (4.3.78)

ρn+1(wn, wn−1;α, βn−2, βn−1) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θn+1(βn−2, βn−1); (4.3.79)

здесь

u2 =
wn

Δ(α)
, u1 =

wn−1

Δ(α)
,

Видно, что в разделе III данного доказательства рассмотрен наиболее общий случай поиска
инвариантных форм для составной системы (4.3.66)–(4.3.68). Также ясно, что найденные диффе-
ренциальные формы ρ1(wn, wn−1;α)dwn ∧ dwn−1∧ dα и ρ2(wn, wn−1;α)dwn ∧ dwn−1 ∧ dα будут ин-
вариантными формами не только для системы (4.3.7), но и для составной системы (4.3.7)–(4.3.9).
При этом для интегрирования составной системы (4.3.7)–(4.3.9) можно использовать как более
громоздкие формы с функциями (4.3.77), (4.3.78), так и формы с функциями (4.3.61), имеющие
более простой наглядный вид, поскольку составная система (4.3.7)–(4.3.9) распалась известным
образом. Теорема 4.3 доказана. �
Итак, для полной интегрируемости системы (4.3.7)–(4.3.9) можно использовать или n+ 1 пер-

вых интегралов, или n+ 1 независимых дифференциальных форм, или какие-либо комбинации
(только независимых элементов) из интегралов и форм общим количеством n+ 1.
О строении первых интегралов для рассматриваемых систем с диссипацией см. [61,62]. Заметим

лишь, что для систем с диссипацией трансцендентность функций (т.е. наличие у них существенно
особых точек) как тензорных инвариантов наследуется из нахождения в системе притягивающих
или отталкивающих предельных множеств.
В заключение укажем на многочисленные приложения, касающиеся интегрирования систем с

диссипацией, на касательном расслоении к n-мерной сфере, а также более общих систем на рас-
слоении n-мерных поверхностей вращения и пространства Лобачевского (см. [3, 7]). При этом из
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всего колоссального множества работ по геометрическим и топологическим аспектам, связанным
с рассматриваемым интегрированием систем, выделим работы [21,22].
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