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Аннотация. Получено достаточное условие экспоненциальной устойчивости одного дифферен-
циального уравнения нейтрального типа.
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SUFFICIENT CRITERION FOR THE EXPONENTIAL STABILITY

OF A DIFFERENTIAL EQUATION OF NEUTRAL TYPE

c© 2023 A. S. BALANDIN

Abstract. A sufficient condition for the exponential stability of one differential equation of neutral
type is obtained.

Keywords and phrases: neutral-type equation, functional differential equation, aftereffect, stability.

AMS Subject Classification: 34K60

1. Постановка задачи. Пусть N, R, C—множества натуральных, вещественных и комплекс-
ных чисел, соответственно, N0 = N ∪ {0}, R+ = [0,+∞), Lp(E), 1 � p < ∞, — пространство
суммируемых со степенью p функций, заданных на множестве E, с нормой

‖x‖p =

⎛
⎝
∫

E

|x(t)|p dt
⎞
⎠

1/p

,

L∞(E)—пространство ограниченных на E функций с нормой

‖x‖∞ = vrai sup
t∈E

|x(t)|,

Lp = Lp(R+), 1 � p � ∞, I — тождественный оператор.
Рассмотрим дифференциально-разностное уравнение нейтрального типа

⎛
⎝I −

J∑
j=1

ajS
j
h

⎞
⎠ ẋ(t) +

(
M∑

m=0

bmSrm

)
x(t) = f(t), t ∈ R+, (1)

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (проект
№ FSNM-2023-0005).
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4 А. С. БАЛАНДИН

в следующих предположениях и обозначениях: J ∈ N, M ∈ N0, aj, h, bm, rm ∈ R+,

(Shy)(t) =

{
y(t− h), t− h � 0,

0, t− h < 0,

функция f : R+ → R предполагается суммируемой на каждом конечном отрезке [0, l].
Решением уравнения (1) назовём абсолютно непрерывную на каждом конечном отрезке функ-

цию x : R+ → R, удовлетворяющую (1) почти всюду на R+.
В силу [1, с. 84, теорема 1.1] и [4] уравнение (1) с заданными начальными условиями однозначно

разрешимо и его решение представимо формулой Коши:

x(t) = X(t)x(0) +

t∫

0

Y (t− s)f(s) ds,

где X : R+ → R называется фундаментальным решением, а Y : R+ → R—функцией Коши урав-
нения (1).
В [4] установлена связь между фундаментальным решением и функцией Коши уравнения (1).

Теорема 1 (см. [4]). Фундаментальное решение и функция Коши уравнения (1) связаны со-
отношением

X(t) = (I − S)Y (t). (2)

Уравнение (1) назовём экспоненциально устойчивым, если для функции Y справедливо нера-
венство

|Y (t)| �M1e
−γ1t, M1, γ1 > 0. (3)

Очевидно, что в силу равенства (2) из оценки (3) вытекает оценка

|X(t)| �M2e
−γ2t, M2, γ2 > 0, (4)

а на основе формулы Коши можно устанавливать точные оценки решения уравнения (1) при лю-
бых начальных условиях и внешних возмущениях. В [11] исследовалась устойчивость решений
уравнения нейтрального типа относительно начальных функций из пространств Лебега интегри-
руемых функций, Lp, 1 � p � ∞, были получены критерии устойчивости в терминах свойств
функции Коши исследуемого уравнения, выделялись ситуации, когда асимптотическая устойчи-
вость эквивалентна существованию экспоненциальной оценки для функции Коши.
В данной работе мы получим легко проверяемый достаточный признак устойчивости уравне-

ния (1), обобщающий признак М. Ю. Вагиной и М. М. Кипниса (см. [7]).

2. Вспомогательные результаты. Обозначим через g(p) характеристическую функцию
уравнения (1):

g(p) = p

⎛
⎝1−

J∑
j=1

aje
−pjh

⎞
⎠+

M∑
m=0

bme
−prm , p ∈ C.

Теорема 2 (см. [5]). Функция Коши уравнения (1) имеет оценку (3) тогда и только тогда,
когда оператор I − S имеет обратный в пространстве Lp, 1 � p � ∞, и все нули функции g
лежат слева от мнимой оси.

Задача об обратимости оператора I − S связана с расположением нулей полинома

1− PS(z) = 1−
J∑

j=1

ajz
j , z ∈ C,

относительно единичного круга.
Из результатов работы [3] вытекает следующее утверждение.

Теорема 3. Следующие утверждения эквивалентны.

1. Оператор I −
J∑

j=1
ajS

j
h имеет в пространстве Lp ограниченный обратный.
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2. Оператор λI − Sh, где λ—любой корень многочлена 1 − PS(z), имеет в пространстве Lp

ограниченный обратный.
3. Все нули многочлена 1− PS(z) расположены вне единичного круга {z ∈ C : |z| � 1}.
В уравнении (1) запаздывания при производной соизмеримы, следовательно, для проверки об-

ратимости оператора I−S можно применить любое из утверждений 2–4 теоремы 3. Предположим,
что оператор (I − S)−1 не только существует, но и допускает конструктивное описание. Если по-
действовать им на обе части уравнения (1), то мы преобразуем его в уравнение запаздывающего
типа, но содержащее бесконечное множество запаздываний. Следовательно, чтобы реализовать
изложенную выше схему, необходимо располагать признаком устойчивости для уравнения с бес-
конечным числом запаздываний.
Рассмотрим вспомогательное уравнение

ẋ(t) +

( ∞∑
m=0

cmSrm

)
x(t) = 0, t ∈ R+, (5)

где 0 � rm � ρ0 + ρ1m, 0 � cm � β0e
−β1m, ρ0, ρ1, β0, β1 > 0. Разрешимость уравнения (5) также

понимается в классе локально абсолютно непрерывных функций. Найдём достаточные условия
экспоненциальной устойчивости уравнения (5).
Обоснуем возможность применения преобразования Лапласа к уравнению (5) и докажем вспо-

могательные леммы 1, 2 о свойствах полученных лаплас-образов. Известно (см. [2]), что фунда-
ментальное решение уравнения (5) имеет оценку

|X(t)| � N1e
α1t, N1, α1 > 0.

Тогда на любом конечном отрезке [0, l] ряд
∞∑

m=0
cmX(t − rm) равномерно сходится к его сумме

S(t), сумма S(t) является непрерывной функцией на каждом конечном отрезке [0, l], а, значит, и
на всей оси. Очевидно, что S(t) = 0 при t < 0 и

|S(t)| � N2e
α2t, t � 0, N2, α2 > 0.

Следовательно, к сумме ряда S(t) применимо преобразование Лапласа. Кроме того, в силу [9,

с. 473], в области {p ∈ C : Re p � Re p0} в изображении ряда
∞∑

m=0
cmX(t − rm) знаки интеграла и

суммы можно переставлять местами.
Введем обозначения

ϕ(p) = p+

∞∑
m=0

cme
−prm , dε = {p ∈ C : − ε � Re p < 0}, Dε = {p ∈ C : − ε � Re p}.

При доказательстве лемм 1, 2 и теоремы 4 используется схема доказательства из работ [6, 7],
модифицированная для случая бесконечного множества запаздываний.

Лемма 1. Пусть коэффициенты уравнения (5) удовлетворяют соотношению
∞∑

m=0

cmrm <
π

2
. (6)

Тогда существует такое ε, что в области Dε функция ϕ аналитична и не имеет нулей.

Доказательство. Разделим область Dε на две подобласти: полосу dε и правую полуплоскость
{p ∈ C : Re p � 0}. Покажем аналитичность и отсутствие нулей функции ϕ в обеих областях.
Рассмотрим правую комплексную полуплоскость {p ∈ C : Re p � 0}. Аналитичность функции

ϕ в этой области вытекает из сходимости ряда
∞∑

m=0
cm. Покажем, что функция ϕ не обращается в

нуль. Для этого используем доказательство теоремы 3.2.1 из [6] и перенесём его на случай, когда
функция ϕ является заданным функциональным рядом.
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Пусть p движется по контуру KR комплексной плоскости, содержащему отрезок IR: p = −iω,
−R � ω � R, и полуокружность CR: p = Reiω, −π/2 � ω � π/2. Согласно принципу аргу-
мента для доказательства леммы достаточно показать, что ΔArgϕ(p) → 0 при движении p по
KR при R → ∞. Это будет означать отсутствие корней ϕ в правой полуплоскости. Очевидно,
ΔArgϕ(p) → π при движении p по CR, если R → ∞. Рассмотрим движение по отрезку p = −iω,
0 � ω � R. Введем обозначения

u(ω) = Reϕ(−iω) =
∞∑

m=0

cm cos(ωrm), v(ω) = Imϕ(−iω) = −ω +

∞∑
m=0

cm sin(ωrm).

Покажем, что из условий u(ω) = 0, ω > 0 следует v(ω) < 0, ибо тогда ΔArgϕ(p) → −π/2 при
движении p по отрезку p = −iω, 0 � ω � R, R→ ∞ и вследствие симметрии ΔArgϕ(p) → −π на
IR, а поэтому ΔArgϕ(p) → 0 на KR.
Очевидно, что при t � 0 выполняется неравенство t + cos t − (π/2) sin t � 0. Пусть u(ω) = 0.

Подставляя в неравенство t = ωrm, умножая обе части неравенства на bm и суммируя по m от 0
до ∞, имеем

∞∑
m=0

cmrmω +

∞∑
m=0

cm cos(ωrm)− π

2

∞∑
m=0

cm sin(ωrm) � 0.

Так как выполняется (6) и u(ω) = 0, то

ω −
∞∑

m=0

bm sin(ωrm) > 0,

вследствие чего v(ω) < 0 и функция ϕ не имеет нулей в правой полуплоскости.
Теперь зафиксируем любое ε0 ∈ (0, β1/ρ1) и рассмотрим область dε0 на комплексной плоскости.

В этой области имеет место оценка
∣∣cme−prm

∣∣ � β0e
−β1meε0(ρ0+ρ1m) = β0e

ε0ρ0e−(β1−ε0ρ1)m.

Ряд
∞∑

m=0

β0e
ε0ρ0e−(β1−ε0ρ1)m

сходится. Значит, ряд
∞∑

m=0

cme
−prm

сходится равномерно относительно p, следовательно, функция ϕ аналитична. Заметим, что ϕ
имеет конечное число нулей в области dε0 , так как |ϕ(p)| → ∞ при |p| → ∞. Осталось выбрать
ε ∈ (0, ε0) так, чтобы в области dε у функции ϕ нулей не было, следовательно, функция ϕ
аналитична в области Dε и не имеет нулей. �

Лемма 2. Пусть в области Dε, ε > 0, функция ϕ(p)−p аналитична и ограничена, а функция
ϕ(p) не имеет нулей. Тогда имеет место оценка

∣∣∣∣∣∣

−ε+i∞∫

−ε−i∞

ept

ϕ(p)
dp

∣∣∣∣∣∣
� Ne−εt. (7)

Доказательство. Заметим, что для любого b < 0 сходится и равен нулю следующий интеграл:

b+i∞∫

b−i∞

ept

p
dp = 0
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(см. [8, с. 464–465]). Отсутствие нулей у функции ϕ(p) гарантирует конечное значение интегра-
ла (7) вдоль любого конечного отрезка интегрирования. Оценим интеграл вдоль всей прямой
интегрирования:
∣∣∣∣∣∣

−ε+i∞∫

−ε−i∞

ept

ϕ(p)
dp−

−ε+i∞∫

−ε−i∞

ept

p
dp

∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣

−ε+i∞∫

−ε−i∞

g(p)

(ϕ(p))p
ept dp

∣∣∣∣∣∣
�

� e−εt

−ε+i∞∫

−ε−i∞

|ϕ(p)− p| d(Im p)

|ϕ(p)||p| =

⎛
⎝

+∞∫

−∞

∣∣O ((Im p)−2
)∣∣ d(Im p)

⎞
⎠ e−εt = Ne−εt. �

Следующее утверждение обобщает известный результат М. Ю. Вагиной и М. М. Кипниса
(см. [7]); для доказательства используется схема (модифицированная для бесконечного множества
запаздываний) из [6, 7].

Теорема 4. Пусть коэффициенты уравнения (5) удовлетворяют соотношению (6). Тогда
фундаментальное решение уравнения (5) имеет оценку (4).

Доказательство. По лемме 1 существует такое ε > 0, что в области Dε функция ϕ аналитич-
на и не имеет нулей, причём функция ϕ(p) − p аналитична и ограничена, то есть выполняются
условия леммы 2. По лемме 2 имеет место оценка интеграла (7), который с точностью до по-
стоянного коэффициента является формулой обращения изображения X0(p) = (ϕ(p))−1 решения
уравнения (5). Получим следующую оценку фундаментального решения X уравнения (5):

|X(t)| = 1

2π

∣∣∣∣∣∣

−ε+i∞∫

−ε−i∞

ept

ϕ(p)
dp

∣∣∣∣∣∣
� Ne−εt. �

3. Основной результат. Введем обозначение

F (z) = (1− PS(z))
−1 =

⎛
⎝1−

J∑
j=1

ajz
j

⎞
⎠

−1

.

Теорема 5. Пусть выполнено любое из утверждений теоремы 3 и

Ḟ (1)h

(
M∑

m=0

bm

)
+ F (1)

(
M∑

m=0

bmrm

)
<
π

2
. (8)

Тогда уравнение (1) экспоненциально устойчиво.

Доказательство. Выберем R так, чтобы 1 < R < |λ|, где λ—минимальный по модулю корень
многочлена 1−PS(z), по теореме 3 имеем |λ| > 1. Следовательно, функция F аналитична в круге
|z| � R и представима в виде ряда Тейлора

F (z) =

⎛
⎝1−

J∑
j=1

ajz
j

⎞
⎠

−1

=

∞∑
k=0

⎛
⎝

J∑
j=1

ajz
j

⎞
⎠

k

=

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
zk, (9)

и для коэффициентов ряда выполнены неравенства Коши (см. [8, с. 58–59])∣∣∣∣∣
F (k)(0)

k!

∣∣∣∣∣ �MR−k. (10)

Построим обратный оператор для I − S:
⎛
⎝I −

J∑
j=1

ajS
j
h

⎞
⎠

−1

=

∞∑
k=0

⎛
⎝

J∑
j=1

ajS
j
h

⎞
⎠

k

=

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
Sk
h. (11)



8 А. С. БАЛАНДИН

Подействуем на обе части уравнения (1) оператором (11) и перепишем уравнение (1) в виде (5):

ẋ(t) +
∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
Skh

(
M∑

m=0

bmSrm

)
x(t) = 0, t ∈ R+.

Далее, меняя порядок суммирования, имеем

ẋ(t) +
M∑

m=0

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
bmSkh+rmx(t) = 0, t ∈ R+.

Применяя теорему 4, получим достаточное условие экспоненциальной оценки (4) фундаменталь-
ного решения уравнения (1):

M∑
m=0

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
bm(kh+ rm) <

π

2
.

Для того чтобы привести это неравенство к виду (8), осталось поменять порядок суммирования
и использовать соотношение (9):

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
kh

M∑
m=0

bm +

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!

M∑
m=0

bmrm <
π

2
.

Для завершения доказательства достаточно ссылки на теорему 2. �
Заметим, что в случае равенства нулю всех коэффициентов aj и M = 1 неравенство (8)

становится необходимым и достаточным условием экспоненциальной устойчивости уравнения
ẋ(t) + bx(t− r) = f(t). Таким образом, константа π/2 в (8) не может быть увеличена.

Следствие 1. Если точка (a1, a2) принадлежит внутренности треугольника с вершинами
(−2,−1), (2,−1), (0, 1) и

(a1 + 2a2)h

(1− a1 − a2)2

(
M∑

m=0

bm

)
+

1

1− a1 − a2

(
M∑

m=0

bmrm

)
<
π

2
,

то уравнение ⎛
⎝I −

2∑
j=1

ajS
j
h

⎞
⎠ ẋ(t) +

(
M∑

m=0

bmSrm

)
x(t) = f(t), t ∈ R+,

экспоненциально устойчиво.

Следствие 2. Если n ∈ N, |an| < 1 и

nanh

(1− an)2

(
M∑

m=0

bm

)
+

1

1− an

(
M∑

m=0

bmrm

)
<
π

2
,

то уравнение

(I − anS
n
h ) ẋ(t) +

(
M∑

m=0

bmSrm

)
x(t) = f(t), t ∈ R+,

экспоненциально устойчиво.

Следствие 3. Если n,m ∈ N, |an| < 1 и

bmh

1− an

(
nan

1− an
+m

)
<
π

2
,

то уравнение
(I − anS

n
h ) ẋ(t) + bm (Sm

h x) (t) = f(t), t ∈ R+,

экспоненциально устойчиво.
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Аннотация. Для абстрактного уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу, содержащего степени
неограниченного оператора, получены достаточные условия однозначной разрешимости задачи
Дирихле на полуоси.

Ключевые слова: абстрактное уравнение Эйлера—Пуассона—Дарбу, степени неограниченного
оператора, задача Дирихле, однозначная разрешимость.

DIRICHLET PROBLEM ON THE SEMIAXIS

FOR THE ABSTRACT EULER–POISSON–DARBOUX EQUATION

CONTAINING POWERS OF THE GROUP GENERATOR
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Abstract. For the abstract Euler–Poisson–Darboux equation containing powers of an unbounded
operator, sufficient conditions for the unique solvability of the Dirichlet problem on the semiaxis are
obtained.

Keywords and phrases: abstract Euler–Poisson–Darboux equation, degrees of an unbounded
operator, Dirichlet problem, unique solvability.
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1. Введение. В банаховом пространстве E на полуоси t � 0 при k < 1 рассматривается задача
Дирихле для уравнения Эйлера—Пуассона—Дарбу

u′′(t) +
k

t
u′(t) = −P (A)u(t), t > 0, (1)

u(0) = u0, sup
t�0

‖u(t)‖ �M, (2)

где

P (A)u(t) = (−1)m+1B2mA
2mu(t) +

2m−1∑
n=0

BnA
nu(t),

Bn, n = 0, 1, . . . , 2m—ограниченные операторы, действующие в E, A— генератор C0-группы T (s),
s ∈ R, D(A) ⊂ E. Будем предполагать, что ограниченные операторные коэффициенты Bn и
генератор группы A удовлетворяют следующему условию.

Условие 1. Область определения D(A) инвариантна относительно ограниченных операторов
Bn, n = 0, 1, . . . , 2m, ABnx = BnAx, x ∈ D(A), и спектр σ(B2m) оператора B2m расположен
правее вертикальной прямой Reλ = δ > 0 (условие параболичности).

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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Рассматриваемый случай назовем эллиптическим. Решением задачи Дирихле (1), (2) будем
называть абстрактную функцию u(t) со значением в D(A2m), дважды непрерывно дифференци-
руемую при t > 0, непрерывную при t � 0 и удовлетворяющую уравнению (1) и условию (2).
Абстрактные параболические уравнения с оператором P (A) исследовались ранее в [7], а в ги-

перболическом случае начальная задача для уравнения Эйлера—Пуассона—Дарбу, содержащего
степени неограниченного оператора A, изучались в [2, 4]. В настоящей работе будет рассмотре-
на задача (1), (2) в эллиптическом случае, при этом мы будем использовать построенное в [7]
фундаментальное решение G(t, s) уравнения

∂v(t, s)

∂t
= (−1)m+1B2m

∂2mv(t, s)

∂s2m
+

2m−1∑
n=0

(−1)nBn
∂nv(t, s)

∂sn
, t > 0, s ∈ R, (3)

которое имеет вид

G(t, s) =
1

2π

+∞∫

−∞
eisσQ(t, σ) dσ, (4)

где

Q(t, σ) = exp

(
−tσ2mB2m + t

2m−1∑
n=0

(−iσ)nBn

)
.

Наряду с уравнением (3) в области t > 0, s ∈ R рассмотрим задачу

∂2w(t, s)

∂t2
+
k

t

∂w(t, s)

∂t
= (−1)mB2m

∂2mw(t, s)

∂s2m
−

2m−1∑
n=0

(−1)nBn
∂nw(t, s)

∂sn
, w(0, s) = δ(s). (5)

Применяя к задаче (5) преобразование Фурье по переменной s ∈ R и учитывая формулу связи
решения задачи Дирихле для уравнения Эйлера—Пуассона—Дарбу с решением задачи Коши для
параболического уравнения (см. [3, теорема 3]), введем в рассмотрение следующую операторную
функцию, являющуюся решением задачи (5):

Zk(t, s) =
t1−k

2kπΓ(1/2 − k/2)

∞∫

−∞
eisσ

∞∫

0

τk/2−3/2 exp

(
− t2

4τ

)
eQ(τ,σ) dτ dσ =

∞∫

0

hk(t, τ)G(τ, s) dτ, (6)

где G(τ, s) определена равенством (4),

hk(t, τ) =
t1−kτk/2−3/2

21−kΓ(1/2 − k/2)
exp

(
− t2

4τ

)
, t � 0, τ > 0.

В дальнейшем для обоснования существования решения задачи Дирихле (1), (2) нам понадо-
бится следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть t � 0, b > 0, β > 0, γ > 1. Тогда для функции вида

f(t) =

∞∫

0

s−γ exp

(
− b
s
− t

sβ

)
ds

существуют такие постоянные M1,M2 > 0, что справедлива оценка

f(t) � M1

M2 + t(γ−1)/β
. (7)

Доказательство. При t > 0 после замены получим

f(t) = t(1−γ)/β

∞∫

0

ξ−γ exp

(
− b

ξt1/β
− 1

ξβ

)
dξ < M4t

(1−γ)/β ,

что вместе с очевидным неравенством f(t) � f(0) =M3 приводит к неравенству (7). �
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В зависимости от вида и свойств операторов A и P (A) дальнейшее исследование будет разбито
на два случая.

2. Задача Дирихле в случае k < 1. Рассмотрим задачу Дирихле в случае k < 1 при выпол-
нении условия

P (A)u(t) = (−1)m+1B2mA
2mu(t).

Для этого случая в [7] установлена следующая оценка для фундаментального решения G(t, s),
определяемого равенством (4):

∥∥∥∥
∂jG(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ �Mjt
−(j+1)/(2m) exp

(
−at1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)

)
, a > 0. (8)

Доказательство этой оценки проводится методами, развитыми в [9, гл. 1] для случая матричных
коэффициентов Bj . В случае равномерной ограниченности группы T (s) определена аналитиче-
ская полугруппа

U(t;P (A))x =

∞∫

−∞
G(t, s)T (s)x ds (9)

с генератором P (A), областью определения которого является D(A2m).
Используем лемму 1 для оценки производных операторной функции Zk(t, s) в рассматриваемом

в этом разделе случае.

Лемма 2. Для определяемой равенством (6) операторной функции Zk(t, s) и ее производных
до порядка j = 0, 1, . . . , 2m при t > 0 справедлива оценка

∥∥∥∥
∂jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mk,jt
1−k

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
, Mk,j > 0. (10)

Доказательство. Продифференцируем равенство (6) и воспользуемся оценкой (8). После замены
переменных будем иметь

∥∥∥∥
∂jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ �Mj

∞∫

0

hk(t, τ)τ
−(j+1)/(2m) exp

(
−aτ1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)

)
dτ =

=
Mjt

1−k

21−kΓ(1/2 − k/2)

∞∫

0

τk/2−3/2−(j+1)/(2m) exp

(
− t2

4τ
− aτ1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)

)
dτ =

=
Mjt

−(j+1)/m

21−kΓ(1/2− k/2)

∞∫

0

ξk/2−3/2−(j+1)/(2m) exp

(
− 1

4ξ
− a(|s|m/t)2/(2m−1)

ξ1/(2m−1)

)
dξ.

Оценив последний интеграл с помощью неравенства (7) из леммы 1 при

b =
1

4
, β =

1

2m− 1
, γ =

j + 1−m(k − 3)

2m
,

получим требуемое неравенство (10):
∥∥∥∥
∂jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mjt
−(j+1)/m

21−kΓ(1/2 − k/2)
· M1

M2 +
(
1/4 (|s|m/t)2/(2m−1)

)(j+1+m−mk)(2m−1)/(2m)
�

� Mk,jt
1−k

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
. �
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Предполагая равномерную ограниченность группы T (s), генератором которой является опера-
тор A, введем в рассмотрение операторную функцию

Wk(t)x =

∞∫

−∞
Zk(t, s)T (s)x ds, x ∈ E,

при этом сходимость интеграла и возможность его дифференцирования по переменной t обу-
словлены равенством (5) и оценкой (10). Операторная функция Wk(t) будет использована при
установлении однозначной разрешимости задачи Дирихле (1), (2).

Теорема 1. Пусть оператор A является генератором равномерно ограниченной группы T (s),
u0 ∈ D(A2m) и выполнено условие 1. Тогда задача Дирихле (1), (2) имеет единственное решение,
которое представимо в виде

u(t) =Wk(t)u0 =

∞∫

−∞
Zk(t, s)T (s)u0 ds, (11)

где Zk(t, s) определена равенством (6).

Доказательство. Поскольку функция Zk(t, s)u0 удовлетворяет задаче (5), то непосредственно
проверяется, что определяемая равенством (11) функция u(t) = Wk(t)u0 является решением за-
дачи Дирихле (1), (2). Действительно, начальное условие u(0) = u0 очевидно, а после интегри-
рования по частям внеинтегральные слагаемые обратятся в нуль, и мы получим

u′′(t) +
k

t
u′(t) =

∞∫

−∞

(
∂2Zk(t, s)

∂t2
+
k

t

∂Zk(t, s)

∂t

)
T (s)u0 ds =

=

∞∫

−∞

(
(−1)mB2m

∂2mZk(t, s)

∂s2m

)
T (s)u0 ds =

∞∫

−∞

(
(−1)mB2mZk(t, s)

d2mT (s)u0
ds2m

)
ds =

=

∞∫

−∞
(−1)mB2mZk(t, s)A

2mT (s)u0ds = −P (A)u(t).

Доказательство единственности решения задачи (1), (2) будем вести от противного. Пусть
u1(t) и u2(t)—два решения этой задачи. Рассмотрим функцию двух переменных w(t, y) =
f
(
Wk(y)(u1(t)− u2(t))

)
, где f ∈ E∗ (E∗ — сопряженное пространство), t, y � 0. Очевидно, она

удовлетворяет уравнению и условиям

∂2w(t, y)

∂t2
+
k

t

∂w(t, y)

∂t
=
∂2w(t, y)

∂y2
+
k

y

∂w(t, y)

∂y
, t, y > 0, (12)

w(0, y) = 0, sup
t,y�0

‖w(t, y)‖ < M. (13)

Интерпретируем функцию w(t, y) как обобщенную функцию и по переменной y применим
I-преобразование. Для обычных экспоненциально убывающих при y → +∞ функций I-
преобразование определяется равенством

ŵ(t, λ) =

∞∫

0

√
λy Ip(λy) w(t, y) dy,

где p = (k − 1)/2, Ip(·)—модифицированная функция Бесселя. Распространение этого преобра-
зования на обобщенные функции изложено в [10], [1, с. 63]; при этом пространством основных
функций также являются экспоненциально убывающие при y → +∞ функции, на которых и
обеспечивается корректное определение I-преобразования обобщенной функции w(t, y).
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Из условий (12), (13) для образа ŵ(t, λ) в пространстве регулярных обобщенных функций
получим следующую задачу:

∂2ŵ(t, λ)

∂t2
+
k

t

∂ŵ(t, λ)

∂t
= λ2 ŵ(t, λ), t > 0, (14)

ŵ(0, λ) = 0, sup
t�0,
λ∈R

‖ŵ(t, λ)‖ < M. (15)

Общее решение уравнения (14) имеет вид

ŵ(t, λ) = t(1−k)/2
(
d1(λ) I(k−1)/2(λt) + d2(λ) K(k−1)/2(λt)

)
,

где I(k−1)/2(·)—модифицированная функция Бесселя, K(k−1)/2(·)—функция Макдональда.
Из второго условия в (15) вытекает равенство d1(λ) = 0, а из первого условия в (15) — равенство

d2(λ) = 0. Поэтому ŵ(t, λ) = w(t, y) = 0 для любого y � 0. В силу произвольности функционала
f ∈ E∗ при y = 0 получим равенство u1(t) ≡ u2(t), и единственность решения задачи Дирихле (1),
(2) установлена. �

Пример 1. Пусть k < 1, P (A)u(t) = (−1)m+1A2mu(t). Тогда, учитывая формулу (4), получим

Q(t, σ) = e−tσ2m
, G(t, s) =

1

2π

+∞∫

−∞
eisσ−tσ2m

dσ =
1

2π

+∞∫

−∞
cos(sσ)e−tσ2m

dσ.

Последний интеграл только при m = 1 вычисляется в элементарных функциях и дает фундамен-
тальное решение уравнения теплопроводности

G(t, s)
∣∣∣
m=1

=
1

2
√
πt

exp

(
−s

2

4t

)
.

При m � 2 выражение для интеграла весьма громоздкое и содержит специальные функции.
Например,

G(t, s)
∣∣∣
m=2

=
Γ(5/4)

πt1/4
0F2

(
1

2
,
3

4
;
s4

256t

)
− Γ(3/4)s2

8πt3/4
0F2

(
5

4
,
3

2
;
s4

256t

)
,

где 0F2(·)— гипергеометрическая функция.
Подставляя фундаментальное решение в (6) и учитывая интеграл 2.3.3.1 из [8], находим

Zk(t, s)
∣∣∣
m=1

=
t1−k

22−k
√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫

0

τk/2−2 exp

(
− t

2 + s2

4τ

)
dτ =

=
t1−k

22−k
√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫

0

ξ−k/2 exp

(
− t

2 + s2

4
ξ

)
dξ =

Γ(1− k/2)t1−k

√
π Γ(1/2 − k/2)

(
t2 + s2

)k/2−1
.

Наконец, по формуле (11) запишем решение задачи Дирихле (1), (2) при m = 1 в виде

u(t) =Wk(t)u0 =

∞∫

−∞
Zk(t, s)T (s)u0 ds =

Γ(1− k/2)t1−k

√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫

−∞

T (s)u0 ds

(t2 + s2)1−k/2
.

В частности, если E = Lp(−∞,∞), p > 1, T (s)— группа сдвигов с генератором A = d/dx, то при
m = 1

u(t, x) =
Γ(1− k/2)t1−k

√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫

−∞

u0(x+ s) ds

(t2 + s2)1−k/2
=

Γ(1− k/2)t1−k

√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫

−∞

u0(ξ) dξ

(t2 + (ξ − x)2)1−k/2
.
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Пусть E = R, A = iA0, A0 ∈ R, T (s) = eiA0s; тогда

u(t) =Wk(t)u0 =
Γ(1− k/2)t1−k

√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫

−∞

eiA0su0 ds

(t2 + s2)1−k/2
=

2Γ(1− k/2)t1−k

√
π Γ(1/2 − k/2)

∞∫

0

cos (A0s)u0 ds

(t2 + s2)1−k/2
.

Если A0 > 0, то, вычисляя интеграл по формуле 2.5.6.4 из [8], получим

u(t) =
2k/2+1/2(A0t)

1/2−k/2

Γ(1/2 − k/2)
K1/2−k/2(A0t)u0,

где Kν(·)—функция Макдональда.
Из оценки (10), вообще говоря, не вытекает стремление решения u(t) = Wk(t)u0 к нулю при

t → ∞. Приведем достаточное условие, обеспечивающее это стремление.
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно при s ∈ R∥∥∥∥∥∥

s∫

0

T (τ)u0 dτ

∥∥∥∥∥∥
� Υ‖u0‖, Υ > 0. (16)

Тогда
lim
t→∞Wk(t)u0 = 0.

Доказательство. Интегрируя по частям, запишем решение задачи Дирихле в виде

u(t) =Wk(t)u0 =

∞∫

−∞
Zk(t, s)T (s)u0 ds = −

∞∫

−∞

∂Zk(t, s)

∂s

s∫

0

T (τ)u0 dτds.

Применяя оценку (10) уже для производной, а также неравенство (16), получим

∥∥Wk(t)u0
∥∥ � ΥMk,1‖u0‖t1−k

∞∫

−∞

ds

t1−k+2/m + |s|m(1−k)+2
=

ΥMk,1‖u0‖
t

∞∫

−∞

dξ

1 + |ξ|m(1−k)+2
,

откуда и вытекает утверждение теоремы. �
Отметим, что условие (16) выполнено, если, например, точка λ = 0 является регулярной точкой

оператора A, 0 ∈ ρ(A). Тогда
s∫

0

T (τ)u0 dτ =

s∫

0

AT (τ)A−1u0 dτ =

s∫

0

T ′(τ)A−1u0 dτ =
(
T (s)− I

)
A−1u0,

и тем самым условие (16) справедливо, поскольку группа T (t) равномерно ограничена.

Пример 2. Рассмотрим случай, когда E = H — гильбертово пространство и A = iA0, где A0—
самосопряженный оператор, действующий в H, 0 ∈ ρ(A0). Пусть Eλ — спектральная функция
оператора A0. По теореме Стоуна (см., например, [6, § 4, теорема 4.7]) оператор A0 является
генератором унитарной группы

T (t;A0)x =

∞∫

−∞
eiλt dEλx, x ∈ H,

которая удовлетворяет неравенству (16). Действительно,
t∫

0

T (s;A0)x ds =

∞∫

−∞

t∫

0

eiλs ds dEλx =

∞∫

−∞

eiλt − 1

iλ
dEλx = −i(T (t;A0)− I

)
A−1

0 x,

и неравенство (16), очевидно, выполнено.
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3. Задача Дирихле в случае k < 1. Рассмотрим задачу Дирихле при k < 1 и выполнении
условий

P (A)u(t) = (−1)m+1B2mA
2mu(t) +

2m−1∑
n=0

BnA
nu(t),

2m−1∑
n=0

BnA
n 
= 0.

Введем в рассмотрение оператор

B = −μ2mB2m +
2m−1∑
n=0

(−iμ)nBn, μ ∈ R.

Условие 2. Если
2m−1∑
n=0

BnA
n 
= 0,

то при любом μ ∈ R спектр σ(B) оператора B не лежит на мнимой оси.

В случае выполнения условия 2 в [7] установлена следующая оценка фундаментального реше-
ния G(t, s), определяемого равенством (4):∥∥∥∥

∂jG(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ �Mjt
−(j+1)/(2m) exp

(
−at1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − δ1t

)
, (17)

где Mj > 0, a > 0, 0 < δ1 < δ, постоянная δ взята из условия 1 (параболичности). Отметим, что
в отличие от оценки (8) оценка (17) содержит множитель exp(−δ1t).
Покажем, что условие 2 позволит ослабить требование равномерной ограниченности группы

T (s) при установлении разрешимости задачи Дирихле и допустить ее экспоненциальный рост.

Лемма 3. Если выполнены условия 2, то для операторной функции Zk(t, s), определяемой
равенством (6), и ее производных до порядка j = 0, 1, . . . , 2m существуют такие постоянные
Mk,j, Ω, Ω1 > 0, что при t > 0 справедлива оценка

∥∥∥∥
∂jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mk,jt
1−k

t1−k+(j+1)/m + |s|m(1−k)+j+1
e−Ω1t−Ω|s|. (18)

Доказательство. Так же, как и при доказательстве леммы 2, продифференцируем равенство (6)
и воспользуемся оценкой (17). Введя обозначения

a = a1 + a2, 0 < a1 < a, a2 = a− a1, 0 < b1 < 1, b2 = 1− b1,

δ1 = δ2 + δ3, 0 < δ2 < δ1, δ3 = δ1 − δ2,

получим
∥∥∥∥
∂jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ �Mj

∞∫

0

hk(t, τ)τ
−(j+1)/(2m) exp

(
−aτ1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − δ1τ

)
dτ =

=
Mjt

1−k

2k−1Γ(1/2 − k/2)

∞∫

0

τk/2−3/2−(j+1)/(2m)×

× exp

(
−(b1 + b2)t

2

4τ
− (a1 + a2)τ

1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − (δ2 + δ3)τ

)
dτ. (19)

Покажем далее, что при s ∈ R, t, τ > 0 справедливы неравенства

exp
(
−a2τ1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) − δ3τ

)
� e−Ω|s|, (20)

exp
(−b2τ−1t2 − δ2τ

)
� e−Ω1t, (21)

где

Ω = a
(2m−1)/(2m)
2 (δ3(2m− 1))1/(2m) + δ

1/(2m)
3 (a2/(2m− 1))(2m−1)/(2m) , Ω1 = 2

√
b2δ2. (22)
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Очевидно, неравенствоЁ(20) выполнено при s = 0. Пусть теперь s 
= 0; докажем, что

a2τ
1/(1−2m)|s|2m/(2m−1) + δ3τ � Ω|s| ⇐⇒ a2

( |s|
τ

)1/(2m−1)

+ δ3
τ

|s| � Ω.

Наименьшее значение функции ϕ(t) = a2t
1/(2m−1) + δ3/t при t > 0 равно Ω, что и доказывает

неравенство (20). Неравенство (21) получается из (20) заменой a2 на b2, m на 1, s на t, δ3 на δ2.
Учитывая неравенства (20), (21) из (19) выводим оценку
∥∥∥∥
∂jZk(t, s)

∂sj

∥∥∥∥ � Mjt
1−k

2k−1Γ(1/2 − k/2)
e−Ω1t−Ω|s|×

×
∞∫

0

τk/2−3/2−(j+1)/(2m) exp

(
−b1t

2

4τ
− a1τ

1/(1−2m)|s|2m/(2m−1)

)
dτ. (23)

Оценка интеграла в неравенстве (23) фактически была произведена ранее в лемме 2. Применяя
эту оценку, мы приходим к требуемому неравенству (18). �

Теорема 3. Пуcть выполнены условия 1 и 2, u0 ∈ D(A2m), оператор A является генератором
группы T (s), s ∈ R, удовлетворяющей оценке

‖T (s)‖ � Υeω|s|, Υ � 1, 0 � ω < Ω,

где постоянная Ω взята из (22). Тогда задача Дирихле (1), (2) имеет единственное решение,
стремящееся к нулю при t → ∞, которое представимо в виде

u(t) =Wk(t)u0 =

∞∫

−∞
Zk(t, s)T (s)u0 ds,

где Zk(t, s) определена равенством (6).

Доказательство. Сходимость определяющего функцию u(t) =Wk(t)u0 интеграла и возможность
его дифференцирования обусловлены оценкой (18). Проверим, что эта функция является реше-
нием задачи Дирихле (1), (2). Действительно, после интегрирования по частям внеинтегральные
слагаемые обратятся в нуль, и мы получим

u′′(t) +
k

t
u′(t) =

∞∫

−∞

(
∂2Zk(t, s)

∂t2
+
k

t

∂Zk(t, s)

∂t

)
T (s)u0 ds =

=

∞∫

−∞

(
(−1)mB2m

∂2mZk(t, s)

∂s2m
−

2m−1∑
n=0

(−1)nBn
∂nZk(t, s)

∂sn

)
T (s)u0 ds =

=

∞∫

−∞
Zk(t, s)

(
(−1)mB2m

∂2mT (s)u0
∂s2m

−
2m−1∑
n=0

Bn
∂nT (s)u0
∂sn

)
ds =

=

∞∫

−∞
Zk(t, s)

(
(−1)mB2mA

2mT (s)u0 −
2m−1∑
n=0

BnA
nT (s)u0

)
ds = −P (A)u(t).

Поскольку оценка (18) содержит множитель exp(−Ω1t), то, очевидно, решение u(t) стремится к
нулю при t → ∞. Остальные утверждения теоремы 3 уже фактически установлены в теореме 1.
�

Замечание 1. Если в теореме 3 условие 2 не выполнено, то, как и в теореме 1, группа T (s)
должна быть равномерно ограниченной. При этом указанное решение задачи Дирихле (1), (2),
вообще говоря, не обязано стремиться к нулю при t→ ∞. Для стремления решения к нулю, как
и в теореме 2, от группы T (s) следует потребовать выполнения неравенства (16).
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Пример 3. Пусть E = R, A = iA0, A0 ∈ R, T (s) = eiA0s, m = 1, P (A) = B2A
2 +B1A+B0, где

B2 > 0 (условие параболичности). Пусть также B0 < 0; при этом оператор B = −μ2B2−iμB1−B0

для μ ∈ R удовлетворяет условию 2 и, кроме того, B2
1/(4B2) − B0 > 0 (условие эллиптичности

многочлена P (A) = B2A
2 +B1A+B0). Тогда, учитывая результаты примера 1, получим

Q(t, σ) = exp
(−tB2σ

2 − itB1σ + tB0

)
, G(t, s) =

1

2
√
πtB2

exp

(
−(s− tB1)

2

4tB2
+ tB0

)
,

Zk(t, s) =
t1−k

22−kΓ(1/2 − k/2)
√
πB2

∞∫

0

τk/2−2 exp

(
− t2

4τ
− (s − τB1)

2

4τB2
+ τB0

)
dτ =

=
t1−k

22−kΓ(1/2 − k/2)
√
πB2

∞∫

0

τk/2−2 exp

(
− t

2B2 + s2

4τB2
+
sB1

2B2
− τB2

1

4B2
+ τB0

)
dτ =

=
t1−k(t2B2 + s2)k/4−1/2

21−kΓ(1/2 − k/2)
√
πB2

(
B2

1 − 4B0B2

)k/4−1/2
exp

(
sB1

2B2

)
K1−k/2

⎛
⎝
√(

B2
1 − 4B0B2

)
(t2B2 + s2)

2B2

⎞
⎠ ;

при этом был использован интеграл 2.3.16.1 из [8]. По формуле (11) запишем решение задачи
Дирихле (1), (2) при m = 1 в виде

u(t) =Wk(t)u0 =

∞∫

−∞
Zk(t, s)e

iA0su0 ds.

Наконец, отметим, что в силу экспоненциального убывания функции Макдональда при s → ∞
в настоящем примере можно использовать не только чисто мнимые значения A, но и A ∈ R,
|A| < Ω при некоторых Ω > 0.

4. Весовые граничные задачи в случае k � 1. Непосредственной проверкой устанавлива-
ется следующее утверждение.

Лемма 4. Если при k < 1 функция vk(t) удовлетворяет задаче Дирихле (1), (2), то при k > 1
функция u(t) = t1−kv2−k(t) является ограниченным на бесконечности решением уравнения (1),
удовлетворяющим условию

lim
t→0

tk−1u(t) = u0. (24)

Из леммы 4 и теоремы 3 вытекает следующая теорема.

Теорема 4. Пуcть k > 1, u0 ∈ D(A2m), выполнены условия 1 и 2, оператор A является
генератором группы T (s), s ∈ R, удовлетворяющей оценке

‖T (s)‖ � Υeω|s|, Υ � 1, 0 � ω < Ω,

где постоянная Ω взята из (22). Тогда весовая задача Дирихле (1), (24) имеет единственное
решение, стремящееся к нулю при t→ ∞, которое представимо в виде

u(t) = t1−k

∞∫

−∞
Z2−k(t, s)T (s)u0 ds,

где Z2−k(t, s) определена равенством (6).

Как уже было установлено ранее, в случае, если выполнено условие 2, то определяемая равен-
ством (9) полугруппа U(t;P (A)) является сжимающей, поэтому по теореме 5.6 из [6, гл. 1, § 5]
оператор P1/2 = −√−P (A) является генератором сжимающей полугруппы U1(t;P1/2), которая
имеет вид

U1(t;P1/2) =
1

π

∞∫

0

sin
(
t
√
τ
) (
τI + P1/2)

)−1
dτ
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(о дробных степенях операторов см., например, [6, гл. 1, § 5]).
В силу теоремы 3 [5] справедливо следующее утверждение.

Теорема 5. Пуcть k � 1, u0 ∈ D(A2m), выполнены условия 1 и 2, оператор A является
генератором группы T (s), s ∈ R, удовлетворяющей оценке

‖T (s)‖ � Υeω|s|, Υ > 1, 0 � ω < Ω,

где постоянная Ω взята из (22). Тогда функция

u(t) = − 1

Γ(k)

∞∫

1

(ξ2 − 1)k/2−1U1(tξ;P1/2)(−P1/2)
k−1u1 dξ

является единственным решением уравнения (1), удовлетворяющим условиям вида

lim
t→0

tku′(t) = u1, lim
t→∞u(t) = 0. (25)

Теорема 5, по сравнению с задачей (1), (24), содержит решение еще одной весовой граничной
задачи при k > 1, а также решение задачи (1), (25) при k = 1, которое имеет вид

u(t) = −
∞∫

1

(ξ2 − 1)−1/2U1

(
tξ;−

√
−P (A))u1 dξ.
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ВЛИЯНИЕ КОНКУРЕНЦИИ НА ДИНАМИКУ

МАКРОЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

c© 2023 г. А. Н. КУЛИКОВ, Д. А. КУЛИКОВ, Д. Г. ФРОЛОВ

Аннотация. Изучается задача о взаимодействии (конкуренции) двух идентичных макроэконо-
мических систем в случае, когда динамику каждой из них моделирует известная система диффе-
ренциальных уравнений Кейнса. Показано, что эту задачу можно интерпретировать как задачу о
синхронизации двух автоколебательных систем. Анализ основан на методе интегральных много-
образий и методе нормальных форм Пуанкаре. Показано, что в задаче возникают колебания трех
типов: полностью синхронные автоколебания, противофазные, а также асимметричные. Для всех
решений исследована их устойчивость и получены асимптотические формулы.

Ключевые слова: модель Кейнса, экономический цикл, конкуренция, интегральное многообра-
зие, асимптотика, нормальная форма, устойчивость, бифуркация.

THE INFLUENCE OF COMPETITION ON THE DYNAMICS

OF MACROECONOMIC SYSTEMS

c© 2023 A. N. KULIKOV, D. A. KULIKOV, D. G. FROLOV

Abstract. The problem of interaction (competition) of two identical macroeconomic systems is
studied in the case where the dynamics of each of them is modeled by the well-known Keynes system of
differential equations. It is shown that this problem can be interpreted as the problem of synchronization
of two self-oscillating systems. The analysis is based on the method of integral manifolds and Poincaré
method of normal forms. We prove that three types of oscillations arise in the problem: completely
synchronous self-oscillations, antiphase oscillations, and asymmetric oscillations. For all solutions, their
stability is examined and asymptotic formulas are obtained.

Keywords and phrases: Keynes model, economic cycle, competition, integral manifold, asymptotics,
normal form, stability, bifurcation.
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1. Введение. Одной из известных математических макроэкономических моделей можно счи-
тать модель Кейнса. К ее созданию привели идеи монографии [8]. В современной форме она
приведена в монографии [13]:

Y ′
τ = I(Y,R)− S(Y,R), R′

τ = L(Y,R)− Ls. (1)

Здесь через τ обозначено время, Y = Y (τ)—доход изучаемого экономического субъекта, R—
процентная ставка (например, центрального банка или средняя ставка коммерческих банков,
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функционирующих в данном экономическом субъекте), I(Y,R)—функция спроса на инвести-
ции, S(Y,R)—функция сбережений, L(Y,R)— суммарный спрос на деньги, а Ls —положитель-
ная постоянная, которую называют предложением денег. Более детальное обсуждение системы
дифференциальных уравнений (1) можно найти в монографии [13], а также во многих статьях
(см., например, [11, 12]).
При этом считают, что функции I = I(Y,R), S = S(Y,R), L = L(Y,R) должны обладать следу-

ющими свойствами (см. [13]):
(i) они достаточно гладко зависят от своих аргументов Y,R, если эти аргументы положи-

тельны;
(ii) в том же диапазоне изменения аргументов Y и R справедливы неравенства

∂I

∂Y
> 0,

∂S

∂Y
> 0,

∂L

∂Y
> 0,

∂I

∂R
< 0,

∂S

∂R
> 0,

∂L

∂R
< 0;

(iii) система дифференциальных уравнений (1) имеет единственное состояние равновесия с
положительными координатами, т.е. при Y,R > 0 система уравнений

I(Y,R)− S(Y,R) = 0, L(Y,R)− Ls = 0

имеет единственное решение Y = Y0, R = R0, где Y0, R0—некоторые положительные
постоянные. В макроэкономике такое состояние равновесия называют состоянием эконо-
мического равновесия.

Отметим, что выполнение первых двух условий не обязательно означает, что такое состояние
равновесия существует.
Система дифференциальных уравнений (1), в частности, была предложена для того, чтобы

отразить в математической модели явление цикличности, характерное для рыночной экономики.
С математической точки зрения анализ такой модели был бы более эффективен при большей
конкретизации функций I(Y,R), S(Y,R), L(Y,R) с сохранением необходимых свойств. В связи с
этим вместо системы дифференциальных уравнений (1) предлагается изучать более конкретизи-
рованную систему дифференциальных уравнений

Y ′
τ = a1

Y 2

R
− a2Y R, R′

τ = a3
Y

R
− Ls, (2)

где a1, a2, a3 —некоторые положительные постоянные. Замены

τ = γ0t, R = γ1x, Y = γ2y,

где

γ0 =
a1
a2a3

, γ1 =
a3
a1
, γ2 =

a2a
2
3

a31
,

приводят систему дифференциальных уравнений (2) к следующей нормированной системе:

x′t =
y

x
− γ, y′t =

y2

x
− xy, (3)

где теперь γ = Lsa
2
1/(a2a

2
3) > 0. Величина γ играет роль основного параметра в системе диффе-

ренциальных уравнений (3).
Отметим, что система дифференциальных равновесия (3) имеет единственное состояние рав-

новесия
S : x = γ, y = γ2. (4)

Состояние равновесия (4) асимптотически устойчиво, если γ ∈ (0, 1) и оно неустойчиво, если
γ ∈ (1,∞). При γ = 1 в задаче об устойчивости S реализуется критический случай пары чисто
мнимых собственных значений.
Если выбрать γ = 1+ε (ε > 0), то можно показать, что в окрестности состояния равновесия S у

системы дифференциальных уравнений (3) существует устойчивый предельный цикл, амплитуда
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которого пропорциональна ε1/2 (см. [11, 12]). Этот цикл интерпретируют как «экономический
цикл».
Пусть теперь рассматриваются две идентичные экономики, которые конкурируют (взаимодей-

ствуют). Возникает естественный вопрос о совместной динамике сформированной таким образом
экономической системы. В качестве одной из возможных математических моделей, описывающих
их совместную динамику, рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋ1 =
y1
x1

− γ + εd(x2 − x1), ẏ1 =
y21
x1

− x1y1 + εd(y2 − y1),

ẋ2 =
y2
x2

− γ + εd(x1 − x2), ẏ2 =
y22
x2

− x2y2 + εd(y1 − y2),

(5)

где γ = 1+νε, ε ∈ (0, ε0), ν = ±1 (подходящий знак будет выбран в процессе анализа системы диф-
ференциальных уравнений (5)). Здесь и ниже точкой обозначается производная функций x1, y1,
x2, y2 по основной (нормированной) переменной t. Наконец, d ∈ R и, естественно, d �= 0. При d = 0
получаем две экономические модели, которые независимы (не связаны друг с другом). В такой
ситуации (d = 0) каждая из подсистем совершает колебания с одинаковыми характеристиками,
но при этом фазы колебаний независимы. При d �= 0 возможно появление синхронизированных
колебаний. Этот вопрос и будет изучаться далее. Особо отметим, что последние слагаемые в
каждом из уравнений пропорциональны ε, где ε—малый параметр, т.е. конкуренция достаточно
мала. Тем не менее, как будет показано далее, даже такой вариант учета конкурентного взаимо-
действия приводит к существенному влиянию экономик друг на друга.
В физике учет взаимодействия, принятый в системах (5), называют диффузионным: при d >

0—диссипативным, а при d < 0— активным (см. [4–6,9]).

Замечание 1. Подчеркнем еще раз, что в данной работе изучается вопрос о синхронизации
в случае «слабого» взаимодействия. Такая постановка достаточно типична для задач теории
синхронизации. Вместе с тем учет конкурентного взаимодействия может быть произведен не
только так, как это сделано в рамках системы (5).
В работе [11] вместо системы (5) изучалась система

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋ1 =
y1
x1

− γ, ẏ1 =
y21
x1

− x1y1 + εd(y2 − y1),

ẋ2 =
y2
x2

− γ, ẏ2 =
y22
x2

− x2y2 + εd(y1 − y2).

В последнем варианте постановки задача рассмотрена ситуация, когда нет взаимодействия (кон-
куренции) банковских систем. Иными словамиб банковские системы двух конкурирующих эко-
номик достаточно изолированы друг от друга.
Вариант системы, предложенной в данной работе, предполагает учет взаимодействия (кон-

куренции) как на рынке товаров, так и в банковской сфере. Например, у предприятий первой
экономической системы существует возможность получать кредиты у банков, обслуживающих
вторую экономическую систему и наоборот.

2. Предварительные построения.Постановка задачи. В системе дифференциальных
уравнений (5) сделаем замену

x1 = (1 + νε) + u1, y1 = (1 + νε)2 + u2,

x2 = (1 + νε) + v1, y2 = (1 + νε)2 + v2.
(6)

Замена (6) позволяет сформировать систему дифференциальных уравнений для новых перемен-
ных u1 = u1(t), u2 = u2(t), v1 = v1(t), v2 = v2(t)— отклонений от состояния экономического
равновесия. В результате получим{

u̇ = A0u+ ενA1u+ F2(u) + F3(u) + F0(u, ε) + εdD(v − u),

v̇ = A0v + ενA1v + F2(v) + F3(v) + F0(v, ε) + εdD(u− v),
(7)
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Здесь u = col(u1, u2), v = col(v1, v2),

A0 =

(−1 1
−2 1

)
, A1 =

(
0 −1

−4 1

)
, D =

(
1 0
0 1

)
.

Наконец, нелинейные слагаемые F2(w), F3(w), где w = col(w1, w2), определены следующим обра-
зом:

F2(w) =

(
w2
1 − w1w2

w2
1 − 3w1w2 +w2

2

)
, F3(w) =

( −w3
1 + w2

1w2

−w3
1 + 2w2

1w2 − w1w
2
2

)
,

а вектор-функция F0(w, ε) имеет более высокий порядок малости по отношению к совокупности
переменных, т.е. w, ε.
Нелинейные слагаемые F2(w), F3(w) получены после подстановок (6) в правые части диф-

ференциальных уравнений (5) и в явном виде выписаны только квадратичные и кубические
слагаемые, играющие определяющую роль в дальнейших конструкциях. Естественно, остальные
слагаемые могут быть также найдены, если продолжить разложение членов из правых частей
систем (5) в соответствующие ряды Тейлора. В результате получили систему из четырех диффе-
ренциальных уравнений, линеаризованный вариант которой при ε = 0 имеет следующий вид:

u̇ = A0u, v̇ = A0v. (8)

Подчеркнем, что матрица A0 имеет пару чисто мнимых собственных значений λ1,2 = ±i, которым
соответствуют собственные векторы e = col(1, 1 + i) и e = col(1, 1− i). Следовательно, каждая из
подсистем (8) имеет периодические решения E(t) = exp(it)e и E(t) = exp(−it)e.
Далее будем изучать окрестность нулевого состояния равновесия нелинейной системы диффе-

ренциальных уравнений (7) при ε ∈ (0, ε0), где ε0—достаточно малая положительная постоянная.
В частности, вопрос о существовании и устойчивости периодических решений. Эти и другие во-
просы будут изучаться на основе применения и соответстввующего развития метода нормальных
форм и интегральных многообразий (см. например, [1, 7]).

3. Нормальная форма. Перейдем к вопросу о построении системы дифференциальных урав-
нений первого порядка — нормальной форме. Решения системы дифференциальных уравне-
ний (7) будем искать в следующем виде (см., например, [3, 9, 10]):

u = ε1/2qu + εpu + ε3/2ru +O(ε2), v = ε1/2qv + εpv + ε3/2rv +O(ε2), (9)

где qu = qu(t) = z1E(t) + z1E(t), qv = qv(t) = z2E(t) + z2E(t), zj = zj(s), s = εt, j = 1, 2.
Прежде чем продолжить построение нормальной формы напомним некоторые достаточно из-

вестные факты.

Замечание 2. 1. Рассмотрим вспомогательную систему дифференциальных уравнений

ẇ = −A∗
0w, A∗

0 =

(−1 −2
1 1

)
. (10)

Система дифференциальных уравнений (10) имеет два линейно независимых 2π-периодических
решения

H(t) = exp(it)h, H(t) = exp(−it)h (11)
где h, h— собственные элементы матрицы −A∗

0, отвечающие ее собственным числам ±i соответ-
ственно. Если в равенствах (11) выбрать h = col((1 − i)/2, i/2), h = ((1 + i)/2,−i/2), то векторы
e, e, h, h образуют биортонормированную систему.
2. Пусть рассматривается система из двух линейных неоднородных дифференциальных урав-

нений
ẇ = A0w + f(t) (12)

где w = col(w1(t), w2(t)), f(t) = col(f1(t), f2(t)), f1(t) и f2(t)—достаточно гладкие 2π-периодиче-
ские функции. Система (12) имеет 2π-периодические решения тогда и только тогда, если

M±(f) = 0, M+(f) =
1

2π

2π∫

0

(f(t),H(t))dt, M−(f) =
1

2π

2π∫

0

(f(t),H(t))dt. (13)
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Равенства (13) носят название условий разрешимости (см. [2]). Решение w∗(t) системы (12), для
которого

M±(w∗) = 0, (14)
единственно.

Будем считать, что вектор-функции

pu = pu(t, z1, z1), pv = pv(t, z2, z2), ru = ru(t, z1, z1), rv = rv(t, z2, z2)

из сумм (9) удовлетворяют следующим условиям:
(i) они достаточно гладко зависят от своих аргументов;
(ii) по t имеют период 2π;
(iii) M±(pu) =M±(pv) =M±(ru) =M±(rv) = 0.

Подставим суммы (9) в нелинейную систему (7) и приравняем слагаемые при одинаковых степе-
нях ε, т.е. при ε1/2, ε, ε3/2, . . .. При ε1/2 получим систему, для которой вектор-функция col(qu, qv)
является ее решением.
В результате для определения pu, pv, ru, rv получили системы линейных неоднородных урав-

нений следующего вида:

ṗu −A0pu = Gu(t, z1, z1), ṗv −A0pv = Gv(t, z2, z2), (15)

а также
ṙu −A0ru = Qu(t, z1, z1), ṙv −A0rv = Qv(t, z2, z2), (16)

где

Gu =

(
G1u

G2u

)
, Gv =

(
G1v

G2v

)
, Qu =

(
Q1u

Q2u

)
, Qv =

(
Q1v

Q2v

)
,

G1u = q21u − q1uq2u, G2u = q21u − 3q1uq2u + q22u,

G1v = q21v − q1vq2v, G2v = q21v − 3q1vq2v + q22v,

Q1u = (2q1up1u − q2up1u − q1up2u) + (−q31u + q21uq2u)−
− (z′1 exp(it) + z′1 exp(−it))− νq2u + d(q1v − q1u),

Q2u = (2q1up1u − 3(p1uq2u + p2uq1u) + 2q2up2u) + (−q31u + 2q21uq2u − q1uq
2
2u)−

− (z′1(1 + i) exp(it) + z′1(1− i) exp(−it)) + ν(−4q1u + q2u) + d(q2v − q1u),

Q1v = (2q1vp1v − q2vp1v − q1vp2v) + (−q31v + q21vq2v)−
− (z′2 exp(it) + z′2 exp(−it))− νq2u + d(q1u − q1v),

Q2v = (2q1vp1v − 3[p1vq2v + p2vq1v] + 2q2vp2v) + (−q31v + 2q21vq2v − q1vq
2
2v)−

− (z′2(1 + i) exp(it) + z′2(1− i) exp(−it)) + ν(−4q1v + q2v) + d(q2u − q2v).

Линейные неоднородные системы дифференциальных уравнений (15) однозначно разрешимы
в рассматриваемом классе функций. После громоздких вычислений оказалось, что решения си-
стем (15), удовлетворяющих равенству (14) имеют следующий вид:

p1u = 0, p2u = z21i exp(2it)− z21i exp(−2it),

p1v = 0, p2v = z22i exp(2it)− z22i exp(−2it).

Обратимся к системе дифференциальных уравнений (16). Из условий ее разрешимости (13) в
классе 2π периодических функций получаем два равенства для z1(s), z2(s). После их преобразо-
ваний полученные равенства приобретают форму дифференциальных уравнений для комплекс-
нозначных функций z1 = z1(s), z2 = z2(s):⎧⎪⎨

⎪⎩
z′1 =

ν

2
(1 + i)z1 − 1

2
(1 + i)z1|z1|2 + d(z2 − z1),

z′2 =
ν

2
(1 + i)z2 − 1

2
(1 + i)z2|z2|2 + d(z1 − z2).

(17)



ВЛИЯНИЕ КОНКУРЕНЦИИ НА ДИНАМИКУ МАКРОЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 25

Именно эту систему и следует интерпретировать как нормальную форму (см., например, [1, 7]).
Подчеркнем, что здесь важен лишь укороченный ее вариант. В ней опущены слагаемые, стремя-
щиеся к нулю при ε→ 0.

4. Анализ нормальной формы. В этом разделе будем изучать систему дифференциаль-
ных уравнений (17). Можно показать, что она диссипативна. Рассмотрим функцию Ляпунова
V (z, z) = z1z1 + z2z2. Производная V в силу системы (17) равна

DtV = ν
(|z1|2 + |z2|2

)− (|z1|4 + |z2|4
)
+ 2d

(
z1z2 + z2z1

)− 2d
(|z1|2 + |z2|2

)
.

Пусть v1 = x21 + y21, v2 = x22 + y22; следовательно, V = v1 + v2 и, кроме того,

DtV = (ν − 2d)(v1 + v2)− (v21 + v22) + 4d(x1x2 + y1y2) �

� (|ν| − 2d+ 2|d|)(v1 + v2)− (v21 + v22) � (|ν|+ 4|d|)(v1 + v2)− 1

2
(v1 + v2) =

=
1

2
(v1 + v2)

(
2(|ν|+ 4|d|) − (v1 + v2)

)
.

Напомним, что ν = ±1, т.е. |ν| = 1. Поэтому

DtV =
1

2
(v1 + v2)(2(1 + 4|d|)− (v1 + v2)) < 0,

если v1 + v2 > 2(1 + 4|d|). Но с геометрической точки зрения v1 + v2 = r2, где r—радиус шара в
пространстве R

4(C2) с центром в начале координат. Из результатов, изложенных в [2, гл. 2, § 17]
это и доказывает диссипативность системы дифференциальных уравнений (17).

Лемма 1. Если ν = 1, то при любом выборе d нулевое решение неустойчиво. Если же ν =
−1, то нулевое решение устойчиво при d > −1/4 и неустойчиво при d < −1/4. При ν = 0
реализуется критический случай нулевого собственного значения в задаче об устойчивости
решения z1 = z2 = 0.

Основной вопрос, который будет изучаться далее — это вопрос о существовании и устойчивости
ненулевых периодических решений системы дифференциальных уравнений (17). Для этого в ней
перейдем к тригонометрической форме записи комплексных переменных и положим

z1(s) = ρ1(s) exp(iϕ1(s)), z2(s) = ρ2(s) exp(iϕ2(s)). (18)

В результате получим сначала систему из четырех действительных дифференциальных уравне-
ний ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ′1 =
ν

2
ρ1 − 1

2
ρ31 + d(ρ2 cosψ − ρ1),

ρ′2 =
ν

2
ρ2 − 1

2
ρ32 + d(ρ1 cosψ − ρ2),

ϕ′
1 =

ν

2
− 1

2
ρ21 + d

(
ρ2
ρ1

)
sinψ,

ϕ′
2 =

ν

2
− 1

2
ρ22 − d

(
ρ1
ρ2

)
sinψ,

(19)

где ψ = ϕ2−ϕ1, ϕj = ϕj(s), ρj = ρj(s), j = 1, 2. Если теперь из четвертого уравнения системы (19)
вычтем третье, то получим следующую замкнутую систему дифференциальных уравнений для
«медленных» переменных ρ1(s), ρ2(s), ψ(s) = ϕ2(s)− ϕ1(s):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ′1 =
ν

2
ρ1 − 1

2
ρ31 + d(ρ2 cosψ − ρ1),

ρ′2 =
ν

2
ρ2 − 1

2
ρ32 + d(ρ1 cosψ − ρ2),

ψ′ =
1

2
(ρ21 − ρ22)− d

(
ρ1
ρ2

+
ρ2
ρ1

)
sinψ.

(20)
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Ясно, что каждому состоянию равновесия системы (20) соответствует периодическое решение
системы дифференциальных уравнений (17), что вытекает, в частности, из вида замены (18).
Можно заметить, что система дифференциальных уравнений (20) может иметь состояния рав-

новесия трех типов:
(a) S0: ρ1 = ρ2 = ρ, ψ = 0, где с необходимостью ρ = 1, если ν = 1 (при ν = −1 оно отсутствует);
(b) Sc: ρ1 = ρ2 = p =

√
ν − 4d, ψ = π, которое существует, если ν − 4d > 0;

(c) Sa: состояния равновесия, для которых характерны условия ρ1 �= ρ2 и ψ �= 0, π.
Сначала рассмотрим вопрос об устойчивости состояния равновесия S0. Обозначим, через B =

{bjk}, j, k = 1, 2, 3, матрицу Якоби системы дифференциальных уравнений (20). Ее элементы
имеют следующий вид:

b11 =
ν

2
− 3

2
ρ21 − d, b12 = d cosψ, b13 = −dρ2 sinψ,

b21 = d cosψ, b22 =
ν

2
− 3

2
ρ22 − d, b23 = −dρ1 sinψ,

b31 = ρ1 − d

(
1

ρ2
− ρ2
ρ21

)
sinψ, b32 = −ρ2 − d

(
1

ρ1
− ρ1
ρ22

)
sinψ, b33 = −d

(
ρ1
ρ2

+
ρ2
ρ1

)
cosψ.

При анализе устойчивости состояния равновесия S0 получаем матрицу B0, у которой собственные
значения (при ν = 1) равны

λ1 = −1, λ2 = −1− 2d, λ3 = −2d.

Лемма 2. Состояние равновесия S0 существует, если ν = 1, и оно отсутствует, если ν =
−1 (ν = 0). При этом оно асимптотически устойчиво, если d > 0, и неустойчиво, если d < 0
(d �= 0 по условию).

Лемма 3. Состояние равновесия Sc существует, если ν − 4d > 0. При этом оно асимпто-
тически устойчиво, если d < 0, и неустойчиво, если d > 0.

Доказательство леммы 3 опирается на анализ собственных значений матрицы Bc, т.е. матрицы
Якоби, вычисленной в точке с координатами ρ1 = ρ2 =

√
ν − 4d, ψ = π. Она имеет собственные

значения
λ1 = 6d− ν, λ2 = 4d− ν, λ3 = 2d.

Следовательно, при d < 0 все собственные значения отрицательны и заведомо λ3 > 0, если d > 0.
Подчеркнем, что условие существования состояния Sc имеет вид ν − 4d > 0.
Координаты состояний равновесия третьего типа Sa следует искать как корни следующей си-

стемы уравнений: ⎧⎪⎨
⎪⎩

νρ1 − ρ31 = 2d(ρ1 − ρ2 cosψ),

νρ2 − ρ32 = 2d(ρ2 − ρ1 cosψ),

ρ1ρ2(ρ
2
1 − ρ22) = 2d(ρ21 + ρ22) sinψ,

(21)

при анализе которой следует учесть, что ρ1, ρ2 > 0, ψ ∈ R.
Преобразуем систему дифференциальных уравнений (21). Умножая первое уравнение систе-

мы (21) на ρ1, второе — на ρ2 и вычитая одно из другого, получим

ρ21 + ρ22 = ν − 2d. (22)

Умножая первое уравнение системы (21) на ρ2, второе — на ρ1 и вычитая, получим

ρ1ρ2 = −2d cosψ. (23)

Подставляя правые части равенств (22) и (23) в третье уравнение системы (21), приходим к новой
системе для нахождения ρ1, ρ2, ψ:

ρ1ρ2 = −2d cosψ, ρ21 + ρ22 = ν − 2d, ρ22 − ρ21 = (ν − 2d) tg ψ. (24)

Сразу отметим, что у системы (24) решения существуют, если ν − 2d > 0, т.е. d ∈ (−∞, ν/2) (и
d �= 0). Подчеркнем, что при d > 0 величину ψ выбираем таким образом, что cosψ < 0 и, напротив,
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при d < 0 следует выбрать ψ так, что cosψ > 0. Очевидно, что из системы уравнений (24)
вытекают равенства ⎧⎪⎨

⎪⎩
ρ21 =

1

2
(ν − 2d)

[
1− tgψ

]
,

ρ22 =
1

2
(ν − 2d)

[
1 + tgψ

]
.

(25)

В частности, tg2 ψ ∈ (0, 1). Если теперь уравнение (23) возвести в квадрат, использовать равен-
ства (25), то после преобразований получим

tg4 ψ =
(ν + 2d)(ν − 6d)

(ν − 2d)2
. (26)

При анализе системы (24) следует учесть (см. равенства (22), (26)), что

ν − 2d > 0, (ν + 2d)(ν − 6d) > 0

и при ν = −1, ν = 0 последние неравенства несовместимы. Если же ν = 1, то d ∈ (−1/2, 0) ∪
(0, 1/6). Пусть

η =

(
(1 + 2d)(1 − 6d)

(1− 2d)2

)1/4

и здесь η ∈ (0, 1). Как известно, уравнение tgψ = η имеет решения ψ = arctg η + πn, n ∈ Z. В
случае d > 0 (cosψ < 0) подходящим решением будет ψ+ = arctgψ + π, а при d < 0 (cosψ > 0),
соответственно, ψ− = arctgψ.

Лемма 4. Если ν = −1 или ν = 0, то система уравнений (24) не имеет решений третьего
типа.

Пусть ν = 1. Тогда при d ∈ (0, 1/6) эта система имеет два решения (два состояния равновесия
для системы дифференциальных уравнений (20)):

(1) ρ1 = η1 =

√
1− 2d

2
(1− η), ρ2 = η2 =

√
1− 2d

2
(1 + η), ψ = ψ+ = π + arctg η,

(2) ρ1 = η2, ρ2 = η1, ψ = ψ− = π − arctg η.

Если d ∈ (−1/2, 0), то получим также два набора решений:

(1) ρ1 = η1 =

√
1− 2d

2
(1− η), ρ2 = η2 =

√
1− 2d

2
(1 + η), ψ = arctg η,

(2) ρ1 = η2 =

√
1− 2d

2
(1 + η), ρ2 = η1 =

√
1− 2d

2
(1− η), ψ = − arctg η.

Обозначим эти состояния равновесия Sa(1) и Sa(2). Анализ устойчивости Sa(1), Sa(2) пред-
полагает анализ спектра матрицы Якоби B, вычисленной в точках с координатами (η1, η2, ψ)
или (η2, η1, ψ). Аналитический анализ характеристического уравнения в каждом из этих случаев
не позволяет определить устойчивость (неустойчивость) этих состояний равновесия. Поэтому он
был проведен следующим образом. Расположение корней характеристического уравнения опи-
ралось на критерий Рауcа—Гурвица, а знаки коэффициентов изучаемого многочлена и миноров
определялись численно с использованием компьютера. Оказалось, что все состояния равновесия
неустойчивы. Если условно записать характеристический многочлен в виде

λ3 + Pλ2 +Qλ+R = 0,

то условия асимптотической устойчивости, как известно, сводятся к выполнению неравенств

P > 0, Q > 0, R > 0, PQ−R > 0.

Компьютерные вычисления показали, что в рассматриваемой задаче об устойчивости состояний
равновесия третьего типа Q < 0 и PQ−R < 0.
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5. Основные результаты. Отметим, что состояниям равновесия S0, Sc, Sa(1), Sa(2) соответ-
ствуют либо периодические решения, либо состояния равновесия нормальной формы (17). Дей-
ствительно, пусть S0— состояние равновесия системы дифференциальных уравнений (20). Тогда
третье и четвертое уравнения системы (19) запишутся в виде

ϕ′
1 = 0, ϕ′

2 = 0,

т.е. ϕ1(s) = α1, ϕ2(s) = α2 и при этом α1 − α2 = 0. Следовательно, α1 = α2 = α, α ∈ R, и

z1(s) = exp(iα), z2(s) = exp(iα).

Итак, нормальная форма (17) имеет однопараметрическое семейство решений вида

z1(s) = z2(s) = exp(iα), α ∈ R.

Это семейство формирует одномерное инвариантное многообразие, которое будет локальным ат-
трактором. Подставив решения, определенные двумя последними равенствами, в суммы (9) мож-
но заметить, что этим решениям нормальной формы (17) соответствуют периодические решения
системы дифференциальных уравнений (7), а также (5), если в них γ = 1 + ε.

Теорема 1. Существует такое ε1 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε1) система дифференциаль-
ных уравнений (7) при γ = 1 имеет устойчивый (орбитально асимптотически устойчивый)
предельный цикл C0(ε), соответствующий S0. Для решений, его формирующих, справедливы
асимптотические формулы

u(t, ε) =

(
u01(t, ε)
u02(t, ε)

)
, v(t, ε) =

(
v01(t, ε)
v02(t, ε)

)
,

где

v01(t, ε) = u01(t, ε), v02(t, ε) = u02(t, ε),

u01(t, ε) = ε1/2
[
exp(i(t+ α)) + exp(−i(t+ α))

]
+ o(ε),

u02(t, ε) = ε1/2
[
(1 + i) exp(i(t+ α)) + (1− i) exp(−i(t+ α))

]
+

+ ε
[
i exp(2i(t + α))− i exp(−2i(t + α))

]
+O(ε).

Равенства (6) восстанавливают периодические решения системы уравнений (5), принадлежа-
щих окрестности состояния экономического равновесия

x01 = x02 = (1 + ε) + u01(t, ε), y01 = y02 = (1 + ε)2 + u02(t, ε).

Подчеркнем, что цикл соответствующий состоянию равновесия S0 существует, если ν = 1 и он
устойчив (орбитально асимптотически устойчив), если d > 0. Такой цикл системы (5) принято
называть синхронным (однородным) или циклом Андронова—Хопфа.
Рассмотрим теперь состояние равновесия Sc. Ему соответствует однопараметрическое семей-

ство периодических решений нормальной формы (17)

z1(s) =
√
ν − 4d exp(2ds + ϕ1), z2(s) =

√
ν − 4d exp(2ds + ϕ2), ϕ2 = ϕ1 + π, ϕ1 ∈ R,

которые, естественно, существуют при ν− 4d > 0. Эти решения устойчивы, если d < 0 и неустой-
чивы при d > 0. Опираясь, на уравнения для интегральных многообразий (9), предшествующие
построения, можно утверждать, что справедливо утверждение.

Теорема 2. Существует такое ε2 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε2) система дифференциаль-
ных уравнений (7) имеет цикл Cc(ε), соответствующий состоянию равновесия Sc системы
дифференциальных уравнений (20), с наследованием свойств устойчивости. Для решений, его
формирующих, справедливы асимптотические формулы

uc(t, ε) =

(
uc1(t, ε)
uc2(t, ε)

)
, vc(t, ε) =

(
vc1(t, ε)
vc2(t, ε)

)
,
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где

uc1(t, ε) = ε1/2
√
ν − 4d

[
exp(iσ(ε)t + iϕ) + exp(−iσ(ε)t − iϕ)

]
+ o(ε),

uc2(t, ε) = ε1/2
√
ν − 4d

[
(1 + i) exp(iσ(ε)t + iϕ) + (1− i) exp(−iσ(ε)t − iϕ)

]
+

+ ε(ν − 4d)
[
i exp(2iσ(ε)t + 2iϕ) − i exp(−2iσ(ε)t − 2iϕ)

]
+ o(ε),

vc1(t, ε) = ε1/2
√
ν − 4d

[
exp(iσ(ε)t + i(ϕ+ π)) + exp(−iσ(ε)t − i(ϕ+ π))

]
+ o(ε),

vc2(t, ε) = ε1/2
√
ν − 4d

[
(1 + i) exp(iσ(ε)t + i(ϕ+ π)) + (1− i) exp(−iσ(ε)t − i(ϕ+ π))

]
+

+ ε(ν − 4d)
[
i exp(2iσ(ε)t + 2i(ϕ + π)) + exp(−2iσ(ε)t − 2i(ϕ + π))

]
+ o(ε),

где σ(ε) = (1 + 2dε). Этим решениям систем (7) соответствуют периодические колебания
системы (5) из окрестности состояния экономического равновесия:

x1(t, ε) = (1 + νε) + uc1(t, ε), y1(t, ε) = (1 + νε)2 + uc2(t, ε),

x2(t, ε) = (1 + νε) + vc1(t, ε), y2(t, ε) = (1 + νε)2 + vc2(t, ε).

Естественно, решения системы (5) существуют при тех ν, при которых существует состо-
яние равновесия Sc системы дифференциальных уравнений (20); они устойчивы, если Sc асимп-
тотически устойчиво, и неустойчивы при неустойчивом Sc.

Полученный в теореме 2 цикл системы дифференциальных уравнений (5) принято в теории
синхронизации называть противофазным.
Наконец, состояниям равновесия Sa(1), Sa(2) системы дифференциальных уравнений (20) со-

ответствуют циклы Ca1(ε) и Ca2(ε) системы дифференциальных уравнений (7), а также (5).

Теорема 3. Существует такое ε3 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε3) система дифференциальных
уравнений (7) имеет неустойчивые циклы Ca1(ε) и Ca2(ε), соответствующие Sa(1), Sa(2). Для
них справедливы асимптотические формулы, в которых выпишем только первые слагаемые.
Так для цикла Ca1 получаем, что

ua(t, ε) =

(
ua1(t, ε)
ua2(t, ε)

)
, va(t, ε) =

(
va1(t, ε)
va2(t, ε)

)
,

где

u1a(t, ε) = ε1/2η1

[
exp(it+ iϕu) + exp(−it− iϕu)

]
+ o(ε1/2),

u2a(t, ε) = ε1/2η1

[
(1 + i) exp(it+ iϕu) + exp(−it− iϕu)

]
+ o(ε1/2),

v1a(t, ε) = ε1/2η2

[
exp(it+ iϕv) + exp(−it− iϕv)

]
+ o(ε1/2),

v2a(t, ε) = ε1/2η2

[
(1 + i) exp(it+ iϕv) + (1− i) exp(−it− iϕv)

]
+ o(ε1/2),

где ϕu ∈ R, ϕv = ϕu + ψ. При этом ψ = π + arctg η, если d ∈ (0, 1/6), и ψ = arctg η, если
d ∈ (−1/2, 0).

Для цикла Ca2(ε) получаем аналогичные формулы, но при их формировании необходимо в
формуле для Ca1(ε) поменять η1 на η2, η2 на η1 и ψ на −ψ.

Естественно (см. предыдущие теоремы), циклу Ca1(ε) систем (7) соответствует цикл
Ca1(ε) системы дифференциальных уравнений (5)

x1(t, ε) = (1 + νε) + ua1(t, ε), y1(t, ε) = (1 + νε)2 + ua2(t, ε),

x2(t, ε) = (1 + νε) + va1(t, ε), y2(t, ε) = (1 + νε)2 + va2(t, ε),

а циклу Ca2(ε) соответствует аналогичный цикл системы дифференциальных уравнений (5).
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В теории синхронизации для циклов Ca1(ε), Ca2(ε) и им аналогичным используют наимено-
вание — асимметричные циклы. Такое название отчасти мотивировано тем, что первая и вторая
компоненты совершают автоколебания с «разными амплитудами» (η2 �= η1).

6. Заключение. В работе был рассмотрен вариант задачи о влиянии конкуренции или в более
широкой терминологии о взаимодействии двух экономик в рамках известной модели макроэко-
номики —модели Кейнса. Выбран один из самых естественных вариантов воздействия одной эко-
номики на другую и обратно. Даже такой вариант учета взаимодействия приводит к достаточно
содержательным выводам. Например, синхронный режим существует всегда, т.е. остается воз-
можность, когда колебания экономических показателей происходят синхронно. Вместе с тем не
всегда такой вариант динамики устойчив. Он устойчив, если конкуренция носит чисто экономи-
ческий характер и поэтому d > 0. При d < 0 реализуется вариант активной связи. В приложениях
к экономике это означает, что существуют какие-либо не «экономические» формы воздействия
одной экономики на другую, например, демпинг. В этом случае устойчивыми становятся про-
тивофазные колебания, когда подъем одной из экономик сопровождается падением показателей
в другой, а через некоторое время ситуация меняется на противоположную, когда подъем вто-
рой экономики сопровождается падением первой. При этом по-прежнему существует полностью
синхронный режим, но он неустойчив и поэтому практически не может быть реализован.
Эти и другие экономические выводы основаны на анализе динамической системы, характерной

для такого раздела теории нелинейных колебаний как теория синхронизации. При этом использо-
ваны математически обоснованные методы анализа динамических систем. Их основу составляют
метод интегральных многообразий и нормальных форм Пуанкаре. При построении основного
объекта математической части исследования — нормальной формы была использована одна из
модификаций алгоритма Крылова—Боголюбова перехода к «усредненной» системе для медлен-
ных переменных. Такой подход позволяет в случае слабой связи дать достаточно полный анализ
малой окрестности состояния равновесия изучаемой динамической системы (состояния экономи-
ческого равновесия).
Результаты, полученные в работе, были представлены в докладе на Международной конфе-

ренции «Воронежская зимняя математическая школа» (27 января — 1 февраля 2023 г.).
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О ТИПЕ ДЕЛЬТА-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
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Аннотация. В теории функций хорошо известна теорема Линделёфа о нулях целой функции:
для того чтобы заданная последовательность была множеством нулей целой функции конечного
порядка � > 0 и нормального типа, необходимо и достаточно, чтобы при нецелом � она имела
конечную верхнюю плотность при этом порядке, а при целом � ещё дополнительно обладала
некоторой асимптотической симметрией. В работе приведен обзор результатов, полученных в
последнее время, относящихся к распространению теоремы Линделёфа на случай целых, анали-
тических в полуплоскости функций, а также мероморфных и субгармонических в комплексной
плоскости и полуплоскости функций, рост которых определяется обобщённым уточнённым по-
рядком. Аналогичные утверждения доказаны для дельта-субгармонических в комплексной плос-
кости. Полученные критерии сформулированы в терминах меры Рисса функции.

Ключевые слова: целая функция, мероморфная функция, субгармоническая функция, дельта-
субгармоническая функция, обобщённый уточнённый порядок, тип функции, теорема Линделёфа,
мера Рисса, полная мера.
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Abstract. In function theory, the Lindelöf theorem on zeros of entire functions is well known: A given
sequence is the set of zeros of an entire function of finite order � > 0 and normal type if and only if for
noninteger �, it has a finite upper density at this order, and for integer �, it possesses, in addition, a
certain asymptotic symmetry. In this paper, we give a review of recent results relating to the extension
of Lindel̈f theorem to the case of entire functions that are analytic in the half-plane and meromorphic
and subharmonic functions in the complex plane and half-plane whose is determined by the generalized
refined order. Similar statements are proved for delta-subharmonic functions in the complex plane. The
resulting criteria are formulated in terms of the Riesz measure functions.
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1. Введение. Вопросы описания нулей целых и аналитических функций, а также меры Рисса
субгармонических функций, играют важную роль в теории функций. Классическая теорема
Е. Линделёфа (см. [20]) утверждает, что нули целой функции конечного целого порядка и нор-
мального типа, кроме конечной плотности должны обладать еще и определённой симметрией.
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Аналог теоремы Е. Линделёфа для субгармонических функций в комплексной плоскости и по-
луплоскости, рост которых определяется уточнённым порядком в смысле Валирона был получен
А. Ф. Гришиным (см. [3–6]). Для целых и мероморфных во всей комплексной плоскости функ-
ций, рост которых определяется некоторой весовой функцией, обобщение этого критерия дано
Л. Рубелом (см. [15]). Результат Л. Рубела распространён на дельта-субгармонические функции
в полуплоскости в статье [11]. Соответствующие результаты, относящиеся к целым и аналитиче-
ским функциям в полуплоскости, рост которых определяется обобщённым уточнённым порядком,
получены в [21].

Более тонкие результаты — это связь типа субгармонической функции с распределением её ме-
ры Рисса, в случае плоскости, или полной меры в случае полуплоскости. Известны классические
результаты, когда тип функции определяется уточнённым порядком в смысле Валирона. Для
целых функций соответствующие критерии можно найти в монографии Б. Я. Левина [10], а для
мероморфных в комплексной плоскости — в монографии А. А. Гольдберга и И. В. Островского [2].
В статьях [22,23] эти утверждения распространяются на целые, аналитические в полуплоскости,
субгармонические в комплексной плоскости и полуплоскости функции, рост которых определя-
ется обобщённым уточнённым порядком.

В данной работе мы распространяем эти утверждения на дельта-субгармонические в ком-
плексной плоскости. Полученые критерии для плоскости формулируются в терминах меры Рисса
функции.

Будем использовать следующие определения и терминологию. Через K, M , . . . , ε, δ, . . . бу-
дем обозначать положительные константы. Через N := {1, 2, . . . } обозначаем множество целых
положительных (натуральных ) чисел, C— комплексную плоскость с вещественной осью R и
положительной полуосью R+ := {x ∈ R : x � 0}, C+ = {z : Im z > 0}— комплексную по-
луплоскость. G+ означает пересечение множества G с полуплоскостью C+, т.е. G+ = G ∩ C+.
Одноточечные множества записываем без фигурных скобок, если это не вызывает разночтений.
Для +∞ ∈ R используем и обозначение ∞ без знака +. Открытый круг радиуса r с центром в
точке a будем обозначать через C(a, r); в частности, C(r) = C(0, r). Через B(a, r) = C(a, r) обо-
значим замкнутый круг, в частности, B(r) = B(0, r), G— замыкание множества G, D+(r1, r2) =

C(0, r2) \ C(0, r1) ∩ C+ — замкнутое полукольцо в C+, r1 � r2. Через x+ := sup{0, x} ∈ R+ обо-
значаем неотрицательную часть элемента x ∈ R, а через x− := (−x)+ ∈ R+ — его неположи-
тельную часть. Для расширенной числовой функции f : X → R через f+ : x �→ f+(x) обозначаем
её неотрицательную, а f− := (−f)+ — неположительную часть.

1.1. Теорема Линделёфа для целых функций.

Определение 1.1. Абсолютно непрерывная функция ρ(r), r ∈ [0,+∞), называется обобщён-
ным уточнённым порядком, если она удовлетворяет условиям

0 < α = lim
r→∞

ρ(r) � � = lim
r→∞ ρ(r) < +∞, lim

r→∞ ρ′(r)r ln r = 0 . (1.1)

Здесь под ρ′ мы понимаем наибольшее производное число. Если α = �, то функция ρ называется
уточнённым порядком в смысле Валирона (часто — просто уточнённым порядком). Однако тер-
мин «уточнённый порядок» будем употреблять для обобщённого уточнённого порядка, поскольку,
он будет наиболее часто встречаться в работе. Положим V (r) = rρ(r), r > 0. Непосредственные
вычисления дают соотношение

V ′(r) =
1

r
V (r)

(
ρ(r) + r ln rρ′(r)

)
.

Тогда из определения уточнённого порядка следует, что функция V при α > 0 есть строго возрас-
тающая функция в некоторой окрестности бесконечности. Ограничения, которые накладываются
на функцию ρ, касаются ее поведения в окрестности бесконечности. В дальнейшем будем требо-
вать, чтобы функция V при α > 0 была монотонной, причем lim

r→+0
V (r) = V (0) = 1. Это ограни-

чение не уменьшает общности наших дальнейших рассуждений и носит технический характер,
упрощая в некоторых случаях доказательства. Так, если для некоторой функции f в окрестно-
сти бесконечной точки справедливо неравенство ln |f(z)| � MV (|z|), то указанное ограничение
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на функцию V позволяет в этом случае сделать заключение, что это неравенство, возможно с
другой константой, справедливо во всей комплексной плоскости (полуплоскости).

Обозначим через [ρ,∞) пространство таких целых функций f(z), что для всех z ∈ C выпол-
няется неравенство

ln |f(z)| � KfV (|z|),
где Kf > 0—постоянная, зависящая от f и не зависящая от z. Заметим, что пространство [ρ,∞)
является областью целостности с обычными операциями.

Пусть D = {ak, qk}ωk=1 — дивизор, т.е. множество различных комплексных чисел ak вместе с
их кратностями qk, где qk � 1—целое число, 0 < r0 � |ak| � |ak+1|. Здесь ω � 0—целое число
или бесконечность, если ω = 0, то Df = ∅. Введём меру, ассоциированную с дивизором D. Для
множества G в комплексной плоскости C введем обозначение μD(G) =

∑
ak∈G

qk. В частности,

при r > 0 положим μD(r) = μD(C(0, r)). Пусть |D| =
∞⋃
k=1

ak. Включение D ⊂ D′ = {bn, pn}∞n=1

означает, что |D| ⊂ |D′| и, если ak = bn, то qk � pn. Через Df будем обозначать дивизор нулей
функции f , через μf —величины, построенные с помощью дивизора Df .

В теории функций хорошо известна следующая теорема Э. Линделёфа [20] (см. также [9, гл. 3,
предложение 3.2], [26, Theorem 13.5.3]) о нулях целой функции конечного порядка и нормального
типа.

Теорема 1.1. Пусть ρ—уточнённый порядок в смысле Валирона, lim
r→∞ ρ(r) = � > 0. Для

того чтобы дивизор D был дивизором нулей функции f ∈ [ρ,∞), необходимо и достаточно
выполнение следующих условий:

(i) выполнение неравенства
μD(r) � KV (r) (1.2)

при некотором K > 0 и всех r > 0, если �—нецелое число;
(ii) выполнение неравенства (1.2) при некотором K > 0 и всех r > 0 и существование такого

комплексного числа α�, что функция

rρ

V (r)

[
α� +

1

�

∑
rk<r

qk
a�k

]

является ограниченной функцией от r, если �—целое число.

Более тонкие результаты связаны с типом целой функции. Для целой функции f введем обо-
значение через Mf (r) = max

|z|=r
|f(z)|.

Определение 1.2. Пусть ρ— уточнённый порядок, удовлетворяющий условию (1.1). Целая
функция f называется функцией уточнённого порядка ρ, если

σf = lim
r→∞

lnMf (r)

V (r)
	= 0,∞.

Функция f называется функцией минимального типа относительно уточнённого порядка ρ,
если σf = 0; функцией нормального типа, если 0 < σf <∞; функцией максимального типа, если
σf = ∞.

Пусть Df —дивизор нулей целой функции f и мера μf , соответствующая дивизору Df , явля-
ется мерой конечного V -типа, т.е.

μf (r) � KfV (r),

где Kf > 0—константа, зависящая от функции f и не зависящая от r. Величина

Δf = lim
r→∞

μf (r)

V (r)

называется верхней плотностью нулей функции f .
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Определение 1.3. Целая функция f называется функцией конечного порядка, если

�f = lim
r→∞

ln lnMf (r)

ln r
< +∞.

Число �f называется порядком функции f .

Теорема 1.2 (Э. Линделёф). Пусть f —целая функция нецелого порядка � и ρ—некоторый
уточнённый порядок в смысле Валирона, lim

r→∞ ρ(r) = �. Если при этом Δf = 0, то f —функция
минимального типа по отношению к ρ; если 0 < Δf < ∞, то f —функция нормального типа;
если Δf = ∞, то f —функция максимального типа.

Случай целого порядка � является особенным. В этом случае принадлежность функции к ми-
нимальному, нормальному или максимальному типу не определяется значением одной только
верхней плотностью Δf . Для того чтобы сформулировать соответствующий критерий, предста-
вим целую функцию f целого порядка � в каноническом виде. Следующее утверждение о пред-
ставлении целой функции f конечного порядка �, восходящее к Ж. Адамару, является одной из
классических теорем теории функций (см. [10, Chap. I, Theorem 13]).

Теорема 1.3. Целая функция f конечного порядка � может быть представлена в виде

f(z) = zmeP (z)
ω∏

k=1

[
E

(
z

ak
; p

)]qk
, ω � ∞, (1.3)

где ak 	= 0—нули функции f кратности qk, p � �, P (z) = αqz
q + αq−1z

q−1 + · · · + α1z + α0—
полином степени q, не превосходящей �, m—кратность нуля в точке z = 0.

Здесь
E(u; p) = (1− u)eu+u2/2+···+up/p, p = 1, 2, . . . ; G(u; 0) = (1− u),

— первичный множитель Вейерштрасса.
Равномерно сходящееся бесконечное произведение

Π(z) =

ω∏
k=1

[
E

(
z

ak
; p

)]qk

называется каноническим произведением нулей ak, а число p— родом канонического произведе-
ния Π. Наибольшее из чисел p и q, где q— степень полинома P , называется родом целой функ-
ции f .

В исследовании функций целого порядка � важную роль играет величина

δf (r) = lim
r→∞

r�

V (r)

[
α� +

1

�

∑
rk<r

qk
a�k

]
,

где α� —коэффициент при z� в экспоненциальном множителе в представлении (1.3). Положим

δf = lim
r→∞ |δf (r)|, γf = max{Δf ; δf}.

Вопрос о типе функции f по отношению к данному уточнённому порядку в смысле Валирона
решается следующей теоремой Э. Линделёфа.

Теорема 1.4. Пусть ρ—уточнённый порядок в смысле Валирона, lim
r→∞ ρ(r) = � � 1, � —целое

число.
(a) Если род p канонического произведения целой функции f целого порядка в представле-

нии (1.3) равен её порядку � � 1, то при γf = 0 функция f(z) является функций ми-
нимального типа, при 0 < γf < ∞—нормального типа, а при γf = ∞—максимального
типа.

(b) Если род p канонического произведения целой функции f целого порядка в представле-
нии (1.3) меньше, чем её порядок � � 1, тогда тип равен коэффициенту при z� в экспо-
ненциальном множителе, стоящем перед каноническим произведением.
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Замечание 1.1. В [20] теоремы 1.2 и 1.4 доказаны для случая ρ(r) ≡ �. В приведенной фор-
мулировке они получены Б. Я. Левиным (см. [10, Chap. I, Theorems 17, 18]).

Теорема 1.1 распространена на случай обобщённого уточнённого порядка в [21]. Сформулируем
один из результатов леммы 1.1 этой статьи в виде теоремы.

Теорема 1.5. Пусть ρ— обобщённый уточнённый порядок, удовлетворяющий условию (1.1).
Для того чтобы дивизор D был дивизором нулей функции f ∈ [ρ,∞), необходимо и достаточно
выполнение следующих условий:

(i) выполнение неравенствя
μD(r) � KV (r) (1.4)

при некотором K > 0 и всех r > 0, если выполняется условие

[α] < α � � < [α] + 1; (1.5)

(ii) выполнение условия (1.4) при некотором K > 0 и всех r > 0 и существование таких
комплексных чисел αj , j ∈ Z, удовлетворяющих неравенству α � j � �, для которых
величины

rj

V (r)

[
αj +

1

j

∑
rk<r

qk

ajk

]

являются ограниченными функциями от r, если условие (1.5) не выполняется.

Замечание 1.2. Теорема 1.1 — частный случай теоремы 1.5, если [α] < α = � < [α] + 1.

Распространение теорем 1.2 и 1.4 на случай обобщённого уточнённого порядка получено в [22].

Теорема 1.6. Пусть f ∈ [ρ,∞) и обобщённый уточнённый порядок ρ удовлетворяет усло-
вию (1.5). Если при этом Δf = 0, то f —функция минимального типа по отношению к ρ, если
0 < Δf <∞—то нормального типа, и если Δf = ∞—то максимального.

Замечание 1.3. Теорема 1.2 — частный случай теоремы 1.6, когда ρ—уточнённый порядок в
смысле Валирона и α = �—нецелое число.

Случай целого порядка �, как и в случае уточнённого порядка в смысле Валирона, является
и здесь особенным. В этом случае, так же как и в теореме 1.4, принадлежность функции к
минимальному, нормальному или максимальному типу не определяется значением одной только
верхней плотностью Δf .

Рассмотрим представление Адамара (1.3) целой функции f конечного порядка �. При j ∈ N и
r > 0 определим величины

S(r; j, μf ) =
1

j

∫∫

|ζ|�r

dμf (ζ)

ζj

(здесь μf —мера, ассоциированная с точками ak). Положим

Lj(r) =
V (r)

rj
, j = 1, 2, . . . ; α̃ = min{j ∈ N : j � α}; δf,j(r) = αj + S+(r; j, μf );

δf,j = lim sup
r→∞

|δf,j(r)|
Lj(r)

, j = α̃, . . . , [�]; δf =

[ρ]∑
j=α̃

δf,j , γf = max{Δf , δf}.

Вопрос о типе функции f по отношению к данному обобщённому уточнённому порядку решается
следующим обобщением теоремы 1.4.

Теорема 1.7. Пусть f —целая функция целого порядка � и ρ—некоторый уточнённый по-
рядок, удовлетворяющий условию (1.1). Если при этом показателе γf = 0, то f —функция
минимального типа по отношению к ρ, если 0 < γf < ∞—нормального типа, если γf = ∞—
максимального типа.
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Замечание 1.4. Теорема 1.4 — частный случай теоремы 1.7, когда ρ—уточнённый порядок в
смысле Валирона и α = �—целое число.

В заключение остановимся на смысле условий δf < ∞, δf = 0, которые играют существенную
роль в случае равенства p = �. При этом равенстве ограниченность величины δf возможна только
при особой симметрии в расположении нулей an. При отсутствии такой симметрии δf = ∞. В
этом случае, согласно теореме 1.7, f —функция максимального типа.

При данном обобщённом уточнённом порядке можно ввести понятие о категории функции, так
же как это делается для уточнённого порядка в смысле Валирона.

Функции f и g относятся к одной категории, если σf и σg оба бесконечны, конечны и положи-
тельны или равны нулю. Для таких обобщённых категорий справедливо следующее утверждение:

Предложение. Категория произведения функций f и g не превосходит большей из кате-
горий сомножителей, и если категории функций f и g различны, то совпадает с большей из
этих категорий.

Доказательство проведём, воспользовавшись следующими соображениями, основанными на тео-
ремах 1.6 и 1.7. Из равенства μfg(r) = μf (r)+μg(r) следует:Δfg � Δf+Δg, причём знак равенства
имеет место, если из двух слагаемых правой части по крайней мере одно равно нулю или только
одно равно бесконечности.

У функций нецелого порядка, удовлетворяющих условию (1.5), величины σf и Δf одновре-
менно равны нулю, бесконечности или положительному числу. Отсюда непосредственно следует
утверждение для этого случая. Если условие (1.5) не выполняется, то надлежит ещё принять во
внимание соотношение δfg(r) = δf (r)+δg(r). Утверждение в этом случае легко получится, если за-
метить, что по теореме 1.7 категория функции вполне определяется величиной γf = max{σf ,Δf}.
�

2. Мероморфные и субгармонические функции.

2.1. Теорема Линделёфа для мероморфных функций. Введем необходимые определения. Пусть
μ—мера (вообще говоря, знакопеременная, т.е. заряд) на комплексной плоскости C; μ(r)—мера
круга C(r). Если не оговорено противное, всюду предполагаем, что 0 	∈ suppμ, поскольку это
ограничение в рамках рассматриваемых вопросов всегда легко снимается. Введем проинтегри-
рованную (усредненную) функцию меры μ:

Nμ(r) =

r∫

0

μ(t)

t
dt.

Пусть f —мероморфная функция на комплексной плоскости, {aν} и {bμ}—последовательности
нулей и полюсов функции f , с учетом их кратностей, не лежащих в z = 0. Положим

μ+f (G) =
∑
aν∈G

1, μ−f (G) =
∑
bμ∈G

1, μf (G) = μ+f (G)− μ−f (G), |μf | = μ+f + μ−f ,

|N |(r, f) = N|μf |(r), N(r, f) = Nμ−
f
(r), N+(r, f) = Nμ+

f
(r),

m(r, f) =
1

2π

2π∫

0

ln+ |f(reiϕ)| dϕ, T (r, f) = m(r, f) +N(r, f).

Пусть w(r)— определенная при r > 0 (для достаточно больших r) неотрицательная неубыва-
ющая функция. Число

� = �[w] = lim
r→∞

ln+ w(r)

ln r
называется порядком функции w. Функция w имеет конечный или бесконечный порядок в зави-
симости от того, будет ли ρ <∞ или ρ = ∞.
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Пусть ρ— обобщённый уточненный порядок, удовлетворяющий условию (1.1). Пусть функция
w имеет конечный порядок �. Число

σ = σ[w] = lim
r→∞

w(r)

V (r)

называется величиной типа функции w относительно ρ. Если σ = 0, то w имеет минимальный
тип, если 0 < σ < ∞— нормальный, если σ = ∞—максимальный тип. Мероморфная функция
f имеет тот же порядок и тип (относительно ρ), что и ее характеристическая функция T (r, f).

Мероморфная функция конечного порядка допускает следующее удобное представление (см. [2,
гл. II, теорема 4.1]).

Теорема 2.1. Пусть f —мероморфная функция конечного порядка �, {aν} и {bμ}—последо-
вательности нулей и полюсов функции f , не лежащих в точке z = 0, p1—род последователь-
ности {aν}, p2— род последовательности {bμ}. Пусть в окрестности z = 0 функция f имеет
разложение f(z) = cλz

λ + cλ+1z
λ+1 + . . . , cλ 	= 0. Тогда

f(z) = zλeP (z)
∏
aν

E

(
z

aν
, p1

)/∏
bμ

E

(
z

bμ
, p2

)
, (2.1)

где P —многочлен, степень которого q не превышает [�].

Число p = max{q; p1; p2} называется родом функции f .
Напомним, что родом последовательности {aν} называется такое наименьшее неотрицатель-

ное целое число p, что сходится ряд
∑
aν

1

|aν |p+1
.

Замечание 2.1. Пусть выполнены условия теоремы Адамара. Введем обозначение {cn} =
{aν} ∪ {bμ}; пусть p′ —род последовательности {cn}. Тогда остается в силе представление (2.1),
если в канонических произведениях Вейерштрасса заменить p1 и p2 на p′. Это же заключение
остается в силе, если p1 и p2 заменить на род p функции f .

Теоремы Линделёфа 1.2 и 1.4 распространяются на мероморфные функции. Наиболее прост
случай, когда порядок � функции f —нецелое число (см. [2, гл. II, теорема 4.2]).

Теорема 2.2. Пусть порядок � мероморфной функции f есть нецелое число, а ρ—такой
уточненный порядок в смысле Валирона, что lim

r→∞ρ(r) = �. Тогда типы T (r, f) и |N |(r, f) отно-
сительно ρ совпадают.

Рассмотрим теперь случай, когда мероморфная функция f имеет целый порядок � � 1. Тогда
род функции f равен или � − 1, или �. По теореме Адамара функцию f можно представить в
виде

f(z) = eP (z)
∏
aν

E

(
z

aν
, �

)/∏
bμ

E

(
z

bμ
, �

)
, (2.2)

где P (z) = c�z
� + cρ−1z

ρ−1 + · · ·+ c1z. Введем обозначения

Δμ = lim
r→∞

|μf |(r)
V (r)

, L�(r) = rρ(r)−�, Ω� = max{Δμ;Δ�},

K� = lim
r→∞

1

L�(r)

∣∣∣∣∣∣∣
c� +

1

�

∫∫

|ζ|�r

dμf (ζ)

ζ�

∣∣∣∣∣∣∣
.

Справедлива следующая теорема [2, гл. II, теорема 4.4].

Теорема 2.3 (Э. Линделёф). Пусть f —мероморфная функция целого порядка � � 1, ρ—та-
кой уточненный порядок в смысле Валирона, что lim

r→∞ ρ(r) = �. Тогда функция f имеет мини-
мальный, нормальный или максимальный тип относительно ρ в зависимости от того, будет
ли соответственно Ω� = 0, 0 < Ω� <∞ или Ω� = ∞.
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В монографии [2] теорема Линделёфа доказана и для нулевого уточненного порядка (см. [2,
гл. II, теорема 4.5]).

Теорема 2.4. Пусть f —трансцендентная мероморфная функция порядка � = 0, а ρ—та-
кой уточненный порядок в смысле Валирона, что lim

r→∞ ρ(r) = 0. Тогда типы T (r, f) и |N |(r, f)
относительно ρ совпадают.

2.2. Субгармонические функции на комплексной плоскости. Мы не приводим определение и
основные свойства субгармонических функций. Изложение теории субгармонических функций
можно найти в книгах И. И. Привалова [14], У. Хеймана и П. Кеннеди [19], М. Цудзи [28]. Про-
блема Линделёфа для субгаромнических функций в комплексной плоскости и полуплоскости
рассматривается в [23].

Пусть v— субгармоническая функция на комплексной плоскости C, Mv(r) = sup
|z|=r

v(z). Извест-
но, что Mv — возрастающая выпуклая относительно ln функция. Положим

�v = lim
r→∞

lnMv(r)

ln r
� 0 (v 	≡ 0).

Число �v называется порядком субгармонической функции v. Если �v < ∞, то v называется
функцией конечного порядка.

Обозначим через μv меру Рисса субгармонической функции v конечного порядка �. Не огра-
ничивая общности рассуждений, далее предполагаем, что v(0) = 0. Представление Адамара для
функции v имеет вид [19, Theorem 4.2]

v(z) =

∫∫
ln

∣∣∣∣E
(
z

ζ
; p

)∣∣∣∣ dμv(ζ) + RePq(z), p � �, (2.3)

где

Pq(z) =

q∑
k=1

αkz
k, q � �. (2.4)

Равномерно сходящийся интеграл I(z) в правой части равенства (2.3) называется каноническим
интегралом меры μv, а число p— родом канонического интеграла I(z). Наибольшее из чисел p и
q, где q— степень полинома в (2.4), называется родом субгармонической функции v.

Определение 2.1. Пусть ρ— уточнённый порядок. Величина

σ := σv = lim
r→+∞

Mv(r)

V (r)

называется типом субгармонической функции v относительно уточнённого порядка ρ.
Если σ = 0, то функция v называвется функцией минимального типа, если 0 < σ < ∞—

нормального типа, и если σ = ∞—максимального типа относительно уточнённого порядка ρ.

Определение 2.2. Пусть ρ— уточнённый порядок и пусть μv —мера Рисса субгармонической
функции v. Величина

Δ := Δv = lim
r→+∞

μv(r)

V (r)
,

где μv(r) = μv(B(0, r), называется верхней плотностью меры μv относительно уточнённого по-
рядка ρ.

Если в этом выражении существует предел, тоΔ называется плотностью меры μv относительно
уточнённого порядка ρ.

Первый основной результат статьи [23] — распространение теоремы 1.2 на субгармонические
функции на комплексной плоскости, рост которых определяется обобщённым уточнённым по-
рядком.

Теорема 2.5. Пусть v— субгармоническая функция нецелого порядка �, и пусть уточнённый
порядок ρ удовлетворяет условию (1.5). Если Δv = 0, то v—функция минимального типа
относительно ρ, если 0 < Δv <∞—то нормального типа, и если Δv = ∞—то максимального
типа.
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Случай целого порядка является более сложным. В этом случае значение верхней плотности
Δv не является достаточным, чтобы определить будет ли функция минимального, нормального
или максимального типа.

Определим величину δv для субгармонической функции v целого порядка � следующим обра-
зом. Представим функцию v целого порядка � в виде

v(z) =

∫∫
ln

∣∣∣∣G
(
z

ζ
; �

)∣∣∣∣ dμv(ζ) + ReP�(z),

где P�(z) = α�z
� + α�−1z

�−1 + · · ·+ α1z + α0. Положим

α̃ = min
{
j ∈ N : j � α

}
, δv,j(r) = αj +

1

k

∫∫

B(0,r)

μv(ζ)

ζk
, j = α̃, . . . , �;

δv,j = lim
r→∞

|δv,j(r)|
Lj(r)

, δv =

ρ∑
j=α̃

δv,j , γv = max{Δv, δv}.

Вопрос о типе субгармонической функции целого порядка решается следующим обобщением тео-
ремы Линделёфа 1.4.

Теорема 2.6. Пусть v— субгармоническая функция целого порядка � � 1, а ρ— обобщённый
уточнённый порядок, удовлетворяющий условию (1.1). Если γv = 0, то v—функция минималь-
ного типа относительно ρ, если 0 < γv < ∞—то нормального типа, а если γv = ∞—то
максимального типа.

2.3. Категория субгармонической функции. Две субгармонические функции v и g являются
функциями одной категории, если величины σv и σg обе бесконечны, или обе конечны и положи-
тельны, или обе равны нулю.

Теорема 12 из [10, Chap. I] распространяется на эти обобщённые категории субгармонических
функций.

Теорема 2.7. Категория суммы двух субгармонических функций v и g не превосходит наи-
большей из категорий слагаемых ; если категории v и g различны, то она совпадает с наиболь-
шей категорией.

Замечание 2.2. Если разность двух субгармонических функций v и g есть субгармоническая
функция ψ, то её категория не превосходит наибольшей из категорий функций v и g; в этом
случае категории v и g могут быть одинаковыми. Если они имеют разные категории, то категория
функции ψ равна наибольшей из категорий v и g.

3. Субгармонические функции на полуплоскости.

3.1. Определения и терминология. Обозначим через SK пространство таких субгармонических
функций v на полуплоскости C+, что v допускает положительную гармоническую мажоранту
в каждой ограниченной области полуплоскости C+. Функции v из SK обладают следующими
свойствами (см. [17]):

(a) v(z) имеет не касательного предела v(t) почти всюду на вещественной оси и v(t) ∈
L1
loc(−∞,∞);

(b) существует такая знакопеременная мера (заряд) ν на вещественной оси, что

lim
y→+0

b∫

a

v(t+ iy) dt = ν([a, b]) − 1

2
ν({a}) − 1

2
ν({b}),

где a, b ∈ (−∞,∞) \ Ev, Ev — счётное множество. Мера ν называется граничной мерой
функции v;

(c) dν(t) = v(t) dt+ dσ(t), где σ — сингулярная мера относительно меры Лебега.



О ТИПЕ ДЕЛЬТА-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 41

Для функции v ∈ SK, следуя [17], определим полную меру λv := λ формулой

λ(G) = 2π

∫

C+∩G
Im ζ dμ(ζ)− ν(G),

где μ—мера Рисса функции v.
Полная мера определяет функцию v ∈ SK так же, как мера Рисса μ определяет субгармониче-

скую функцию в комплексной плоскости C. Точнее, если функции v1, v2 ∈ SK имеют одинаковую
полную меру λ, то существует такая вещественная целая функция g, что v1(z)− v2(z) = Im g(z),
z ∈ C+.

Если t— точка исключительного множества Ev, определим v(t), полагая

v(t) = lim
z→t,z∈C+

v(z),

когда t стремится к z вдоль любого пути. В силу этого замечания можно считать функцию v ∈ SK
определённой в замкнутой полуплоскости C+.

Пусть v ∈ SK, Mv(r) = sup
0�θ�π

v(reiθ). Число

�v = lim
r→∞

lnMv(r)

ln r

называется порядком субгармонической функции v. Если �v < ∞, то v называется функцией
конечного порядка.

Обозначим через SK(ρ) пространство таких субгармонических в полуплоскости C+ функций
v, что для всех z ∈ C+ выполняется неравенство

Mv(r) � KvV (|z|), (3.1)

где Kv > 0—постоянная, зависящая от v и не зависящая от z.

Замечание 3.1. Имеются различные определения порядка субгармонической в полуплос-
кости функции. Наиболее известные — это определения в смысле Левина (см. [10]), Говорова
(см. [1]), Гришина (см. [18]), Титчмарша (см. [16]). Эти определения эквивалентны при � > 1.
Определение порядка, приведенное выше, — это определение в смысле Левина. Далее мы будем
предполагать, что � > 1.

3.2. Аналог теоремы Линделёфа для функций пространства SK. Пусть мера λ обладает сле-
дующими свойствами:

(i) λ—конечная мера на каждом компакте K ⊂ C;
(ii) λ—положительная мера на C+;
(iii) λ равна нулю в полуплоскости C− = {z : Im z < 0};
(iv) λ не нагружает некоторую окрестность нуля, т.е. 0 /∈ supp(λ).

Совокупность условий (i)–(iv) в дальнейшем будем обозначать через {G}, а если выполняется
условие

(ii′) λ—положительная мера на C+,
то через {G+}. Следующая теорема доказана А. Ф. Гришиным [4] (см. также [6, 18]).

Теорема 3.1. Пусть мера λ обладает свойствами {G}, а ρ—такой уточнённый порядок в
смысле Валирона, что lim

r→∞ ρ(r) = � > 1. Для того, чтобы мера λ была полной мерой функции
v ∈ SK(ρ) необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

(i) выполнение неравенства
|λ|(r) � KrV (r) (3.2)

при некотором K > 0 и всех r > 0, если �—нецелое число;
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(ii) выполнение неравенства (3.2) при некотором K > 0 и всех r > 0 и существование такого
действительного числа α� , что функция

r�

V (r)

∣∣∣∣∣∣∣
α� +

1

2�

∫∫

B(0,r)

r2� − τ2�

r2�
· sin �ϕ
sinϕ

· dλ(ζ)
τρ+1

∣∣∣∣∣∣∣
(ζ = τeiϕ)

является ограниченной функцией от r, если �—целое число.

В [21] теорема 3.1 распространена на случай обобщённого уточнённого порядка. Сформулируем
один из результатов этой статьи в виде теоремы.

Теорема 3.2. Пусть мера λ обладает свойствами {G} и пусть ρ—такой обобщённый уточ-
нённый порядок, что

1 < lim
r→∞

ρ(r) = α � � = lim
r→∞ ρ(r). (3.3)

Для того чтобы мера λ была полной мерой функции v ∈ SK(ρ), необходимо и достаточно
выполнение следующих условий:

(i) выполнение неравенства (3.2) при некотором K > 0 и всех r > 0, если выполняется
условие (1.5);

(ii) выполнение неравенства (3.2) при некотором K > 0 и всех r > 0 и существование для
всех целых j, удовлетворяющих неравенству α � j � �, таких действительных чисел
αj , что функции

rj

V (r)

∣∣∣∣∣∣∣
αj +

1

2j

∫∫

B(0,r)

r2j − τ2j

r2j
· sin jϕ
sinϕ

· dλ(ζ)
τ j+1

∣∣∣∣∣∣∣
(ζ = τeiϕ)

являются ограниченными функциями от r, если условие (1.5), не выполняется.

Замечание 3.2. Теорема 3.1 — частный случай теоремы 3.2, если α = �.

3.3. Аналог теоремы Линделёфа для функций пространства JS. Функция v называется истин-
но субгармонической на C+, если v— субгармоническая функция на C+ и lim

z→t
v(z) � 0 для любой

точки t ∈ R. Полная мера истинно субгармонической функции — положительная мера, чем и
объясняется сам термин. Заметим, что истинно субгармоническая функция принадлежит про-
странству SK (см. [17]). Обозначим через JS пространство истинно субгармонических функций,
а через JS(ρ)—подпространство, удовлетворяющее неравенству (3.1).

Следующая теорема доказана А. Ф. Гришиным [4] (см. также [6, 18]).

Теорема 3.3. Пусть v—истинно субгармоническая функция порядка � > 1. Пусть λ—пол-
ная мера функции v, λ1— ограничение меры λ на круг B(0, 1) и λ2 = λ− λ1. Тогда существуют
такие вещественные числа {dk}qk=1, q � �, что

v(z) =
1

2π

∫∫
K0(z, ζ) dλ1(ζ) +

1

2π

∫∫
Kp(z, ζ) dλ2(ζ) +

q∑
k=1

dk Im zk, p � ρ, (3.4)

где

Kp(z, ζ) =
1

Im ζ
Re

[
ln
z − ζ

z − ζ̄
+

p∑
k=1

zk

k

(
1

ζk
− 1

ζ̄k

)]
, p = 1, 2, . . . ; K0(z, ζ) =

1

Im ζ
ln

∣∣∣∣
z − ζ

z − ζ̄

∣∣∣∣ .

Здесь и далее мы рассматриваем однозначную ветвь функции ln в комплексной плоскости с
разрезом вдоль отрицательной полуоси.

Интегралы в правой части формулы (3.4) называются каноническими интегралами меры λ2
и меры λ1, а число p называется родом канонического интеграла I+. Наибольшее из чисел p и q,
где q— степень тригонометрического полинома в правой части (3.4), называется родом субгармо-
нической функции v ∈ JS.
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Определение 3.1. Пусть ρ, lim
r→+∞ ρ(r) = � > 1, — уточнённый порядок. Величина

σ := σv = lim
r→+∞

Mv(r)

V (r)

называется типом функции v ∈ JS(ρ) относительно уточнённого порядка ρ. Если σ = 0, то
функция v называется функцией минимального типа, если 0 < σ < ∞—функцией нормального
типа, и если σ = ∞—функцией максимального типа относительно уточнённого порядка ρ.

Определение 3.2. Пусть ρ, lim
r→+∞ ρ(r) = � > 1, — уточнённый порядок, и пусть λv —полная

мера субгармонической функции v ∈ JS(ρ). Верхней плотностью меры λv относительно уточнён-
ного порядка ρ называется

Δ := Δv = lim
r→+∞

λv(r)

rV (r)
,

где λv(r) = λv(B+(0, r). Если существует предел, то Δ называется плотностью меры λv относи-
тельно уточнённого порядка ρ.

Вопрос о типе функции из класса JS(ρ) когда нижний порядок и порядок функции не целые
числа и между ними нет целых чисел решается следующей теоремой из [23].

Теорема 3.4. Пусть v ∈ JS(ρ)—истинно субгармоническая функция нецелого порядка � > 1,
ρ— обобщённый уточнённый порядок, удовлетворяющий условию (1.5). Если при этом Δv = 0,
то v—функция минимального типа относительно ρ, если 0 < Δv <∞—то нормального типа,
и если Δv = ∞—то максимального типа.

Как и в случае плоскости, значение верхней плотности Δv, вообще говоря, не определяет тип
функции v ∈ JS(ρ) (минимальный, нормальный или максимальный).

Определим величину δv для субгармонической функции v(z) ∈ JS(ρ) целого порядка � � 2
следующим образом. Представим функцию v в виде

v(z) =
1

2π

∫∫
K(z, ζ) dλ1(ζ) +

1

2π

∫∫
K�(z, ζ) dλ2(ζ) +

�∑
j=1

dj Im(zj), � � 2.

Положим

α̃ = min
{
j ∈ N : j � α

}
, δv,j(r) = dj + S+(r; j, λ), j = α̃, . . . , �; δv,j = lim

r→∞
|δv,j(r)|
Lj(r)

,

S+(r; j, λ) =
1

πj

∫∫

D+(1,r)

sin jϕ

τ j Im ζ
dλ(ζ), ζ = τeiϕ, δv =

ρ∑
j=α̃

δv,j , γv = max
{
Δv, δv

}
.

Следующий результат — это распространение теоремы 1.4 на субгармонические функции на ком-
плексной полулоскости, рост которых определяется обобщённым уточнённым порядком (см. [23]).

Теорема 3.5. Пусть v ∈ JS(ρ)—истинно субгармоническая функция целого порядка � � 2
и ρ— обобщённый уточнённый порядок, удовлетворяющий условию (3.3). Если γv = 0, то v—
функция минимального типа относительно ρ(r), если 0 < γv < ∞—то нормального типа и
если γv = ∞—то максимального типа.

3.4. Категория истинно субгармонических функций. В [23] теорема 2.4 распространяется на
случай обобщённой категории истинно субгармонических функций.

Теорема 3.6. Категория суммы v + g двух истинно субгармонических функций v и g из
пространства JS(ρ) не превосходит наибольшей из категорий слагаемых, если категории v и g
различны, то категория суммы совпадает с большей категорией слагаемых.

Следствие 3.1. Если разность двух истинно субгармонических функций v и g из простран-
ства JS(ρ) есть истинно субгармоническая функция ψ, то её категория не превышает большую
из категорий функций v и g; здесь категории v и g могут быть одинаковыми. Если они имеют
разные категории, то категория функции ψ равна большей из категорий функций v и g.



44 К. Г. МАЛЮТИН, М. В. КАБАНКО

4. Дельта-субгармонические функции на плоскости.

4.1. Определения и терминология, формулировка результатов. Прежде всего уточним поня-
тие дельта-субгармонической функции. Обычно дельта-субгармонической функцией называют
функцию представимую в виде разности двух субгармонических функций. Однако такое опре-
деление нуждается в корректировке. Скорректированное определение дельта-субгармонической
функции приведено в [7].

Функция v в области G ⊂ C называется дельта-субгармонической, если выполняются следую-
щие три условия:

(i) Существует такое множество F емкости ноль, что на G \ F справедливо представление
v = v1 − v2, где v1 и v2 — субгармонические функции в области G. Посредством этого
представления определяется мера Рисса μv функции v по формуле μv = μ

(1)
v − μ

(2)
v , где

μ
(1)
v и μ(2)v —меры Рисса функций v1 и v2. При этом μ, вообще говоря, является зарядом.
Определяющее множество H функции v — это множество точек z ∈ G, для которых
найдется такое δ > 0, что выполняется неравенство

δ∫

0

|μv|(C(z, t))

t
dt <∞,

где |μv| = |μ+v |+ |μ−v |, а μv = μ+v − μ−v —жорданово разложение меры μv.
Заметим, что меры μ+v и μ−v , вообще говоря, не являются мерами Рисса функций v1 и

v2, т.е. отличаются от мер μ(1)v и μ(2)v .
(ii) Для любой точки z ∈ H выполняется равенство

v(z) = lim
δ→0

1

2πδ

2π∫

0

v(z + δeiθ) dθ.

(iii) v(z) = 0 для x ∈ G \H.
Пусть, как и выше, μ—мера (вообще говоря, знакопеременная, т.е. заряд) на комплексной

плоскости C; μ(r)—мера круга C(r). Если не оговорено противное, всюду предполагаем, что 0 	∈
suppμ, поскольку это ограничение в рамках рассматриваемых вопросов всегда легко снимается.
Для знакоположительной меры μ определим её род как наименьшее целое число p, для которого
сходится интеграл ∫∫

C

μ(ζ)

|ζ|p+1
.

Пусть v—дельта-субгармоническая функция на комплексной плоскости. Положим

|N |(r, v) = N|μv|(r), N(r, v) = Nμ−
v
(r), N+(r, v) = Nμ+

v
(r),

m(r, v) =
1

2π

2π∫

0

v+(reiϕ) dϕ, T (r, v) = m(r, v) +N(r, v).

Дельта-субгармоническая функция v имеет тот же порядок и тип (относительно уточнённого
порядка ρ), что и ее характеристическая функция T (r, v).

С помощью канонических интегралов меры можно дать удобное представление дельта-субгар-
монических функций конечного порядка. Далее без ограничения общности рассуждений предпо-
лагаем, что v(0) = 0.

Теорема 4.1 (Ж. Адамар). Пусть v— дельта-субгармоническая функция конечного порядка
�, μv = μ+v − μ−v —жорданово разложение меры μv, p1—род меры μ+v , p2—род меры μ−v . Тогда

v(z) =

∫∫
ln

∣∣∣∣G
(
z

ζ
; p1

)∣∣∣∣ dμ+v (ζ)−
∫∫

ln

∣∣∣∣G
(
z

ζ
; p2

)∣∣∣∣ dμ−v (ζ) + RePq(z), p � �, (4.1)
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где Pq(z) =
q∑

k=1

αkz
k, q � �—некоторый многочлен, степень которого q не превышает [�].

Число p = max{q, p1, p2} называется родом функции v.

Замечание 4.1. Имеют место неравенства max{ρμ+
v
, ρμ−

v
} � �, p � � � p+ 1.

Замечание 4.2. Пусть выполнены условия теоремы 4.1. Обозначим через p′ род меры |μv|.
Тогда остается в силе представление (4.1), если в канонических интегралах заменить p1 и p2 на
p′. Это же заключение остается в силе, если p1 и p2 заменить на род p функции v.

Наиболее прост случай, когда на отрезке [α, ρ] нет целых чисел.

Теорема 4.2. Пусть �—порядок дельта-субгармонической функции v, а ρ—уточненный по-
рядок, удовлетворяющий условию (1.5). Тогда типы T (r, v) и |N |(r, v) относительно ρ либо оба
равны нулю, либо оба нормальные, либо равны бесконечности.

Рассмотрим теперь случай, когда на отрезке [α, �] есть целые числа и функция v имеет целый
порядок � � 1. Тогда род v равен или �, или � − 1. Не ограничивая общности, можно считать
v(0) = 0. По теореме Адамара функцию v можно представить в виде

v(z) =

∫∫
ln

∣∣∣∣G
(
z

ζ
; �

)∣∣∣∣ dμv(ζ) + ReP�(z), (4.2)

где P�(z) = c�z
� + c�−1z

�−1 + · · · + c1z. Введем обозначения

α̃ = min
{
j ∈ N : j � α

}
, Kj(r) = cj +

1

j

∫∫

|ζ|�r

dμv(ζ)

ζj
, α̃ � j � �,

ΔN = lim
r→∞

|N |(r, v)
V (r)

, Δμ = lim
r→∞

|μf |(r)
V (r)

, Kj = lim
r→∞

|Kj(r)|
Lj(r)

,

ΔK = max
α̃�j�ρ

{Kj}, Ω = max
{
ΔN ;ΔK

}
.

Сформулируем наш второй главный результат.

Теорема 4.3. Пусть v— дельта-субгармоническая функция целого порядка � � 1, �— уточ-
ненный порядок, удовлетворяющий условию (1.1). Тогда функция v имеет минимальный, нор-
мальный или максимальный тип относительно ρ в зависимости от того, будет ли соответ-
ственно Ω = 0, 0 < Ω <∞ или Ω = ∞.
4.2. Предварительные сведения. Далее, не оговаривая это особо, будем предполагать, что ρ
удовлетворяет соотношениям (1.1). Следующие две леммы доказаны в [12].

Лемма 4.1. Пусть ρ— обобщённый уточнённый порядок. Если b > a > 0, то для любого
ε > 0 асимптотически, равномерно относительно t ∈ [a, b], выполняется соотношение

tα−ε � V (tr)

V (r)
� tρ+ε.

Лемма 4.2. Пусть ρ— обобщённый уточнённый порядок. Тогда при λ < α+ 1
r∫

δ

V (t)

tλ
dt � V (r)r

(α+ 1− λ)rλ
+ o

(
V (r)r

rλ

)
, r → ∞, (4.3)

а при λ > �+ 1
∞∫

r

V (t)

tλ
dt � V (r)r

(λ− �− 1)rλ
+ o

(
V (r)r

rλ

)
, r → ∞. (4.4)

Нам понадобится следующая лемма.
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Лемма 4.3. Пусть ρ— обобщённый уточнённый порядок, 0 � p < α � � < p+ 1. Тогда

lim
r→∞

∞∫

c/r

V (rτ)

V (r)
· dτ

τp+1(1 + τ)
�

∞∫

0

τρ−p−1

1 + τ
dτ =

π

sinπ(ρ− p)
.

Доказательство. Разобьём промежуток интегрирования [c/r,∞) на три части [c/r, ε], (ε, ε−1],
(ε−1,∞), где ε—произвольное малое положительное число. Оценим первый интеграл, используя
неравенство (4.3):

I1 =

ε∫

c/r

V (rτ)

V (r)
· dτ

τp+1(1 + τ)
=

εr∫

c

V (t)

V (r)
· rp+1dt

tp+1(r + t)
� rp

V (r)

εr∫

c

V (t)

tp+1
dt �

� rp

V (r)

(
V (εr)εr

(α− p)(εr)p+1
+ o

(
V (εr)εr

(εr)p+1

))
.

Применяя лемму 4.1, получим отсюда

lim
r→∞ I1 �

ε�−p

α− p
. (4.5)

Аналогично оценим третий интеграл, используя неравенство (4.4):

I3 =

∞∫

ε−1

V (rτ)

V (r)
· dτ

τp+1(1 + τ)
=

∞∫

r/ε

V (t)

V (r)
· rp+1dt

tp+1(r + t)
� rp+1

V (r)

∞∫

r/ε

V (t)

tp+2
dt �

� rp+1

V (r)

(
V (r/ε)(r/ε)

(p + 1− �)(r/ε)p+2
+ o

(
V (r/ε)(r/ε)

(r/ε)p+2

))
.

Опять, применяя лемму 4.1, получим отсюда

lim
r→∞ I3 �

εp+1−�

p+ 1− �
. (4.6)

Второй интеграл оценим с помощью леммы 4.1:

I2 =

ε−1∫

ε

V (rτ)

V (r)
· dτ

τp+1(1 + τ)
�

ε−1∫

ε

τ�+ε dτ

τp+1(1 + τ)
�

∞∫

0

τ�−p−1+ε

1 + τ
dτ.

Так как ε—произвольное малое положительное число, то из последнего неравенства и из (4.5),
(4.6) получаем, что

lim
r→∞

∞∫

c/r

V (rτ)

V (r)
· dτ

τp+1(1 + τ)
�

∞∫

0

τ�−p−1

1 + τ
dτ =

π

sinπ(�− p)
.

Последний интеграл вычисляется с помощью вычетов (см., например, [8, гл. I]). �
Нам понадобится формула Пуассона—Иенсена для круга (см. [2]). Пусть v—дельта-субгармо-

ническая функция в замкнутом круге B(R). Тогда справедлива формула

v(z) =
1

2π

2π∫

0

v(Reiϕ)Re
Reiϕ + z

Reiϕ − z
dϕ−

∫∫

|ζ|�R

ln

∣∣∣∣
R2 − zζ̄

R(z − ζ)

∣∣∣∣ dμv(ζ). (4.7)

При z = 0, v(0) 	= −∞,∞, формула (4.7) называется формулой Иенсена и принимает вид

v(0) =
1

2π

2π∫

0

v(Reiϕ) dϕ−
∫∫

|ζ|�R

ln

∣∣∣∣
R

ζ

∣∣∣∣ dμv(ζ). (4.8)
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Обозначим через

ck(r, v) =
1

2π

2π∫

0

v(reiϕ)e−ikϕ dϕ, k = 0,±1,±2, . . . ,

коэффициенты Фурье функции v. Очевидно, что

|ck(r, v)| � 1

2π

2π∫

0

|v(reiϕ)| dϕ = m(r, v) +m(r,−v) � 2T (r, v). (4.9)

Для данной меры μ введем обозначение dμk(ζ) =
dμ(ζ)

ζk
, μk(r) = μk(C(0, r)).

В следующей лемме мы получаем выражения для коэффициентов Фурье, которые несколько
отличаются от соответствующих формул, полученных в [?], и являются более удобными в наших
исследованиях.

Лемма 4.4. Пусть v— дельта-субгармоническая функция в круге C(0, R0), v(0) = 0,

v(z) =
∞∑
k=1

rk

2

(
αke

ikθ + ᾱke
−ikθ

)
(4.10)

— разложение в некоторой окрестности точки z = 0, μk := (μv)k. Тогда для 0 < r < R0

справедливы соотношения

c0(r, v) = N+(r, v) −N(r, v); (4.11)

ck(r, v) =
rk

2
αk +

1

2k

∫∫

|ζ|�r

r2k − τ2k

rk
dμk(ζ), ζ = τeiϕ, (4.12)

при k � 1 и ck = c̄−k при k � −1.

Доказательство. Формула (4.11) совпадает с формулой Иенсена (4.8). Для доказательства (4.12)
будем использовать формулу Пуассона—Иенсена (4.7). Так как

Re
Reiφ + z

Reiφ − z
=

+∞∑
k=−∞

( r
R

)|k|
eik(θ−ϕ), z = reiθ,

при 0 � r < R < R0, то

1

2π

2π∫

0

v(Reiϕ)Re
Reiϕ + z

Reiϕ − z
dϕ =

∞∑
k=−∞

ck(R, v)
( r
R

)|k|
eikθ.

Используем далее разложением ядра при 0 � r < τ � R, ζ = τeiϕ:

ln

∣∣∣∣
R2 − zζ̄

R(z − ζ)

∣∣∣∣ = ln
R

τ
+

∞∑
k=1

1

2k

( r
τ

)k (
1− τ2k

R2k

)(
eik(θ−ϕ) + e−ik(θ−ϕ)

)
.

Выберем z достаточно малым, чтобы выполнялось соотношение (4.10) и окрестность B(0, |z|) не
нагружала меру μv. Приравнивая коэффициенты Фурье правой и левой частей формулы (4.7),
для k ∈ N имеем

1

2
αkr

k = ck(R)
( r
R

)k
− 1

2k

∫∫

|ζ|�r

( r
τ

)k (
1− τ2k

R2k

)
e−ikϕ dμv(ζ).

Умножив это равенство на (R/r)k, получим (4.12) при r = R. �
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4.3. Доказательство теоремы 4.2. Докажем теорему 4.2. Предположим, что

lim
r→∞

|N |(r, v)
V (r)

= ΔN <∞, lim
r→∞

T (r, v)

V (r)
= Δv <∞.

Так как |N |(r, v) � 2T (r, v) +O(1), то ΔN � 2Δv, или

Δv � 2−1ΔN . (4.13)

Далее воспользуемся неравенством из [2, гл. II], полученным при доказательстве теоремы 4.2:

T (r, v)

V (r)
� o(1) +C(p)(p + 1)(ΔN + ε)

∞∫

c/r

V (rτ)

V (r)
· dτ

τ�+1(1 + τ)
, r → ∞,

которое имеет место для всех r � c, где c = min |ck| > 0, p = [α] = [�], C(0) = 1, C(p) =
4(p + 1)(2 + ln p) при p � 1. Переходя в этом неравенстве к пределу при r → ∞ и используя
лемму 4.3, получаем, что

Δv � C(p)(p + 1)(ΔN + ε)
π

sin π(�− p)
.

Учитывая произвольную малость ε, имеем

Δv � C(p)(p + 1)
π

sinπ(�− p)
ΔN . (4.14)

При ΔN = ∞ это неравенство тривиально. Вместе с (4.13) это доказывает теорему 4.2.

Следствие 4.1. Если дельта-субгармоническая функция v имеет нецелый порядок �, [�] = p,
то

lim
r→∞

|N |(r, f)
T (r, f)

� sin π(�− p)

C(p)(p+ 1)π
.

Доказательство с использованием неравенства (4.14) дословно повторяет доказательство след-
ствия из теоремы 4.2 работы [2, гл. II].

4.4. Доказательство теоремы 4.3. Рассмотрим теперь случай, когда дельта-субгармоническая
функция v имеет целый порядок � � 1. Тогда род функции v равен или �−1, или �. Воспользуемся
идеями Л. Рубела (см. [15] и [2, гл. II, теорема 4.4]).

Пусть v(0) = 0 и в окрестности z = 0 имеет место разложение (4.10). Используя теорему
Адамара, функцию v можно представить в виде (4.2). Отсюда легко получаем, что

αj =

⎧⎨
⎩

cj , j = 1, . . . , �,

−1

j

∫∫
dμj(ζ), j = �+ 1, �+ 2, . . . .

(4.15)

Формулу (4.12) при j = 1, 2, . . . , можно записать так:

αj =
2

rj
cj(r, v) +

1

j

∫∫

|ζ|�r

τ2j − r2j

r2j
dμj(ζ), ζ = τeiϕ. (4.16)

При α̃ � j � � имеем αj = cj , и равенство (4.16) можно переписать следующим образом:

Kj(r) =
2

rj
cj(r, v) +

1

j

∫∫

|ζ|�r

(
ζ̄j

r2j

)
dμv(ζ), (4.17)

откуда, учитывая (4.9), получаем

|Kj(r)|
Lj(r)

� 4T (r, v)

V (r)
+

1

jV (r)

∫∫

t�r

(
t

r

)j

d|μv|(t) � 4T (r, v)

V (r)
+

|μv|(t)
jV (r)

.

Отсюда следует, что
ΔK � 4Δv +Δμ.
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Из [2, гл. I, лемма 7.1]) следует, что Δμ � |N |(er, f) � 2T (er, v) + O(1). Поэтому Δμ � 2e�Δv.
Значит, ΔK � (4 + 2e�)Δv. С учётом неравенства (4.13) получаем

Ω � (4 + 2e� + 2−1)Δv. (4.18)

Предположим теперь, что Ω < ∞. При r > r(ε) выполняются асимптотические неравенства
|Kj(r)| < (Kj + ε)Lj(r) и |μv(r)| < (Δμ + ε)V (r), ε > 0. Оценим коэффициенты Фурье cj(r, v).
При j > � из (4.15) и (4.16) получаем

−1

j

∫∫

|ζ|>r

d(μv)j(ζ) =
2

rj
cj(r, v) +

1

j

∫∫

|ζ|�r

ζ̄j

r2j
dμv(ζ),

откуда, интегрируя по частям, получаем

|cj(r, v)| � |μv|(r)
2j

+
rj

2j

∞∫

r

d|μv|(t)
tj

=
rj

2

∞∫

r

|μv|(t)
tj+1

dt � Δμ + ε

2(j − ρ)
V (r) + o

(
V (r)

rj

)
, r → ∞.

Для оценки последнего неравенства использовали (4.4).
Так как j � � � 1, то отсюда следует, что при j � �

|cj(r, v)| � Δμ + ε

2(j − �)
V (r) + o

(
V (r)

r

)
, r → ∞. (4.19)

Если 1 � j � α̃− 1, то из (4.15) и (4.16) получаем

|cj(r, v)| � |cj |
2
rj +

|μv|(r)
2j

+
rj

2j

r∫

0

d|μv|(t)
tj

=
|cj |
2
rj +

|μv|(r)
j

+
rj

2

r∫

0

|μv|(t)
tj+1

dt �

� O(rα̃−1) + (Δμ + ε)

(
1

j
+

1

2(α− j)

)
V (r) + o

(
V (r)

rj

)
, r → ∞.

Для оценки последнего неравенства использовали (4.3). Отсюда следует, что при 1 � j � α̃− 1

|cj(r, v)| � O(rα̃−1) + (Δμ + ε)

(
1

j
+

1

2(α− j)

)
V (r). (4.20)

Если 0 < α̃ � j � �, то из (4.17) находим

|cj(r, v)| � |Kj(r)|
2

rj +
|μv|(r)
2j

� 1

2

(
Kj + ε+

Δμ + ε

j

)
V (r). (4.21)

Наконец, по формуле Иенсена

c0(r, v) = N+(r, v) −N(r, v);

применяя неравенство (4.3), получим

|c0(r, v)| � |N |(r, f) � (Δμ + ε)

r∫

0

V (t)

t
dt � Δμ + ε

α
V (r) + o

(
V (r)

r

)
, r → ∞. (4.22)

В силу равенства Парсеваля и равенства c−j(r, v) = cj(r, f), j ∈ N, имеем

1

2π

2π∫

0

v2(reiϕ) dϕ =
∞∑

j=−∞
|cj(r, v)|2 = |c0(r, v)|2 + 2

∞∑
j=1

|cj(r, v)|2.

Используя неравенства (4.19), (4.20), (4.21), (4.22) и очевидное неравенство

(|a|+ |b|)2 � 2(|a|2 + |b|2),
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получаем

1

2π

2π∫

0

v2(reiϕ)| dϕ � O(r2α̃−2) + 2

⎧⎨
⎩
(
Δμ + ε

α

)2

+ (Δμ + ε)2
α̃−1∑
j=1

(
1

j
+

1

2(α− j)

)2

+

+

ρ∑
j=α̃

(
(Kj + ε)2

2
+

(Δμ + ε)2

2j2

)
+

(Δμ + ε)2

4

∞∑
j=ρ+1

1

(j − �)2

⎫⎬
⎭ (V (r))2 =

= O(r2α̃−2) +
{
M1(ΔK + ε)2 +M2(Δμ + ε)2

}
(V (r))2,

где

M1 = ρ− α̃, M2 = 2

α̃−1∑
j=1

(
1

j
+

1

2(α − j)

)2

+

ρ∑
j=α̃

1

j2
+

1

2

∞∑
j=ρ+1

1

(j − �)2
<∞.

С помощью неравенства Коши—Буняковского получаем

m(r, v) +m (r,−v) = 1

2π

2π∫

0

|v(reiϕ)| dϕ �

⎛
⎝ 1

2π

2π∫

0

v2(reiϕ) dϕ

⎞
⎠

1/2

�

�
{
O(r−2) +M1(ΔK + ε)2 +M2(Δμ + ε)2

}1/2
(V (r)),

2T (r, v) = m(r, v) +m (r,−v) + |N |(r, v) �

�
{
O(r−2) +M1(ΔK + ε)2 +M2(Δμ + ε)2

}1/2
V (r) +

Δμ + ε

α
V (r) + o

(
V (r)

r

)
, r → ∞.

Отсюда

2Δv �
{
M1(ΔK + ε)2 +M2(Δμ + ε)2

}1/2
+

Δμ + ε

α
,

Δv � 1

2

{
M1Δ

2
K +M2Δ

2
μ

}1/2
+

Δμ

α
�M3Ω.

Таким образом, отсюда и из (4.18) мы получили неравенства

(4 + 2e� + 2−1)−1Ω � Δv �M3Ω,

откуда следует утверждение теоремы 4.3.
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Boutroux proximate order// J. Math. Sci. — 2022. — 262, № 3. — P. 301–311.

22. Malyutin K. G., Kabanko M. V., Kostenko I. V. Generalization of the Lindelöf theorem to the case of
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА—БЕССЕЛЯ ФУНКЦИИ
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И. П. ПОЛОВИНКИН

Аннотация. Приведены результаты, связанные с решением проблемы о наилучшем восстановле-
нии дробной степени B-эллиптического оператора Лапласа—Бесселя гладкой функции по точно
или приближенно известному ее преобразованию Фурье—Бесселя на некотором выпуклом мно-
жестве. Рассмотрены случаи первичных оценок в Lγ

2 , L∞.

Ключевые слова: оператор Бесселя, оптимальное восстановление, экстремальная задача, пре-
образование Фурье—Бесселя.

RECOVERY OF THE LAPLACE–BESSEL OPERATOR OF A FUNCTION

BY THE SPECTRUM, WHICH IS SPECIFIED NOT EVERYWHERE

c© 2023 S. M. SITNIK, V. E. FEDOROV, M. V. POLOVINKINA, I. P. POLOVINKIN

Abstract. In this paper, we present results related to the problem of the best recovery of a fractional
power of the B-elliptic Laplace–Bessel operator of a smooth function from its Fourier–Bessel transform,
which is known exactly or approximately on a certain convex set. The cases of primary estimates in
Lγ

2 and L∞ are considered.

Keywords and phrases: Bessel operator, optimal recovery, extremal problem, Fourier–Bessel
transform.

AMS Subject Classification: 26A33, 35Q92, 35B40, 43A32, 35J15

1. Введение. В [8, 9] Г. Г. Магарил-Ильяев и Е. О. Сивкова рассматривали задачу о восста-
новлении оператора Лапласа с его степенями, в том числе дробными, от некоторой функции из
преобразования Фурье, заданного на некотором выпуклом множестве. Существует много слу-
чаев, когда определенные свойства оператора Лапласа и преобразования Фурье с небольшими
изменениями, а иногда и буквально, переносятся на эллиптические сингулярные дифференциаль-
ные операторы, содержащие оператор Бесселя. В этом случае рабочим инструментом для иссле-
дования является преобразование Фурье—Бесселя (аналогично преобразованию Фурье). Теория
весовых функциональных пространств, связанных с сингулярными дифференциальными опера-
торами и преобразованием Фурье—Бесселя, была разработана И. А. Киприяновым (см. [3–5]) и
развита в дальнейшем его учениками (см. [2,7,10,11]). Огромный вклад в изучение развитие при-
ложений преобразования Фурье—Бесселя внесен Я. И. Житомирским (см. [1]), Б. М. Левитаном
(см. [6]).
В настоящей статье приводятся аналоги результатов работ [8, 9] для случая преобразования

Фурье—Бесселя и сингулярного B-эллиптического оператора Лапласа—Бесселя.
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2. Необходимые сведения. Пусть

R+
N =

{
x = (x′, x′′), x′ = (x1, . . . , xn), x

′′ = (xn+1, . . . , xN ), x1 > 0, . . . , xn > 0
}
,

γ = (γ1, . . . , γn), (x′)γ =

n∏
i=1

xγii , γi > 0.

Через Ω+ будем обозначать область, прилегающую к гиперплоскостям x1 = 0, . . . , xn = 0. Гра-
ница области Ω+ состоит из двух частей: Γ+, расположенной в части пространства R+

N , и Γ0,
принадлежащей гиперплоскостям x1 = 0, . . ., xn = 0.
Через Lγ

p(Ω+) будем обозначать линейное пространство функций, для которых

‖f‖Lγ
p (Ω+) =

⎛
⎝
∫

Ω+

|f(x)|p (x′)γ dx

⎞
⎠

1/p

< +∞.

Пусть Ω ⊂ R
N — объединение множества Ω+ и множества Ω−, полученного из Ω+ симметрией

относительно пространства x′ = 0.
Смешанный обобщенный сдвиг определим формулой

f → (T yf)(x) =

n∏
i=1

T yi
xi
f(x′, x′′ − y′′), (1)

где каждый из обобщенных сдвигов T yi
xi определен по формуле (см. [6])

(T yi
xi
f)(x) =

Γ(γi+1
2 )√

π Γ
(γi
2

)×

×
π∫

0

f

(
x1, . . . , xi−1,

√
x2i + y2i − 2xiyi cosα, xi+1, . . . , xN

)
sinγi−1 αdα, i = 1, . . . , n, (2)

а произведение
n∏

k=1

T yk
xk понимается как произведение (суперпозиция) операторов.

Обобщенная свертка функций f, g ∈ Lγ
p(R

+
N ) определяется формулой

(f ∗ g)γ(x) =
∫

R+
N

f(y)T y
x g(x)(y

′)γdy. (3)

Прямое и обратное смешанные преобразования Фурье—Бесселя определяются соответственно
формулами

FB,γ [ϕ(x
′, x′′)](ξ) =

∫

R+
N

ϕ(x)

n∏
k=1

jνk(ξkxk)e
−ix′′·ξ′′(x′)γ dx =

= (2π)N−n22|ν|
n∏

k=1

Γ2(νk + 1)F−1
B,γ [ψ(x

′,−x′′)](ξ), (4)

где

x′ · ξ′ = x1ξ1 + . . . + xnξn, x′′ · ξ′′ = xn+1ξn+1 + . . .+ xNξN , |ν| = ν1 + . . .+ νn,

jνk(zk) =
2νkΓ(νk + 1)

zνkk
Jνk(zk) = Γ(νk + 1)

∞∑
m=1

(−1)mz2mk
22mm!Γ(m+ νk + 1)

—нормированная функция Бесселя первого рода порядка νk, Γ(·)— гамма-функция Эйлера,
Jνk(·)—функция Бесселя первого рода порядка νk = (γk − 1)/2, k = 1, . . . , n. Далее будем поль-
зоваться обозначением

Π = (2π)N−n22|ν|
n∏

k=1

Γ2(νk + 1). (5)
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3. Задача об оптимальном восстановлении степени оператора Лапласа—Бесселя
функции в метрике Lγ

2 . B-Эллиптический оператор ΔB (термин и обозначения введены
И. А. Киприяновым в [3]) определяется формулой

ΔBu =

n∑
k=1

(
∂2u

∂x2k
+
γk
xk

∂u

∂xk

)
+

N∑
k=n+1

∂2u

∂x2k
. (6)

Этот оператор называют также оператором Лапласа—Бесселя.
Будем использовать подход к дробным степеням оператора ΔB, связанный с применением

преобразования Фурье—Бесселя. Для любого α > 0 равенство

(−ΔB)
α/2f(x) = F−1

γ (|ξ|αFγf(ξ))(x) (7)

определяет α-ю степень оператора ΔB .
Рассмотрим следующее пространство функций в L2,γ(R

N
+ ):

Wα
2 (R

N
+ ) =

{
f(·) ∈ L2,γ(R

N
+ ) : (−ΔB)

α/2f(·) ∈ L2,γ(R
N
+ )
}
.

Положим
Wα

2 (R
N
+ ) =

{
f(·) ∈ Wα

2 (R
N
+ ) : ‖(−ΔB)

α/2f(·)‖L2,γ (RN
+ ) � 1

}
.

Далее, пусть 0 < β < α, δ 
= 0. Требуется восстановить β-ю степень оператора ΔB функции f(·) ∈
Wα

2 (R
N
+ ) по следующей информации: известна (наблюдается) некоторая функция g(·) ∈ L2,γ(A),

удовлетворяющая условию
‖Fγf(·)− g(·)‖L2,γ (A) � δ. (8)

Будем интерпретировать функцию g(·) ∈ L2,γ(A) как приближение с точностью до δ в метрике
L2,γ(A) сужения Fγf(·)‖A на множество A преобразования Фурье—Бесселя функции f(·). Поло-
жим

U(α,A, δ) =
{(
f(·) ∈Wα

2 (R
N
+ ), g(·) ∈ L2,γ(A)

)
: ‖Fγf(·)− g(·)‖L2,γ (A) � δ

}
. (9)

Под задачей оптимального восстановления β-й степени оператора ΔB функции f(·) по выше-
описанной информации понимается нахождение величины

E
(
(−ΔB)

β/2,Wα
2 (R

N
+ ), A, δ

)
= inf

m
sup

U(α,A,δ)

∥∥∥(−ΔB)
β/2f(·)−m(g(·))(·)

∥∥∥
L2,γ(RN

+ )
,

где точная нижняя грань берется по всем отображениям

m : L2,γ(A) → L2,γ(R
N
+ ),

которые мы будем называть методами, следуя [8], а также и тех методов m, на которых инфимиум
достигается. Величину E

(
(−Δ)β/2,Wα

2 (R
N
+ ), A, δ

)
будем называть погрешностью оптимального

восстановления, а отображения m, на которых нижняя грань достигается — оптимальными ме-
тодами восстановления.
Пусть

rΩ = sup
{
r > 0 : B(0, r) ∈ Ω

}
, r̂ = r̂(α, β, δ) =

(
α

β

)(α−β)/2 (
Π δ2

)−1/(2α)
.

Теорема 3.1 (см. [12]). Пусть A ⊂ RN
+ — выпуклое множество. Если 0 /∈ A, то

E
(
(−ΔB)

β/2,Wα
2 (R

N
+ ), A, δ

)
= +∞.

Теорема 3.2 (см. [12]). Пусть Ω = Ω+ ∪ Ω− ⊂ RN
+ — выпуклая область. Пусть 0 ∈ Ω, δ = 0.

Тогда
E
(
(−ΔB)

β/2,Wα
2,γ(R

N
+ ),Ω+, 0

)
= rβ−α

Ω .
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При этом метод

m̂(Fγf(·)
∣∣∣
Ω+

)(t) = Π−1

∫

|ξ|�rΩ

ξγ |ξ|βFγf(ξ)

n∏
k=1

jνk(tkξk)

N∏
k=n+1

eitkξk dξ (10)

является оптимальным.

Теорема 3.3 (см. [12]). Пусть Ω = Ω+ ∪ Ω− ∈ RN
+ — выпуклая область и 0 ∈ Ω, δ > 0. Тогда

E
(
(−ΔB)

β/2,Wα
2,γ(R

N
+ ),Ω+, δ

)
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

√
α− β

α

(
β

α

)β/(α−β)

δ2Π−1r2βΩ +

(
1

rΩ

)(2α−2β)

, rΩ < r̂,

(
δ2Π−1

)(α−β)/(2α)
, rΩ � r̂.

При этом для каждого

r ∈
[
0;

(
1− β

α

)1/(2β) (β
α

)1/(2α−2β)
]
,

где r0 = min{rΩ, r̂}, метод

m̂(g(·)
∣∣∣
Ω+

)(t) = Π−1

∫

|ξ|�r0

ξγ |ξ|βg(ξ)
n∏

k=1

jνk(tkξk)
N∏

k=n+1

eitkξk dξ+

+Π−1

∫

r�|ξ|�r0

ξγ |ξ|β
(
1 +

α

α− β

(
α

β

)β/(α−β)( |ξ|
r0

)2α
)−1

g(ξ)
n∏

k=1

jνk(tkξk)
N∏

k=n+1

eitkξk dξ (11)

является оптимальным.

4. Задача об оптималыюм восстановлении степени оператора Лапласа—Бесселя
функции в метрике L∞. Рассмотрим для каждого фиксированного α > 0 следующие функ-
циональные пространства:

Wγ,α
∞,2(R

N
+ ) =

{
f(·) ∈ S ′

ev : (−ΔB)
α/2f(·) ∈ Lγ

2(R
N
+ ), Fγ [f(·)] ∈ L∞(RN

+ )
}
,

W γ,α
∞,2(R

N
+ ) =

{
f(·) ∈ Wγ,α

∞,2(R
N
+ ) : ‖(−ΔB)

α/2f(·)‖L2(RN
+ ) � 1

}
.

Пусть A — непустое измеримое множество в R
N
+ . Пусть 0 < β < α, δ 
= 0. Рассмотрим задачу

восстановления β-й степени оператора ΔB от функции f(·) ∈ W γ,α
∞,2(R

N
+ ), располагая следующей

информацией: известна некоторая функция g(·) ∈ L∞(A), удовлетворяющая условию
∥∥Fγf(·)− g(·)∥∥

L∞(A)
� δ.

Функция g(·) ∈ L∞(A) трактуется как приближение ограничения Fγf(·)
∣∣
A
с точностью δ в мет-

рике L∞(A).
Следуя [8], мы называем всякое отображение

m : L∞(A) −→ Lγ
2(R

N
+ )

методом восстановления. Ошибку метода восстановления определим как

e
(
(−ΔB)

β/2, W γ,α
∞,2(R

N
+ ), A, δ,m

)
= sup

U(α,A,δ)

∥∥∥(−ΔB)
β/2f(·)−m(g(·))(·)

∥∥∥
Lγ
2 (R

N
+ )
,

где

U(α,A, δ) =
{(
f(·) ∈W γ,α

∞,2(R
N
+ ), g(·) ∈ Lγ

∞(A)
)
:
∥∥Fγf(·)− g(·)∥∥

L∞(A)
� δ
}
.
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Значение

E
(
(−ΔB)

β/2, W γ,α
∞,2(R

N
+ ), A, δ

)
= inf

m
e
(
(−ΔB)

β/2, W γ,α
∞,2(R

N
+ ), A, δ, m

)
=

= inf
m

sup
U(α,A,δ)

∥∥∥(−ΔB)
β/2f(·)−m(g(·))(·)

∥∥∥
Lγ
2 (R

N
+ )

называется погрешностью оптимального восстановления (точная верхняя грань берется по всем
методам m : Lγ∞(A) → Lγ

2(R
N
+ )).

Задача оптимального восстановления для β-й степени оператора ΔB функции f(·) на осно-
ве указанной информации понимается как нахождение значения E

(
(−ΔB)

β/2,W γ,α
∞,2(R

N
+ ), A, δ

)
;

отображение m, на котором нижняя граница достигается, считается оптимальным методом вос-
становления.
Введем обозначения

B(ζ, ρ) =
{
χ ∈ R

N : |χ− ζ| � ρ
}
, B+(ζ, ρ) =

{
χ ∈ R

N
+ : |χ− ζ| � ρ

}
,

rΩ = sup
{
ρ > 0 : B(0, ρ) ⊂ Ω

}
,

r̂ = r̂(α, β, δ) =

⎛
⎜⎜⎝
(|γ|+N + 2α)Γ ((|γ|+N)/2)

n∏
κ=1

Γ ((γκ + 1)/2)

2−|γ|−N+n+1π(n−N)/2δ2

⎞
⎟⎟⎠

1/(|γ|+N+2α)

,

r0 = min{r̂, rΩ}.

Теорема 4.1 (см. [13]). Если 0 /∈ Ω+, то

E
(
(−ΔB)

β/2, W γ,α
∞,2(R

N
+ ), Ω+, δ

)
= +∞.

Теорема 4.2 (см. [13]). Если 0 ∈ Ω и rΩ < r̂, то

E
(
(−ΔB)

β/2,W γ,α
∞,2(R

N
+ ),Ω+, δ

)
=

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

22−N−2|ν|δ2(α− β)r
|γ|+N+2β
Ω

(|γ|+N + 2β)(|γ| +N + 2α)Γ ((|γ|+N)/2)
n∏

j=1
Γ ((γj + 1)/2) π(N−n)/2

+
1

r
2(α−β)
Ω

⎞
⎟⎟⎟⎠

1/2

.

Если rΩ > r̂, то

E
(
(−ΔB)

β/2,W γ,α
∞,2(R

N
+ ),Ω+, δ

)
=

=

√
|γ|+N + 2α

|γ|+N + 2β

⎛
⎜⎜⎜⎝

δ2

2|γ|+N−n−1π(N−n)/2Γ((N + |γ|)/2)
n∏

j=1
Γ(νj + 1)

⎞
⎟⎟⎟⎠

(α−β)/(|γ|+N+2α)

.

Метод

m(g) = Π−1

∫

B(0,r0)+

|ξ|β
(
1−

( |ξ|
r0

)2(α−β)
)
g(ξ)

n∏
k=1

jνk(ξkxk)e
ix′′·ξ′′(ξ′)γ dξ

является оптимальным.
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1. Введение. Молекулы в газе, капли воды в облаке, звезды в галактике, галактики во Все-
ленной в статистическом описании представляются случайными распределениями точек. В газе
точками представляются молекулы, в галактиках — звезды, в скоплениях галактик — сами галак-
тики. Есть свой резон и своя степень погрешности в каждом из этих описаний, но общая при-
чина использования точечных представлений сплошной среды в особенностях математического
анализа: даже если атомарность среды не имеет значения (как, например, в макроскопической
гидродинамике), мы мысленно выделяем малую порцию (жидкую точку) и применяем к ее дина-
мике уравнение для материальной точки. Рассматривая случайную модель непрерывной среды,
мы вновь вынуждены прибегать к многоточечному ее представлению, разбивая ее на элементы
и беря в рассмотрение их центры масс, или введя дискретную систему координат (решетку) и
рассматривая свойства среде уже в неподвижных ее точках. Любой из этих подходов — первый
(лагранжев) и второй (эйлеров) могут послужить основой для построения Марковских цепей,
управляющих корреляциями системы.
Исследование прохождения частиц через вещество опирается на микроскопические данные о

свойствах частиц и вещества. Если свойства эти таковы, что взаимодействия между ними могут
рассматриваться в модели столкновений, теория строится на кинетических принципах, заложен-
ных еще Больцманом. Его уравнение было выведено для частиц (молекул) одного типа, которые
могли сталкиваться друг с другом, обмениваясь при этом импульсами и кинетическими энергия-
ми (по этой причине оно оказалось нелинейным), но не исчезали и не возникали. Хотя в процессе
решения делалось не вполне обоснованное предположение о молекулярном хаосе, постулирую-
щее независимость потоков частиц входящих друг с другом в столкновения (позднее численное
моделирование подтвердило вполне приемлемую точность этого приближения), оно сыграло клю-
чевую роль в газодинамике. Однако настоящее господство оно обрело в динамике смеси газов,
точнее, в динамике прохождения не взаимодействующих между собой частиц через не изменяю-
щуюся в этом процессе среду. В такой постановке оно стало линейным и оказалось применимым
для прохождения ядерных частиц (нейтронов, протонов, электронов, самих ядер и фотонов) че-
рез вещество в его твердом, жидком и газообразном состояниях. Несколько модифицировалось
это уравнение в реакторной физике (появился распад ядер, увеличивающий число нейтронов в
системе) и в физике высоких энергий (появились процессы рождения многих элементарных ча-
стиц разных типов). Это привело к замене одного кинетического уравнения системой подобных (и
тоже линейных) уравнений соответственно полному числу типов частиц, участвующих в процес-
се. Наконец, третий класс задач, изучающих динамику взаимодействущих между собой частиц,
и по этой причине нелинейных, как и первоначальное уравнение Больцмана, но в отличие от
него, не допускающей ограничения лишь парными взаимодействиями, да еще и в модели моле-
кулярного хаоса. Эти задачи и составляют молекулярную динамику. Их актуальность этих задач
совпала по времени с рассветом копмьютерных технологий и предопределило дальнейшую судьбу
теории переноса, оторвав ее от аналитических методов, доступных адекватному пониманию, об-
суждению, совершенствованию. Словесные описания численных кодов не идентичны записанным
в символах, понятных компьютеру, и в этом могут скрываться будущие проблемы (по слухам из
ненадежных источников, в программах, по которым построены действующие реакторы, спустя
многие годы находили ошибки).

2. Кластеры.

2.1. Модель Неймана—Скотта. В практике научного эксперимента при определении структу-
ры данных широкое применение получают методы кластерного анализа. Они предназначены для
нахождения в многомерном пространстве признаков групп векторов, являющихся в каком-либо
смысле близкими. Как правило, решение задачи кластеризации разбивается на два этапа. На
первом этапе, исходя из матрицы данных X, строится матрица близости R = [rij ], где rij —рас-
стояние между точками i и j. На втором этапе вводится некоторое правило, которое определяет
порядок образования кластеров на основе анализа матрицы R. Традиционный подход, при кото-
ром она считается постоянной, а следовательно, множество точек рассматривается как статиче-
ская система, приводит к методам, ориентированным на определенную структуру такой системы.
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При этом наличие промежуточных точек между кластерами и сама форма кластеров оказывают
решающее влияние на достоверность кластеризации. «Жесткие» правила образования кластеров
приводят к удовлетворительным результатам только в случае, когда структура выборки и струк-
тура, предполагаемая методом, совпадают. В целом ряде случаев можно избавиться от указанных
недостатков: применив преобразование исходного множества точек, увеличивающее разделимость
кластеров и степень близости элементов внутри кластеров. Широко распространены линейные и
нелинейные отображения множества точек в пространства меньшей размерности. Если сокраще-
ние раз мерности нежелательно, то может быть построено отображение в пространство той же
размерности (например, метод Боннера, последовательно «улучшающий» матрицу R).
Вывод о степени кластеризации системы случайных точек естественно делать путем сравнения

ее с некой абстрактной системой, заведомо лишенной этого свойства. Таковой является, например,
однородный пуассоновский ансамбль, задаваемый тремя известными постулатами:

(i) пуассоновский закон распределения случайного числа заполнения точками любой огра-
ниченной области,

(ii) пропорциональность средних значений чисел заполнения величинам соответствующих
объемов и

(iii) взаимная независимость чисел заполнения непересекающихся объемов.
Для удобства сопоставления абстрактной и физической систем последнюю также удобно форма-
лизовать с помощью набора постулатов. В рамках модели Неймана—Скотта для пространствен-
ного распределения галактик этот набор выглядит следующим образом.

(i) Число кластерных центров в любом элементе разбиения распределено по закону Пуассона;
(ii) положения этих центров в каждом из элеменов разбиения распределены равномерно и

взаимно независимы;
(iii) число частиц в каждом отдельном кластере описывается отрицательным биномиальным

распределением;
(iv) их положения относительно центра кластера считаются независимыми от других и рас-

пределенными по трехмерному нормальному закону.
Модель эта, несмотря на ее декларативный характер, обладает тремя несомненными достоин-

ствами. Во-первых, она дает наглядный пример кластерной структуры, позволяющий во многих
случаях визуально установить наличие кластерной структуры. Во-вторых, демонстрация ее пер-
вого применения (описание распределение галактик во Вселенной), убеждает в ее реалистично-
сти, даже без дополнительных обоснований (хотя, конечно, не снимает вопроса о ее динамическом
происхождении). В-третьих, введя принцип упорядочения связей по поколениям, она открыла
путь к дальнейшему совершенствованию путем наращивая числа поколений, послужив тем са-
мым прототипом более совершенных моделей (включая марковскую цепную модель).

2.2. Механическая интерпретация. Вывод о кластерной структуре точечного распределения
делается на основе взаимного расположения частиц: если две частицы разделены расстоянием
менее определенного значения rc, то они принадлежат одному кластеру. Часто используется гра-
фическое представление связей, реализующих это ограничение. Разложение полученного графа
выстраивает затем и всю структуру системы. Хотя этот метод относительно простой и быстрый,
он совершенно бесполезен, пока кластеры не будут достаточно хорошо разделены. Например, два
различных фрагмента, находящихся на расстоянии менее rc, будут считаться единым кластером.
С механической точки зрения удобно использовать для этой цели важнейший механический па-
раметр — энергию.
Авторы работы [13], изучив связанные с кластеризацией проблемы и подходы к ним, пришли

к выводу, что простым и достаточно емким определением кластера является следующее: группа
частиц C образует кластер, если (и только если) каждая из них связана с остальными, т.е.
тогда и только тогда, когда одночастичная энергия εCi ≡ TC

i +
∑
i �=j

Vij отрицательна для всех

частиц в кластере. Здесь TC
i = p2i /2mi —кинетическая энергия частицы в системе центра масс

ЦМ кластера C, Vij —потенциал взаимодействия i-й и j-й частиц этого кластера.
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Очевидно, что это определение имеет смысл в ситуациях, когда кластеры хорошо отделены
друг от друга, но у этого есть то преимущество, что его можно использовать и в тех случаях,
когда система плотная и разные кластеры частично перекрываются в пространстве. Проблема
сводится к разбиению всей системы на непересекающиеся кластеры, удовлетворяющие указан-
ному критерию. Конечно, ему может удовлетворять не единственное разбиение (особенно, если
система плотная), поэтому обычно берется разбиение, максимизирующее сумму энергий связи
отдельных кластеров (эта величина не учитывает ни энергию взаимодействия кластеров, ни их
кинетические энергии, и, вообще говоря, отличается от полной энергии связи системы).
Подробнее, это выглядит так. Начиная с начального произвольного кластерного разбиения

C, следующее разбиение C ′ генерируется путем переноса одной из частиц исходного кластера
Ci в другой кластер Cj (включая возможность его освобождения). Соответствующее изменение
энергии кластеризации определяется выражением

ΔE(C → C ′) = EC′ − EC = EC′
i
+ EC′

j
− ECi − ECj ,

где C ′
i обозначает остаток донорного кластера, а C

′
j обозначает результирующий рецепторный

кластер (т.е. после того, как Cj был дополнен перенесенной частицей). Повторением этой про-
цедуры генерируется случайное блуждание по множеству кластерных разложений. Следуя ал-
горитму Метрополиса (см. [16] по поводу его авторства), новое разложение C ′ принимается с
вероятностью P (C ′)/P (C) (C ′ всегда принимается, если P (C ′) > P (C).
Разумеется, описанную выше задачу можно решить путем непосредственного перебора всех

возможные группировки частиц в различные кластерные созвездия. Эта процедура даст точ-
ное решение проблемы, но это будет непомерно медленно, да и интереса мало в такой унылой
процедуре.
Существует и другой метод, более удобный в практическом приложении, хотя и не гарантирую-

щий высокой точности (впрочем, решения подобных задач, к которым можно отнести оценивание
дисперсий и корреляций, не нуждаются в высокой точности в силу их статистической природы).
Он основан на процедуре статистической оптимизации с использованием функции ценности.
Идея состоит в том, чтобы использовать процедуру Метрополиса для выборки из множества
разбиений с использованием температуры, постепенное уменьшение которой концентрирует это
множество вокруг оптимального значения подобно тому, как при стремлении температуры к
нулю «вымерзают» лишние степени свободы. кластерное разложение с использованием посте-
пенно уменьшающегося температурного параметра, поэтому что распределение концентрируется
вокруг оптимальной кластеризации.
Таким образом, функция ценности кластерного разложения

C = {C1C2 . . . }
ассоциируется с энергией кластеризации,

EC ≡
∑
n

ECn ,

равной сумме энергий отдельных кластеров Cn, полученных вычислением полной энергии, харак-
теризующей энергию этого кластера в его собственной системе координат и игнорируя взаимо-
действие с остальной частью системы. Каноническая вероятность, соответствующая конкретному
разбиению кластера C, определяется выражением

P (C) = e−EC/τ ,

где τ — температурный параметр в энергетических единицах.
Эта процедура производит выборку разбиения из канонического ансамбля, характеризуемого

температурой T . Постепенное понижение её значения сужает допустимое множество разбиений,
пока не останется одно, которое и принимается в качестве оптимального. Перебор вариантов раз-
биений можно рассматривать как блуждание в соответствующем пространстве. Чтобы ускорить
этот процесс, можно рассматривать любые разбиения множества, без учета того, связаны ли на
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самом деле составляющие его кластеры. Поэтому, траектория поиска может проходить через раз-
биения, «кластеры» в которых не соответствуют указанному критерию. В конечном итоге проце-
дура блужданий завершается при условии, что энергии всех кластеров разбиения отрицательны.
Таким образом, процесс поиска завершается разбиением, отвечающим тому же критерию, что и
его реальный аналог, и в этом смысле статистически ему эквивалентным. В то же время авторы
указывают на отсутствие гарантий того, что найденное этим алгоритмом локально оптимальное
разбиение окажется и глобально оптимальным. Если этот вопрос принципиально важен, процеду-
ру разбиения можно повторить много раз и выбрать глобально оптимальный на данной выборке.
Таким образом, алгоритм решения этой задачи становится явно похожим на схему Монте-Карло
с построением ансамбля траекторий марковских цепей и представлением искомого результата в
виде статистической оценки некоторого функционала.

2.3. Алгоритм Метрополиса. Следуя Губернатису (см. [16]), подойдем к алгоритму Метропо-
лиса со стороны статистичеcкой механики.
Согласно основному ее постулату, усредненная по гиббсовскому ансамблю функция фазовых

переменных F (p, q) динамической системы в равновесном состоянии выражается формулой

F =

∫
F (p, q) exp

(
−H(p, q)

kT

)
dp dq

∫
exp

(
−H(p, q)

kT

)
dp dq

,

где интегрирование выполняется по всему фазовому пространству системы. Размещая фазовые
точки ансамбля равномерно по объему и переходя к суммированию по изоэнергетическим инфи-
нитезимальным слоям, представим ее в виде

F �

∑
i

Fi exp

(
− Ei

kT

)

∑
i

exp

(
− Ei

kT

) =
∑
i

Fipi.

Для случаев, когда число частиц достаточно велико, большинство конфигураций характеризуют-
ся малыми вероятностями pi. Прямые вычисления методом Монте-Карло в этом случае крайне
неэффективны. Алгоритм Метрополиса заменяет численное интегрирование суммированием

F � 1

M

∑
m

Fm,

выбирая конфигурации, индексируемые m из больцмановского распределения вероятностей.
Губернатис цитирует Маршалла, одного из соавторов этого алгоритма: «. . . Простой способ

осуществить это (выборку из больцмановского распределения), как посоветовал Теллер, это сде-
лать пробный шаг: если это уменьшило энергию системы, принять это изменение; если увеличило,
принять это с вероятностью exp(−ΔE/kT ) путем сравнения со случайным числом. Каждый такой
шаг порождает очередной член ансамбля, по которому и усредняется наблюдаемая величина».
Алгоритм примечателен своей простотой, и эта простота является одной из причин его на-

чальной популярности. Однако же главной причиной его дальнейшего распространения стало
осознание возможности применения его к любым другим системам с известным распределением
p(i) и с другими вероятностями переходов P (i → j) вместо exp(−ΔE/kT ). Это обобщение есте-
ственным образом соединилось с концепцией марковских цепей. В расчетах систем, находящих-
ся в состоянии термодинамического равновесия, отслеживание траекторий обычно начинается
спустя некоторое число шагов, достаточное, чтобы можно было говорить о равновесии. В этом
состоянии

P (i→ j) = min{1, p(i)/p(j)}, P (i→ i) = 1−
∑
i �=j

p(j)/p(i).

В случае больцмановского распределения p(i)/p(j) = exp(−ΔE/kT ). Следовательно, если пере-
ход понижает энергию, то P (i→ j) = 1, а если повышает — то P (i→ j) = exp(−ΔE/kT ). Второе
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уравнение дает вероятность отклонения хода, но конфигурация повторяется в ансамбле, остава-
ясь частью цепи. Заметим, что этот алгоритм зависит только от соотношения значений вероят-
ностей для двух разных конфигураций; следовательно, он не зависит от их константы нормиров-
ки. В статистической механике нормировочная постоянная

∑
i
exp(−Ei/kT ) для распределения

Больцмана называется статистической суммой; она является генератором всех равновесных
статистических систем. Еще одно замечание касается формулы

p(i)P (i→ j) = p(j)P (j → i),

выражающей принцип детального равновесия. Она говорит, что в стационарной марковской цепи
вероятности прямого и обратного переходов совпадают. По существу, это ключевая идея понятия
равновесия.

2.4. Динамическая модель. В [1] рассмотрен вариант модели кластеризации, основанной на
нелинейном сжимающем отображении, заданном в явном виде. Руководствуясь известными пред-
ставлениями о кластеризации гравитационных систем, авторы предложили стилизованную вер-
сию этого процесса, назвав ее псевдогравитационной моделью. Временная ось разбивается на
отрезки, в которых происходит равноускоренное движение системы по закону

ẍ(t) =
N∑
j �=i

wj(t
′)

rqij
(xj(t

′)− xi(t
′)), i = 1, . . . N,

где
xi|t=t′ = xi(t

′), ẋi(t
′) = 0,

а штрихом отмечено начало временного отрезка. Состояние системы в конечный момент t′′ этого
отрезка определяется выражением

xi(t
′′) = (t′′ − t′)2

N∑
j �=i

cij + xi(t
′),

где t′′ − t′ —длина временного отрезка, cij — смещение точки xi по вектору xj(t
′)− xi(t

′):

cij =
wj(t

′)
rqij(t

′)
(xj(t

′)− xi(t
′)).

В моменты остановки системы производится выделение групп, состоящих из наиболее близких
точек, и wj(t

′)—число точек в группе, содержащей j-й элемент. В начальный момент wj(t0) = 1.
Критерием останова алгоритма служит образование заданного количества классов либо резкое
возрастание величины rmin.

2.5. Корреляции, спектр мощности. Турбулентное состояние сплошной среды (жидкости, газа)
описывается в терминах случайных функций пространственно-временных переменных(полей),
разложение которых по сферическим гармоникам (преобразование Фурье) преобразует эти функ-
ции в суперпозицию плоских волн. Совокупность их волновых чисел вкупе с сответствующими
амплитудами образует спектр мощности величины (плотности, давления, энергии), характери-
зующей данное ссостояние. Подобно тому как минимальное описание случайной среды достига-
ется указанием ее среднего значения и дисперсии, минимальное описание случайного векторного
поля (например, скорости) требует задания средних значений его компонент и корреляционных
функций

Rij(r) = 〈vi(x)vj(x+ r)〉,
чей фурье-образ

Φij(k) =
1

8π3

∫
e−ik·rRij(r)dr

определяет энергетический спектр турбулентного поля. В изотропном случае

E(k) = 2πk2Φii(k).
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Произведение E(k)dk дает вклад в полную энергию системы волн, чьи волновые векторы имеют
длину в интервале (k, k+dk). Когда элементы турбулентной скорости имеют характерный размер
L = b, можно положить

v(x) =
x

b2
exp

(
−(x/b)2

2

)
;

тогда для спектра получим
E(k) ∝ k4exp(−(bk)2).

Плотность кинетической энергии турбулентного движения несжимаемой среды

ρ

2
〈v2〉 = ρ

2
〈vivi〉 = ρ

2

∫
Φii(k)d

3k = ρ

∞∫

0

E(k)dk.

Из уравнения Навье—Стокса следует, что скорость изменения кинетической энергии

d

dt

[
ρRij(0)

2

]
= −2ρν

∞∫

0

k2E(k)dk = −ρε,

где ν —кинематическая вязкость, а ε— удельная диссипация. Из этого уравнения следует, что
вследствие вязкости кинетическая энергия превращается в тепловую, и за бо́льшую часть дисси-
пации энергии ответственны самые малые вихри (т.е. самые большие волновые числа k). Вклю-
чение в рассмотрение сил инерции не изменяет полной кинетической энергии, а обеспечивают
ее передачу от от крупномасштабных структур турбулентности к мелкомасштабным. Согласно
А. Н. Колмогорову, при больших значениях числа Рейнольдса мелкомасштабные структуры тур-
булентности находятся в статистическом равновесии. В таком состоянии распределение мелких
вихрей по размерам зависит лишь от вязкости и параметров крупных вихрей. Колмогоров полу-
чил энергетический спектр в виде

E(k) ∝ ε2/3k−5/3,

где ε— скорость переноса энергии от бо́льших вихрей к меньшим, определяемая предыдущим
уравнением. Простая интерпретация этого спектра основана на предположении, что крупномас-
штабный вихрь с характерным размером L0 существует в течение времени tL0 = L0/vL0 , где vL0 —
его скорость относительно соседних вихрей. При постоянном потоке энергии

vL ∝ L1/3, tL ∝ L2/3,

где vL и tL — скорость и время жизни L-вихря соответственно. Если (в магнитогидродинамике)
скорость vL окажется меньше альфвеновской скорости vA, то магнитное поле будет подавлять её,
а если vL превысит скорость звука vs, то часть кинетической энергии рассеется в виде ударных
волн. В этих случаях имеем

vL ∝
{
L1/2, vL < vA;

L, vL > vs.

В. Гейзенберг выполнил расчет распределения энергии по волновым числам в равновесной обла-
сти и получил

E(k) =
Cε2/3k−5/3

[
1 + (8/3)(k/kd)4

]4/3 ,

где C —постоянная, а kd = (ε/ν3)1/4 —предельное волновое число.

2.6. Марковская цепная модель. Стохастической альтернативой динамическому подходу выгля-
дит модель, основанная на интерпретации взвешенных в турбулентной среде-носителе частиц
как узлов независимых траекторий ансамбля обрывающихся марковских цепей. Первоначально
предложенная для моделирования распределения галактик во Вселенной (см. [35]), она получила
дальнейшее развитие в работах [36–39]. Как занимающая промежуточное положение между од-
нородной пуассоновской средой и фрактальной пылью Мандельброта (при специальном выборе
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ядра процесса), эта модель была названа мезофрактальной. Подробное изложение её дано во вто-
рой части данного обзора (см. [3]). Здесь мы касаемся ее лишь для сопоставления с динамической
моделью, описанной в предыдущем разделе.
Начальная стадия процесса, в принципе, аналогична динамической модели. В трехмерном

(для определенности) пространстве рассыпана бесконечная совокупность независимых точек, об-
разующих однородный пуассоновский ансамбль со средней концентрацией n0. Каждая из них
становится начальной точкой (начальным узлом) x0 одной из траекторий. Но теперь это слу-
чайные траектории, представляемые набором ломаных, последовательные точки излома (узлы).
В отличие от динамической модели, где кластеризация порождалась подобием гравитационного
притяжения между частицами, здесь она является следствием выбора переходной вероятности
P (x → dx′) = p(x → x′)dx′ векторов, соединяющих последовательные узлы (пробегов), в терми-
нах частиц) из класса изотропных распределениий Леви—Фельдгейма (ЛФ)(p(α)(r), r = x′ − x).
Все они имеют колоколообразную форму и (в стандартном варианте) различаются характеристи-
ческим показателем α ∈ (0, 2]. При α = 2— это распределение Гаусса (с удвоенной дисперсией):

p(2)(r) =
1

(4πb2)3/2
e−(r/b)2/4.

Другим широко известным представителем этого семейства является трехмерное распределение
Коши (Лоренца), которому соответствует α = 1:

p(1)(r) =
1

π2b3[1 + (r/b)2]2
.

В этих формулах b—масштабные множители размерности длины. Плотности ЛФ при других
значениях α в элементарных функциях не выражаются, зато характеристическая функция при
допустимых α (0 < α � 2) имеет простой вид:

p̃(α)(k) ≡
∫

R3

eik·rp(α)(r)d3r = e−(bk)α , k = |k|.

Появление в этой схеме ЛФ-распределений объясняется двумя причинами. Главная в том, что
(при α 
= 2) их плотности убывают с расстоянием по степенным законам. Это очень важный
признак турбулентного режима, лежащий в основе современной его феноменологии и связан-
ный, с одной стороны, с динамической нелокальностью дробно-дифференциального аппарата,
и с другой — с негауссовой статистикой, обескураживающей отсутствием привычных моментов,
лежащих в основе многих статистических алгоритмов. Вторая же причина, имеющая прямое от-
ношнение к проблеме кластеризации, заключается в одной особенности траекторий, построенных
на ЛФ-переходных плотностях. Высокая концентрация вероятности в области малых расстояний
вкупе с широко распределенной по пространству оставшейся вероятности (те самые степенные
хвосты) в динамике проявляется перемежаемости двух процессов: субдиффузии («топтания» на
малом пятачке, обусловленные несколькими следующими друг за другом короткими перескока-
ми) и перелет на большие расстояния за счет степенной асимптотики далекого крыла распре-
деления. Воображаемая частица улетает, но мы следим за формированием кластеризованного
множества узлов — следов столкновений (узлы марковской цепи), накопление которых и дает
желаемый результат.
Подобно тому, как минимальное статистическое описание случайной величины дается ее ма-

тематическим ожиданием и дисперсией, для минимального описания случайного поля (каковым
является рассматриваемое множество случайных точек) необходимо задать его среднее значение
(среднюю концентрацию, если мы про точки) и двухточечную (как минимум) корреляционную
функцию. В статистически однородной и изотропной среде первая характеристика (концентра-
ция n) постоянна по всему полю, вторая же (корреляционная функция ξ) зависит только от
разделяющего их вектора r (в изотропной среде — только от его модуля). Как в эспериментах,
так и в теории исследователи охотнее прибегают к фурье-образу этой функции, называемому
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спектром мощности турбулентных пульсаций и обозначаемому через P (k):

P (k) =

∫

R3

eik·rξ(r)d3r.

Но пульсации концентрации в множестве распределенных случайных точек, выражающиеся в
локальных сгущениях и разрежениях — это и есть кластеры и перемежающиеся с ними пустоты.
Соответствующее преобразование интегральных уравнений для марковских цепей с включен-

ными в них ЛФ-плотностями в качестве ядер приводит к 4-параметрической аппроксимации
спектра мощности следующего вида:

P (k) = A
e−(bk)α

1− ce−(bk)α
. (1)

Впервые эта формула появилась в [40, формула (15.6.3)]; там же показано, что фурье-обращение
её приводит к уравнению Орнштейна—Цернике для оригинала (корреляционной функции).
Представим себе, что эксперименты (натуральные или численные) подтвердили, что при под-

ходящем выборе четверки этих параметров, удовлетворяющих условиям A, b > 0, 0 < c < 1,
0 < α � 2, формула УЗ удовлетворительно аппроксимирует их результаты. В этом случае мы
имеем достаточно информации, чтобы осуществить прямое моделирование описанного процесса
методом Монте-Карло, и вычислить любые интересующие нас характеристики. Действительно,
построенные по этим правилам траектории образуют ансамбль независимых траекторий марков-
ской цепи с изотропной переходной вероятностью p(x → x′)dx′ и прямолинейными отрезками, со-
единяющими последовательные узлы. Если концентрация начальных узлов равна n0, то такой же
будут и концентрации первых, вторых и высших порядков узлов траекторий n0 = n1 = n2 = . . .
и в отсутствие обрыва траекторий мы получим бесконечную плотность узлов. Представив себе
построение отдельной траектории, скажем, методом Монте-Карло: пользуясь набором необходи-
мых алгоритмов и источником стандартных случайных чисел, мы находим (выбираем) случайное
положение узла траектории. Удобнее и нагляднее говорить о воображаемой точечной частице,
прямолинейно перемещающейся в пространстве от столкновения до столкновения с обновлением
каждый раз направления на новое, но выбранное из такого же изотропного распределения.
Введем теперь новый процесс: случайный обрыв траектории в одном из узлов. Ясно, что при

этом продолжения траектории не будет: она оборвется. В терминах частиц это значит, что в
каждом новом столкновении у них есть шанс выжить и есть погибнуть. Обозначим через c веро-
ятность выжить в результате столкновения (на физическом языке — вероятность того, что столк-
новение завершится рассеянием). Легко показать, что n = n0/(1 − c). Таким образом, в случае
c = 1 (детерминированное выживание при каждом столкновении) суммарная концентрация то-
чек обращается в бесконечность, и по этой причине единица удалена из области значений па-
раметра c. Заметим, что тема турбулентности сама по себе связана с негауссовой статистикой и
нелокальными операторами через схему блужданий (см. [2, 4, 22]).
Пример, демонстрирующий качество аппроксимации турбулентного спектра формулой (1), по-

казан на рис. 1. Особенно важно хорошее согласие за пределами инерционного интервала, в рам-
ках которого UZ-аппроксимация так же хорошо ложится и на степенную форму колмогоровского
спектра, обеспечивая плавный переход от одного режима к другому.
На рис. 3, взятом из работы [23], показаны попытки авторов аппроксимировать эксперимен-

тальные данные (точки) логнормальным распределением (штриховые кривые). Видно замет-
ное отличие левых ветвей от эксперимента, тогда как мезофрактальное распределение работает
вполне удовлетворительно.
Подробности аналитических вычислений и детали численных расчетов, связанные с этой ап-

проксимацией, приведены во второй [3] и третьей [5] частях обзора.
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Рис. 1. Аппроксимация экспериментальных данных по спектру энергии в турбулентной среде
(для разных значений Re от 23 до 1500, приведенных в [23], логнормальным распределением
(штриховые линии, [23])) и мезофрактальным спектром (формула (1), сплошные кривые) со сле-
дующими параметрами: (1) A = 0,0102, b = 0,045, c = 1, α = 1,52; (2) A = 0,00077, b = 0,112,

c = 1, α = 2,13; (3) A = 0,0071, b = 0,0494, c = 0.99995, α = 1,48.

Рис. 2. Схема эксперимента в [31]

3. Инерционная кластеризация.

3.1. Общие соображения. Инерционное скопление частиц-примесей в турбулентной среде воз-
никает в результате их перебросов из областей с высокой завихренностью и пониженными кон-
центрациями в области с более высокими, куда они попадают (вместе с содержащим их элементом
среды, выполняя движение по инерции (отсюда и термин). Подробная зависимость кластеризации
от свойств среды и пространственных масштабов процесса продолжает оставаться предметом ин-
тенсивных исследований, особенно при скоростях, приближающихся к звуковым (см. [20,24,26]).
Это явление, именуемое в литературе инерционной кластеризацией, не ограничивается облач-

ной динамикой, а применима и к другим особенностям динамики континуума, загруженного рас-
пределенными в нем локальными примесями (движение капель топлива в двигателях внутренне-
го сгорания, формирование околопланетных структур, образование межзвездных облаков и др.).
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Рис. 3. Аппроксимация результатов эксперимента в [31] (точки) формулой (1) (кривая) для энер-
гетического спектра мощности турбулентности

Было выдвинуто также предположение, что слияние капель в процессе инерционной кластери-
зации может привести к увеличению частоты столкновений капель воды, что может объяснить
кратковременный масштаб образования дождя (см. [32]).
Турбулентные газовые потоки часто содержат частицы разного размера, например, пылинки

или капли воды. Более крупные частицы могут иметь значительную инерцию и отделяться от по-
тока. Это может привести к локальному увеличению их плотности, которое обычно описывается
как кластеризация. Это может быть важно для объединения частиц в более крупные частицы.
Этот процесс в конечном итоге приводит к формированию планетезималей в планетарных ак-
креционных дисках или к каплям дождя в облаках (см. [15]).
Другая ситуация, когда кластеризация частиц имеет важное значение, возникает в процес-

се «конкуренции» реактивных частиц за один и тот же газ-реагент. Концентрация последнего
может быть значительно ниже внутри кластера частиц, чем снаружи, что дает в целом более
низкую скорость реакции (см. [21]). Эта крупномасштабная кластеризация, что является наибо-
лее важным феноменом в общем процессе. Причина в том, что малые кластеры частиц порядка
шкалы Колмогорова имеют диффузионную временную шкалу, которая меньше, чем реакционная
временная шкала, в которой частицы потребляют реагент.
В облаках и в большинстве промышленных применений сжимаемость воздуха довольно слаба,

потому что скорости турбулентных потоков значительно меньше скорости звука. Облачная тур-
булентность управляется конвекцией, которая по своей сути является вихревым потоком. Суще-
ствует большое разнообразие турбулентных течений, но в большинстве промышленных случаев
турбулентность генерируется сдвиговыми течениями, порождающими вихревые потоки. Чтобы
выделить отличительные свойства сжимающей и вихревой турбулентности, моделируют изотер-
мическую турбулентность, применяя стохастическое воздействие, которое является либо вихре-
вым, либо сжимающим (акустическим).
Для чисто акустической турбулентности энергетические спектры спадают с волновым числом

k как k−2, т.е. несколько медленнее спектра вихревой турбулентности (k−5/3). Акустическая тур-
булентность не обязательно подразумевает большие числа Маха (объемная скорость может быть
меньше скорости волны). Вязкость препятствует безвихревым потокам, но некоторый уровень
завихренности всегда может существовать.
Вследствие указанных причин существует два довольно разных подхода к моделированию

невзаимодействующих инерционных частиц. В одним из них жидкость интерпретируется как
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идеализированный (без внутреннего давления) континуум, в другом— как движение невзаимо-
действующих точечных частиц. В обоих случаях частицы взаимодействуют с газом через трение.
В работе [17] они условно названы эйлеровым и лагранжевым соответственно. Каждый из них
имеет свои преимущества и недостатки. Лагранжев подход почти идеален для разреженных газов,
но чувствителен при этом к статистическому (дробовому) шуму, обусловленному дискретностью
текущей субстанции. Свободный от этого недостатка Эйлеров подход не в состоянии детально
учесть взаимодействие масс соседних объемов, в частности, столкновений, исход которых зави-
сит от формы и масс индивидуальных частиц материи, т.е. от скрытых параметров модели. Этот
подход оперирует со средними характеристиками среды, отражающими свойства воображаемо-
го статитического ансамбля. В лагранжевом описании, напротив, усреднение не проводится, а
поскольку в каждом малом объеме обычно находится несколько частиц, обладающих индивиду-
альными скоростями. В частности, когда эти частицы движутся навстречу друг другу, мы имеем
образование каустик.
В то же время лагранжево и эйлерово описания дополняют друг друга, образуя своего рода

дуализм, подобный квантовомеханическому принципу дополнительности и могут также исполь-
зоваться для оценки достоверности соответствующих режимов. Это позволяет нам изучать, на-
пример, когда и на каких масштабах длины статистический шум становится важным, и когда
становится важным формирование каустики. Это может стать важным при больших парамет-
рах распределения масс примесей и может привести к другим интересным эффектам, таким как
неустойчивость потока и неустойчивость резонансного сопротивления (см. [34]).
Наиболее изученным аспектом турбулентной кинетики является центробежный эффект тур-

булентных вихрей, отбрасывющий частицы примеси от их центров к периферии (см. [8, 10, 42]).

3.2. Движение тяжелой частицы в вязкой жидкости. Под словом «тяжелая» здесь понима-
ется наличие гравитации, придающей свободной частице ускорение g. Скорость v сферической
частицы с плотностью ρp и объемом Vp = 4πa3/3 в неподвижной жидкости с плотностью ρ удо-
влетворяет уравнению

ρpVp
dv

dt
= −6πμav − (1/2)ρVpv̇ − 6a2

√
πρμ

t∫

0

v̇(t′)dt′√
t− t′

+ (ρp − ρ)Vpg.

Здесь μ и ρ—динамическая вязкость и плотность жидкости, окружающей частицу. В правой
части (по порядку) — стоксова сила сопротивления, вклад присоединенной массы, запаздываю-
щая сила Бассэ, архимедова сила и влияние сдвигового напряжения. Приведение жидкости в
ламинарное движение со скоростью u = u(x, t) преобразует это уравнение к виду

ρpVp
dv

dt
= 6πμa(u− v) +

1

2
ρVp(u̇− v̇) + 6a2

√
πρμ

t∫

0

u̇(t′)− v̇(t′)√
t− t′

dt′ + ρpVpg + ρVp(u̇− g).

Более подробное обсуждение этого уравнения движения легко найти в учебниках и монографи-
ях по кинетической теории жидкостей и газов. Здесь мы отметим лишь, что оно основано на
нескольких ограничительных предположениях, включая пренебрежение кривизной потока, по-
правками на скольжение и взаимодействием с границами и др. Очевидно, что последнее ограни-
чение можно ослабить, введя более подробное описание столкновениий-слияний частиц, но если
объемная доля частиц достаточно мала (порядка 10−6), а частицы электрически нейтральны, то
взаимодействием между отдельной частицей и другими можно игнорировать на большей части
ее траектории.
В [27] указаны основные черты рассматриваемого процесса. Частица, взвешенная в турбу-

лентном поле скоростей u(x, t), движется в газе по траектории xp со скоростью v(t) = dxp/dt,
удовлетворяющей уравнению

dv

dt
=

u(xp), t)− v

τp
,
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где постоянная τp характеризует инерционные свойства частицы в совокупности с действием
вязких сил со стороны турбулентной среды. Если радиус частицы ap много меньше свободного
пробега молекул газа λg (режим Эпштейна), вязкое время определяется формулой

τp =

(
ρp
ρg

)(
ap
Cs

)
,

где Cs — скорость теплового движения молекул газа, ρg —плотность газа, ρp—плотность матери-
ала частиц. В противоположном случае, когда ap � λg, а движение можно считать ламинарным,
вязкое время дается законом Стокса:

τp =
2

9

(
ρp
ρg

)(
a2p
ν

)
.

Число Стокса St ≡ τp/τη обычно и применяется для характеризации инерционности частицы,
где τη = (ν/ε)1/2 —колмогоровское время. В несжимаемой среде ε = ν〈ω2〉, τη = 〈ω2〉−1/2. Грубая
оценка на основе крупномасштабных свойств турбулентности дает

τη � (L/U)Re−1/2,

где L, U и Re—внешний масштаб длины, среднеквадратичная скорость потока и число Рейнольд-
са. Критической длиной в кластерной статистике инерциальных частиц является колмогоровская
длина диссипации η ≡ (ν3/ε)1/4 � LRe−3/4.
Отметим, что процессы кластеризации частиц с St < 1 и St > 1 различны. Остановимся на

этом подробнее.
Траектории малых частиц с числом St 
 1 отклоняются от траекторий содержащих их жидких

элементов лишь незначительно, и в фазовом пространстве их тоже приближенно можно принять
за жидкость, задаваемую полем скоростей vi(x, t). Полагая, что ускорение частицы dvi/dt можно
аппроксимировать локальным ускорением потока в этой точке dui/dt, запишем

vi(x, t) � ui(x, t)− τp
dui(x, t)

dt
.

Предположение это резонно при St 
 1, поскольку τp меньше τη наименьшего времени в потоке.
В этом приближении дивергенция

div v = ∂ivi = −τp∂iuj∂jui. (2)

Это уравнение показывает, что поток частиц имеет конечную сжимаемость, даже если несущая
жидкость несжимаема, и это является дополнительным механизмом кластеризации. Интуитивно
понятно, что физическая причина скопления частиц заключается в их инерции, из-за которой
они могут отставать или опережать элементы потока, когда сам поток испытывает ускорение
или замедление.
Движение близких крупных частиц с числом St � 1 перестает быть когерентным и не соответ-

ствует более образу непрерывно текущей фазовой жидкости, становясь все более стохастическим,
подобным тепловому движению молекул в кинетической теории. Авторы статьи [27] рассмотрели
реакцию частиц с числом St > 1 на турбулентные вихри разных размеров, исследовали разме-
ры турбулентных вихрей, масштаб времени оборота которых равен масштабу времени трения
частиц, τp. Было установлено, что если τp соответствует инерционной шкале времени несущего
потока, то

lτp � ε1/2τ3/2p � St3/2η).

Частицы могут эффективно реагировать на вихри много больших размеров, чем lτp . В этих
масштабах движения частиц определяются несущим потоком, и заметной кластеризации частиц
не происходит. Вихри меньших размеров не оказывают существенного влияния на относительное
движение частиц, поскольку время отклика частицы τp значительно превышает время оборота
вихря. Таким образом, в масштабах меньших lτp поток и движения частиц не коррелируют, и
относительная скорость двух частиц определяется их динамической памятью о разнице скоро-
стей потока в масштабах порядка lτp , где движения частиц частично коррелированы с потоком
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носителя. Как отмечено выше, в этих малых масштабах частицы выполняют случайные относи-
тельные движения, и при l 
 lτp кластеризация будет отсутствовать, а обнаружится лишь при
l ∼ lτp .
Для частиц с τp, превышающим время оборота T , все вихри развиваются в масштабе, мень-

шем этой величины, и lτp не может быть определено. Движение этих частиц носит случайный
характер и не связано со скоростью потока, их пространственное распределение можно считать
однородным.
Интенсивность кластеризации для частиц инерционного диапазона уменьшается с увеличением

St. Эти частицы кластеризуются в основном в масштабе длины lτp , возрастающим с St. Следо-
вательно, кластеры более крупных частиц пространственно более рассеяны, и так как ниже lτp
сильных флуктуаций нет, уровень концентрации внутри кластеров будет уменьшаться с увеличе-
нием St. Другими словами, более мелкие частицы могут образовывать кластеры с более высоким
контрастом плотности, что усиливает кластеризацию.

3.3. Радиальная функция распределения. Количественное описание процесса кластеризации
осуществляется с помощью радиальной функции распределения (РФР), представляющей собой
отношение вероятности нахождения пары частиц в элементарных объемах, разделенных рассто-
янием r, к аналогичной вероятности в однородном пуассоновском ансамбле (см. [30]):

g(r) =
ψ(r)/N

(N − 1)δVr/V
,

где ψ(r) число частиц, находящихся на расстоянии r от каждой «пробной частицы», N — общее
число популяции частиц в объеме V , δVr/V — относительный объем сферического слоя (r, r+δr).
Рид и Коллинз аппроксимировали радиальную функцию выражением

g(r) = c0(lK/r)
c1 ,

где lK = (ν3/ε)1/4 —колмогоровская длина, ε— средняя скорость диссипации, ν —кинематиче-
ская вязкость, а амплитуда c0 и кластерный показатель c1—положительные постоянные. Сте-
пенной характер зависимости РФР от безразмерного аргумента lK/r указывает на то, что класте-
ризация должна интерпретироваться как более сложное явление, чем синхронное выбрасывание
групп примесных частиц из ядер вихрей, и турбулентность является важным механизмом, регу-
лирующим распределение частиц аэрозоля по размерам в диапазоне примерно 1–20мкм. Мень-
шие частицы коагулируют, главным образом, благодаря броуновскому движению, в то время как
более крупные частицы могут коагулировать или оседать под действием силы тяжести. Если
интересующие размеры примесных частиц много меньше колмогоровской длины (составляющей
от 50мкм до 1мм), рост РФР в этой области может существенно увеличить скорость коагуля-
ции. Существуют и другие меры количественной оценки кластеризации, но преимущество РФР
в том, что она напрямую связана с важной кинетической характеристикой процесса — частотой
столкновений капель (см. [11]).
В случае частиц двух типов (например, различающихся диаметрами) РФР представляется в

бидисперсной форме

gij(r) =
ψij(r)/Ni

NjδVr/V
,

где ψij(r)—число j-частиц на расстоянии r от i-частиц. Безразмерной характеристикой степени
инерциальной кластеризации служит число Стокса частиц данного типа в данной среде, опреде-
ляемое как

St =
τp
τK

=
1

18

(
ρp
ρ

)(
d

lK

)2

,

где τp ≡ ρpd
2/(18ν)— время движения частицы до ее остановки, τK ≡ (ν/ε)1/2 —колмогоровский

масштаб времени, lK ≡ ν3/4/ε1/4 —колмогоровский масштаб длины, d—диаметр частицы, ε—
средняя скорость диссипации кинетической энергии турбулентного движения, ρp и ρ—плотности
частиц и среды соответственно, а ν —кинематическая вязкость среды.
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Эволюция реалистичных систем взвешенных частиц (например, капель в атмосферных облаках
или твердых частиц в технических суспензиях) во многом зависит не только от их плотностей,
но и от их размеров, точнее говоря, от их распределений по этим характеристикам, которые в
компактном виде выражаются через распределения стоксовых параметров РФР принимает вид

g(r) =

∫∫
gij(r|Sti,Stj)p(Sti)p(Stj) dSti dStj ,

где p(Stj)d(Sti)—доля взвешенных частиц с параметрами Стокса в интервале (Stj,Stj + dSti).
В случае дискретного задания распределений

g(r) =
∑
i

∑
j

gij(r|Sti,Stj)cicj , (3)

где ci = ni/
∑
ni— относительные концентрации взвешенных частиц с параметром Стокса Sti.

Справедливость представлений (2) и (3) подтверждается разложением уравнения (3), приводя-
щим к равенству

g(r) =

∑
i

∑
j ψij(r)

N2δVr/V
.

В [11, 28, 33] показано, что инерционная кластеризация хорошо наблюдается даже в масштабах,
много меньших размеров турбулентных вихрей (соответствующих колмогоровской длине rK),
возрастая с уменьшением r по обратно-cтепенному закону, что можно объяснить теоретически в
рамках диффузионно-дрейфовой модели (см. [7, 11, 43]).
Когда популяция примесей состоит из частиц двух типов i и j (например, двух разных диа-

метров), РФР обобщается до бидисперсной формы

gij(r) =
ψij/Ni

NjδVr/V
.

3.4. Относительная диффузия Ричардсона. Образованию и началу роста кластеров предше-
ствует процесс формирования областей с повышенной плотностью частиц — зон их предпочти-
тельной концентрации. Задача о поведении вектора r, соединяющего пару увлекаемых турбу-
лентным потоком частиц примеси (известная ныне как относительная турбулентная диффу-
зия), была поставлена и решена Ричардсоном в его классической работе 1926 г. Введя поле кон-
центрации с нормированной на 1 плотностью c(x) и предположив статистическую однородность,
изотропность и стационарность ансамбля турбулентной среды, Ричардсон предложил для кова-
риации

q(r) ≡
∫
〈c(x)c(x + r)〉d3x

уравнение
∂q(r, t)

∂t
=

1

r2
∂

∂r

(
r2K(r, t)

∂q(r, t)

∂r

)

с переменным коэффициентом относительной диффузии K, согласующимся с колмогоровским
скейлингом,

K = ε1/3r4/3F (s),

где F (s)— универсальная функция аргумента s = ε1/3r−2/3t. Из этих уравнений следует, что

q(r, t) =
G(ε1/3r−2/3t)

ε3/2t9/2N
,

где N —нормировочная постоянная и

G(s) = exp

⎛
⎝9

4

s∫

1

dx

x2F (x)

⎞
⎠ .

Другим важным следствием колмогоровского скейлинга является закон Ричардсона—Обухова

〈r2〉 = Cεt3,
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где

C =
6π

N

∞∫

0

s−17/2G(s)ds.

Бэтчелор различал три режима: режим, в котором доминирует первоначальная разность скоро-
стей, инерционный режим, и нормальный асимптотический режим диффузии двух коррелиро-
ванных частиц.
Что касается инерционного режима, наиболее тесно связанного с колмогоровской феноменоло-

гией, предпринималось несколько попыток улучшить модель Ричардсона. Первая из них принад-
лежит тому же Бэтчелору (1952), возражавшему против зависимости K от текущего расстояния
r и предпочитавшему чисто временную зависимость этого коэффициента, что эквивалентно вы-
бору функции F в виде F (s) = s2. Вторая модификация была предложена Крайчнаном (1996)
на основе лагранжева описания стохастической динамики частиц, приводящей к диффузионному
коэффициенту вида

K = ε1/3r4/3F (s)

с функцией F (s) ∝ s при малых s и выходящей на постоянное значение при s → ∞. Стоит от-
метить, что эти три модели (Ричардсона и две ее модификации) предсказывали разные формы
распределения вектора между частицами пары: в ричардсоновской модели q(r) ∝ e−r2/3 с замет-
ным максимумом в окрестности нуля, тогда как в модификации Бэтчелора это гладкое гауссово
распределение, а в модели Крайчнана оно подобно ричардсоновскому на малых расстояниях, но
следует асимптотике e−r2/3 на больших. Фунг и др. (1992) указали на существенное расхожде-
ние между теоретическими предсказания постоянной Ричардсона—Обухова, охватывающие три
порядка величины.

3.5. Численное моделирование. Приведем основные итоги численного моделирования процесса
кластеризации инерционных частиц в турбулентном потоке вязкой среды, сформулированные
в [27]. Моделировалось движение частиц 11 различных размеров, покрывающих диапазон сток-
совых чисел от 0,1 до 100 с последующим анализом радиальных функций распределения и харак-
теристик случайного поля концентраций частиц примеси в однородной изотропной турбулентной
среды. По результатам статистического анализа этих расчетов были сделаны следующие выводы.
1) При St ∼ 1 РФР быстро возрастает с уменьшением радиуса и достигает больших значений в
масштабах значительно ниже колмогоровской шкалы η. Это говорит о том, что турбулент-
ная кластеризация может сильно увеличить частоту столкновений частиц из-за повышенной
вероятности обнаружения соседей. При всех числах Стокса радиальные плотности ниже η
следуют степенному закону, показатель которого μ достигает пика при St � 1. Увеличение
RDF может продолжаться до большего из двух масштабов: броуновская шкала или размер
частиц.

2) При St ∼ 1 РФР быстро возрастает с уменьшением радиуса и достигает больших значений в
масштабах значительно ниже колмогоровской шкалы η. Это говорит о том, что турбулент-
ная кластеризация может сильно увеличить частоту столкновений частиц из-за повышенной
вероятности обнаружения соседей. При всех числах Стокса радиальные плотности ниже η
следуют степенному закону, показатель которого μ достигает пика при St � 1. Увеличение
RDF может продолжаться до большего из двух масштабов: броуновская шкала или размер
частиц.

3) На малых масштабах (порядка η) распределения частиц с St � 1 характеризутся широкими
хвостами. Ширина распределений для этих частиц быстро убывает. При заданном масшта-
бе инерционного диапазона РФР пики ширины при числе Стокса в инерционном диапазоне
(т.е. St > 1), и число Стокса с максимальной шириной РФР увеличивается с увеличением
масштаба длины. Это говорит о том, что в масштабах длины, имеющих отношение к образо-
ванию планетезималей в протопланетных дисках, самая сильная кластеризация достигается
частицами с St � 1.
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4) Бидисперсные радиальные плотности в случае частиц разных размеров становятся плос-
кими на малых масштабах потому, что разные частицы имеют тенденцию группироваться
в разных местах. Таким образом, вклад турбулентной кластеризации в темп столкнове-
ний между разными частицами слабее, чем в случае одинаковых частиц. Пространствен-
ный дрейф образуемых кластеров по мере изменения размера частиц сглаживает общее
пространственное распределение частиц. Это обстоятельство служит предостережением от-
носительно использования выводов, полученных в моделях с одинаковым фиксированным
размером взвешенных частиц: они значительно завышают общую интенсивность кластери-
зации.

Бидисперсные РФР между частицами разных размеров различаются в малых масштабах из-за
того, что разные частицы кластеризуются в разных местах, и вклад турбулентной кластеризации
в скорость столкновений между частицами частиц слабее, чем в случае одинаковых частиц.

4. Столкновительная кластеризация.

4.1. Теория Смолуховского. Классическая модель коагуляции, сформулированная Смолухов-
ским (современный взгляд на нее см. в [29]), основана на предположениях, что основную роль в
процессе играют парные столкновения, что флуктуации концентраций достаточно малы, чтобы
считать акты столкновений независимыми событиями, принадлежащими однородному ансамблю.
В этом случае пробеги между столкновениями распределены по экспоненциальному закону, и
эволюция концентраций описывается системой дифференциальных уравнений первого порядка.
Сталкивающиеся между собой объекты будем считать кластерами, состоящими из одинаковых
(для простоты) элементов (единиц массы) и обозначать концентрацию k-кластеров (т.е. класте-
ров, состоящих из k единиц, k = 1, 2, . . . ,m) через ck. Система уравнений Смолуховского имеет
вид

∂tck =
1

2

∑
i+j=k

Kijcicj − ck

m∑
j=1

Kkjcj + ηδi1.

В броуновской модели движения кластеров ядро системы Kij определяется диффузионной тео-
рией:

Kij = 4πRij

[
D(i) +D(j)

]
,

где Rik — эффективный радиус поперечного сечения для i-k кластерных столкновений, D(i)—
коэффициент диффузии i-кластера. Для простых кластеров сферической формы Rij пропорци-
онален (i1/3 + j1/3) и по формуле Стокса—Эйнштейна

Kij = 2 +

(
i

j

)1/3

+

(
j

i

)1/3

.

Явное решение системы уравнений с ядром такого вида найдено не было, но в отсутствие зави-
симости K от размеров кластеров система решается аналитически.
Для броуновской коагуляции частиц, образующих фракталы, система Смолуховского примени-

ма, если применимо приближение среднего поля. Для столкновительного режима кластеризации
можно ожидать, что последнее уравнение остается применимым, если радиус поперечного сече-
ния заменить суммой средних радиусов Ri +Rj.
Классическое описание кинетики агрегации в рамках теории Смолуховского ограничивается

рассмотрением лишь парных (двухчастичных) столкновений в предположении, что простран-
ственное распределение этих случайных событий принадлежит классу однороднородных пуассо-
новских распределений и что вследствие этого применимо приближение среднего поля. Однако
простого сравнения наблюдаемых и прогнозируемых распределений размеров кластеров недо-
сточно для проверки допустимости этих предположений хотя бы потому, что крупнозернистые
представления лишь грубо отражают происходящие процессы.
В цитируемой статье сообщается о результатах компьютерного тестирования кинетики кла-

стер-кластерной агрегации с использованием стандартных моделей твердых частиц кубической
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формы на кубической же решетке. Проверялись как частота столкновений, так и эволюция рас-
пределений кластеров со временем. В заключение авторы отмечают, что хотя расчеты и пока-
зали принципиальную применимость приближения среднего поля к описанию агрегации частиц
различных размеров, установить особенности ядра, порождающие фрактальные свойства наблю-
даемых кластеров в этом приближении не удалось.

4.2. Реакционно-диффузионное уравнение. Уравнение Смолуховского послужило основой для
развития кинетической модели реакционно-диффузионных (РД) процессов. Добавление про-
странственной переменной в список аргументов концентрации и диффузионного слагаемого в
правую часть уравнения Смолуховского приводит к РД-уравнению следующего типа (см. [12]):

∂tck(x, t) =
1

2

∑
i+j=k

Kijci(x, t)cj(x, t)− ck(x, t)
∞∑
j=1

Kkjcj(x, t) +DkΔck(x, t), k = 1, 2, . . . .

Разумеется, в реальных процессах концентрации подвержены статистическим флуктуациям, но
в это уравнение входят их средние значения. Кроме того, в нем учитываются только реакции
между кластерами конечных размеров. При наличии бесконечного кластера (геля) уравнение
необходимо дополнить членом g(x, t), описывающим его реакционную способность. Представ-
ляя ядро Kij кластер-кластер столкновения в виде произведения их масс i и j, перепишем РД-
уравнение в виде

∂tck(x, t) =
1

2

∑
i+j=k

ijci(x, t)cj(x, t)− kck(x, t)

⎡
⎣

∞∑
j=1

jcj(x, t) + g(x, t)

⎤
⎦+DkΔck(x, t), k = 1, 2, . . . .

Как и в цитируемой работе, примем массовую плотность системы за единицу (т.е. положим M =
V ) и запишем закон сохранения массы в виде

V −1

∫
dV

[∑
k

kck(x, t) + g(x, t)

]
= 1

(g(x, t)—плотность массы геля). Временная зависимость g определяется уравнением

∂tg(x, t) = g(x, t)

∞∑
k=1

k2ck(x, t),

утверждающим просто, что реакции между kЭ=кластерами и гелем идут со скоростью kckg,
добавляя k единиц в гель (предполагается, что гель не движется).
Аналитические решения этих уравнений с общим начальным условием ck(x, 0), необходимые

для вычисления пространственных флуктуаций неизвестны, однако имеется решение для важ-
ного частного случая, когда начальное распределение пространственно однородно, а ядро фак-
торизуется:

ck(x, 0) = ck(0), g(x, 0) = g(0), Kij = ij.

Эта модель представляет собой стилизованный вариант классических моделей полимеризации
(см. [14]), описывающих рост разветвленных полимеров. Реакционная способность кластера в
этой модели пропорциональна его массе. Соответственно, система уравнений принимает вид

∂tck(x, t) =
1

2

∑
i+j=k

ijci(x, t)cj(x, t)− kck(x, t)

⎡
⎣

∞∑
j=1

jcj(x, t) + g(x, t)

⎤
⎦+DkΔck(x, t), k = 1, 2, . . . ,

∂tg(x, t) = g(x, t)

∞∑
k=1

k2ck(x, t).

Ее решения тоже не зависят от координат и удовлетворяют уравнениям

ċk(t) =
1

2

∑
i+j=k

ijci(t)cj(t)− kck(t), ġ(t) =M2(t)g(t),
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где M2(t) =
∞∑
k=1

k2ck(t)— второй момент концентраций. Отметим, что первый, согласно закону
сохранения масс, удовлетворяет условию

M1(t) ≡
∞∑
k=1

kck(t) = 1− g(t),

а момент n-го порядка определяется суммой

Mn(t) ≡
∞∑
k=1

knck(t).

Уравнение химических реакций яляется частным случаем уравнения коагуляции Смолуховско-
го, соответствующего выбору Kij = ij для скоростей превращений Kij . Для монодисперсных
начальных условий имеем ck(0) = δk1, и распределение кластеров по размерам дается решением

ck(t) = kk−2(te−t)k/k!t, k = 1, 2, . . . .

Концентрацию g(t) геля теперь можно найти из закона сохранения масс:

M1(t) ≡
∞∑
k=1

kck(t) = 1− g(t).

В предгелевой стадии (t < tc = 1) вся масса содержится в золе:
∞∑
k=1

kck(t) = 1,

и g(t) исчезает. На постгелевой стадии (t > 1) g(t) = (t − t∗)/t, где t∗(t)—корень уравнения
t∗ exp(−t∗) = t exp(−t) в интервале 0 < t∗ < 1. Это означает, что g(t) линейно возрастает чуть
выше tc:

g(t) ∼ 2(t− 1) при t ↓ 1.
При t→ ∞ находим, что g(t) → 1 (вся масса теперь содержится в геле). Важной характеристикой
точки геля является расходимость моментов Mn(t) при n � 2. Так, при n = 2 оказывается, что
M2(t) = (1− t)−1, если t < 1, и ∼ (t− 1)−1, если t ↓ 1.

4.3. Частицы в турбулентной среде. Авторы работы [9] начинают свой обзор с рассмотрения
сферических частиц диаметром dp и плотностью ρp в жидкости плотностью ρ и кинематической
вязкостью ν = μ/ρ. В предположении о стоксовом сопротивлении в однородном и установив-
шемся потоке время отклика частицы τp можно определить двумя способами: как характерное
время отклика на мгновенное повышение скорости окружающей жидкости, ρpd2p/(18μ), или время
достижения конечной скорости осаждения частицы в покоящейся жидкости, (ρp − ρ)d2p/(18μ).
Оба определения совпадают при ρp/ρ � 1. Строго говоря, инерционные частицы в турбу-

лентных потоках нарушают стоксов закон трения, и вводятся эмпирические поправки для числа
Рейнольдса. Турбулентность жидкости характеризуется скоростью диссипации, определяющей
колмогоровские масштабы η, τη и uη длины, времени и скорости соответственно. Подходящими
для описания процесса безразмерными комбинациями представляются отношения плотностей
ρp/ρ, длин dp/l и времен τp/τ ≡ St (число Стокса), где l и τ — характерные длина и время из-
менения потока. Авторы принимают их в качестве колмогоровских масштабов, порождаемых
взаимодействием частиц с микромасштабной структурой турбулентности и в стоксовом прибли-
жении сопротивления пишут

St =
1

18

ρp
ρ

(
dp
η

)2

,

определяя масштабный параметр скорости осаждения формулой Sv ≡ τpg/uη , где τpg—конечная
скорость частицы, ускоренной гравитацией в неподвижной жидкости. Большие пространствен-
но-временные флуктуации локальной концентрации частиц наблюдаются в широком диапазоне
значений параметров. Это явление, известное как инерционная кластеризация, наблюдалось в
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многочисленных лабораторных и численных экспериментах, а также и в полевых измерениях
атмосферных потоков.
Этот механизм традиционно связывается с тенденцией инерционных частиц оказаться в обла-

сти потока определенной топологии (предпочтительной областью). Многочисленные моделиро-
вания подтвердили, что частицы реже встречаются в областях с высокой завихренностью, чем
с высокой деформацией. Это подтверждает мнение о существенной роли центробежных сил, от-
брасывающих частицы на периферию вихрей (как центрифуги), но является ли этот механизм
единственным (или может быть даже основной) причиной кластеризации? Рассмотрим основные
подходы к поиску ответа на этот вопрос.
Пространственное распределение частиц, взвешенных в турбулентной среде, формируется под

действием множества вихрей различных масштабов, полное описание процесса кластеризации в
этих условиях является непростой задачей. Для решения ее использовались различные методы
(см. [6]), включая метод чисел заполнения при разбиении области наблюдения на ячейки, как
это делается в квантовой статистической модели. Согласно многим экспериментальны данным
кластеризация наиболее выражена для St = O(1). Исследования с использованием концепции
радиальной функции распределения (РФР), обеспечивающие многомасштабную количественную
оценку кластеризации, подтвердили, что типичный размер кластера имеет порядок O(10η), а
кластеризация в сдвиговой турбулентности анизотропна вплоть до диссипативных масштабов.
При St < 1 и расстояниях соответствующих диссипативному диапазону, эксперименты и моде-
лирование выявили степенное поведение РФР— признак геометрического (можно сказать, фрак-
тального) самоподобия (см. [31, 41]).
При более высоких St частицы слабо реагируют на мелкомасштабные вихри и кластеры в

масштабах инерционного диапазона не проявляют более фрактальных свойств, а РФР спада-
ют экспоненциально. В субколмогоровской области расстояния между частицами сравнимы с
их диаметрами. Явуз и др. (2018) обнаружили, что РФР отклонилась от степенного закона и
достигла более высоких уровней, что они объяснили межчастичным гидродинамическим взаимо-
действием. Последствия этого факта могут оказаться весьма серьезными для столкновительных
моделей кластеризации, критическим образом зависящих от размеров частиц. В [25] использо-
вались диаграммы Вороного для характеристики инерционной кластеризации: исследуемая об-
ласть разделялась на ячейки, закрепленные за каждой частицей, а обратные объемы этих ячеек
интерпретировались как локальные концентрации. Для частиц, случайно расположенных в про-
странстве, РФР ячеек хорошо аппроксимируется Γ-распределением, в то время как инерционные
частицы демонстрируют более широкое распределение.
Отдельные кластеры можно определить как наборы частиц, содержащиеся в связанных груп-

пах ячеек, меньших заданного порога. Выше определенного размера кластеры имеют извилистую
форму, связанную с явновыраженным степенным законом, простирающееся до больших масшта-
бов. Такие особенности были также обнаружены в изображениях снежинок в турбулентных воз-
душных потоках.
Средний размер кластера имеет тенденцию к росту с увеличением St и Re, а внутрикластер-

ная концентрация примерно на порядок превышает среднюю, независимо от его размера. Время
жизни кластера составляет несколько колмогоровских масштабов, увеличивающееся с размером
кластера. Небольшие скопления обычно коагулируют на составные элементы, тогда как крупные
кластеры рекомбинируют в другие крупные кластеры.

4.4. Накопление и осаждение примеси. Исследование частиц конечных размеров в однородных
турбулентных потоках обычно мотивируется конкретными условиями, в которых гравитация иг-
рает важную роль (см. [26]). Модель центрифуги, привлекаемая для объяснения локальных неод-
нородностей распределения примесных частиц, строго говоря, применима лишь в режиме St 
 1,
для которого сжимаемость поля скоростей частицы равна напрямую связано с доминированием
деформации над вращением. Однако кластеризация наиболее интенсивна при St = O(1). С умень-
шением St частицы отстают от потока, и поэтому их пространственное распределение не может
полностью определяться полем мгновенной скорости жидкости. Более того, кластеры облада-
ют самоподобной многомасштабностью, простирающейся выше и ниже колмогоровского размера
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вихрей. Численное моделирование случайных потоков показало, что с увеличением St домини-
рующим фактором становится отставание частиц. Малые сгущения частиц со временем продол-
жают сжиматься, формируя фрактальные множества. Центробежный механизм доминирует для
St 
 1, тогда как вне этого режима он уступает место эредитарному механизму, отражающему
влияние динамической предыстории частицы: динамика частиц отделяется от локального поля
скоростей жидкости и прошлые взаимодействия с турбулентными всплесками жидкости приобре-
тают все большее значение. Статистико-механические расчеты показали, что мелкомасштабная
кластеризация обусловлена мультипликативным процессом усиления случайных сокращений и
расширений.
В пределе малых St частицы увлекаются мгновенными локальными всплесками, тогда как

в противоположном пределе они испытывают усредненное по пространству-времени влияние в
том числе и за счет эредитарности. При St > 1 кластеры формируются на этапе, когда мелко-
масштабная турбулентная активность (отслеживаемые по траекториям частиц) затухает, и они
сохраняются до тех пор, пока такое спокойное состояние сохраняется. Вместо этого механизм
подметания основан на представлении о том, что нулевое ускорение точки потока заметаются
крупномасштабными вихрями, и частицы прилипают к этим потому что они движутся (в первом
порядке) с одинаковой скоростью. Этот механизм будет действовать и для τp в инерционном диа-
пазоне, заменив центробежный на средних и крупных масштабах, где кластеризация возникает
в результате того, что более крупные вихри сметают более мелкие, независимо от St.
Работы по численному моделированию кластеризации в загруженныж турбулентных средах

можно разделить на три класса моделирования: динамическое (прямое численное решение урав-
нения Навье—Стокса) моделирование, стохастическое моделирование случайных потоков и кине-
матическое моделирование (synthetic flows). Последнее основано на гармоническом разложении
турбулентного поля (скорости, плотности, энергии)

u(x, t) =
∑

n=1Nk

An sin
(
knx+ ωt

)
Bn cos(knx+ ωt),

где порождаемое граничными условиями множество волновых векторов kn вместе с перпендику-
лярными им векторными коэффициентами An и Bn формируют энергетический спектр и отве-
чает скорее классической эйлеровой концепции (разбив объем на ячейки и посчитав число частиц
в каждой из них, мы получим представление состояния системы в терминах чисел заполнения,
легко переводимое в решеточную модель; см. [18, 19]). Стохастическая же модель, в центре вни-
мания которой находится одна из внеденных в турбулентную среду частиц, а влияние остальной
части системы на ее движение выражается введением автокорреляций, может рассматриваться
как вероятностный аналог лагранжевой динамики, где тоже возможны два предсталения: через
распределения вероятностей (пример — диффузионное уравнение) и через случайные процессы
(пример — броуновское движение).
В модели марковских цепей учет влияния окружения на частицу осуществляется заменой

обычных для марковского процесса экспоненциальных распределений интервалов или расстоя-
ний между их последовательными узлами распределениями другого типа, выбранными с учетом
предварительной информации об особенностях моделируемого процесса.
В контексте динамики отдельных частиц, лагранжева статистика считается ключевой инфор-

мацией для понимания особенностей динамики системы частицы + жидкость.
Измерения скорости оседания, выполненные в [41], показали наличие коллективных эффек-

тов, проявляющихся в повышении скорости осаждения кластеризованных частиц. Результаты
моделирования этих эффектов можно улучшить, введя локальные концентрации частиц вдоль
их траекторий и типичные времена пребывания частиц в кластерах (см. [6]).
Из-за сложности экспериментального описания потоков, наполненных частицами, большая

часть информации о поведения тяжелых частиц в однородных турбулентных потоках была полу-
чена в результате численного моделирования. Отсутствие экспериментальных результатов, под-
тверждающих данные, полученные с помощью численного моделирования, усложняет исследо-
вание различий между поведением, обусловленным взаимодействием частиц и турбулентностью,
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и ложными эффектами, возникающими при численном моделировании. В этом контексте мы по-
ставили перед собой задачу построить эксперимент, в котором тяжелые частицы можно было бы
инжектировать в однородный изотропно затухающий турбулентный поток. Данные, полученные
в этих хорошо контролируемых условиях, могут дать ценную информацию о поведении частиц
в реальных турбулентных потоках, по крайней мере, в тех областях, где турбулентность можно
считать однородной и изотропной.
Турбулентность приводит к преимущественной концентрации тяжелых частиц, создавая про-

странственно неоднородные распределения, даже если частицы однородно впрыскиваются в по-
ток. Этот эффект, приводящий к образованию высоких местных концентраций (кластеров), под-
тверждаются численными и натурными экспериментами.
В [41] была экспериментально исследована связь между этим эффектом и скоростью осаждения

частиц. Для изучения характерных размеров кластеров на фоне распределенных в турбулентном
потоке частиц (маркеров), авторы сопоставили наблюдаемые распределения чисел заполнения со
случайным распределением (под которым они, как это нередко делается в физической литерату-
ре, понимали однородное пуассоновское распределение). Полученные в экспериментах двумерные
расположения частиц на разных расстояниях от точки впрыскивания маркеров переводились в
числа. В идеальном случае совместное распределение чисел заполнения описывается полиноми-
альным распределением (если суммарное число частиц задано, а их положения взаимно незави-
симы) или многомерным пуассоновским (если суммарное число также случайно и подчиняется
одномерному пуассоновскому распределению). Авторы игнориривали эти «тонкости», поэтому
мы опустим их анализ, обратившись к близким по теме работам, на которые они, кстати, и ссы-
лаются.
В работе [41] рассматривается численная модель движения тяжелых сферических частиц в

однородной, изотропной, стационарной (в статистическом смысле) турбулентной среде (возду-
хе). Частицы считаются малыми по сравнению с колмогоровским масштабом турбулентности, а
загруженность ими жидкости достаточно невысокой, чтобы турбулентная структура не измени-
лась. В то же время их размер полагается значительно большим средней молекулярной длины
свободного пробега с тем, чтобы время аэродинмического отклика было много больше времени,
приходящегося на одно столкновение (при этом влияние броуновского движения окружающих
частицу молекул пренебрежимо мало по сравнению с дисперсией, вносимой турбулентными вих-
рями).
Как хорошо известно, частицы накапливаются на нисходящей стороне вихрей и что скорость

их осаждения увеличивается. Это явление было назван эффектом предпочтительного некопле-
ния, а ускоренное покидание этой зоны вихря частицами — выметанием. Анализ результатов
привел авторов работы [6] к пониманию важной роли кластеров в этом процессе и основанной
на ней простой феноменологической идее оценивать скорость осаждения частиц в суммой двух
слагаемых

Vz = Vis + Vcl.

Первый член представляет собой скорость осаждения, которую имели бы изолированные частицы
в турбулентном потоке. Этот член формируется стоксовой скоростью, которую частицы имели
бы в неподвижной жидкости плюс влияние эффекта выметания. Это наблюдается при малой
объемной доле частиц в потоке и подтверждется прямым численным моделированием. Второй
член в уравнении обусловлен влиянием кластеров на скорость осаждения частиц внутри них.
Чтобы оценить его величину, авторы моделировали кластеры как большие псевдочастицы с ха-
рактерным размером l и средней плотностью ρcl , определяемая локальной концентрацией частиц
в них

ρcl = (1− c)ρair + cρp.

Полагая далее, что кластеры находятся в вязкой среде (Re ∼ 10), взаимодействие с окружающей
средой-носителем можно выразить стоксовой силой сопротивления. Тогда

(ρclρair)
gπl3

6
=

1

2
ρairV

2
clCD

πl2

4
,
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где Vcl — скорость осаждения кластера. Отсюда

Vcl =
KT

18

ρp
ρair

g

νair
CL2

cl,

где KT —форм-фактор (равный 1 для сфер и принимающий значения из интервала (0,3; 0,5)) для
удлинненных и утонченных структур.
Важно отметить линейную зависимость этого выражения от локальной концентрации частиц,

что подтверждается экспериментальными данными. Несмотря на простоту модели, с эксперимен-
тальными данными показывает удовлетворительное согласие.

4.5. Аккреция. Если в газ с концентрацией N молекул массами m, находящийся в термодина-
мическом равновесии, внесен шарик радиусом r, то среднее время между последовательными
соударениями с ним молекул равно

τc ≈ (πr2NvT)
−1 ≈

[
πr2N

(
kT

m

)1/2
]−1

,

где vT —их средняя скорость. Если молекулы прилипают к нему, то суммарная масса M полу-
чающегося образования растет со скоростью

A =
dM

dt
≈ m

τc
≈ πr2N(kTm)1/2,

а радиус —
dr

dt
≈ N

ρ
(kTm)1/2 ≈ A

πr2ρ
,

где ρ—плотность газа. Этим видом аккреции объясняется образование пылевых облаков в меж-
звездной среде.
Если планета, звезда или галактика имеют скорость v относительно газового облака, продол-

жительность их соударения (точнее, время полета, предшествущго столкновению)

τ ∼ r

v
,

где r—расстояние между объектами. Если планета, звезда или галактика обладают массой M , а
облако имеет плотность ρ, то сила гравитации F , с которой объект действует на единицу объема
газа,

F =
GMρ

r2
,

а импульс, сообщаемый этой силой за время столкновения —

p = τcF =
GMρ

r
v.

Начальный импульс ρ становится равным p на критическом расстоянии

RA =
GM

v2
= 1,3 · 1014

(
10 км/с

v

)2( M

M�

)
[cм].

Когда затравочный объект проходит сквозь газ, он захватывает газ в пределах критического
радиуса аккреции RA. Если RA превосходит среднюю длину свободного пробега в газе, захва-
ченный газ будет представлять собой турбулентное облако, окружающее затравочный объект.
Турбулентное трение будет вызывать потери кинетической энергии газа, и газ будет оседать на
него. Поскольку масса газовой сферы ∼ ρR3

A, и она пополняется в течение времени τA, то скорость
роста массы

A ≈ πρR2
Av = πR2

AμmHNv,

(μ—молекулярная масса, mH —масса атома водорода), скорость увеличения радиуса
dr

dt
=
v

4

ρ

ρs
,
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где ρs = 3M/(4πR3)—плотность локального образования (планеты, звезды, галактики). Если
кинетическая энергия аккрецирующего газа меньше гравитационной энергии этого образования,
то весь газ осядет на него, и скорость роста массы выразится формулой

A = πρ[R(R+RA)]v.

При ρ = 10−24 г/см3 (значение, характерное для межзвездной среды), R = R� и v = 10 км/c эта
формула дает A = 10−18M� в год при M =M�.
Аккреция на объект массой M становится сверхзвуковой, если его радиус R меньше критиче-

ского значения
Rs =

5− 3γ

4

GM

s2
.

Здесь γ —показатель адиабаты, s— скорость звука в газе на бесконечности,

s =

(
γP

ρ

)1/2

,

P и T —давление и температура газа. Если v < s и имеет место аккреция, то R < Rs. В этом
случае

RA = δγ
GM

s2
,

где

δγ =
1

2

(
2

5− 3γ

)(5−3γ)/(3γ−3)

.

В частности, δ5/3 = 0.5, и δ4/3 = 1. Скорость аккреции при v < s

A = 4πR2
sUsρs = αγ

(
2GM

c2

)2

cρ

(
mHc

2

kT

)1/2

≈ πR2
Asρ,

где скорость звука Us на критическом расстоянии Rs равна

Us = s

(
2

5− 3γ

)1/2

,

а

αγ =
π

4γ1/2

(
2

5− 3γ

)(5−3γ)/[2(γ−1)]

.

Частные значения α1 = 1,5, α5/3 = 0,3 и α4/3 = 1,4.

5. Заключительные замечания о статистике. Представим себе множество точек, беспо-
рядочно распределенных в некотором объёме V . Простейшей моделью такого распределения яв-
ляется однородный пуассоновский ансамбль. Последний термин означает, что если мы разобьем
объем V на непересекающиеся элементы ΔVi и сравним числа заполнения выбранного элемента с
числами заполнения этого же элемента в других копиях ансамбля, то получим серию независимых
случайных величин с одинаковым математическим ожиданием и нулевым (в силу независимо-
сти) коэффициентом корреляции. Поскольку этот воображаемый ансамбль реально построить
невозможно, вновь напрягаем воображение, представляя себе, взят очень большой объем, в ко-
тором не только можно разместить множество одинаковых объемов Vj , что ни о каком влиянии
их друг на друга говорить не придется. После этого провозглашается эргодическая гипотеза (т.е.
воображаемый закон, согласно которому усреднение по ансамблю этих точечных распределе-
ний эквивалентно усреднению по элементам ΔVi. Чтобы не осталось никаких сомнений, введем
термин представительная выборка для таких наборов случайных переменных, для которых эта
гипотеза выполняется. Теперь все сходится, как говорится, по определению, и ничего доказывать
не надо.
В тех случаях, когда обсуждается поведение смесей в химических ретортах и лабораторных

бассейнах, статистическая методология не кажется такой уж принципиальной, метеорологиче-
ские аномалии (пылевые бури и морские штормы), конечно, усиливают интерес к ней, но то, что
обсуждение самого интригующего аспекта естествознания —физической истории мироздания —
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не может обойтись без привлечения ее к анализу мегаданных современной космологии, со всей
очевидностью удостоверяет ее фундаментальный статус. Одним из центральных положений аст-
ростатистики и является вышеупомянутая гипотеза о представительной выборке. Вот что пишет
об этом выдающийся астрофизик Ф. Дж. Э. Пиблс.
Основной принцип общепринятой космологической теории в формулировке Хаббла состоит в

том, что доступная наблюдениям часть Вселенной является представительной выборкой Вселен-
ной в целом. Конечно, вещество распределено чрезвычайно неоднородно: существуют звезды,
галактики и скопления галактик. Поэтому необходимо считать, что предположение об однород-
ности и изотропности применимо в статистическом смысле, т.е. в среднем по достаточно большим
областям: считается, что Вселенная может рассматриваться как однородный и изотропный слу-
чайный процесс.
Представим себе, что распределение вещества определяется некоторым физическим процессом,

включающим длинную и сложную последовательность событий. Тогда распределение в любом
конкретном месте является результатом большего числа малых вариаций параметров в этой по-
следовательности событий. Выборки, полученные на основе далеко отстоящих друг от друга об-
ластей, не коррелируют, и набор таких выборок является статистическим ансамблем, возникшим
в результате большого числа независимых реализаций такого процесса, многоточечные корреля-
ционные функции можно рассматривать как средние по ансамблю.
Гипотеза о представительной выборке утверждает, во-первых, что вполне разумно рассматри-

вать достаточно удаленные друг от друга части Вселенной как независимые реализации одного
и того же физического процесса, а во-вторых, что в пределах наблюдаемой Вселенной существу-
ет много независимых выборок, которые можно объединить в приближенный статистический
ансамбль. В-третьих, гипотеза утверждает, что повороты не изменяют средние по ансамблю ве-
личины.
Особенно важен для анализа данных тест на воспроизводимость характеристик, полученных

по наблюдениям различных областей пространства: различных частей неба или обзоров различ-
ной глубины. Этот тест необходим, чтобы проверить степень искажения данных в результате
систематических ошибок, и он служит для надежной проверки гипотезы о представительной
выборке.
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Аннотация. Построена оптимальная линейная регрессия нечетко-случайных величин, в которой
коэффициенты аналогичны случаю «обычных» случайных величин. Показано, что при опреде-
ленных условиях оптимальная регрессия обладает максимальным коэффициентом корреляции с
прогнозируемой нечетко-случайной величиной.

Ключевые слова: нечетко-случайные величины, оптимальная линейная регрессия.

ON OPTIMAL LINEAR REGRESSION

FOR FUZZY RANDOM VARIABLES
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Abstract. In this paper, we construct an optimal linear regression of fuzzy random variables whose
coefficients are similar to the case of “ordinary” random variables. We prove under certain conditions,
the optimal regression has a maximum correlation coefficient with the predicted fuzzy random value.

Keywords and phrases: fuzzy random variables, optimal linear regression.
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1. Введение. Нечетко-случайные величины возникли как раздел нечеткой математики в [13,
15, 18]. Они находят широкое применение в финансовой математике, прогнозировании, теории
принятия решений и др. В частности, математическая модель случайного эксперимента с нечет-
кими исходами интерпретируется как нечетко-случайная величина. Современное состояние тео-
рии нечетко-случайных величин отражено в [3, 6, 8, 17, 19] и др. (см. также [14, гл. 5–7]).

Данная работа посвящена оптимальной линейной регрессии нечетко-случайных величин. Спе-
цифика нашего результата состоит в минимизации специальной формы, позволяющей вывести
формулы для оптимальных коэффициентов линейной регрессии, аналогичные случаю «обыч-
ных» случайных величин. Кроме того, показано, что при определенных условиях оптимальное
решение обладает максимальным коэффициентом корреляции с прогнозируемой нечетко-случай-
ной величиной в классе линейных оценок.

Ниже под нечетким множеством A, заданным на универсальном пространстве U , будем пони-
мать совокупность упорядоченных пар (u, μA(u)), где функция принадлежности μA : U → [0, 1],
определяет степень принадлежности элемента u ∈ U множеству A.

Мы опираемся на следующее определение нечеткого числа (ср. [2, гл. 2–4]). Нечетким чис-
лом называется нечеткое множество, универсальным множеством которого является множество
действительных чисел R, и которое дополнительно удовлетворяет следующим условиям:
(i) носитель (supp) нечеткого числа — замкнутое и ограниченное (компактное) множество дей-

ствительных чисел;
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(ii) функция принадлежности нечеткого числа выпукла;
(iii) функция принадлежности нечеткого числа нормальна, т.е. супремум функции принадлеж-

ности равен единице;
(iv) функция принадлежности нечеткого числа полунепрерывна сверху.
Будем использовать интервальное представление нечетких чисел. А именно, каждому нечет-

кому числу поставим в соответствие совокупность его α-интервалов.
Множество нечетких чисел, удовлетворяющих условиям (i)–(iv), обозначим J . Как известно,

множество α-уровня нечеткого числа z̃ ∈ J с функцией принадлежности μz̃(x) определяется
соотношением

Zα =
{
x
∣∣μz̃(x) � α

}
, α ∈ (0, 1]), Z0 = supp(z̃).

Согласно введенным выше предположениям (i)–(iv) все α-уровни нечеткого числа — замкнутые
и ограниченные интервалы вещественной оси. Обозначим левую (нижнюю) границу интервала
через z−(α), а правую (верхнюю) — через z+(α), т.е. Zα = [z−(α), z+(α)]. Иногда числа z−(α) и
z+(α) называют левым и правым индексами нечеткого числа соответственно.

Для нечетких чисел z̃ и ũ с интервалами α-уровня [z−(α), z+(α)] и [u−(α), u+(α)] по опреде-
лению сумме z̃ + ũ соответствует интервал [z−(α) + u−(α), z+(α) + u+(α)]. Произведению βz̃ на
положительное число β соответствует интервал [βz−(α), βz+(α)], на отрицательное число (−γ)—
интервал [−γz+(α),−γz−(α)].

Множество J можно метризовать с помощью различных метрик. В частности, для нечетких
чисел z̃, w̃ определяют метрику следующим равенством (см., например, [11]):

d(z̃, w̃) = sup
0<α�1

h(Zα,Wα),

где h— хаусдорфова метрика, т.е.

h(Zα,Wα) = max
{∣∣z−(α)− w−(α)

∣∣, ∣∣z+(α)− w+(α)
∣∣},

где z−(α) и z+(α)—нижняя и верхняя границы α-уровневого множества Zα соответственно и
аналогично для w̃.

2. Нечетко-случайные величины, ковариация и дисперсия. Пусть (Ω,Σ, P )— вероят-
ностное пространство, где Ω—множество элементарных событий, Σ— σ-алгебра, состоящая из
подмножеств множества Ω, P — вероятностная мера.

Измеримое отображение X̃ : Ω → J называют нечетко-случайной величиной (см., напри-
мер, [18]), если при любом ω ∈ Ω множество X̃(ω) является нечетким числом из J .

Рассмотрим интервалы α-уровней нечетко-случайной величины X̃ при фиксированном ω.
А именно,

Xα(ω) =
{
t ∈ R : μX̃(ω)(t) � α

}
,

где μX̃(ω)(t)—функция принадлежности нечеткого числа X̃(ω) и α ∈ (0, 1]. Интервал Xα(ω)
представим в виде

Xα(ω) =
[
X−(ω,α),X+(ω,α)

]
,

где границы X−(ω,α) и X+(ω,α)— случайные величины. Они называются соответственно левым
и правым индексом нечетко-случайной величины X̃.

В дальнейшем будем рассматривать класс X нечетко-случайных величин X̃ , для которых вы-
полнено следующее условие.

Условие 1. Для каждой нечетко-случайной величины X̃ ∈ X индексы X−(ω,α) и X+(ω,α)
являются квадратично суммируемыми на Ω× [0, 1] функциями.

Положим
x−(α) =

∫

Ω

X−(ω,α)dP, x+(α) =

∫

Ω

X+(ω,α)dP. (1)

Нечеткое число x̃ с индексами, определяемыми формулой (1), называется нечетким ожиданием
нечетко-случайной величины X̃.
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В соответствии с [9] определим ковариацию между нечетко-случайными величинами X̃ и Ỹ с
интервалами α-уровня [X−(ω,α),X+(ω,α)] и [Y −(ω,α), Y +(ω,α)] формулой

Cov
[
X̃, Ỹ

]
=

1

2

1∫

0

(
Cov

[
X−(ω,α), Y −(ω,α)

]
+Cov

[
X+(ω,α), Y +(ω,α)

])
dα,

где под знаком интеграла стоят ковариации между соответствующими случайными величинами.
Этой формуле можно придать следующий вид:

Cov
[
X̃, Ỹ

]
=

1

2

1∫

0

∫

Ω

((
X−(ω,α) − x−(α)

)(
Y −(ω,α) − y−(α)

)
+

+
(
X+(ω,α)− x+(α)

)(
Y +(ω,α) − y+(α))) dP dα. (2)

где x−(α) и x+(α) определяются формулами (1) и аналогично для y−(α) и y+(α).
Определение ковариации (2) обладает рядом свойств, которые аналогичны случаю веществен-

ных случайных величин (см. [9]):

(a) Cov
[
X̃ + Z̃, Ỹ

]
= Cov

[
X̃, Ỹ

]
+Cov

[
Z̃, Ỹ

]
;

(b) Cov
[
c1X̃, c2Ỹ

]
= c1c2 Cov

[
X̃, Ỹ

]
,

где c1, c2 ∈ R—произвольные числа одного знака: c1c2 > 0.
Как обычно, нечетко-случайные величины X̃1, X̃2 называются некоррелированными, если

Cov
[
X̃1, X̃2

]
= 0.

Определим дисперсию нечетко-случайной величины X̃ равенством

D(X̃) = Cov
[
X̃, X̃

]
=

1

2

1∫

0

(
D(X+(ω,α)) +D(X−(ω,α))

)
dα.

Отметим следующие свойства дисперсии (ср. [9]):

(a) D(cX̃) = c2D(X̃) ∀c ∈ R;

(b) D(X̃ + Ỹ ) = D(X̃) +D(Ỹ ) + 2Cov
[
X̃, Ỹ

] ∀X̃, Ỹ ∈ X;

(c) D(z̃) = 0 ∀z̃ ∈ J.

Как обычно, среднеквадратичное отклонение σ(X̃) нечетко-случайной величины X̃ определяется
равенством

σ(X̃) =

√
D(X̃).

3. Линейная регрессия. Рассмотрим вопрос об оптимальной линейной аппроксимации (про-
гнозируемой) нечетко-случайной величины Ỹ по системе (прогнозирующих) нечетко-случайных
величин X̃1, X̃2, . . . , X̃n. Задачи такого рода рассматривались в ряде работ (см. [5–7,10,16] и др.).
При этом специфика задачи определяется выбором расстояния, которое требуется минимизиро-
вать.

Обозначим через Y ±(ω,α) и X±
i (ω,α) индексы нечетко-случайных величин Ỹ и X̃i, i = 1, . . . , n.

Рассмотрим задачу об аппроксимации нечетко-случайной величины Ỹ линейными комбина-

циями
n∑

i=1
βiX̃i с вещественными коэффициентами βi, i = 1, . . . , n, по критерию минимизации
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следующего выражения:

F (β1, . . . , βn) =

1∫

0

D

(
Y +(ω,α)−

n∑
i=1

βiX
+
i (ω,α)

)
dα+

+

1∫

0

D(Y −(ω,α) −
n∑

i=1

βiX
−
i (ω,α))dα → min, (3)

где βi ∈ R, i = 1, . . . , n, а D означает дисперсию соответствующей случайной величины.

Теорема 1. Пусть нечетко-случайные величины Ỹ и X̃1, X̃2, . . . , X̃n удовлетворяют усло-
вию 1. Пусть X̃i попарно некоррелированы и имеют дисперсии D(X̃i) = σ2i �= 0, а βi —произволь-
ные вещественные числа. Тогда задача (3) имеет единственное решение, имеющее следующий
вид :

β∗i =
Cov

[
Ỹ , X̃i

]
σ2i

, i = 1, . . . . , n. (4)

Доказательство. Обозначим через ỹ и x̃i нечеткие ожидания соответствующих нечетко-случай-
ных величин. Заметим, что задачу (3) можно представить в виде

F (β1, . . . , βn) =

1∫

0

∫

Ω

(
Y +(ω,α)− y+(α)−

n∑
i=1

βi
(
X+

i (ω,α)− x+i (α)
))2

+

+

(
Y −(ω,α) − y−(α)−

n∑
i=1

βi
(
X−

i (ω,α) − x−i (α)
))2

dP dα→ min, (5)

где βi ∈ R, i = 1, . . . , n. Действительно, обозначим через E математическое ожидание случайной
величины. Тогда

D

(
Y +(ω,α) −

n∑
i=1

βiX
+
i (ω,α)

)
=

= E

(
Y +(ω,α) −

n∑
i=1

βiX
+
i (ω,α) − E

(
Y +(ω,α) −

n∑
i=1

βiX
+
i (ω,α)

))2

.

При этом

E

(
Y +(ω,α)−

n∑
i=1

βiX
+
i (ω,α)

)
=

=

∫

Ω

(
Y +(ω,α) −

n∑
i=1

βi
(
X+

i (ω,α)
))

dP = y+(α)−
n∑

i=1

βix
+
i (α).

Тогда

1∫

0

D

(
Y +(ω,α) −

n∑
i=1

βiX
+
i (ω,α)

)
dα =

=

1∫

0

∫

Ω

(
Y +(ω,α)− y+(α) −

n∑
i=1

βi
(
X+

i (ω,α)− x+i (α)
))2

dP dα;

для индексов с минусом аналогично. Итак, справедливо представление (5).
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Рассмотрим при каждом j = 1, . . . , n производную F по βj . Согласно (5) имеем

∂F

∂βj
= −2

1∫

0

∫

Ω

[(
Y +(ω,α) − y+(α)−

n∑
i=1

βi
(
X+

i (ω,α) − x+i (α)
))(

X+
j (ω,α)− x+j (α)

)
+

+

(
Y −(ω,α) − y−(α)−

n∑
i=1

βi

(
X−

i (ω,α)− x−i (α)
))(

X−
j (ω,α)− x−j (α)

)]
dP dα.

Приравнивая это выражение к нулю, получим
n∑

i=1

βi Cov
[
X̃i, X̃j

]
= Cov

[
Ỹ , X̃j

]
, j = 1, . . . , n.

В силу предположения ковариационная матрица Cov[X̃i, X̃j ] диагональна, причем на главной
диагонали стоят σ2(X̃i) �= 0. Отсюда вытекают формулы (4).

Достаточное условие минимума обеспечивается положительной определенностью матрицы Гес-
се с элементами

∂2F

∂βj∂βs
= 4Cov

[
X̃j , X̃s

]
.

Отметим, что коэффициенты (4) напоминают известные для «обычных» случайных величин (см.,
например, [4, гл. II, § 11]). �

Следствие 1. В условиях теоремы 1 те оптимальные коэффициенты β∗i , которым соот-
ветствуют неотрицательные ковариации Cov[Ỹ , X̃i] � 0, неотрицательны, а те оптималь-
ные коэффициенты β∗i , которые соответствуют отрицательным ковариациям Cov[Ỹ , X̃i] < 0,
отрицательны.

Следствие 1 вытекает из формул (4).

Замечание 1. В формуле (5) фактически используются центрированные случайные величи-

ны от индексов
◦
Y ∓(ω,α) = Y ∓(ω,α)−y∓(α) и

◦
X∓(ω,α) = X∓(ω,α)−x∓(α). Подчеркнем, что для

случайной величины Ỹ − ỹ ее индексы равны Y −(ω,α)−y+(α) и Y +(ω,α)−y−(α), соответственно,
что не совпадает с выражениями

◦
Y ∓.

Отметим отличие теоремы 1 от результата автора из [12]. В [12] введено понятие квазиска-
лярного произведения между нечетко-случайными величинами и рассмотрена задача о линейной
регрессии относительно минимизации некоторого расстояния, связанного с введенным квазис-
калярным произведением. При этом предполагается попарная квазиортогональность системы
нечетко-случайных величин X̃i, i = 1, . . . , n, по которой осуществляется регрессия.

Определим коэффициент корреляции между нечетко-случайными величинами Ỹ и Z̃ форму-
лой

k
[
Ỹ , Z̃

]
=

Cov
[
Ỹ , Z̃

]

σ(Ỹ )σ(Z̃)
, (6)

где σ(Ỹ ) и σ(Z̃)— среднеквадратичные отклонения нечетко-случайных величин Ỹ и Z̃. Это
определение аналогично применяемому для случайных величин. Определение (6) и свойства
коэффициента корреляции обсуждаются в [9]. Например, равенство k[Ỹ , Z̃] = 1 означает, что
Ỹ − ỹ = λ(Z̃ − z̃), где ỹ и z̃ —нечеткие ожидания нечетко-случайных величин Ỹ и Z̃, а
λ = σ(Ỹ )/σ(Z̃).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, причем D(Ỹ ) = σ2 �= 0 и Cov
[
Ỹ , X̃i

]
� 0,

i = 1, . . . , n. Тогда оценка
n∑

j=1
β∗i X̃i имеет максимальный коэффициент корреляции по сравнению

с другими линейными оценками вида
n∑

j=1
βiX̃i при βi � 0, i = 1, . . . , n.
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Доказательство. Действительно, рассмотрим коэффициент корреляции k
[
Ỹ ,

n∑
i=1

β∗i X̃i

]
. По свой-

ствам дисперсии имеем

D

(
n∑

i=1

β∗i X̃i

)
=

n∑
i=1

(β∗i )
2D(X̃i) =

n∑
i=1

(β∗i )
2σ2i .

Используя свойства ковариации и определение β∗i , можно записать

Cov

[
Ỹ ,

n∑
i=1

β∗i X̃i

]
=

n∑
i=1

β∗i Cov
[
Ỹ , X̃i

]
=

n∑
i=1

(β∗i )
2σ2i .

Тогда по определению (6)

k

[
Ỹ ,

n∑
i=1

β∗i X̃i

]
=

1

σ

(
n∑

i=1

(β∗i )
2σ2i

)1/2

.

Рассмотрим теперь коэффициент корреляции k =
[
Ỹ ,

n∑
i=1

βiX̃i

]
. Аналогично предыдущему

D

(
n∑

i=1

βiX̃i

)
=

n∑
i=1

β2i σ
2
i .

Рассмотрим ковариацию

Cov

[
Ỹ ,

n∑
i=1

βiX̃i

]
=

n∑
i=1

βiCov
[
Ỹ , X̃i

]
=

n∑
i=1

βiβ
∗
i σ

2
i .

Здесь мы учли неотрицательность βi � 0 и определение (4) величины β∗i . Таким образом,

k

[
Ỹ ,

n∑
i=1

βiX̃i

]
=

n∑
i=1

βiβ
∗
i σ

2
i

σ
( n∑

i=1
βiσ2i

)1/2
.

Согласно неравенству Коши—Буняковского
∣∣∣∣∣Cov

[
Y,

n∑
i=1

βiX̃i

]∣∣∣∣∣ �
n∑

i=1

∣∣βiσi
∣∣ · ∣∣β∗i σi

∣∣ �
(

n∑
i=1

β2i σ
2
i

)1/2 ( n∑
i=1

(β∗i )
2σ2i

)1/2

.

Тогда
∣∣∣∣∣k

[
Ỹ ,

n∑
i=1

βiX̃i

]∣∣∣∣∣ �
1

σ

(
n∑

i=1

(β∗i )
2σ2i

)1/2

= k

[
Ỹ ,

n∑
i=1

β∗i X̃i

]
,

что и требовалось доказать. �
Отметим, что теорема 2 в случае «обычных» случайных величин соответствует результату о

максимальной корреляции линейного предиктора с прогнозируемой случайной величиной (см.,
например, [1, гл. 5, § 5.6]). Для нечетко-случайных величин результаты подобного типа ранее не
отмечались.

В заключение еще раз подчеркнем, что результаты настоящей работы обусловлены выбором
минимизируемой формы (3) для нечетко-случайных величин в соответствии с задачами исследо-
вания.
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2. Тензорные инварианты геодезических, потенциальных и диссипативных
систем на касательном расслоении трехмерного многообразия

Введение. В данном разделе представлены тензорные инварианты (дифференциальные формы)
для однородных динамических систем на касательных расслоениях к гладким трехмерным мно-
гообразиям. Показана связь наличия данных инвариантов и полным набором первых интегралов,
необходимых для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипативных систем. При
этом вводимые силовые поля делают рассматриваемые системы диссипативными с диссипацией
разного знака и обобщают ранее рассмотренные.
Как было показано ранее, задача о движении четырехмерного маятника на обобщенном сфе-

рическом шарнире в неконсервативном поле сил, которое можно описать как поток набегающей
среды, заполняющей объемлющее четырехмерное пространство, приводит к динамической систе-
ме на касательном расслоении к трехмерной сфере, при этом метрика специального вида на ней
индуцирована дополнительными группами симметрий (см. [52, 66, 68]). Динамические системы,
описывающие движение такого маятника, обладают знакопеременной диссипацией, полный спи-
сок первых интегралов состоит из трансцендентных (т.е. имеющих существенно особые точки)
функций, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.
Такое же фазовое пространство естественно возникает в задаче о движении точки по трехмер-

ной сфере с индуцированной метрикой объемлющего четырехмерного пространства. Отметим
также задачи о движении точки по более общим трехмерным поверхностям вращения, в про-
странстве Лобачевского (например, в модели Клейна) и т. д. Полученные результаты особенно
важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного поля сил.
Важные частные случаи систем с тремя степенями свободы с неконсервативным полем сил

рассматривались в работах автора [70, 73]. Настоящее исследование распространяет результаты
этих работ на более широкий класс динамических систем.
В данном разделе для рассматриваемого класса динамических систем предъявлены полные

наборы инвариантных дифференциальных форм фазового объема для однородных систем на ка-
сательных расслоениях к гладким трехмерным многообразиям (об аналогичных исследованиях
для систем меньшей размерности см. [34, 35]). Показана связь наличия данных инвариантов с
полным набором первых интегралов, необходимых для интегрирования геодезических, потенци-
альных и диссипативных систем. При этом вводимые силовые поля вносят в рассматриваемые
системы диссипацию разного знака и обобщают ранее рассмотренные.
Сначала изучается задача геодезических, включающая, в частности, геодезические на сфере

и других поверхностях вращения, трехмерного пространства Лобачевского, указаны достаточ-
ные условия интегрируемости уравнений геодезических. Затем в системы добавляется потенци-
альное поле сил специального вида, также указываются достаточные условия интегрируемости
рассматриваемых уравнений в классах задач, аналогичных рассмотренным ранее. В заключение
рассмотрено усложнение задачи, возникающее в результате добавления неконсервативного поля
сил со знакопеременной диссипацией, и указаны достаточные условия интегрируемости.



94 М. В. ШАМОЛИН

2.1. Инварианты систем геодезических на касательном расслоении к трехмерному
многообразию.

2.1.1. Координаты на касательном расслоении и коэффициенты связности. Рассмотрим глад-
кое трехмерное риманово многообразие M3{α, β} с координатами (α, β), β = (β1, β2), римановой
метрикой gij(α, β), порождающей аффинную связность Γi

jk(α, β), и изучим структуру уравнений
геодезических линий на касательном расслоении TM3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2} при изменении коор-
динат на нем. Для этого рассмотрим далее достаточно общий случай задания кинематических
соотношений в следующем виде:

α̇ = z3f3(α), β̇1 = z2f1(α), β̇2 = z1f2(α)g(β1), (2.1.1)

где f1(α), f2(α), f3(α), g(β1)—достаточно гладкие функции, не равные тождественно нулю. Такие
координаты z1, z2, z3 в касательном пространстве вводятся тогда, когда рассматриваются урав-
нения геодезических, например, с семью ненулевыми коэффициентами связности (в частности,
на расслоении трехмерных поверхностей вращения, пространства Лобачевского и т. д.):

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0,

(2.1.2)

т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю.
Необходимые соотношения, дополняющие кинематические соотношения (2.1.1) на касательном

расслоении TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2}, примут вид
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż1 = −f3(α)
[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z1z3 − f1(α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
z1z2,

ż2 = −f3(α)
[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z2z3 − f22 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż3 = −f3(α)
[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]
z23 −

f21 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f22 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

(2.1.3)

и уравнения геодезических (2.1.2) после соответствующего выбора кинематических соотно-
шений (2.1.1) почти всюду эквивалентны составной системе (2.1.1), (2.1.3) на многообразии
TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2} с новой частью координат z1, z2, z3 на касательном пространстве.
Отметим ряд задач, приводящих к уравнениям (2.1.2) (к системе (2.1.1), (2.1.3)).
(a) Системы на касательном расслоении к трехмерной сфере. Здесь необходимо выделить два

случая метрик на сфере. Один случай — метрика, индуцированная евклидовой метрикой
объемлющего четырехмерного пространства. Такая метрика естественна для изучения за-
дачи о движении точки по такой сфере. Второй случай — приведенная метрика, индуци-
рованная группами симметрий, характерных для движения динамически симметричного
четырехмерного твердого тела (см. также [43,44]).

(b) Системы на касательных расслоениях более общих трехмерных поверхностей вращения.
(c) Системы на касательном расслоении трехмерного пространства Лобачевского в модели

Клейна.
Отметим также, что в [48] рассмотрены примеры систем геодезических на касательном рассло-
ении трехмерной сферы с различными метриками, а в [7] — примеры систем геодезических на
расслоении трехмерных поверхностей вращения и пространства Лобачевского.

2.1.2. О количествах «неизвестных» функций и условий, на них накладываемых. Если рас-
сматривать общие уравнения геодезических на касательном расслоении трехмерного гладкого
многообразия, то число различных ненулевых коэффициентов связности, вообще говоря, будет
равно n2(n + 1)/2 при n = 3, т.е. 18 коэффициентов. Как видно, общая задача интегрирования



ТЕНЗОРНЫЕ ИНВАРИАНТЫ ДИССИПАТИВНЫХ СИСТЕМ. II 95

уравнений геодезических весьма сложна. К данному количеству коэффициентов связности до-
бавляются еще функции (в нашем случае f1(α), f2(α), f3(α), g(β1) из (2.1.1)), определяющие
координаты на касательном расслоении.
Поэтому, как было отмечено ранее, ограничимся семью (т.е. n(n − 1) + 1 при n = 3) ненуле-

выми коэффициентами связности, формирующими уравнения геодезических (2.1.2). По такому
количеству выбирается и количество функций, определяющих координаты на касательном рас-
слоении — их число будет равно четырем (т.е. n(n−1)/2+1 при n = 3). Таким образом, мы имеем
11 функций, характеризующих исключительно геометрию фазового многообразия и координаты
на нем.
Каково же количество B(3) накладываемых алгебраических и дифференциальных условий на

имеющиеся A(3) = 11 функций (т.е. A(n) = 3n(n−1)/2+2 при n = 3)? Данные условия являются
достаточными для полного интегрирования уравнений геодезических. Понятно, что таких функ-
циональных условий должно быть меньше 11, иначе задача не имеет смысла. Вопрос — на сколько
меньше, потому что чем меньше число B(3), тем больше разность A(3)−B(3) и тем больше систем
уравнений геодезических допускают полный набор инвариантов для их интегрирования.
В данной работе будем накладывать B(3) = 8 условий на имеющиеся A(3) = 11 функций.

Число B(3) складывается из трех слагаемых: B(3) = B1(3)+B2(3)+B3(3), где B1(3)—количество
условий, накладываемых на функции f1(α), f2(α), f3(α), g(β1):

f1(α) ≡ f2(α) =: f(α), (2.1.4)

т.е. B1(3) = 1 (в общем случае B1(n) = (n− 1)(n− 2)/2). Число B2(3) равно количеству условий,
накладываемых на коэффициенты связности, а именно,

{
Γ1
α1(α, β) ≡ Γ2

α2(α, β) ≡ Γ1(α),

Γ2
12(α, β) ≡ Γ2(β1),

(2.1.5)

т.е. B2(3) = 3 (в общем случае B2(n) = n(n − 1)/2). Наконец, число B3(3) равно количеству
алгебраических и дифференциальных условий, накладываемых и на функции f1(α), f2(α), f3(α),
g(β1), и на коэффициенты связности, а именно,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f23 (α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
+ f21 (α)Γ

α
11(α, β) ≡ 0,

f23 (α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
+ f22 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β) ≡ 0,

f21 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
+ f22 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

≡ 0,

(2.1.6)

т.е. B3(3) = 4 (в общем случае B3(n) = n(n− 1)/2 + 1). Видно, что в общем случае

B(n) = B1(n) +B2(n) +B3(n) =

=
(n− 1)(n − 2)

2
+
n(n− 1)

2
+
n(n− 1)

2
+ 1 = (n− 1)2 +

n(n− 1)

2
+ 1;

при этом

A(n)−B(n) =
3n(n− 1)

2
+ 2− (n− 1)2 − n(n− 1)

2
− 1 = n,

что говорит об увеличении количества «произвольных» функций по сравнению с условиями,
накладываемыми на них, ровно на n—размерность рассматриваемого риманова многообразия.
В нашем случае A(3) −B(3) = 3.

Замечание 2.1. Пусть выполнены условия (2.1.4), (2.1.5), при этом реализуется система диф-
ференциальных равенств (2.1.6). Тогда справедливы следующие четыре (т.е. n(n − 1)/2 + 1 при
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n = 3) тождества:
Γα
11(α, β) ≡ Γα

11(α), Γα
22(α, β) ≡ Γα

22(α, β1),

Γ1
22(α, β) ≡ Γ1

22(β1), Γα
αα(α, β) ≡ Γα

αα(α),
(2.1.7)

а также одно ((n − 1)(n − 2)/2 при n = 3) тождество

Γα
11(α) ≡ g2(β1)Γ

α
22(α, β1) =: Γ3(α). (2.1.8)

Доказательство. В условиях замечания первая группа из первых двух равенств из (2.1.6) пере-
писывается в виде

f23 (α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ f2(α)Γα

11(α, β) ≡ 0,

f23 (α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ f2(α)g2(β1)Γ

α
22(α, β) ≡ 0.

(2.1.9)

Из (2.1.9) следуют первая строка тождеств из (2.1.7) и тождество (2.1.8).
Далее, в условиях замечания вторая группа из одного равенства из (2.1.6) переписывается в

виде [
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
+ g2(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0. (2.1.10)

Из (2.1.10) и последней строки (2.1.6) следуют тождества второй строки из (2.1.7). �
Следующее замечание является в некотором смысле обратным к замечанию 2.1.

Замечание 2.2. Пусть выполнены условия (2.1.4), (2.1.5), при этом реализуются пять тож-
деств (2.1.7) и (2.1.8). Тогда справедлива система дифференциальных равенств (2.1.6), которая
примет следующий вид:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γα
11(α) ≡ Γα

22(α, β1)g
2(β1) =: Γ3(α),

Γα
αα(α) +

d ln |f3(α)|
dα

≡ 0,

f23 (α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ f2(α)Γ3(α) ≡ 0,

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1
+ g2(β1)Γ

1
22(β1) ≡ 0.

(2.1.11)

Таким образом, при выполнении четырех условий (2.1.4), (2.1.5) четыре условия (2.1.6) и че-
тыре условия (2.1.11) в упомянутом смысле эквивалентны.

2.1.3. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы шестого
порядка достаточно знать, вообще говоря, пять независимых инвариантов. Далее будет показано,
что для полного интегрирования системы (2.1.1), (2.1.3) достаточно знать четыре независимых
тензорных инварианта: или четыре первых интеграла, или четыре независимых дифференциаль-
ных формы, или какие-либо комбинации из интегралов и форм общим количеством четыре. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из четырех, а не из
пяти, тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Как известно, первым интегралом уравнений геодезических (2.1.2), записанных в виде

ẍi +

3∑
j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, 2, 3, (2.1.12)

является гладкая функция

Φ(ẋ;x) =

3∑
j,k=1

gjk(x)ẋ
j ẋk, (2.1.13)
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но мы представим его в более простой форме, нужным образом подобрав координаты на каса-
тельном расслоении, тем самым «выпрямив» квадратичную форму на фазовом многообразии.
Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 2.1 (которая справедлива и при более об-

щих условиях) накладываются восемь алгебраических и дифференциальных соотношений (2.1.4),
(2.1.5), (2.1.11) на одиннадцать функций: на четыре функции f1(α), f2(α), f3(α), g(β1) из (2.1.1)
и на семь, вообще говоря, ненулевых коэффициентов связности Γi

jk(α, β) из (2.1.2).

Теорема 2.1. Если выполнены условия (2.1.4), (2.1.5), (2.1.11), то система (2.1.1), (2.1.3)
обладает полным набором, состоящим из четырех первых интегралов вида

Φ1(z3, z2, z1) = z21 + z22 + z23 = C2
1 = const, (2.1.14)

Φ2(z2, z1;α) =
√
z21 + z22 Φ0(α) = C2 = const, (2.1.15)

Φ3(z1;α, β1) = z1Φ0(α)Ψ(β1) = C3 = const, (2.1.16)

Φ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β1,0

C3g(b)√
C2
2Ψ

2(b)− C2
3

db = C4 = const, (2.1.17)

где

Φ0(α) = f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ , Ψ(β1) = g(β1) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫⎪⎬
⎪⎭
. (2.1.18)

Более того, после замен независимой переменной
d

dt
= f3(α)

d

dτ
(2.1.19)

и фазовых переменных

w3 = z3, w∗
2 = ln |w2|, w2 =

√
z21 + z22 , w∗

1 = ln

∣∣∣∣w1 +
√

1 + w2
1

∣∣∣∣ , w1 =
z2
z1

(2.1.20)

фазовый поток системы (2.1.1), (2.1.3) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью на
касательном расслоении TM3{w3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2}, т.е. сохраняется соответствующая диффе-

ренциальная форма
dw3 ∧ dw∗

2 ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ dβ2. (2.1.21)

Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы 2.1, а именно, сделаем замены неза-
висимой и фазовых переменных (2.1.19), (2.1.20). Тогда система (2.1.1), (2.1.3) распадается сле-
дующим образом: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w3,

ẇ3 = −f
2(α)

f23 (α)
Γ3(α)e

2w∗
2 ,

ẇ∗
2 =

f2(α)

f23 (α)
Γ3(α)w3,

(2.1.22)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
1 = ±ew∗

2
f(α)

f3(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = ± W1(w
∗
1)e

w∗
2√

1 +W 2
1 (w

∗
1)

f(α)

f3(α)
,

(2.1.23)

β̇2 = ± ew
∗
2√

1 +W 2
1 (w

∗
1)

f(α)

f3(α)
g(β1), (2.1.24)

где w1 = W1(w
∗
1) в силу замены (2.1.20); при этом в составной системе (2.1.22)–(2.1.24) точкой

обозначена также производная по новой независимой переменной τ . Видно, что дивергенция
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правой части составной системы (2.1.22)–(2.1.24) тождественно равна нулю, что и доказывает
вторую часть теоремы.
Докажем первую часть теоремы о существовании четырех первых интегралов. Действительно,

дифференцирование функции (2.1.14) в силу системы (2.1.1), (2.1.3) дает

− 2f3(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]
z32−

− 2

[
f23 (α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
+ f21 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z22z3
f3(α)

−

− 2

[
f23 (α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
+ f22 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β)

]
z21z3
f3(α)

−

− 2

[
f21 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
+ f22 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β)

]
z21z2
f1(α)

≡ 0,

если выполнена система дифференциальных равенств (2.1.6). Но, как указано выше, при выпол-
нении четырех условий (2.1.4), (2.1.5) четыре условия (2.1.6) и четыре условия (2.1.11) в известном
смысле эквивалентны.
Далее, дифференцирование функции (2.1.15) в силу системы (2.1.1), (2.1.3) в условиях теоремы

дает

−f3(α)
{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}
z3

√
z21 + z22 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

что и доказывает наличие первого интеграла (2.1.15).
Дифференцирование функции (2.1.16) в силу системы (2.1.1), (2.1.3) в условиях теоремы дает

− f3(α)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}
z1z3Ψ(β1)−

− f(α)

{[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ(β1)− dΨ(β1)

dβ1

}
z1z2Φ0(α).

Поскольку функции Φ0(α) и Ψ(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференци-
альным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ(β1),

это доказывает наличие первого интеграла (2.1.16).
Далее, рассмотрим два уровня C2 и C3 первых интегралов (2.1.15) и (2.1.16) соответственно.

На этих уровнях справедливо равенство
z1
z2

= ∓ C3√
C2
2Ψ

2(β1)− C2
3

. (2.1.25)

Будем искать угол β2 из следующего уравнения, полученного из двух последних уравнений ис-
следуемой системы:

dβ2
dβ1

=
z1
z2
g(β1).

Используя в этом уравнении равенство (2.1.25), и получаем требуемое утверждение о наличии
первого интеграла (2.1.17). Теорема доказана. �
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Заметим также, что система равенств (2.1.6) (или (2.1.11)) может трактоваться как возмож-
ность преобразования квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с за-
коном сохранения энергии (2.1.14) (или (2.2.2) ниже) в зависимости от рассматриваемой задачи.
История и текущее состояние рассмотрения данной более общей проблемы достаточно обширны
(отметим лишь работы [7, 38]). Поиск как первого интеграла (2.1.14), так и интегралов (2.1.15)–
(2.1.17), опирается на наличие в системе дополнительных групп симметрий (см. [67, 69, 74]).

Пример 2.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2), когда метрика на трех-
мерной сфере S3 индуцирована евклидовой метрикой объемлющего четырехмерного пространства
(задача класса (a)), однопараметрическая система, эквивалентная почти всюду уравнениям гео-
дезических ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
[
β̇21 + β̇22 sin

2 β1

]
sinα cosα = 0,

β̈1 + 2α̇β̇1
cosα

sinα
− β̇22 sinβ1 cos β1 = 0,

β̈2 + 2α̇β̇2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

= 0

(2.1.26)

и имеющая первые интегралы (2.1.14)–(2.1.17), примет следующий вид:

α̇ = −z3, (2.1.27a)

ż3 = −(z21 + z22)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

, (2.1.27b)

ż2 = z2z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ z21
1

sinα

cos β1
sin β1

1√
1 + ν1 sin

2 α
, (2.1.27c)

ż1 = z1z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z2
1

sinα

cos β1
sin β1

1√
1 + ν1 sin

2 α
, (2.1.27d)

β̇1 = z2
1

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

, (2.1.27e)

β̇2 = −z1 1

sinα sin β1
√
1 + ν1 sin

2 α
, ν1 ∈ R, (2.1.27f)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (2.1.27) рассматривать как новые кинематические
соотношения.

Пример 2.2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2), но когда метрика на
трехмерной сфере S

3 индуцирована метрикой специального силового поля при наличии некото-
рой группы симметрий (задача класса (a)), однопараметрическая система, эквивалентная почти
всюду уравнениям геодезических

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
[
β̇21 + β̇22 sin

2 β1

] sinα

cosα
= 0,

β̈1 + α̇β̇1
1 + cos2 α

sinα cosα
− β̇22 sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + α̇β̇2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

= 0

(2.1.28)

и имеющая первые интегралы (2.1.14)–(2.1.17), примет следующий вид:

α̇ = −z3, (2.1.29a)

ż3 = −(z21 + z22)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

, (2.1.29b)

ż2 = z2z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ z21
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1√
1 + ν1 sin

2 α
, (2.1.29c)
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ż1 = z1z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z2
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1√
1 + ν1 sin

2 α
, (2.1.29d)

β̇1 = z2
cosα

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

, (2.1.29e)

β̇2 = −z1 cosα

sinα sin β1
√

1 + ν1 sin
2 α

, ν1 ∈ R, (2.1.29f)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (2.1.29) рассматривать как новые кинематические
соотношения.

Пример 2.3. В случае трехмерного пространства Лобачевского (с координатами x = β1,
y = β2, z = α, задача класса (c)) трехпараметрическая система, эквивалентная почти всюду урав-
нениям геодезических ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− 1

α
(α̇2 − β̇21 − β̇22) = 0,

β̈1 − 2

α
α̇β̇1 = 0,

β̈2 − 2

α
α̇β̇2 = 0

(2.1.30)

и имеющая первые интегралы (2.1.14)–(2.1.17), примет следующий вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3ν1α,

ż3 = −z22
ν1α

2

α2 + ν2
− z21

ν1α
2

α2 + ν3
,

ż3 = z2z3
ν1α

2

α2 + ν2
,

ż1 = z1z3
ν1α

2

α2 + ν3
,

β̇1 = z2
ν1α

2

√
α2 + ν2

,

β̇2 = z1
ν1α

2

√
α2 + ν3

, ν1, ν2, ν3 ∈ R,

(2.1.31)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (2.1.31) рассматривать как новые кинематические
соотношения.

2.2. Инварианты систем на касательном расслоении к трехмерному многообразию
в потенциальном силовом поле.

2.2.1. Введение внешнего потенциального силового поля. Теперь несколько модифицируем со-
ставную динамическую систему (2.1.1), (2.1.3) и получим систему консервативную. Именно, вне-
сем в систему гладкое (внешнее) консервативное силовое поле со следующими проекциями на оси
ż1, ż2, ż3:

F̃ (z3, z2, z1;α, β1, β2) =

⎛
⎝

F1(β2)f2(α)g(β1)
F2(β1)f1(α)
F3(α)f3(α)

⎞
⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид

α̇ = z3f3(α), (2.2.1a)

ż3 = F3(α)f3(α)− f3(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]
z23−

− f21 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 −

f22 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 , (2.2.1b)

ż2 = F2(β1)f1(α) − f3(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z2z3 − f22 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 , (2.2.1c)

ż1 = F1(β2)f2(α)g(β1)− f3(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z1z3−

− f1(α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
z1z2, (2.2.1d)
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β̇1 = z2f1(α), (2.2.1e)

β̇2 = z1f2(α)g(β1), (2.2.1f)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

α̈− F3(α)f
2
3 (α) + Γα

αα(α, β)α̇
2 + Γα

11(α, β)β̇
2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 − F2(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈2 − F1(β2)f
2
2 (α)g

2(β1) + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0

на касательном расслоении TM3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2}.
2.2.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы шесто-
го порядка (2.2.1) достаточно знать, вообще говоря, пять независимых инвариантов. Далее будет
показано, что для полного интегрирования системы (2.2.1) достаточно знать четыре независимых
тензорных инварианта: или четыре первых интеграла, или четыре независимых дифференциаль-
ных формы, или какую-то комбинацию из интегралов и форм общим количеством четыре. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из четырех, а не из
пяти, тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 2.2 (которая справедлива и при более об-

щих условиях) накладываются восемь алгебраических и дифференциальных соотношений (2.1.4),
(2.1.5), (2.1.11) на одиннадцать функций: на четыре функции f1(α), f2(α), f3(α), g(β1) и на семь,
вообще говоря, ненулевых коэффициентов связности Γi

jk(α, β).

Теорема 2.2. Если выполнены условия (2.1.4), (2.1.5), (2.1.11), то система (2.2.1) обладает
полным набором, состоящим из четырех первых интегралов. Это

Φ1(z3, z2, z1;α, β) = z21 + z22 + z23 + V (α, β) = C1 = const,

V (α, β) = V3(α) + V2(β1) + V1(β2) = −2

α∫

α0

F3(a)da− 2

β1∫

β1,0

F2(b)db− 2

β2∫

β2,0

F1(b)db,
(2.2.2)

а также, для простоты, при F2(β1) ≡ F1(β2) ≡ 0—первые интегралы (2.1.15)–(2.1.17).
Более того, после замен независимой и фазовых переменных (2.1.19), (2.1.20) фазовый по-

ток системы (2.2.1) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью на касательном рас-
слоении TM3{w3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2}, т.е. сохраняется соответствующая дифференциальная фор-

ма (2.1.21).

Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы 2.2, а именно, сделаем замены неза-
висимой и фазовых переменных (2.1.19), (2.1.20). Тогда система (2.2.1) распадается следующим
образом: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w3,

ẇ3 = F3(α)− f2(α)

f23 (α)
Γ3(α)e

2w∗
2 ,

ẇ∗
2 =

f2(α)

f23 (α)
Γ3(α)w3,

(2.2.3)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
1 = ±ew∗

2
f(α)

f3(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = ± W1(w
∗
1)e

w∗
2√

1 +W 2
1 (w

∗
1)

f(α)

f3(α)
,

(2.2.4)

β̇2 = ± ew
∗
2√

1 +W 2
1 (w

∗
1)

f(α)

f3(α)
g(β1), (2.2.5)



102 М. В. ШАМОЛИН

где w1 =W1(w
∗
1) в силу замены (2.1.20), при этом в составной системе (2.2.3)–(2.2.5) точкой обо-

значена также производная по новой независимой переменной τ . Видно, что дивергенция правой
части составной системы (2.2.3)–(2.2.5) тождественно равна нулю, что и доказывает вторую часть
теоремы.
Докажем первую часть теоремы о существовании четырех первых интегралов, при этом до-

казательство существования интегралов (2.1.15)–(2.1.17) проводится как в теореме 2.1. Действи-
тельно, дифференцирование функции (2.2.2) в силу системы (2.2.1) дает

2z3F3(α)f3(α) + 2z2F2(β1)f1(α) + 2z1F1(β2)f2(α)g(β1)− 2f3(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]
z32−

− 2

[
f23 (α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
+ f21 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z22z3
f3(α)

−

− 2

[
f23 (α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
+ f22 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β)

]
z21z3
f3(α)

−

− 2

[
f21 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
+ f22 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β)

]
z21z2
f1(α)

−
− 2z3F3(α)f3(α) − 2z2F2(β1)f1(α)− 2z1F1(β2)f2(α)g(β1) ≡ 0,

если выполнена система дифференциальных равенств (2.1.6). Но, как указано выше, при выпол-
нении четырех условий (2.1.4), (2.1.5) четыре условия (2.1.6) и четыре условия (2.1.11) в известном
смысле эквивалентны. Теорема доказана. �

2.3. Инварианты систем на касательном расслоении к трехмерному многообразию
в силовом поле с переменной диссипацией.

2.3.1. Введение внешнего силового поля со знакопеременной диссипацией. Теперь несколько мо-
дифицируем систему (2.2.1). При этом получим систему с диссипацией. Именно, наличие дисси-
пации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует не только коэффициент bδ(α), b > 0,
в первом уравнении системы (2.3.1) (в отличие от системы (2.2.1)), но и следующая линейная
зависимость гладкого (внешнего) силового поля от z1, z2, z3 в проекциях на оси ż1, ż2, ż3 соот-
ветственно:

F̃ (z3, z2, z1;α, β1, β2) =

⎛
⎝

F1(β2)f2(α)g(β1)
F2(β1)f1(α)
F3(α)f3(α)

⎞
⎠+

⎛
⎝

z1F
1
1 (α)

z2F
1
2 (α)

z3F
1
3 (α)

⎞
⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)− f3(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]
z23−

− f21 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f22 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 = F2(β1)f1(α) − f3(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z2z3−

− f22 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = F1(β2)f2(α)g(β1)− f3(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z1z3−

− f1(α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
z1z2 + z1F

1
1 (α),

β̇1 = z2f1(α),

β̇2 = z1f2(α)g(β1),

(2.3.1)
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и она почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
{
bδ̃(α) + F 1

3 (α) + bδ(α)

[
2Γα

αα(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]}
α̇−

− F3(β1)f
2
3 (α) + bδ(α)F 1

3 (α) + b2δ2(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]
+

+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 −
{
F 1
2 (α) + bδ(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]}
β̇1−

− F2(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈2 −
{
F 1
1 (α) + bδ(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]}
β̇2−

− F1(β2)f
2
2 (α)g

2(β1) + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0,

на касательном расслоении TM3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2}. Здесь, как и выше, δ̃(α) = dδ(α)/dα.

2.3.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы шесто-
го порядка (2.3.1) достаточно знать, вообще говоря, пять независимых инвариантов. Далее будет
показано, что для полного интегрирования системы (2.3.1) достаточно знать четыре независимых
тензорных инварианта: или четыре первых интеграла, или четыре независимых дифференциаль-
ных формы, или какие-либо комбинации из интегралов и форм общим количеством четыре. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из четырех, а не из
пяти, тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 2.3 (которая справедлива и при более об-

щих условиях) накладываются восемь алгебраических и дифференциальных соотношений (2.1.4),
(2.1.5), (2.1.11) на одиннадцать функций: на четыре функции f1(α), f2(α), f3(α), g(β1) и на семь,
вообще говоря, ненулевых коэффициентов связности Γi

jk(α, β).
Перейдем теперь к интегрированию искомой системы шестого порядка (2.3.1) при выполнении

свойств (2.1.4), (2.1.5), (2.1.11), а также при отсутствии проекции внешней силы на оси ż1 и ż2
(т.е. отлична от нуля лишь проекция внешней силы на ось ż3):

F1(β2) ≡ F2(β1) ≡ 0. (2.3.2)

Тогда система (2.3.1) допускает отделение независимой подсистемы пятого порядка:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α) − f2(α)

f3(α)
Γ3(α)(z

2
2 + z21) + z3F

1
3 (α),

ż2 = −f3(α)
[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z2z3 − f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = −f3(α)
[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z1z3 − f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
z1z2 + z1F

1
1 (α),

β̇1 = z2f(α),

(2.3.3)

при наличии также шестого уравнения

β̇2 = z1f(α)g(β1). (2.3.4)

Далее, наложим определенные ограничения на силовое поле, которое, как отмечалось, в явном
виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому предположим, что выполнены следу-
ющие равенства:

F 1
1 (α) ≡ F 1

2 (α) =: F 1(α). (2.3.5)
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Для полного интегрирования (по Якоби) рассматриваемой системы (2.3.3), (2.3.4) при условии
(2.3.5) необходимо знать, вообще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после
замены переменных

w3 = z3, w2 =
√
z21 + z22 , w1 =

z2
z1

(2.3.6)

система (2.3.3), (2.3.4) распадается следующим образом:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w3f3(α) + bδ(α),

ẇ3 = F3(α)f3(α)− f2(α)

f3(α)
Γ3(α)w

2
2 + w3F

1
3 (α),

ẇ2 =
f2(α)

f3(α)
Γ3(α)w2w3 + w2F

1(α),

(2.3.7)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẇ1 = ±w2

√
1 + w2

1f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = ± w1w2√
1 + w2

1

f(α),
(2.3.8)

β̇2 = ± w2√
1 + w2

1

f(α)g(β1). (2.3.9)

Видно, что для полной интегрируемости системы (2.3.7)–(2.3.9) достаточно указать два независи-
мых тензорных инварианта системы (2.3.7), один — для системы (2.3.8) (после соответствующей
замены независимого переменного в ней) и дополнительный тензорный инвариант, «привязыва-
ющий» уравнение (2.3.9) (т.е. всего четыре).
Наложим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что для

некоторого κ ∈ R выполнено равенство

f2(α)

f23 (α)
Γ3(α) = κ

d

dα
ln |Δ(α)| = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
, Δ̃(α) =

dΔ(α)

dα
, Δ(α) =

δ(α)

f3(α)
, (2.3.10)

а для некоторых λ03, λ1k ∈ R, k = 1, 2, 3, должны выполняться равенства

F3(α) = λ03
d

dα

Δ2(α)

2
= λ03Δ̃(α)Δ(α),

F 1
k (α) = λ1kf3(α)

d

dα
Δ(α) = λ1kΔ̃(α)f3(α), k = 1, 2, 3.

(2.3.11)

Условие (2.3.10) назовем «геометрическим», а условия из группы (2.3.11) — «энергетически-
ми». При этом λ11 = λ12 =: λ1, в силу (2.3.5). Условие (2.3.10) названо геометрическим в том
числе потому, что накладывает условие на ключевой коэффициент связности Γ3(α), приводя со-
ответствующие коэффициенты системы к однородному виду относительно функции Δ(α) при
участии функции f(α), входящей в кинематические соотношения. Условия группы (2.3.11) на-
званы энергетическими в том числе потому, что (внешние) силы становятся, в некотором смысле,
«потенциальными» по отношению к «силовой» функции Δ2(α)/2 (или Δ(α)), приводя соответ-
ствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же относительно функции Δ(α)).
При этом функция Δ(α) и вносит в систему диссипацию разных знаков или так называемую
(знако)переменную диссипацию (см. также [76]).

Теорема 2.3. Пусть выполняются условия (2.3.10) и (2.3.11). Тогда система (2.3.7)–(2.3.9)
обладает четырьмя независимыми, вообще говоря, трансцендентными (см. [24]) (т.е. имеющи-
ми существенно особые точки) первыми интегралами.

Схема доказательства. Для доказательства теоремы 2.3 для начала сопоставим системе третьего
порядка (2.3.7) неавтономную систему второго порядка
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⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

dw3

dα
=
F3(α)f3(α) − f2(α)Γ3(α)w

2
2/f3(α) + w3F

1
3 (α)

w3f3(α) + bδ(α)
,

dw2

dα
=
f2(α)Γ3(α)w2w3/f3(α) + w2F

1(α)

w3f3(α) + bδ(α)
.

(2.3.12)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u2Δ(α), w2 = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

f3(α)
, (2.3.13)

приводим систему (2.3.12) к следующему виду:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =
F3(α)f3(α)− f2(α)Γ3(α)Δ

2(α)u21/f3(α) + Δ(α)F 1
3 (α)u2

u2δ(α) + bδ(α)
,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =
f2(α)Γ3(α)Δ

2(α)u1u2/f3(α) + Δ(α)F 1(α)u1
u2δ(α) + bδ(α)

,

(2.3.14)

что, учитывая (2.1.11), почти всюду эквивалентно
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

(
F3(α)f3(α)− f2(α)Γ3(α)

Δ2(α)u21
f3(α)

−

− Δ̃(α)δ(α)u22 +
[
Δ(α)F 1

3 (α)− bΔ̃(α)δ(α)
]
u2

)
,

Δ(α)
du1
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

([
f2(α)Γ3(α)

Δ2(α)

f3(α)
− Δ̃(α)δ(α)

]
u1u2+

+
[
Δ(α)F 1(α)− bΔ̃(α)δ(α)

]
u1

)
;

(2.3.15)

напомним, что здесь и далее Δ̃(α) = dΔ(α)/dα. Теперь для интегрирования системы (2.3.15) нам
потребуется выполнение геометрического и энергетических условий (2.3.10) и (2.3.11).
Действительно, при их выполнении система (2.3.15) приводится к обыкновенному дифферен-

циальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ03 − κu21 − u22 + (λ13 − b)u2
(κ− 1)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (2.3.16)

Уравнение (2.3.16) имеет вид уравнения Абеля (см. [10]) и его общее решение имеет достаточно
громоздкий вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λ13 данное уравнение имеет следующий первый
интеграл:

−u22 − u21 + (λ1 − b)u2 + λ03
u1

= C1 = const, (2.3.17)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(w3, w2;α) =
f23 (α)(w

2
3 + w2

2) + (b− λ1)w3δ(α)f3(α) − λ03δ
2(α)

w2δ(α)f3(α)
= C1 = const . (2.3.18)

Замечание 2.3. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (2.3.7) (как часть
системы (2.3.7)–(2.3.9)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним (см. также [4]). Если же α не является периодической координатой, то мы в данном
случае говорим о системе со знакопеременной диссипацией. При этом она превращается в систему
консервативную при выполнении условия (2.1.11), геометрического и энергетических условий
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(2.3.10), (2.3.11) (но при любой гладкой функции F3(α)) и, в частности, при λ1 = λ13 = −b,
κ = −1: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w3f3(α) + bδ(α),

ẇ3 = F3(α)f3(α) − κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
2 − bw3f3(α)Δ̃(α),

ẇ2 = κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2w3 − bw2f3(α)Δ̃(α).

(2.3.19)

Действительно, система (2.3.19) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(w3, w2;α) = w2
2 +w2

3 + 2bw3Δ(α) + V (α) = C1 = const, (2.3.20)
Φ2(w2;α) = w2Δ(α) = C2 = const, (2.3.21)

где

V (α) = −2

α∫

α0

F3(a)da,

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов, имеем:

Φ2(w2;α) = w2f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ =

= w2f(α) exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

[
Γ3(b)

f2(b)

f23 (b)
+
d ln |f(b)|

db

]
db

⎫⎬
⎭

∼= w2 exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

Γ3(b)
f2(b)

f23 (b)
db

⎫⎬
⎭ ,

где ∼= означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной. Теперь, в силу (2.3.10),
(2.3.11) последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λ13 = −b, перепишется в виде

w2 exp

⎧⎨
⎩

α∫

α0

d

db
ln |Δ(b)|db

⎫⎬
⎭

∼= w2Δ(α) (2.3.22)

с точностью до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (2.3.20), (2.3.21) также является первым

интегралом системы (2.3.19). Но при λ1 = λ13 	= −b каждая из функций

w2
3 + w2

2 + (b− λ1)w3Δ(α)− λ03Δ
2(α) (2.3.23)

и (2.3.21) по отдельности не является первым интегралом системы (2.3.7). Однако отношение
функций (2.3.23), (2.3.21) является первым интегралом системы (2.3.7) (при κ = −1) при любых
λ1 = λ13 и b.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (2.3.7)
при κ = −1, λ1 = λ13. Для этого преобразуем инвариантное соотношение (2.3.17) при u1 	= 0
следующим образом:

(
u2 +

−λ1 + b

2

)2

+

(
u1 +

C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
+ λ03. (2.3.24)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 + 4λ03 � 0, (2.3.25)

и фазовое пространство системы (2.3.7) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых ра-
венством (2.3.24). Таким образом, в силу соотношения (2.3.17) первое уравнение системы (2.3.15)
при условиях (2.3.10) и (2.3.11) и при κ = −1, λ1 = λ13 примет вид

−Δ(α)

Δ̃(α)

du2
dα

=
2(−λ03 − (λ1 − b)u2 + u22) +C1U1(C1, u2)

u2 + b
,
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где

U1(C1, u2) =
1

2

{
−C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ03)

}
;

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (2.3.25). Поэтому квадратура
для поиска дополнительного первого интеграла системы (2.3.7) примет вид

−
∫
dΔ(α)

Δ(α)
=

∫
(b+ u2)du2

2
(−λ03 − (λ1 − b)u2 + u22

)
+ C1

{−C1 ±
√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ03)

}
/2
.

(2.3.26)
Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна − ln |Δ(α)|. Если

u2 − λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 + 4λ03,

то правая часть равенства (2.3.26) примет вид

−1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

+ b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
b21 − 4r21
C1

± 1

∣∣∣∣∣∓
b

2
I1,

где

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4r21 . (2.3.27)

При вычислении интеграла (2.3.27) возможны три случая.
I: (λ1 − b)2 > −4λ03. В этом случае

I1 =− 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ03
ln

∣∣∣∣∣
√
(λ1 − b)2 + 4λ03 +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1√

(λ1 − b)2 + 4λ03

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ03
ln

∣∣∣∣∣
√
(λ1 − b)2 + 4λ03 −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(λ1 − b)2 + 4λ03

∣∣∣∣∣+ const .

II: (λ1 − b)2 < −4λ03. В этом случае

I1 =
1√

−4λ03 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const .

III: (λ1 − b)2 = −4λ03. В этом случае

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const .

Возвращаясь к переменной

r1 =
w3

Δ(α)
− λ1 − b

2
,

имеем окончательный вид для величины I1:
I. При (λ1 − b)2 > −4λ03

I1 =− 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ03
ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ03 ± 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 + 4λ03

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ03
ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ03 ∓ 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 + 4λ03

∣∣∣∣∣+ const .

II. При (λ1 − b)2 < −4λ03

I1 =
1√

−4λ03 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√
b21 − 4r21 ±C1)

+ const .
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III. При (λ1 − b)2 = −4λ03

I1 = ∓ 2r1

C1(
√
b21 − 4r21 ±C1)

+ const .

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка
(2.3.7) при вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ13) — предъявлен
полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных (см. [24]).

Замечание 2.4. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (2.3.17). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w3, w2;α) = G

(
Δ(α),

w3

Δ(α)
,
w2

Δ(α)

)
= C2 = const . (2.3.28)

Выражение первого интеграла (2.3.28) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (а она, в
принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы шестого порядка (2.3.7)–(2.3.9) при некоторых
условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (2.3.7). Для полной же ее ин-
тегрируемости достаточно найти один первый интеграл — для системы (2.3.8) (меняя в ней неза-
висимую переменную), становящейся независимой подсистемой после соответствующей замены
независимой переменной, а также еще один (дополнительный) первый интеграл, «привязываю-
щий» уравнение (2.3.9).
Первый интеграл для системы (2.3.8) будет иметь следующий вид:

Θ3(w1;β1) =

√
1 + w2

1

Ψ(β1)
= C3 = const; (2.3.29)

о функции Ψ(β1) см. (2.1.18). В предыдущих переменных z первый интеграл (2.3.29) будут вы-
глядеть так:

Θ′
3(z2, z1;β1) =

√
z21 + z22

z1Ψ(β1)
= C ′

3 = const . (2.3.30)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (2.3.9), находится по аналогии
с (2.1.17):

Θ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β1,0

C3g(b)√
C2
2Ψ

2(b)− C2
3

db = C4 = const, (2.3.31)

где после взятия интеграла (2.3.31) вместо постоянной C3 можно формально подставить левую
часть равенства (2.3.29) (или (2.3.30)).
Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (2.3.7)–(2.3.9) имеет че-

тыре первых интеграла, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых
переменных (в смысле комплексного анализа, имеющих существенно особые точки). Теорема 2.3
доказана. �

2.3.3. Инвариантные дифференциальные формы систем со знакопеременной диссипацией.

Теорема 2.4. Если для систем вида (2.3.7)–(2.3.9) выполняются геометрическое и энерге-
тические свойства (2.3.10), (2.3.11), то у нее также существуют функционально независимые
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между собой четыре инвариантные дифференциальные формы с, вообще говоря, трансцендент-
ными (т.е. имеющими существенно особые точки) коэффициентами (ср. [24]). Эти дифферен-
циальные формы при κ = −1, λ1 = λ13 примут следующий вид :

ρ1(w3, w2;α)dw3 ∧ dw2 ∧ dα, ρ2(w3, w2;α)dw3 ∧ dw2 ∧ dα,
ρ3(w1;β1) =

1√
1 + w2

1

dw1 ∧ dβ1; ρ4(w3, w2;α, β1, β2)dw3 ∧ dw2 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ dβ2,

где

ρ1(w3, w2;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}
· u

2
3 + u22 + (b− λ1)u3 − λ03

u2
, uk =

wk

Δ(α)
, k = 2, 3;

ρ2(w3, w2;α) = Δ(α) · exp
{∫

(2b+ λ1 + u3)du3
U2(C1, u3)

}
,

ρ4(w3, w2;α, β1, β2) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}
·Θ4(β1, β2),

и они, вообще говоря, зависимы с первыми интегралами (2.3.18), (2.3.28), (2.3.29), (2.3.31).

Доказательство. I. Система (2.3.7) составной рассматриваемой системы (2.3.7)–(2.3.9) при вы-
полнении свойств (2.3.10), (2.3.11) имеет следующий вид:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w3f3(α) + bδ(α),

ẇ3 = λ03Δ(α)Δ̃(α)f3(α) − κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
2 + λ13w3f3(α)Δ̃(α),

ẇ2 = κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2w3 + λ1w2f3(α)Δ̃(α).

(2.3.32)

После замен независимой и фазовой переменных
d

dt
= f3(α)

d

dτ
, w∗

2 = ln |w2| (2.3.33)

система (2.3.32) примет вид
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w3, w
∗
2 ;α) = w3 + bΔ(α),

ẇ3 = Xw3(w3, w
∗
2 ;α) = λ03Δ(α)Δ̃(α) − κ

Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
2 + λ13w3Δ̃(α),

ẇ∗
2 = Xw∗

2
(w3, w

∗
2;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
w3 + λ1Δ̃(α);

(2.3.34)

при этом в системе (2.3.34) точкой обозначена производная по новой независимой переменной τ .
В принципе замена фазовой переменной (2.3.33) носит технический характер, и при этом можно
использовать как переменную w∗

2, так и переменную w2.
Для системы (2.3.34) будем искать интегральные инварианты с плотностью ρ(w3, w

∗
2;α), со-

ответствующие дифференциальным формам объема ρ(w3, w
∗
2;α)dw3 ∧ dw∗

2 ∧ dα, из следующего
линейного дифференциального уравнения:

div
[
ρ(w3, w

∗
2;α)X(w3, w

∗
2;α)

]
= 0, (2.3.35)

где
X(w3, w

∗
2;α) =

{
Xα(w3, w

∗
2;α), Xw3(w3, w

∗
2;α), Xw∗

2
(w3, w

∗
2;α)

}
(2.3.36)

— векторное поле рассматриваемой системы (2.3.34) в координатах (w3, w
∗
2 ;α). Уравнение (2.3.35)

перепишется в виде

Xα(w3, w
∗
2 ;α)ρα +Xw3(w3, w

∗
2 ;α)ρw3 +Xw∗

2
(w3, w

∗
2;α)ρw∗

2
= −ρdivX(w3, w

∗
2;α); (2.3.37)

при этом
divX(w3, w

∗
2 ;α) = (b+ λ13)Δ̃(α). (2.3.38)
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Тогда система уравнений характеристик линейного дифференциального уравнения (2.3.37) в
частных производных примет следующий вид:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w3, w
∗
2;α),

ẇ3 = Xw3(w3, w
∗
2;α),

ẇ∗
2 = Xw∗

2
(w3, w

∗
2 ;α),

ρ̇ = −ρ(b+ λ13)Δ̃(α).

(2.3.39)

У системы, состоящей из первых трех уравнений системы (2.3.39), уже найдены два первых инте-
грала (2.3.18) и (2.3.28). Найдем третий независимый первый интеграл системы (2.3.39) уравнений
характеристик.
Сопоставим системе (2.3.39) следующую неавтономную систему:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dw3

dα
=
λ03Δ(α)Δ̃(α) − κΔ̃(α)w2

2/Δ(α) + λ13w3Δ̃(α)

w3 + bΔ(α)
,

dw2

dα
=
κΔ̃(α)w2w3/Δ(α) + λ1w2Δ̃(α)

w3 + bΔ(α)
, или

dρ

dα
= −(b+ λ13)ρΔ̃(α)

w3 + bΔ(α)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dw3

dΔ
=
λ03Δ− κw2

2/Δ+ λ13w3

w3 + bΔ
,

dw2

dΔ
=
κw2w3/Δ+ λ1w2

w3 + bΔ
,

dρ

dΔ
= −(b+ λ13)ρ

w3 + bΔ
.

(2.3.40)

После введения однородных переменных

w3 = u2Δ, w2 = u1Δ, (2.3.41)

похожих на соответствующие переменные в замене (2.3.13), система (2.3.40) перепишется в виде
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ
du2
dΔ

+ u2 =
λ03 − κu21 + λ13u2

u2 + b
,

Δ
du1
dΔ

+ u1 =
κu1u2 + λ1u1

u2 + b
,

Δ
dρ

dΔ
= −(b+ λ13)ρ

u2 + b

или

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ
du2
dΔ

=
λ03 − κu21 − u22 − (b− λ13)u2

u2 + b
,

Δ
du1
dΔ

=
(κ− 1)u1u2 − (b− λ1)u1

u2 + b
,

Δ
dρ

dΔ
= −(b+ λ13)ρ

u2 + b
.

(2.3.42)

Из первых двух уравнений системы (2.3.42) получается первый интеграл (2.3.18). Из квадратуры

−dΔ
Δ

=
(u2 + b)du2
U2(C1, u2)

, (2.3.43)

где

U2(C1, u2) = 2U1(u2)− C1

2

{
C1 ±

√
C2
1 − 4U1(u2)

}
,

U1(u2) = u22 + (b− λ1)u2 − λ03, C1 	= 0,

получается первый интеграл (2.3.28) (здесь учитывается, что κ = −1 и λ1 = λ13). Наконец, из
квадратуры

dρ

(b+ λ1)ρ
=

du2
U2(C1, u2)

(2.3.44)

получается первый интеграл, содержащий неизвестную функцию ρ.
Вычислим квадратуру (2.3.44). Справедливо следующее инвариантное соотношение:

ρ · exp
{
−(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
= Cρ = const, (2.3.45)
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которое является третьим, недостающим, первым интегралом системы уравнений характери-
стик (2.3.39). Таким образом, общее решение линейного уравнения (2.3.37) в частных произ-
водных примет следующий вид:

ρ = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
· F [Θ1,Θ2] , (2.3.46)

где F [Θ1,Θ2]—произвольная гладкая функция двух аргументов, при этом Θ1, Θ2 —два первых
интеграла (2.3.18), (2.3.28) соответственно.
В частности, в качестве двух функционально независимых решений линейного уравнения

(2.3.37) в частных производных можно взять следующие функции:

ρ1(w3, w2;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ1(w3, w2;α), (2.3.47)

ρ2(w3, w2;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ2(w3, w2;α), (2.3.48)

где u2 = w3/Δ(α), u1 = w2/Δ(α).
II. Рассмотрим далее систему (2.3.8). После замены независимой переменной

d

dt
= ±w2f(α)

d

dτ
(2.3.49)

система (2.3.8) примет следующий вид:
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẇ1 = Xw1(w1;β1) =
√

1 + w2
1

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = Xβ1(w1;β1) =
w1√
1 + w2

1

;
(2.3.50)

при этом в системе (2.3.50) точкой обозначена также производная по новой независимой пере-
менной τ .
Для системы (2.3.50) будем искать интегральный инвариант с плотностью ρ(w1;β1), соответ-

ствующей дифференциальной форме площади ρ(w1;β1)dw1∧dβ1, из следующего линейного диф-
ференциального уравнения:

div
[
ρ(w1;β1)X(w1;β1)

]
= 0, (2.3.51)

где
X(w1;β1) =

{
Xw1(w1;β1), Xβ1(w1;β1)

}
(2.3.52)

— векторное поле рассматриваемой системы (2.3.50) в координатах (w1;β1). Уравнение (2.3.51)
перепишется в виде

Xw1(w1;β1)ρw1 +Xβ1(w1;β1)ρβ1 = −ρdivX(w1;β1); (2.3.53)

при этом

divX(w1;β1) =
w1√
1 + w2

1

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
. (2.3.54)

Тогда система уравнений характеристик линейного дифференциального уравнения (2.3.53) в
частных производных примет следующий вид:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ẇ1 = Xw1(w1;β1),

β̇1 = Xβ1(w1;β1),

ρ̇ = −ρ w1√
1 + w2

1

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
.

(2.3.55)

У системы, состоящей из первых двух уравнений системы (2.3.55), уже найден первый интеграл
(2.3.29). Найдем дополнительный независимый первый интеграл для системы (2.3.55) уравнений
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характеристик. Сопоставим двум последним уравнениям системы (2.3.55) следующее неавтоном-
ное уравнение:

dρ

dβ1
= −ρ

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
. (2.3.56)

Последнее уравнение дает инвариантное соотношение

Θρ3(β1; ρ) = ρ ·Ψ(β1) = Cρ3 = const, (2.3.57)

которое является вторым, недостающим, первым интегралом системы уравнений характери-
стик (2.3.55). О функции Ψ(β1) см. (2.1.18).
Таким образом, общее решение линейного уравнения (2.3.53) в частных производных примет

следующий вид:

ρ =
G [Θ3]

Ψ1(β1)
, (2.3.58)

где G [Θ3]—произвольная гладкая функция одного аргумента, Θ3 —первый интеграл (2.3.29).
В частности, если положить

G [Θ3] =
1

Θ3
=

Ψ(β1)√
1 + w2

1

, (2.3.59)

то в качестве решения линейного уравнения (2.3.53) можно взять функцию

ρ3(w1;β1) =
1√

1 + w2
1

. (2.3.60)

III. Итак, инвариантные дифференциальные формы с функциями ρp(w3, w2;α), p = 1, 2, а
также ρ3(w1;β1) были получены выше через исследования отдельных систем (2.3.7) и (2.3.8),
которые сами составляют общую рассматриваемую составную систему (2.3.7)–(2.3.9). Возникает
естественный вопрос: как связано нахождение инвариантных форм для отдельных систем с на-
хождением инвариантных форм для общей составной системы? Ответ на этот вопрос позволит
нам, в частности, ответить и на вопрос о нахождении инвариантной формы, «привязывающей»
уравнение (2.3.9).
Составная рассматриваемая система (2.3.7)–(2.3.9) при выполнении свойств (2.3.10), (2.3.11)

имеет следующий вид:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w3f3(α) + bδ(α),

ẇ3 = λ03Δ(α)Δ̃(α)f3(α)− κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
2 + λ13w3f3(α)Δ̃(α),

ẇ2 = κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2w3 + λ1w2f3(α)Δ̃(α),

(2.3.61)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẇ1 = ±w2

√
1 + w2

1f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = ± w1w2√
1 + w2

1

f(α),
(2.3.62)

β̇2 = ± w2√
1 + w2

1

f(α)g(β1). (2.3.63)

После замен независимой и фазовых переменных

d

dt
= f3(α)

d

dτ
, w∗

2 = ln |w2|, w∗
1 = ln

∣∣∣∣w1 +
√

1 + w2
1

∣∣∣∣ (2.3.64)
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составная система (2.3.61)–(2.3.63) примет вид
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w3, w
∗
2;α) = w3 + bΔ(α),

ẇ3 = Xw3(w3, w
∗
2;α) = λ03Δ(α)Δ̃(α)− κ

Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
2 + λ13w3Δ̃(α),

ẇ∗
2 = Xw∗

2
(w3, w

∗
2 ;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
w3 + λ1Δ̃(α),

(2.3.65)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
1 = Xw∗

1
(w∗

2;α, β1) = ±ew∗
2
f(α)

f3(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = Xβ1(w
∗
2 , w

∗
1;α) = ± W1(w

∗
1)e

w∗
2√

1 +W 2
1 (w

∗
1)

f(α)

f3(α)
,

(2.3.66)

β̇2 = Xβ2(w
∗
2, w

∗
1;α, β1) = ± ew

∗
2√

1 +W 2
1 (w

∗
1)

f(α)

f3(α)
g(β1); (2.3.67)

при этом в составной системе (2.3.65)–(2.3.67) точкой обозначена также производная по новой
независимой переменной τ , а w1 = W1(w

∗
1)—функция в силу замен (2.3.64). В принципе замена

фазовой переменной (2.3.64) носит технический характер, и при этом можно использовать как
группу переменных w∗

2, w∗
1, так и группу переменных w2, w1.

Для составной системы (2.3.65)–(2.3.67) будем искать интегральные инварианты с плотностью
ρ(w3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2), соответствующие дифференциальным формам объема

ρ(w3, w
∗
2, w

∗
1;α, β1, β2)dw3 ∧ dw∗

2 ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ dβ2,

из следующего линейного дифференциального уравнения:

div
[
ρ(w3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2)X(w3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2)

]
= 0, (2.3.68)

где

X(w3, w
∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2) =

{
Xα(w3, w

∗
2;α), Xw3(w3, w

∗
2;α), Xw∗

2
(w3, w

∗
2 ;α),

Xw∗
1
(w∗

2 ;α, β1), Xβ1(w
∗
2 , w

∗
1;α), Xβ2(w

∗
2 , w

∗
1;α, β1

}
(2.3.69)

— векторное поле рассматриваемой составной системы (2.3.65)–(2.3.67) в координатах (w3, w
∗
2 , w

∗
1;

α, β1, β2). Уравнение (2.3.68) перепишется в виде

Xα(w3, w
∗
2;α)ρα +Xw3(w3, w

∗
2;α)ρw3 +Xw∗

2
(w3, w

∗
2;α)ρw∗

2
+Xw∗

1
(w∗

2;α, β1)ρw∗
1
+

+Xβ1(w
∗
2, w

∗
1 ;α)ρβ1 +Xβ2(w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1)ρβ2 = −ρdivX(w3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2); (2.3.70)

при этом
divX(w3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2) = (b+ λ13)Δ̃(α), (2.3.71)

как и в случае (2.3.38) для «отдельной» системы (2.3.34)!
Тогда система уравнений характеристик линейного дифференциального уравнения (2.3.70) в

частных производных примет следующий вид:
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w3, w
∗
2;α), β̇1 = Xβ1(w

∗
2 , w

∗
1;α),

ẇ3 = Xw3(w3, w
∗
2;α), β̇2 = Xβ2(w

∗
2 , w

∗
1;α, β1),

ẇ∗
2 = Xw∗

2
(w3, w

∗
2 ;α), ρ̇ = −ρ(b+ λ13)Δ̃(α);

ẇ∗
1 = Xw∗

1
(w∗

2;α, β1),

(2.3.72)

она включает систему уравнений характеристик (2.3.39) для уравнения в частных производ-
ных (2.3.37).
У системы, состоящей из первых шести уравнений системы (2.3.72), уже найдены четыре пер-

вых интеграла (2.3.18), (2.3.28), (2.3.29) и (2.3.31) (полный набор). Более того, найден и дополни-
тельный первый интеграл (2.3.45), «привязывающий» уравнение (последнее уравнение системы
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(2.3.72)) для функции ρ. Таким образом, общее решение линейного уравнения (2.3.70) в частных
производных примет следующий вид:

ρ = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
· H [Θ1, . . . ,Θ4] , (2.3.73)

где H [Θ1, . . . ,Θ4]—произвольная гладкая функция четырех аргументов, при этом Θ1, . . . ,Θ4 —
четыре первых интеграла (2.3.18), (2.3.28), (2.3.29), (2.3.31) соответственно.
В частности, в качестве четырех функционально независимых решений линейного уравнения

(2.3.70) в частных производных можно взять следующие функции:

ρ1(w3, w2;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ1(w3, w2;α), (2.3.74)

ρ2(w3, w2;α) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ2(w3, w2;α), (2.3.75)

ρ3(w3, w2, w1;α, β1) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ3(w1;β1), (2.3.76)

ρ4(w3, w2;α, β1, β2) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ4(β1, β2), (2.3.77)

где u2 = w3/Δ(α), u1 = w2/Δ(α).
Видно, что в разделе III данного доказательства рассмотрен наиболее общий случай поиска

инвариантных форм для составной системы (2.3.65)–(2.3.67). Также ясно, что найденные диффе-
ренциальные формы ρ1(w3, w2;α)dw3∧dw2∧dα и ρ2(w3, w2;α)dw3∧dw2∧dα будут инвариантны-
ми формами не только для системы (2.3.7), но и для составной системы (2.3.7)–(2.3.9). При этом
для интегрирования составной системы (2.3.7)–(2.3.9) можно использовать как более громоздкую
форму с функцией (2.3.76), так и форму с функцией (2.3.60), имеющей более простой нагляд-
ный вид, поскольку составная система (2.3.7)–(2.3.9) распалась известным образом. Теорема 2.3
доказана. �
Итак, для полной интегрируемости системы (2.3.7)–(2.3.9) можно использовать или четыре

первых интеграла, или четыре независимых дифференциальных формы, или какие-либо комби-
нации (только независимых элементов) из интегралов и форм общим количеством четыре.
О строении первых интегралов для рассматриваемых систем с диссипацией см. также [14,17].

Заметим лишь, что для систем с диссипацией трансцендентность функций (т.е. наличие у них
существенно особых точек) как тензорных инвариантов наследуется из нахождения в системе
притягивающих или отталкивающих предельных множеств.
В заключение можно сослаться на многочисленные приложения [7, 15, 18], касающиеся инте-

грирования систем с диссипацией, на касательном расслоении к трехмерной сфере, а также более
общих систем на расслоении трехмерных поверхностей вращения и пространства Лобачевского.
При этом из всего колоссального множества работ по геометрическим и топологическим аспек-
там, связанным с рассматриваемым интегрированием систем, выделим также работы [3, 14].
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