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зависящим от одной переменной
(С. М. Ситник) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

О точной оценке количества действительных инвариантных прямых
полиномиальных векторных полей степени n
(А. Д. Ушхо, В. Б. Тлячев, Д. С. Ушхо) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Ступенчатые масштабирующие функции и система Крестенсона
(Ю. А. Фарков) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

Критерии полноты экспоненциальной системы в геометрических терминах
ширины в направлении
(Б. Н. Хабибуллин, Е. Г. Кудашева, А. Е. Салимова) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 225 (2023). С. 3–13
DOI: 10.36535/0233-6723-2023-225-3-13

УДК 517.968

НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ С РАЗНОСТНЫМИ ЯДРАМИ

И НЕОДНОРОДНОСТЬЮ В ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ

c© 2023 г. С. Н. АСХАБОВ

Аннотация. Методом весовых метрик в конусе пространства непрерывных функций доказа-
на глобальная теорема о существовании и единственности неотрицательного решения начальной
задачи для интегро-дифференциального уравнения с разностными ядрами, степенной нелинейно-
стью и неоднородностью в линейной части. Показано, что решение может быть найдено методом
последовательных приближений пикаровского типа и получена оценка скорости их сходимости.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, разностное ядро, степенная нелиней-
ность.

INITIAL-VALUE PROBLEM FOR AN INTEGRO-DIFFERENTIAL

EQUATION WITH DIFFERENCE KERNELS

AND AN INHOMOGENEITY IN THE LINEAR PART

c© 2023 S. N. ASKHABOV

Abstract. A global theorem on the existence and uniqueness of a nonnegative solution of the
initial-value problem for an integro-differential equation with difference kernels, power nonlinearity,
and inhomogeneity in the linear part is proved by the method of weight metrics in the cone of the
space of continuous functions. It is shown that the solution can be found by the method of successive
approximations of the Picard type. An estimate of the rate of their convergence is obtained.

Keywords and phrases: integro-differential equation, difference kernel, power nonlinearity.

AMS Subject Classification: 47G20, 47J05, 45D05

1. Введение. Решение многих задач гидроаэродинамики, теории упругости, популяционной
генетики и других приводит к нелинейным интегральным и интегро-дифференциальным урав-
нениям вольтерровского типа с разностными ядрами. При этом с теоретической и прикладной
точек зрения особый интерес представляют неотрицательные решения таких уравнений (см.,
например, [1, 4]). В отличие от соответствующих линейных однородных уравнений нелинейные
уравнения кроме тривиального решения могут иметь и нетривиальные решения, и в этом состо-
ит принципиальное отличие нелинейных однородных уравнений от соответствующих линейных
уравнений.

Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки РФ (проект FEGS-2020-0001).

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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В данной работе рассматривается начальная задача вида

uα(x) =

x∫

0

h(x− t)u(t) dt+

x∫

0

k(x− t)u′(t) dt+ f(x), α > 1, (1)

u(0) = 0, (2)

где ядра h(x), k(x) и неоднородность f(x) удовлетворяют следующим условиям:

h ∈ C[0,∞), h(x) не убывает на [0,∞), h(0) = 0, (3)

k ∈ C1[0,∞), k′(x) не убывает на [0,∞), k(0) = 0, k′(0) > 0, (4)

f ∈ C1[0,∞), f(x) не убывает на [0,∞), f(0) = 0. (5)

Решения начальной задачи (1)–(2) разыскиваются в классе

Q1
0 =

{
u(x) : u ∈ C[0,∞) ∩ C1(0,∞), u(0) = 0, u(x) > 0 при x > 0

}
.

Наряду с задачей (1)–(2) рассматривается тесно связанное с ней интегральное уравнение типа
свертки

uα(x) =

x∫

0

H(x− t)u(t) dt+ f(x), α > 1, (6)

где H(x) = h(x) + k′(x).
Из условий (3) и (4) вытекает, что ядро H(x) уравнения (6) удовлетворяет условию

H ∈ C[0,∞), H(x) не убывает на [0,∞), H(0) > 0. (7)

Решения уравнения (6) разыскиваются в классе

Q0 =
{
u(x) : u ∈ C[0,∞), u(0) = 0, u(x) > 0 при x > 0

}
.

Уравнения вида (6) возникают в теории инфильтрации жидкости из цилиндрического резер-
вуара в изотропную однородную пористую среду (см. [9]), при описании процесса распростране-
ния ударных волн в трубах, наполненных газом (см. [7, 11]), при решении задачи о нагревании
полубесконечного тела при нелинейном теплопередаточном процессе, в моделях популяционной
генетики и других (подробнее см. в [1, 6, 10]). В частности, к уравнению вида (6) при α = 2 сво-
дится известное уравнение Буссинеска. Важно отметить, что в связи с указанными и другими
приложениями особый интерес представляют непрерывные положительные при x > 0 решения
интегрального уравнения (6), т.е. решения принадлежащие классу Q0.
На основе полученных точных нижней и верхней априорных оценок решения уравнения (6)

мы строим весовое полное метрическое пространство Pb и, применяя аналог метода Белицкого
(см., например, [5, гл. 3, п. 3.1.3], доказываем глобальную теорему о существовании и единствен-
ности решения уравнения (6) как в пространстве Pb, так и во всем классе непрерывных поло-
жительных при x > 0 функций. Показано, что решение уравнения (6) может быть найдено в Pb
методом последовательных приближений пикаровского типа. Для последовательных приближе-
ний получены оценки скорости их сходимости к точному решению в терминах весовой метрики
пространства Pb. Установлено, что любое решение интегрального уравнения (6) из конуса Q0 яв-
ляется решением задачи (1)–(2) в конусе Q1

0 и обратно, любое решение задачи (1)–(2) является
решением интегрального уравнения (6). Тем самым доказана глобальная теорема о существова-
нии, единственности и способе нахождения решения задачи (1)–(2) как в пространстве Pb, так
и во всем классе непрерывных положительных при x > 0 функций. Приведены также простые
примеры, иллюстрирующие основные результаты.
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2. Свойства неотрицательных решений.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (5) и (7). Если u ∈ Q0 является решением интеграль-
ного уравнения (6), то функция u(x) не убывает и непрерывно дифференцируема на (0,∞), т.е.
u ∈ C1(0,∞).

Доказательство. Пусть u ∈ Q0 является решением уравнения (6) и x1, x2 ∈ [0,∞)—любые числа,
x1 < x2. Так как H(x) и f(x) не убывают на [0,∞), то

uα(x2)− uα(x1) =

x1∫

0

[
H(x2 − t)−H(x1 − t)

]
u(t)dt+

x2∫

x1

H(x2 − t)u(t)dt+ f(x2)− f(x1) � 0.

Значит, u(x2) � u(x1) при x2 > x1, т.е. u(x) не убывает на [0,∞).
Докажем теперь, что решение u(x) есть непрерывно дифференцируемая на (0,∞) функция.

Так как по условию H(x) не убывает на [0,∞), то по теореме Лебега (см., например, [1, теоре-
ма 17.7]) почти всюду на [0,∞) существует производная H ′(x), которая, по теореме об интегри-
ровании производной (см. [1, теорема 17.8]), локально суммируема. Следовательно, правая часть
тождества (6) дифференцируема, причем в силу свойства коммутативности свертки (см. [1, §17])
⎛
⎝

x∫

0

H(x− t)u(t)dt+ f(x)

⎞
⎠

′

=

x∫

0

H ′(x− t)u(t)dt+H(0)u(x) + f ′(x) =

=

x∫

0

H ′(t)u(x− t)dt+H(0)u(x) + f ′(x). (8)

Поскольку функция u(x) не убывает, функция f ′(x) непрерывна, а функция H ′(x) локально сум-
мируема на [0,∞) то, в силу леммы о непрерывности свертки (см. [3, лемма 1], [8, лемма 1]),
производная (8) правой части тождества (6) непрерывна на [0,∞). Но тогда существует и непре-
рывна производная левой части тождества (6), что влечет за собой существование и непрерыв-
ность первой производной u′(x) при x > 0, так как

u′(x) = α−1u1−α(x)

⎡
⎣

x∫

0

H ′(t)u(x− t)dt+H(0)u(x) + f ′(x)

⎤
⎦ . �

Следующая лемма устанавливает связь между задачей (1)–(2) и интегральным уравнением (6).

Лемма 2. Пусть выполнены условия (3), (4) и (5). Если функция u ∈ Q1
0 является решением

задачи (1)–(2), то u ∈ Q0 и u является решением интегрального уравнения (6). Обратно, если
уравнение (6) имеет решение u ∈ Q0, то u ∈ Q1

0 и u является решением задачи (1)–(2).

Доказательство. Пусть u ∈ Q1
0 —решение задачи (1)–(2). Тогда u ∈ Q0. Так как k(0) = 0 и

u(0) = 0, интегрируя по частям тождество (1) и учитывая, что H(x) = h(x) + k′(x), имеем

uα(x) =

x∫

0

h(x− t)u(t) dt+

x∫

0

k(x− t)du(t) + f(x) =

=

x∫

0

h(x− t)u(t) dt+

x∫

0

u(t)k′(x− t)dt+ f(x) =

x∫

0

H(x− t)u(t) dt + f(x), (9)

т.е. u(x) является решением уравнения (6) в конусе Q0.
Обратно, пусть u ∈ Q0 является решением уравнения (6). Тогда, согласно лемме 1, u ∈ C1(0,∞)

и, следовательно, u ∈ Q1
0. Поэтому, используя свойство коммутативности свертки, формулу ин-

тегрирования по частям и равенства k(0) = u(0) = 0, H(x) = h(x) + k′(x), из тождества (6)
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имеем

uα(x) =

x∫

0

H(t)u(x− t) dt+ f(x) =

x∫

0

h(t)u(x− t) dt+

x∫

0

k(t)u′(x− t) dt+ f(x) =

=

x∫

0

h(x− t)u(t) dt+

x∫

0

k(x− t)u′(t) dt+ f(x),

т.е. u(x) является решением задачи (1)–(2) в конусе Q1
0. �

Из леммы 2 вытекает, что для доказательства существования и единственности в классе Q1
0 ре-

шения задачи (1)–(2) достаточно доказать существование и единственность в классе Q0 решения
интегрального уравнения (6).
Доказательства основных результатов данной статьи основаны на априорных оценках снизу и

сверху решений уравнения (6). При доказательстве верхней априорной оценки решения уравне-
ния (6) нам понадобится следующее интегральное неравенство Чебышева (см., например, [1, лем-
ма 17.1]):

x∫

0

v(x− t)w(t) dt �
x∫

0

v(t)w(t )dt, x > 0, (10)

справедливое для любых неубывающих на [0,∞) функций v(x) и w(x).

Лемма 3. Пусть выполнены условия (5) и (7). Если u ∈ Q0 является решением интеграль-
ного уравнения (6), то u(x) удовлетворяет неравенствам

[
α− 1

α
H(0) · x

]1/(α−1)

� u(x) �

⎡
⎣α− 1

α

x∫

0

H(t) dt+ f (α−1)/α(x)

⎤
⎦
1/(α−1)

. (11)

Доказательство. Пусть u ∈ Q0 —решение уравнения (6). Так как пpи x = 0 неравенства (11)
обращаются в очевидные равенства, то будем считать далее, что x > 0.
Докажем сначала первое неравенство из (11). Так как f(x) � 0 и H(x) не убывает на [0,∞),

то из тождества (6), имеем

uα(x) �
x∫

0

H(x− t)u(t) dt � H(0) ·
x∫

0

u(t) dt ∀x > 0,

или

u(x) �

⎡
⎣H(0)

x∫

0

u(t) dt

⎤
⎦
1/α

∀x > 0, (12)

или, что то же самое, ⎡
⎣H(0)

t∫

0

u(s) ds

⎤
⎦
−1/α

H(0)u(t) � H(0) ∀t > 0.

Интегрируя последнее неравенство в пределах от 0 до x, получим⎡
⎣H(0)

x∫

0

u(t) dt

⎤
⎦
(α−1)/α

� α− 1

α
H(0) · x ∀x > 0,

откуда ⎡
⎣H(0)

x∫

0

u(t) dt

⎤
⎦
1/α

�
[
α− 1

α
H(0) · x

]1/(α−1)

, ∀x > 0. (13)
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Таким образом, первое неравенство из (11) непосредственно вытекает из неравенств (12) и (13).
Докажем теперь второе неравенство из (11). Так как, в силу условия (7) и леммы 1, функции

H(x) и u(x) не убывают на [0,∞), то, используя неравенство Чебышева (10), из тождества (6)
получаем

uα(x) =

x∫

0

H(x− t)u(t) dt + f(x) �
x∫

0

H(t)u(t) dt+ f(x) ∀x > 0,

или

u(x) �

⎡
⎣

x∫

0

H(t)u(t) dt + f(x)

⎤
⎦
1/α

∀x > 0, (14)

или

H(t)u(t) + f ′(t) � H(t)

⎡
⎣

t∫

0

H(s)u(s) ds + f(t)

⎤
⎦
1/α

+ f ′(t), ∀t > 0,

откуда

⎡
⎣

t∫

0

H(s)u(s) ds + f(t)

⎤
⎦
−1/α [

H(t)u(t) + f ′(t)
]
�

� H(t) + f ′(t)

⎡
⎣

t∫

0

H(s)u(s) ds + f(t)

⎤
⎦
−1/α

= H(t) + I(t), ∀t > 0, (15)

где

I(t) ≡ f ′(t)

⎡
⎣

t∫

0

H(s)u(s) ds + f(t)

⎤
⎦
−1/α

.

Докажем, что
x∫

0

I(t) dt � α

α− 1
f (α−1)/α(x) для любого x > 0. (16)

В силу условия (5) возможны только три случая: либо f(x) ≡ 0 при x ∈ [0,∞), либо существует
такое число x0 > 0, что f(x) ≡ 0 при x ∈ [0, x0] и f(x) > 0 при x > x0, либо f(x) > 0 при всех
x > 0.
Если f(x) ≡ 0 при x ∈ [0,∞), то неравенство (16) очевидно и обращается в тождество, так как

при x > 0 выполняются соотношения H(x) > 0, u(x) > 0 и f ′(x) ≡ 0.
Если же существует такое x0 > 0, что f(x) ≡ 0 при x ∈ [0, x0] и f(x) > 0 при x > x0, то

x∫

0

I(t) dt = 0 при любом x ∈ [0, x0]

и, значит, неравенство (16) выполняется при x ∈ [0, x0], обращаясь в тождество, а при x > x0, с
учетом того, что f(x0) = f(0) = 0 и что функция f (α−1)/α(x) не убывает, имеем

x∫

0

I(t) dt =

x∫

x0

I(t) dt �
x∫

x0

f ′(t)f−1/α(t) dt =
α

α− 1

x∫

x0

[f (α−1)/α(t)]′ dt � α

α− 1
f (α−1)/α(x)

в силу [1, теорема 17.8], т.е. неравенство (16) выполняется и при любом x > x0.
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Если, наконец, f(x) > 0 при всех x > 0, то аналогично получаем
x∫

0

I(t) dt �
x∫

0

f ′(t)f−1/α(t) dt =
α

α− 1

x∫

0

[f (α−1)/α(t)]′ dt � α

α− 1
f (α−1)/α(x).

Итак, неравенство (16) доказано во всех трёх случаях.
Интегрируя неравенство (15) в пределах от 0 до x, с учётом неравенства (16) имеем

⎡
⎣

x∫

0

H(s)u(s) ds + f(x)

⎤
⎦
(α−1)/α

� α− 1

α

⎡
⎣

x∫

0

H(t) dt+
α

α− 1
f (α−1)/α(x)

⎤
⎦ ∀x > 0,

откуда
⎡
⎣

x∫

0

H(t)u(t) dt + f(x)

⎤
⎦
1/α

�

⎡
⎣α− 1

α

x∫

0

H(t) dt+ f (α−1)/α(x)

⎤
⎦
1/(α−1

∀x > 0. (17)

Итак, второе неравенство из (11) непосредственно вытекает из неравенств (14) и (17). �
Из леммы 3 следует, что решения интегрального уравнения (6) естественно разыскивать в

классе

P =
{
u(x) : u ∈ C[0,∞), F (x) � u(x) � G(x)

}
,

где

F (x) ≡
[
α− 1

α
H(0) · x

]1/(α−1)

, G(x) ≡
⎡
⎣α− 1

α
·
x∫

0

H(t) dt+ f (α−1)/α(x)

⎤
⎦
1/(α−1)

, (18)

а функции H(x), f(x) удовлетворяют условиям (7) и (5), соответственно.
В силу леммы 2, утверждения леммы 3 справедливы и для задачи (1)–(6).

Пример 1. При α = 2, h(x) = 0, k(x) = 3x, f(x) = x2 задача (1)–(6) и уравнение (6) имеют
одно и то же решение u(x) = 2x, при этом априорные оценки (11) принимают вид: 1,5x � 2x �
2,5x.

3. Теоремы существования и единственности. Рассмотрим нелинейный интегральный
оператор свертки T :

(Tu)(x) =

⎛
⎝

x∫

0

H(x− t)u(t) dt + f(x)

⎞
⎠

1/α

, x > 0, α > 1.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (5) и (7). Тогда класс P инваpиантен относительно
нелинейного опеpатоpа T , т.е. T : P → P .

Доказательство. Пусть u ∈ P . Нужно доказать, что тогда и Tu ∈ P , т.е. Tu ∈ C[0,∞) и F (x) �
(Tu)(x) � G(x).
1. Так как H,u, f ∈ C[0,∞) и α > 1, то очевидно, что Tu ∈ C[0,∞).
2. Покажем, что (Tu)(x) � F (x). Так как u(x) � F (x), то

[
(Tu)(x)

]α �
x∫

0

H(x− t)u(t) dt �
x∫

0

H(x− t)F (t) dt � H(0)

x∫

0

F (t) dt = [F (x)]α,

т.е. (Tu)(x) � F (x).
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3. Покажем, наконец, что (Tu)(x) � G(x). Так как u(x) � G(x) и функции H(x), G(x) не
убывают на [0,∞), то в силу неpавенства Чебышева (10) получаем

[
(Tu)(x)

]α
=

x∫

0

H(x− t)u(t) dt+ f(x) �
x∫

0

H(x− t)G(t) dt + f(x) �

�
x∫

0

H(t)G(t) dt +

x∫

0

f ′(t)dt =
x∫

0

G(t)

[
H(t) +

f ′(t)
G(t)

]
dt �

�
(
α− 1

α

)1/(α−1)
x∫

0

⎡
⎣

t∫

0

H(s) ds+
α

α− 1
f (α−1)/α(t)

⎤
⎦
1/(α−1) [

H(t) + f−1/α(t)f ′(t)
]
dt =

=

(
α− 1

α

)1/(α−1) α− 1

α

⎡
⎣

x∫

0

H(t) dt+
α

α− 1
f (α−1)/α(x)

⎤
⎦
α/(α−1)

= [G(x)]α ,

т.е. (Tu)(x) � G(x), что и тpебовалось доказать. �
Исследование интегрального уравнения (6) будет основано на методе весовых метрик, и для

его применения нам нужно будет построить полное метрическое пространство. Введем в связи с
этим следующий класс функций:

Pb =
{
u(x) : u ∈ C[0, b], F (x) � u(x) � G(x)

}
,

где функции F (x) и G(x) определены в (18), а b > 0—произвольное число.
В силу вольтерровости оператора T из теоремы 1 непосредственно вытекает следующее утвер-

ждение.

Следствие 1. Если выполнены условия (5) и (7), то класс Pb инвариантен относительно
интегрального оператора T .

Далее будем предполагать, что неоднородность f(x) наряду с условием (5) удовлетворяет до-
полнительному условию:

C = sup
0<x�b

f (α−1)/α(x)

x
<∞. (19)

Заметим, что функция f(x) = x2, рассмотренная в примере 1, в котором α = 2, удовлетворяет
условию (19) и при этом C = 1.
Введем во множестве функций Pb расстояние по формуле

ρb(u1, u2) = sup
0<x�b

|u1(x)− u2(x)|
x1/(α−1)eβx

, β > 0. (20)

Поскольку eβx � 1 и |u1(x)−u2(x)| � G(x)− F (x) для любых u1, u2 ∈ Pb, то с учетом неравенства

k(x) =

x∫

0

H(t)dt � H(x) · x ∀x ∈ (0, b]

получим:

|u1(x)− u2(x)|
x1/(α−1)eβx

� G(x) − F (x)

x1/(α−1)
�

�
[
α− 1

α
·H(b) +

f (α−1)/α(x)

x

]1/(α−1)

−
[
α− 1

α
·H(0)

]1/(α−1)

.
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Следовательно, в силу условия (19), для всех u1, u2 ∈ Pb

ρb(u1, u2) �
[
α− 1

α
·H(b) + C

]1/(α−1)

−
[
α− 1

α
·H(0)

]1/(α−1)

<∞,

т.е. pасстояние ρb(u1, u2) опpеделено коppектно.

Лемма 4. Множество Pb с метpикой ρb обpазует полное метрическое пространство.

Доказательство. Выполнимость аксиом метpики очевидна. Докажем полноту метpического пpо-
стpанства Pb. Пусть {un}—произвольная фундаментальная последовательность из Pb. Тогда для
любого ε > 0 найдется такое N = N(ε) > 0, что при всех m,n � N выполняется неpавенство
ρb(um, un) < ε, т.е.

|um(x)− un(x)|
x1/(α−1)eβx

< ε ∀m,n � N, q ∀x ∈ (0, b]. (21)

Так как x1/(α−1) · eβx � b1/(α−1) · eβb ≡M , то
|um(x)− un(x)|
x1/(α−1)eβx

� 1

M
· |um(x)− un(x)|.

Поэтому из (21), имеем

|um(x)− un(x)| �M · ε, ∀m,n � N, ∀x ∈ [0, b]

(здесь учли, что um(0) = un(0) = 0, поскольку F (0) = G(0) = 0), т.е. {un} является фунда-
ментальной последовательностью в C[0, b]. В силу полноты метрического пространства C[0, b]
существует такая функция u ∈ C[0, b], что

lim
n→∞un(x) = u(x). (22)

Покажем, что u ∈ Pb. Так как {un} ∈ Pb, то для любых n и x ∈ [0, b] имеем

F (x) ≡
[
α− 1

α
H(0)x

]1/(α−1)

� un(x) �

⎡
⎣α− 1

α

x∫

0

H(t) dt+ f (α−1)/α(x)

⎤
⎦
1/(α−1)

≡ G(x).

Переходя в последнем неравенстве к пределу при n → ∞, с учетом равенства (22) получаем
F (x) � u(x) � G(x), т.е. u ∈ Pb.
Осталось доказать сходимость последовательности {un(x)} к u(x) по метрике ρb. Переходя в

неравенстве (21) к пределу при m→ ∞, имеем
|u(x)− un(x)|
x1/(α−1)eβx

< ε ∀n � N, x ∈ (0, b],

т.е. ρb(un, u) < ε для любого n � N , что и требовалось. �
Итак, выше мы доказали, что если во множестве функций Pb ввести метpику (20), то класс Pb

пpевpащается полное метрическое пространство. Кpоме того, мы показали (см. следствие 1), что
нелинейный опеpатоp свеpтки T действует из Pb в Pb.
Выберем теперь достаточно малое число c ∈ (0, b) такое, что выполняется неравенство

H(c) < α ·H(0). (23)

Очевидно, что такое число c всегда существует, так как H(0) > 0, H(x) непрерывна и α > 1.
Положим

β =
1

H(0)
sup
c�x�b

H(x)−H(0)

x
. (24)

Справедлива следующая лемма (ср. [8]).

Лемма 5. Пусть ядро H(x) удовлетворяет условию (7). Тогда для любого x ∈ [0, b] справед-
ливо неравенство

H(x) · e−βx � H(c), (25)
где числа c и β определяются из условия (23) и формулы (24) соответственно.
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Доказательство. Рассмотрим отдельно два случая.
1. Пусть 0 � x � c. Учитывая, что H(x) не убывает и β > 0, имеем H(x)e−βx � H(x) � H(c),

что и требовалось.
2. В случае c � x � b имеем

H(x) = H(0) +H(0) · x · 1

H(0)
· H(x)−H(0)

x
� H(0) · [1 + x · β] � H(0) · eβ x.

Следовательно, H(x) � H(0)eβx � H(c)eβx, откуда получаем, что H(x)e−βx � H(c) и для любого
x ∈ [c, b]. �

Теорема 2. Пусть выполнены условия (5), (7) и (19). Тогда оператор T : Pb → Pb является
сжимающим, при этом неравенство

ρb(Tu2, Tu1) �
H(c)

α ·H(0)
ρb(u2, u1), (26)

выполняется для всех u1, u2 ∈ Pb, где число c определяется из условия (23).

Доказательство. Тот факт, что оператор T действует из Pb в Pb, вытекает из следствия 1. Дока-
жем неравенство (26), т.е. факт, что оператор T , в силу неравенства (23), является сжимающим.
Пусть u1, u2 ∈ Pb и x ∈ (0, b]. По теореме Лагранжа, для любых z1, z2 > 0 имеем

z
1/α
1 − z

1/α
2 =

1

α
Θ1/α−1(z1 − z2),

где Θ лежит между z1 и z2. Поэтому, если z1 � z0 и z2 � z0, где z0 � 0, то Θ > z0 и, значит,
∣∣∣z1/α1 − z

1/α
2

∣∣∣ � 1

α
· |z1 − z2|
{z0}(α−1)/α

.

Используя это неравенство и неравенства

(Tu1)(x) � F (x), (Tu2)(x) � F (x) ∀x ∈ (0, b],

имеем
∣∣∣(Tu2)(x) − (Tu1)(x)

∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣

⎛
⎝

x∫

0

H(x− t)u2(t) dt+ f(x)

⎞
⎠

1/α

−
⎛
⎝

x∫

0

H(x− t)u1(t) dt+ f(x)

⎞
⎠

1/α
∣∣∣∣∣∣∣
�

� 1

α
· 1{

[Fα(x)]
}(α−1)/α

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

H(x− t)u2(t) dt−
x∫

0

H(x− t)u1(t) dt

∣∣∣∣∣∣ �

� 1

α
· 1
α−1
α ·H(0) · x

x∫

0

H(x− t) · |u2(t)− u1(t)| dt.

Итак,

∣∣(Tu2)(x)− (Tu1)(x)
∣∣ � 1

(α− 1)H(0) · x

x∫

0

H(x− t) · ∣∣u2(t)− u1(t)
∣∣ dt. (27)

Так как ∣∣u2(x)− u1(x)
∣∣ = x1/(α−1)eβx

|u2(x)− u1(x)|
x1/(α−1)eβx

� x1/(α−1)eβx · ρb(u2, u1),
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то из (27), с учетом леммы 2, получим

∣∣(Tu2)(x) − (Tu1)(x)
∣∣ � 1

(α− 1)H(0) · x · ρb(u2, u1)
x∫

0

H(x− t)t1/(α−1)eβt dt =

=
1

(α− 1)H(0) · x · ρb(u2, u1)eβx
x∫

0

H(x− t)e−β(x−t)t1/(α−1) dt �

� H(c)

(α − 1) ·H(0) · x · eβx · ρb(u2, u1) · α− 1

α
· xα/(α−1).

Следовательно, ∣∣(Tu2)(x)− (Tu1)(x)
∣∣

x1/(α−1) · eβx � H(c)

α ·H(0)
· ρb(u2, u1) ∀x ∈ (0, b],

что pавносильно неpавенству (26). Поскольку, в силу неравенства (23), коэффицент в неравен-
стве (26) удовлетворяет условию H(c)/

[
αH(0)

]
< 1, то оператор T является сжимающим. �

Теорема 3. Если выполнены условия (5), (7) и (19), то интегральное уравнение (6) имеет в
Q0 (и в Pb при любом b > 0) единственное решение. Это решение может быть найдено методом
последовательных приближений, которые сходятся к нему по метрике (20) при любом b <∞.

Доказательство. Запишем уравнение (6) в операторном виде: u = Tu. Из леммы 1 и теоре-
мы 2 следует, что выполнены все требования принципа сжимающих отображений, из которого
непосредственно вытекает, что уравнение (6) имеет единственное решение в пространстве Pb при
любом b > 0 и это решение может быть найдено методом последовательных приближений, кото-
рые сходятся к нему по метрике (20) при любом b <∞.
Осталось показать, что уравнение (6) имеет единственное решение во всем классе Q0 (ср. [2]).

Положим P∞ =
⋃
b>0

Pb, т.е. P∞ есть множество функций, определенных на полуоси [0,∞), сужения

которых на отрезок [0, b] принадлежат Pb. Так как уравнение (6) имеет единственное решение в
Pb при любом b > 0 и коэффициент сжатия в (26) не зависит от b, то уравнение (6) имеет
единственное решение u∗(x) в P∞. Поскольку всякое решение уравнения (6) из Q0 удовлетворяет
оценкам (11), то это решение u∗(x) будет единственным решением уравнения (6) и в Q0. �
Таким образом, на основании теоремы ??, используя связь между решениями уравнения (6) и

задачи (1)–(6), установленную в лемме 2, мы можем сформулировать основной результат.

Теорема 4. Если выполнены условия (3), (4), (5) и (19), то начальная задача (1)–(2) име-
ет в Q1

0 (и в Pb при любом b > 0) единственное решение u∗(x). Это решение удовлетворяет
неравенствам (11), и его можно найти в полном метрическом пространстве Pb методом по-
следовательных приближений по формуле un = Tun−1, n ∈ N, со сходимостью по метpике

ρb(u1, u2) = sup
0<x�b

|u1(x)− u2(x)|
x1/(α−1) · eβx , где β =

1

H(0)
· sup
c�x�b

H(x)−H(0)

x
,

а число c определяется из условия (23). При этом справедлива следующая оценка погрешности:

ρb(un, u
∗) � qn

1− q
· ρb(Tu0, u0), n ∈ N,

где q = H(c)/
(
α ·H(0)

)
< 1, а u0(x) ∈ Pb —начальное приближение (произвольная функция).

Пример 2. Начальная задача

uα(x) = p

x∫

0

(x− t)u′(t) dt, α > 1, p > 0, x ∈ [0,∞), u(0) = 0,
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имеет в классе Q1
0 единственное pешение

u(x) =

(
α− 1

α
· p · x

)1/(α−1)

.

В данном случае ядро k(x) = p · x, p > 0, удовлетворяет всем требованиям условия (4).

Пример 2 показывет, что нелинейные однородные уравнения вольтерровского типа, в отличие
от линейных уравнений, кроме тривиального решения могут иметь и не тривиальные решения.
В тех случаях, когда условия теоремы 4 не выполняются, интегро-дифференциальное урав-

нение (1) при f(x) ≡ 0 может либо не иметь нетривиальных решений, либо иметь континуум
нетривиальных решений. Например, если α = 1, h(x) = 0 и k(x) = x, то уравнение (1) при
f(x) ≡ 0 не имеет в классе Q1

0 решений, а если α = 1, h(x) = 0 и k(x) = 1, то уравнение (1) при
f(x) ≡ 0 имеет в классе Q1

0 континуум решений u(x) = A · xq, где A и q—любые положительные
числа.
В заключение отметим, что, следуя работе [12], можно рассмотреть также вопрос о численном

решении начальной задачи (1)–(2).
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Аннотация. Рассмотрены два разностных оператора второго порядка, заданных своими беско-
нечными матрицами: оператор с обычным потенциалом и оператор с потенциалом с инволюцией.
Исследование спектральных свойств этих операторов при различных условиях проводилось ме-
тодом подобных операторов. Получены результаты, касающиеся асимптотики собственных зна-
чений в случае потенциала с инволюцией.

Ключевые слова: метод подобных операторов, собственное значение, спектральный проектор,
биинвариантное подпространство.

APPLICATION OF THE METHOD OF SIMILAR OPERATORS

TO SOME CLASSES OF DIFFERENCE OPERATORS

c© 2023 A. G. BASKAKOV, G. V. GARKAVENKO, N. B. USKOVA

Abstract. Two second-order difference operators defined by their infinite matrices are considered:
an operator with an ordinary potential and an operator with an involutive potential. The spectral
properties of these operators under various conditions were performed by the method of similar
operators. Results concerning the asymptotics of the eigenvalues in the case of a potential with
involution are obtained.

Keywords and phrases: method of similar operators, eigenvalue, spectral projector, bi-invariant
subspace.

AMS Subject Classification: 47A75, 47B25, 47B36

1. Введение. В работе рассматриваются разностные операторы второго порядка, соответству-
ющие оператору Штурма—Лиувилля при дискретизации. Данная статья носит полуобзорный
характер. В ней рассматривается как случай обычного потенциала, так и случай потенциала с
инволюцией. Методом исследования служит метод подобных операторов. При этом акцент де-
лается именно на отличиях в применении метода в зависимости от типа растущего потенциала.
Заметим, что трехдиагональные матрицы n-го порядка, соответствующие разностным уравнени-
ям Штурма—Лиувилля, рассматривались в работе [23]; там же с использованием вариационного
принципа получены двусторонние оценки наименьшего собственного значения матриц указанного
типа. Полученные в [23] результаты и методы исследования получили свое дальнейшее развитие
в [24, 30]. В работе [24], являющейся в некотором роде продолжением [23], упор делается на ко-
эрцитивных оценках решений разностных уравнений, а в [30] произведено обобщение и развитие
метода из [23] и его применение к разностным теоремам вложения. В настоящей работе рассмат-
риваются бесконечные аналоги разностных матриц из [23] и соответствующих операторов с точки
зрения их спектральных свойств.

Трехдиагональные бесконечные матрицы с различными условиями на матричные элементы
как числовые, так и блочные (операторные) широко используются в прикладных задачах. При

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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этом элементы, стоящие на диагоналях, параллельных главной, не обязаны быть одинаковыми.
Обычно рассматриваются несколько иные классы трехдиагональных бесконечных матриц таких,
как в [5, 40]. Отметим отдельно работу [5], в которой содержится качественный обзор результа-
тов и библиографии по спектральным свойствам этих матриц. Существуют различные способы
оценки собственных значений рассматриваемых в [5] матриц. Одним из которых является их
приближение собственными значениями некоторых конечных усеченных матриц (см. [38, 43]).
В работе [5] оценки собственных значений производились с использованием метода подобных
операторов с предварительным преобразованием подобия. Мы также будем использовать метод
подобных операторов, но другую, отличную от [5] его модификацию, потому что в нашем случае
элементы матрицы не удовлетворяют условиям из [5]. Отметим также работу [10] и имеющийся в
ней обзор. В [10] рассматривались трехдиагональные бесконечные матрицы, у которых по диаго-
налям, параллельным главной, стоят последовательности, суммируемые с квадратом, а элементы
главной диагонали «не разбегаются». Спектральные свойства таких матриц также исследовались
с помощью метода подобных операторов, но при этом использовалась модификация метода по-
добных операторов обычно применяемая для дифференциальных операторов первого порядка
с инволюцией и Дирака. Трехдиагональные матрицы из [10] дают хороший модельный пример
указанной модификации, так как для него можно выписать и просчитать в явном виде весовую
последовательность, используемую в методе.

В настоящей работе сначала проведен обзор результатов, касающихся спектральных свойств
бесконечных трехдиагональных матриц, таких, как матрицы из [23] в случае четного потенциала
и потенциала общего вида из [8,9,11,39]. Затем приводятся новые результаты, касающиеся асимп-
тотики собственных значений в случае потенциала с инволюцией. Упор делается на отличиях в
применении метода исследования в зависимости от потенциала. Также приведены результаты,
касающиеся биинвариантных подпространств.

2. Постановка задачи. Перейдем к постановке задачи. Как обычно, через Z обозначено мно-
жество целых чисел, C—поле комплексных чисел, а через l2 = l2(Z)— гильбертово пространство
последовательностей x : Z → C с нормой, индуцированной стандартным скалярным произведе-
нием:

(x, y) =
∑
n∈Z

xnyn, ‖x‖2 =
∑
n∈Z

|xn|2.

В пространстве l2 стандартный базис состоит из таких векторов {li, i ∈ Z}, что li(n) = δin, i, n ∈ Z.
Согласно [23] в пространстве l2 рассматривается разностный оператор E0 : l2 → l2, заданный своей
(бесконечной) трехдиагональной матрицей в базисе {ei, i ∈ Z}:

A1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 a(−2) + 2 −1 0 0 0 0
0 −1 a(−1) + 2 −1 0 0 0
0 0 −1 a(0) + 2 −1 0 0
0 0 0 −1 a(1) + 2 −1 0
0 0 0 0 −1 a(2) + 2 −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отметим, что рассматриваемый класс матриц соответствует разностным уравнениям Штурма—
Лиувилля. Условия на последовательность a : Z → C будут приведены ниже. Кроме матрицы A1

также введем в рассмотрение матрицу A2 вида

A2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 2 −1 0 0 a(−2) 0
0 −1 2 −1 a(−1) 0 0
0 0 −1 a(0) + 2 −1 0 0
0 0 a(1) −1 2 −1 0
0 a(2) 0 0 −1 2 −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Матрицы типа матрицы A2 соответствуют разностным уравнением Штурма—Лиувилля с потен-
циалом с инволюцией.
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Отметим, что в настоящее время дифференциальные операторы первого и второго порядка
с инволюцией активно изучаются (см., например, [6, 7, 17, 33, 34, 36, 42]). Дифференциальные
операторы первого порядка с инволюцией также исследовались методом подобных операторов
(см. [33,34,36]), но применялась другая схема метода подобных операторов из [35], в основе кото-
рой лежит возможность с помощью предварительного преобразования подобия перевести иссле-
дуемый оператор к оператору с возмущением из весового пространства операторов Гильберта—
Шмидта. В рассматриваемом случае такая схема не работает.

Пусть матрица A1 определяет в l2 оператор A1 : D(A1) ⊂ l2 → l2 с областью определения

D(A1) =

{
x ∈ l2 :

∑
n∈Z

|a(n)x(n)|2 <∞
}

а матрица A2 естественным образом определяет оператор A2 : D(A2) ⊂ l2 → l2, где

D(A2) =

{
x ∈ l2 :

∑
n∈Z

|a(−n)x(n)|2 <∞
}
.

Для оператора A1 введем две группы условий на последовательность a : Z → C:
(I) a(i) �= a(j) при i �= j, i, j ∈ Z; lim

|n|→∞
|a(n)| → ∞;

0 < di = inf
i �=j

|a(i)− a(j)| → ∞, |i| → ∞, j ∈ Z;

(II) a(i) = a(−i), i ∈ Z+, a(j) �= a(i), i �= −j, i, j ∈ Z;

0 < di = inf
i �=j

|a(i)− a(j)| → ∞,

Первая группа условий соответствует растущему потенциалу общего вида, вторая группа усло-
вий — четному растущему потенциалу. Для оператора A2 условия на растущую последователь-
ность a : Z → R следующие:

(III) a(i) = a(−i), i ∈ N, a(i) �= a(j), i �= j, i, j ∈ Z+,

di = inf
i �=j

|a(i) − a(j)| → ∞, i→ ∞, i, j ∈ Z+.

Через End l2 обозначим банахову алгебру всех линейных ограниченных операторов, действующих
в l2. Представим оператор A1 в виде

A1 = A0 −B,

где

(A0x)(n) = (a(n) + 2)x(n), n ∈ Z, D(A0) = D(A1),

B ∈ End l2, (Bx)(n) = x(n− 1) + x(n+ 1), n ∈ Z.

Оператор A0 —нормальный оператор (см. определение 1), в случае выполнения группы усло-
вий (I) он имеет простые изолированные собственные значения

λn = a(n) + 2, σ(A0) =
⋃
n∈Z

{λn},

а векторы {en, n ∈ Z} являются его собственными векторами. Пусть Pn = P ({λn}, A0)— спек-
тральный проектор, построенный по спектральному множеству {λn}, n ∈ Z, Pnx = (x, en)en,
n ∈ Z. В случае выполнения условий (II) собственные значения λn = a(n) + 2, n ∈ Z+, опера-
тора A0 являются двукратными, λ0 = a(0) + 2—простое, векторы en, n ∈ Z, также являются
собственными векторами. Пусть

P0x = (x, e0)e0, Pnx = (x, en)en + (x, e−n)e−n, n ∈ N.

Важно отметить, что из-за кратности собственных значений оператора A0 в дальнейшем, при
применении метода подобных операторов, приходится рассматривать именно блочные матрицы,
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состоящие из блоков 2 × 2. Иначе метод подобных операторов применять нельзя. Также блоч-
ные матрицы приходится рассматривать при применении других модификаций метода подобных
операторов, например, в [3, 4, 25, 35, 37, 44].

Перейдем к оператору A2. Его также можно представить в виде A2 = Ã0 −B, где оператор B
останется таким же, как и в предыдущем случае, и

(Ã0x)(n) = a(−n)x(n) + 2x(n), n ∈ Z, D(Ã0) = D(A2).

Отметим, что при применении метода подобных операторов обычно невозмущенный оператор
не изменяется, а возмущения бывают различными или рассматриваемыми в разных оператор-
ных пространствах. В данной же статье наоборот, меняется вид невозмущенного оператора в
зависимости от того, является ли рассматриваемый оператор оператором с инволюцией.

3. Предварительные сведения. Пусть H— абстрактное гильбертово пространство.

Определение 1 ( [26]). Линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ H → H, D(A) = H,
называется нормальным, если для сопряженного оператора выполнены условия D(A) = D(A∗),
‖A∗x‖ = ‖Ax‖, x ∈ D(A), и самосопряженным, если A∗x = Ax.

Отметим, что оператор A1 является самосопряженным в случае вещественной последователь-
ности a : Z → C, а в общем случае он нормальный. Оператор A2 является самосопряженным, так
как последовательность a : Z → C вещественная и четная.

Определение 2. Два линейных оператора Ei : D(Ei) ⊂ H → H, i = 1, 2, называются подобны-
ми, если существует такой непрерывно обратимый оператор U ∈ EndH, что

UD(E2) = D(E1), E1Ux = UE2x, x ∈ D(E2).
Оператор U называется оператором преобразования оператора E1 в оператор E2 или сплетающим
оператором.

Широкое использование преобразования подобия обусловлено тем, что спектральные свойства
одного из операторов можно найти, зная спектральные свойства ему подобного. Соответствующее
утверждение удобно оформить в виде следующей леммы.

Лемма 1. Пусть Ei : D(Ei) ⊂ H → H—подобные операторы и U — оператор преобразования.
Тогда имеют место следующие утверждения.

(a) Im E1 = U(Im E2).
(b) если σ(Ei), σd(Ei), σc(Ei), σr(Ei)— спектр, дискретный, непрерывный и остаточные спек-

тры оператора Ei, i = 1, 2, то

σ(E1) = σ(E2), σd(E1) = σd(E2), σc(E1) = σc(E2), σr(E1) = σr(E2).
(c) Пусть e— собственный вектор оператора E2, отвечающий собственному значению λ,

E2e = λe. Тогда E1Ue = λUe.
(d) Если оператор E2 допускает разложение

E2 = E21 ⊕ E22, E2k = E2|Hk,

и H = H1⊕H2 —прямая сумма инвариантных относительно E2 подпространств H1 и H2,
то подпространства H̃k = U(Hk), k = 1, 2, инвариантны относительно оператора E1 и

E1 = E11 ⊕ E12, E1k = E1|H̃k, k = 1, 2.

Более того, пусть P —проектор, осуществляющий разложение

H = H1 ⊕H2, H1 = ImP, H2 = Im(I − P ),

то проектор P̃ ∈ EndH, осуществляющий разложение

H̃ = H̃1 ⊕ H̃2,

определяется формулой
P̃ = UPU−1.
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(e) Если E2 — генератор сильно непрерывной полугруппы операторов T2 : R+ → EndH, то
оператор E1 также является генератором сильно непрерывной полугруппы операторов
T1 : R+ → EndH, T1(t) = UT2(t)U

−1, t � 0.

Пусть пространство H представимо в виде прямой суммы взаимно ортогональных ненулевых
замкнутых подпространств Hn, n ∈ Z, т.е.

H =
⊕
n∈Z

Hn, (1)

где Hi ортогонально Hj при i �= j, i, j ∈ Z, и

x =
∑
n∈Z

xn, xn ∈ Hn, ‖x‖2 =
∑
n∈Z

‖xn‖2.

В этом случае последовательность (Hn)n∈Z обычно называют ортогональным базисом из подпро-
странств пространства H (см. [12, 18]). Такое представление пространства H ведет к существо-
ванию разложения единицы системы ортопроекторов P = {Pn, n ∈ Z}. При этом проекторы Pn,
n ∈ Z, обладают следующими свойствами:

P ∗
n = Pn, n ∈ Z; PiPj = 0 при i �= j, i, j ∈ Z;

ряд
∑
n∈Z

Pnx безусловно сходится к x ∈ H и ‖x‖2 =
∑
n∈Z

‖Pnx‖2; из равенств Pkx = 0, k ∈ Z, следует,

что вектор x нулевой; Hk = ImPk, xk = Pkx, k ∈ Z.

Определение 3 (см. [25, 36]). Линейный оператор E : D(E) ⊂ H → H называется ортогональ-
ной прямой суммой ограниченных операторов En ∈ EndHn, n ∈ Z, относительно разложения (1),
если выполнены следующие условия:

(i) Hn ⊂ D(E) =
{
x ∈ H :

∑
k∈J

‖Ekxk‖2 <∞, xk = Pkx, k ∈ Z

}
для всех n ∈ Z;

(ii) каждое подпространство Hn, n ∈ Z, инвариантно относительно оператора E и En, n ∈ Z,
есть сужение оператора E на Hn, n ∈ Z;

(iii) Ex =
∑
k∈Z

Ekxk, x ∈ D(E), где xk = Pkx, k ∈ Z.

При этом используется обозначение
E =

⊕
n∈Z

En, (2)

Если для последовательности подпространств (H̃n)n∈Z существует такой линейный ограни-
ченный непрерывно обратимый оператор U и такой ортогональный базис из подпространств
(Hn)n∈Z, что H̃n = UHn, то (H̃n)n∈Z, очевидно, тоже является базисом. Его принято называть
базисом Рисса из подпространств (см. [12,18]). Кроме того, если оператор U представим в виде
U = I +W , где W ∈ S2(H), то базис Рисса будем называть базисом Бари. Для базисов Рисса
будем использовать запись

H =
⊎
k∈Z

UHk =
⊎
k∈Z

H̃k. (3)

Такой базис также называется базисом из подпространств, эквивалентным ортогональному, или
спрямляемым базисом (см. [12, 31]).

Разложение (3) будем называть квазиортогональным или U -ортогональным.

Определение 4 (см. [36]). Линейный замкнутый оператор E : D(E) ⊂ H → H назовем квази-
ортогональной (U -ортогональной) прямой суммой ограниченных операторов Ẽk, k ∈ Z, относи-
тельно квазиортогонального разложения пространства H вида (3), если для некоторого обрати-
мого оператора U ∈ EndH имеет место разложение

U−1EU =
⊕
n∈Z

U−1EnU
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вида (2). При этом используется запись

E =
⊎
k∈Z

Ẽk.

Предположим, что операторы E и Ẽ подобны, а оператор U является оператором преобразова-
ния E в Ẽ . Пусть также оператор Ẽ является ортогональной прямой суммой

Ẽ =
⊕
k∈Z

Ẽk.

Из определений 1 – 3 немедленно вытекает, что в этом случае оператор E является U -
ортогональной прямой суммой

E =
⊎
k∈Z

Ek,

где Ek = U ẼkU−1.
Далее мы также затронем проблему построения биинвариантных подпространств для опера-

тора A1, что не было рассмотрено в [8, 9, 11, 39]. Введем ниже соответствующую терминологию.
При этом в вопросах биинвариантных подпространств мы будем придерживаться терминологии
из [2].

Определение 5 ((см. [2]). Нетривиальное замкнутое линейное подпространство H0 ⊂ H
(H0 �= H) называется биинвариантным для линейного оператора E : D(E) ⊂ H → H, если H0 и
его ортогональное дополнение H⊥

0 инвариантны относительно E .
Лемма 2. Пусть линейный оператор E перестановочен с некоторым ортопроектором Q,

т.е. EQ = QE. Тогда подпространства ImQ и RanQ являются биинвариантными для операто-
ра E.

Отметим, что очевидная лемма 2 и применяется для построения биинвариантных подпро-
странств.

Определение 6. Пусть подпространство H0 биинвариантно для некоторого оператора E . То-
гда подпространство (I + U)H0, где U , (I + U)−1 ∈ EndH назовем биинвариантным подпро-
странством Рисса. Если же U ∈ S2(H), то (I+U)H0 назовем биинвариантным подпространством
Бари.

4. Метод подобных операторов. Обычно изучение спектральных свойств некоторых опера-
торов в гильбертовом пространстве, представимых в виде A−B : D(A) ⊂ H → H, где A— хорошо
изученный оператор с известными спектральными свойствами и B — его возмущение, подчинен-
ное оператору A, укладывается в рамки теории возмущений линейных операторов. Эта теория
восходит к книге [14] и развивается в работах различных авторов (см. [1,13,16,19–21,41]). Обзор
имеющихся на 1967 год результатов в теории возмущений линейных операторов можно найти
в диссертации [15]. Свое дальнейшее развитие и использование теория возмущений получила,
например, в [22, 27, 28, 32], а также работах других авторов.

Одним из самых распространенных методов исследования в теории возмущений линейных
операторов является резольвентный метод (см. [14]), связанный с использованием интегрально-
го представления для проектора Рисса P (σ,A), построенного по спектральной компоненте σ из
спектра σ(A) оператора A. С помощью резольвентного метода исследования проводились, напри-
мер, в [22, 32, 42]. Не всегда бывает удобно оценивать соответствующие интегралы на контурах,
поэтому существуют и другие методы исследования. Один из которых, метод операторов преобра-
зования или transmutation method, связан с построением подходящего преобразования подобия
исходного оператора в оператор более простой структуры. Историю и современное состояние
метода операторов преобразования можно найти в [29]. Используемый нами метод подобных опе-
раторов также относится к методам операторов преобразования. В изложении метода подобных
операторов будем придерживаться работы [35].
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Пусть A : D(A) ⊂ H → H—некоторый абстрактный невозмущенный оператор. Одним из
основных понятий метода подобных операторов является определение допустимой для невозму-
щенного оператора A тройки, которая для применимости метода должна удовлетворять ряду
условий.

Определение 7 (см. [35]). Пусть U— банахово пространство операторов из EndH с нормой
‖X‖∗, X ∈ U, и J : U → U, Γ : U → U—трансформаторы, т.е. линейные операторы в пространстве
линейных операторов. Тройку (U, J,Γ) будем называть допустимой тройкой для оператора A, а
U—пространством допустимых возмущений, если выполнены следующие условия:

(i) J и Γ—непрерывные трансформаторы, причем J —проектор;
(ii) (ΓX)D(A) ⊂ D(A),

A(ΓX) − (ΓX)A = X − JX (4)
для любого X ∈ U и Y = ΓX — единственное решение уравнения

AY − Y A = X − JX, (5)

удовлетворяющее условию JY = O, где O—нулевой оператор в H;
(iii) X(ΓY ), (ΓY )X ∈ U для всех X, Y ∈ U и существует такая постоянная γ > 0, что ‖Γ‖ � γ

и
max{‖X(ΓY )‖∗, ‖(ΓX)Y ‖∗} � γ‖X‖∗‖Y ‖∗;

(iv) для любого X ∈ U и любого ε > 0 существует такое число λε ∈ ρ(A), что

‖X(A− λεI)
−1‖ < ε;

(v) J((ΓX)JX) = O для всех X, Y ∈ U.

Отметим, что для одного невозмущенного оператора A иногда можно построить несколько
разных допустимых троек.

Трансформатор J — обычно это оператор диагонализации (блочной диагонализации) матрицы
оператора X ∈ U. Трансформатор Γ связан с построением оператора U из определения 2. Свой-
ства (ii)–(v) допустимой тройки необходимы для разрешения нелинейного операторного уравне-
ния (7) метода подобных операторов, приведенного ниже.

Зафиксируем теперь некоторую допустимую тройку (U, J,Γ) для невозмущенного оператора A.

Теорема 1 (см. [33, 35]). Пусть (U, J,Γ)— допустимая для оператора A тройка и B —неко-
торый оператор из пространства возмущений U. Если

4γ‖J‖‖B‖∗ < 1, (6)

то оператор A−B подобен оператору A− JX∗, где X∗ ∈ U—решение уравнения

X = BΓX − (ΓX)JB − (ΓX)J(BΓX) +B = Φ(X); (7)

оно может быть найдено методом простых итераций, если положить X0 = 0, X1 = B, . . . .
Преобразование подобия оператора A−B в оператор A−JX∗ осуществляет оператор I+ΓX∗ ∈
EndH. Отображение Φ : U → U является сжимающим в шаре

B =
{
X ∈ U : ‖X −B‖∗ � 3‖B‖∗

}
.

5. Применение метода подобных операторов к оператору A1. В этом разделе построим
допустимую тройку для оператора A1 в двух случаях: в случае потенциала общего вида и в слу-
чае четного потенциала; приведем полученные в [2, 8, 9, 11, 39] результаты, касающиеся основной
теоремы о подобии, оценках собственных значений и спектральных проекторов, а также новые
теоремы, касающиеся биинвариантных подпространств.

Вернемся к невозмущенному оператору A0. Обозначим через J множество J = {Z,Z+}. Тогда
оператор A0 есть ортогональная прямая сумма операторов A0i = A0|Hi = (a(i) + 2)Ii, i ∈ J, где
Ii, i ∈ J, есть тождественный оператор в Hi = ImPi, i ∈ J. Иными словами,

A0 =
⊕
i∈Z

(a(i) + 2)Ii
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в случае выполнения первой группы условий и

A0 =
∑
i∈Z+

(a(i) + 2)Ii

в случае выполнения второй группы условий (четного потенциала). Это представление оператора
A0 связано с представлением пространства l2 в виде

l2 =
⊕
i∈J

Hi =
⊕
i∈J

ImPi.

Напомним, что dim ImP0 = 1, dim ImPi = 2, i ∈ N, в случае четного потенциала и dim ImPi = 1,
i ∈ Z, в случае потенциала общего вида. При этом использовалось разложение единицы системой
спектральных проекторов {Pi, i ∈ J} оператора A0. Отметим, что подпространства Hi, i ∈ J,
образуют базис из подпространств в l2, а также систему биинвариантных подпространств.

Рассмотрим также другое представление единицы. Пусть

P(m) =
∑

|j|<m, j∈J
Pj , P(m) = {P(m)} ∪

{
Pi, |i| > m, i ∈ J

}
.

Тогда пространство l2 представимо в виде ортогональной прямой суммы подпространств

l2 = H(m) ⊕
( ⊕

|i|>m, i∈J
Hi

)
,

где H(m) = ImP(m). При этом подпространства H(m), Hi, |i| > m, i ∈ J, также образуют базис из
подпространств в l2. Оператор A0 можно представить в виде

A0 = A0(m) ⊕
( ⊕

|i|>m, i∈J
A0i

)
= A0(m) ⊕

( ⊕
|i|>m, i∈J

(a(i) + 2)Ii

)
,

где m ∈ Z+ и A0(m) = A0|H(m).
Важно отметить, что системы подпространств {Hi, i ∈ J} и {H(m), Hi, |i| > m, i ∈ J} являются

системами биинвариантных подпространств для оператора A0.
Каждому ограниченному оператору X ∈ End l2 поставим в соответствие его (операторную)

матрицу относительно некоторой дизъюнктной системы проекторов {Qn, n ∈ J}, X ∼ (QiXQj),
i, j ∈ J. Оператор X из End l2 отнесем к End1 l2, если конечна величина∑

p∈Z, i−j=p
‖QiXQj‖∞,

принимаемая за норму в End1 l2. В рассматриваемом случае в качестве дизъюнктной системы
проекторов будет выступать система спектральных проекторов {Pi, i ∈ J} невозмущенного опе-
ратора A0. Отметим, что, очевидно, B1, B2 ∈ End1 l2 и имеют трехдиагональные матрицы относи-
тельно введенной системы проекторов. Поэтому в методе подобных операторов удобно в качестве
пространства допустимых возмущений использовать End1 l2.

Перейдем к построению операторов J , Γ ∈ End(End1 l2). Положим

JX = J0X =
∑
i∈J

PiXPi, JkX = P(k)XP(k) +
∑

i∈J |i|>k
PiXPi, k � 0.

Отметим, что

(JX)ij =

{
Xij , i = j,

0, i �= j,
(JkX)ij =

⎧⎪⎨
⎪⎩
Xij, i = j,

Xij, max{|i|, |j|} � k,

0 в остальных случаях.

Таким образом, оператор J оставляет в матрице оператора X главную диагональ, а остальные
элементы обнуляет. Оператор J(k) оставляет главную диагональную и центральный блок размера
2k + 1, а остальные элементы обнуляет.
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Оператор Γk ∈ End(End1 l2) зададим матричными элементами

(ΓX)ij = (Γ0X)ij =

⎧⎨
⎩
0, i = j,

Xij

a(i)− a(j)
, i �= j,

(ΓkX)ij =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, i = j,

0, max{|i|, |j|} � k,
Xij

a(i)− a(j)
в остальных случаях.

Заметим, что знаменатель не обращается в нуль в случае группы условий (II) на потенциал, так
как в этом случае в качестве матричных элементов выступают матрицы 2 × 2 и совпадающие
члены четной последовательности a : Z → C попадают в один матричный элемент, который
обнуляет оператор Γk ∈ End(End1 l2), k ∈ Z+. Теперь оператор Γk определен. Отметим также,
что

ΓkX = Γ0X − Γ0(P(k)XP(k)) = Γ0X − P(k)(Γ0X)P(k).

Из результатов [8, 9, 11, 39] вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Для любого k � 0 тройка (End1 l2, Jk,Γk) есть допустимая тройка для операто-
ра A0. При этом константа γ из определения 7 допускает оценку

γk � const d−1
k ,

где
dk = dist

(
σ(k), σ(A) \ σ(k)

)
, σ(k) =

⋃
i∈J, |i|�k

{a(i) + 2}.

Теорема 3. Существует такое k ∈ Z+, что оператор A, подобен оператору A0 − JkX0 =
A0 − V0, где X0, V0 ∈ End1 l2,

(A0 −B)(I + ΓkX0) = (I + ΓkX0)(A0 − JkX0).

Оператор A0 − V0 есть ортогональная прямая сумма

A0 − V0 = A0 −
(
V0(k) ⊕

( ⊕
|i|>k, i∈J

V0i

))

относительно ортогонального разложения пространства

l2 = H(k) ⊕
( ⊕

|i|>k, i∈J
Hi

)

и размерность подпространства H(k) есть 2k+1. Оператор X0 есть решение нелинейного опе-
раторного уравнения (7). Более того, оператор A1 есть U -ортогональная (U = I+ΓkX0) прямая
сумма

A1 = U

(
A0 −

(
X0(k) ⊕

( ⊕
|i|>k, i∈J

X0i

)))
U−1

относительно U -ортогонального разложения

l2 = UH(k) ⊕
( ⊕

|i|>k, i∈J
UHi

)
.

Из теоремы 3 немедленно вытекает, что система подпространств
{
UH(k), UHi, |i| > k, i ∈ J

}
образует в l2 базис Рисса из подпространств (спрямляемый базис; базис, эквивалентный ортого-
нальному, из подпространств).

Следствие 1. Пусть последовательность a : Z → C удовлетворяет группе условий (I). То-
гда существует такое k ∈ Z+, что спектр σ(A1) оператора A1 представим в виде

σ(A1) = σ(k) ∪
( ⋃

|i|>k
σi

)
, i ∈ J,
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где множество σ(k) содержит не более чем 2k+1 собственных значений, множества σi = {μi}
одноточечны и

μi = a(i) + 2 +O(d−1
i ), |i| > k, (8)

μi = a(i) + 2− a(i+ 1)− 2a(i) + a(i− 1)

(a(i+ 1)− a(i))(a(i − 1)− a(i))
+O(d−2

i ). (9)

Соответствующие собственные векторы ẽi такие, что

‖ẽi − yi‖ = O(d−2
i ), |i| > k,

где

yi(j) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, i = j,

(a(i + 1)− a(i))−1, j = i± 1,

0 в других случаях.
Собственные векторы {ẽi} образуют в l2 базис Рисса со скобками.

Следствие 2. Пусть последовательность a : Z → C удовлетворяет группе условий (II).
Тогда спектр σ(A1) оператора A1 также представим в виде

σ(A1) = σ(k) ∪
( ⋃
i>k, i∈J

σi

)
,

где множество σ(k), как и в следствии 1, содержит не более 2k + 1 собственных значений.
Множества σi, i > k, двухточечны, σi = {μi, μ−i} и для μ±i имеют место асимптотические
оценки (8), (9).

Обозначим через P̃n, |n| > k, n ∈ J, P̃(k), спектральные проекторы, построенные по спектраль-
ным множествам σ(k), σi, i ∈ J, |i| > k, из следствий 1 и 2.

Из леммы 1 и теоремы 3 вытекает следующее утверждение.

Следствие 3. Для спектральных проекторов P̃n, |n| > k, n ∈ J, P̃(k), имеют место формулы

P̃n = (I + ΓkX∗)Pn(I + ΓkX∗)−1, n ∈ J, |n| > k,

P̃(k) = (I + ΓkX∗)P(k)(I + ΓkX∗)−1,

P̃n − Pn = (ΓkX∗Pn − PnΓkX∗)(I + ΓkX∗)−1,

P̃(k) − P(k) = (ΓkX∗P(k) − P(k)ΓkX∗)(I + ΓkX∗)−1.

При этом имеют место следующие оценки:

‖P̃n − Pn‖ = O(d−1
n ), n ∈ J, |n| > k,∥∥∥∥∥

N∑
n=m

P̃n −
N∑

n=m

Pn

∥∥∥∥∥ = O(d−1
n ), m > k, N > m, N ∈ J,

∥∥∥∥∥P̃(k) +

l∑
|i|>k

P̃i −
∑
|i|<l

Pi

∥∥∥∥∥ = O(d−1
l ),

если J = Z, и ∥∥∥∥∥P̃(k) +
l∑

i>k

P̃i −
l∑
i=0

Pi

∥∥∥∥∥ = O(d−1
l ),

если J = Z+.

Из теоремы 3 и леммы 2 вытекает следующее утверждение.

Следствие 4. Подпространства Im P̃(k), Ker P̃(k), Im P̃i, Ker P̃i, |i| > k, i ∈ J, образуют счет-
ный набор биинвариантных подпространств Рисса для оператора A1.
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6. Применение метода подобных операторов к оператору A2. Перейдем к оператору
A2. Отметим еще раз, что в отличие от обычно применяемой схемы метода подобных операторов,
когда невозмущенный оператор остается тем же, а меняется оператор-возмущение, в рассматри-
ваемом случае, напротив, оператор-возмущение B одинаков для A1 и A2, а невозмущенные опе-
раторы различны. Поэтому в качестве пространства допустимых возмущений мы также будем
использовать пространство End1 l2. Напомним, что невозмущенным оператором в рассматривае-
мом случае считаем оператор Ã0 : D(Ã0) = D(A2) ⊂ l2 → l2, где (Ã0x)(n) = a(−n)x(n) + 2x(n).
Введем в рассмотрение следующую систему ортопроекторов в l2:

P0x = (x, e0)e0, Pnx = (x, en)en + (x, e−n)e−n, n ∈ N,

где en, n ∈ Z, — векторы стандартного базиса в l2. Очевидно, что пространство l2 представимо в
виде прямой суммы

l2 =
⊕
n∈Z+

Hn, (10)

где Hn = ImPn, n ∈ Z+, при этом dimH0 = 1, dimHn = 2, n ∈ N. Таким образом, как и в случае
выполнения группы условий (II) для оператора A1, мы будем рассматривать пространство l2 как
прямую сумму взаимно ортогональных двумерных подпространств. Но в случае оператора A1

такое рассмотрение связано с четностью потенциала и возможностью корректного определения
оператора Γ ∈ End(End1 l2).

В случае оператора A2 отличием является то, что векторы стандартного базиса пространства
l2 не являются собственными векторами невозмущенного оператора Ã0, а введенные выше про-
екторы Pi, i ∈ Z+ его спектральными проекторами. Использование именно такого представления
пространства l2 связано с нахождением растущей последовательности на a : Z → C побочной
диагонали. Оператор Ã0 является ортогональной прямой суммой ограниченных операторов Ã0n

относительно разложения (10). Оператор Ã00 имеет ранг 1, а операторы Ã0n —ранг 2; в Hn за-
даются матрицей (

2 a(−n)
a(n) 2

)
, n ∈ N.

При этом

σ(Ã0) =
⋃
n∈Z+

σ(Ã0n), n ∈ Z+,

где
σ(Ã0n) = {λ±n } = {2±

√
a(n)a(−n)}, n ∈ N, σ(Ã00) = {λ0} = {2 + a(0)}.

Очевидно, что вектор ẽ0, отвечающий собственному значению λ0, совпадает с вектором стан-
дартного базиса e0. Ортогональные собственные векторы e±n, n ∈ N, отвечающие собственному
значению λ±n, n ∈ N, входят в ImPn, n ∈ N, и имеют в нем координаты en,0 = {1/√2,−1/

√
2},

e−n,0 = {1/√2, 1/
√
2}. При этом преобразование, приводящее матрицу оператора Ã0n, n ∈ N,

к диагональному виду унитарно. Таким образом, можно считать, что самосопряженный опе-
ратор Ã0 имеет диагональную матрицу, его собственные векторы известны, соответствующие
спектральные проекторы P̃n, n ∈ Z, также определены, причем Im P̃n = ImPn, n ∈ Z. При этом
относительно нового базиса (или новой системы ортопроекторов) матрица возмущения B̃ также
остается блочной трехдиагональной матрицей. Таким образом, оператор Ã0 − B̃ удовлетворя-
ет всем условиям применения стандартной схемы метода подобных операторов и все выкладки
предыдущего раздела относительно построения допустимой тройки и приведения оператора к
блочно-диагональному виду проходят без изменений.

Единственным отличием для построения допустимой тройки является только то, что в фор-
мулах раздела 5, определяющих операторы Jk, Γk ∈ End(End1 l2) вместо стандартной системы
проекторов {Pn}, n ∈ J, используются спектральные проекторы {P̃n}, построенные по спектраль-
ным множествам σ(Ã0n) оператора Ã0. Аналогично теоремам 2 и 3 доказываются следующие
теоремы.
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Теорема 4. Тройка (End1 l2, Jk,Γk) для любого k ∈ Z+ является допустимой тройкой для
невозмущенного оператора Ã0.

Теорема 5. Существует такое k ∈ Z+, что оператор Ã0 − B̃ подобен оператору Ã0 − V0,
V0 ∈ End1 l2, который является ортогональной прямой суммой

Ã0 − V0 = Ã0 −
(
V0(k) ⊕

(⊕
i>k

V0i

))

относительно разложения пространства l2 вида (10). Оператор Ã0− B̃ есть U -ортогональная
прямая сумма

A0 − B̃ = U

(
A0 −

(
V0(k) ⊕

( ⊕
i>k

V0i

)))
U−1

относительно U -ортогонального разложения пространства

l2 = UH(k) ⊕
(⊕
i>k

UHi

)
.

Заметим, что в рассматриваемом случае константа γk из определения 7 допускает оценку

γ = γk � (|a(k + 1)− a(k)|)−1,

и ее можно сделать малой в силу выполнения группы условий (III).

Следствие 5. Система подпространств UH(k), UHi, i > k, образует в l2 базис Рисса из под-
пространств (базис из подпространств, эквивалентный ортогональному, спрямляемый базис).

Теорема 6. В условиях теоремы 5 собственные значения λ̃±i , i > k, оператора A2 допускают
оценку ∣∣λ̃±i − λ±i

∣∣ � Cγi, i > k.
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Аннотация. Представлены критерии устойчивости в смысле Ляпунова систем обыкновенных
дифференциальных уравнений, основанные на преобразованиях разностных схем. Целью пре-
образований является получение зависимости величины возмущения решения в произвольный
момент времени от возмущения начальных данных.

Ключевые слова: устойчивость по Ляпунову, компьютерный анализ устойчивости, численное
моделирование устойчивости.
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Abstract. In this paper, we present criteria of stability in the Lyapunov sense for systems of
ordinary differential equations based on transformations of difference schemes. The purpose of the
transformations is to obtain the dependence of the magnitude of the perturbation of the solution at an
arbitrary point in time on the perturbation of the initial data.

Keywords and phrases: Lyapunov stability, computer analysis of stability, numerical simulation of
stability.
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1. Введение. Анализ устойчивости в смысле Ляпунову систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений необходимо выполнять в различных областях современной науки и техники,
в частности, при управлении летательными аппаратами, технологическими процессами, создании
высотных строительных конструкций, в синергетике (см. [3]), при оценке динамики загрязнения
экосистемы водного объекта (см. [4]). Необходимость выполнять анализ устойчивости в режиме
реального времени требует разработки критериев, допускающих компьютерную реализацию.

В статье предлагается подход к анализу устойчивости систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, основанный на преобразованиях разностных схем численного интегрирования.
В результате преобразований требуется получить зависимость величины возмущения решения в
произвольный момент времени от возмущения начальных данных с некоторым коэффициентом
пропорциональности, который и определяет характер устойчивости. На этой основе формулиру-
ются критерии устойчивости и асимптотической устойчивости в виде необходимых и достаточных
условий. Компьютерная реализация критериев должна позволить сделать однозначный вывод о
характере устойчивости исследуемой системы в режиме реального времени.

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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2. Описание метода. Рассматривается задача Коши для системы линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений

dY

dt
= A(t)Y, Y (t0) = Y0. (1)

Предполагается, что для (1) выполнены все условия существования и единственности решения в
области

R1 =
{
t0 � t <∞; Ỹ (t), Y (t) : ‖Ỹ0 − Y0‖ � δ1, δ1 > 0

}
.

Элементы (n × n)-матрицы A(t)—функции akj(t), непрерывно дифференцируемые в R1. Ниже
используются каноническая норма матрицы и согласованная с ней норма вектора:

‖A‖ = max
1�k�n

n∑
j=1

|akj |, ‖Y ‖ = max
1�k�n

|yk|.

Для произвольно фиксированного значения t ∈ [t0,∞) всюду ниже предполагается, что величины
t, i, h связаны соотношениями t = ti+1, h = (ti+1 − t0)/(i + 1), i = 0, 1, . . . .

Для простоты изложения и наглядности преобразования разностных схем в качестве прибли-
женного метода решения системы (1) используется метод Эйлера. Точное значение величины
возмущения решения системы (1) методом Эйлера в форме с остаточным членом на произволь-
ном промежутке [t0, t] определяется из соотношения

Ỹi+1 − Yi+1 =
(
E + hA(ti)

)(
Ỹi − Yi

)
+QE,i. (2)

Таким образом, величина возмущения на текущем шаге выражается через величину возмущения
на предыдущем шаге. Выражая по аналогии величину возмущения на i-м шаге через величину
возмущения на (i− 1)-м шаге и подставляя в соотношение (2), имеем

Ỹi+1 − Yi+1 =
(
E + hA(ti)

)(
E + hA(ti−1)

)× (
Ỹi−1 − Yi−1

)
+

(
E + hA(ti)

)
QE,i−1 +QE,i. (3)

Рекуррентно преобразуя правую часть (3), получим выражение для возмущения на текущем шаге
через возмущение начальных данных:

Ỹi+1 − Yi+1 =

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)(
Ỹ0 − Y0

)
+ Li, (4)

где

Li =

i∑
r=1

i−r∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)
QE(r−1) +QE,i, lim

i→∞
Li = �0

(см. [1]). Переходя в (4) к пределу при h→ 0, что равносильно i→ ∞, получим для всех t ∈ [t0,∞)
тождество

Ỹ (t)− Y (t) = lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)(
Ỹ0 − Y0

)
,

смысл которого в том, что для произвольного t величина возмущения равна бесконечному мат-
ричному произведению, умноженному на возмущение начальных данных. Отсюда следует кри-
терий устойчивости (5) и асимптотической устойчивости (6) системы (1) в форме необходимых и
достаточных условий:

∥∥∥ lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)∥∥∥ � c̃1, c̃1 = const, ∀t ∈ [t0,∞), (5)

lim
t→∞

∥∥∥ lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)∥∥∥ = 0. (6)

Критерии (5), (6) позволяют определить характер устойчивости, асимптотической устойчивости
либо неустойчивости систем линейных обыкновенных дифференциальных уравнений без пред-
ставления решения в аналитической форме, преобразования правой части системы, построения
функций Ляпунова. Мультипликативная форма выражений под знаком предела предоставляет
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возможность запрограммировать вычисление этих выражений и тем самым компьютеризировать
анализ устойчивости.

Математически обосновано (см. [8]), что необходимая в процессе программирования замена бес-
конечного матричного произведения на конечное произведение сохраняет достоверность анализа
устойчивости по предложенным критериям. Проведено исследование зависимости достоверности
компьютерного анализа устойчивости от погрешности разностного решения системы.

Аналогичные критерии устойчивости строятся на основе методов Эйлера—Коши, Рунге—Кутта
и Адамса. Использование данных критериев обеспечивает более высокую достоверность анализа
устойчивости в силу улучшения оценки погрешности от отбрасывания остаточных членов.

Если матрица A в (1) не зависит от времени, то критерии (5), (6), соответственно, примут вид
∥∥∥ lim
m→∞B2m

∥∥∥ � c̃2, c̃2 = const, ∀t ∈ [t0,∞),

где B = E + hA, i+ 1 = 2m, и

lim
t→∞

∥∥∥ lim
m→∞B2m

∥∥∥ = 0.

В этом частном случае предложенные критерии устойчивости отличаются тем, что не требуют
информации о характеристическом многочлене матрицы и о его корнях.

В случае устойчивости (асимптотической устойчивости) системы (1) нелинейная добавка в
правую часть (1) влечет ниже описываемые видоизменения в преобразования разностной схемы.
Система (1) преобразуется к виду

dY

dt
= A(t)Y + F (t, Y ), Y (t0) = Y0. (7)

Предполагается, что нелинейная функция F (t, Y ) определена, непрерывна и непрерывно диффе-
ренцируема на отрезке [t0, t] при любом выборе t = const, t ∈ [t0,∞).

Величина возмущения определяется из соотношения

Ỹi+1 − Yi+1 =
(
E + hA(ti)

)(
Ỹi − Yi

)
+ h

(
F
(
ti, Ỹi

)− F
(
ti, Yi

))
+ΘE,i, (8)

где ΘE,i—погрешность метода Эйлера на шаге разностной схемы.
Рекуррентное преобразование правой части (8) влечет

Ỹi+1 − Yi+1 =
i∏

�=0

(
E + hA(ti−�)

)(
Ỹ0 − Y0

)
+DE,i + SE,i, (9)

где

DE,i =
i∑

r=1

i−r∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)
h
(
F
(
tr−1, Ỹr−1

)− F
(
tr−1, Yr−1

))
+ h

(
F
(
ti, Ỹi

)− F
(
ti, Yi

))
,

SE,i =

i∑
r=1

i−r∏
�=0

b
(
E + hA(ti−�)

)
ΘE(r−1) +ΘE,i.

По аналогии с линейным случаем доказывается, что lim
i→∞

SE,i = �0 (см. [1]).

Выполняя предельный переход в (9) при i→ ∞ для всех t ∈ [t0,∞) получим соотношение

Ỹ (t)− Y (t) = lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)(
Ỹ0 − Y0

)
+ lim
i→∞

DE,i.
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Отсюда следуют критерии устойчивости и асимптотической устойчивости системы (7):

∥∥∥Ỹ (t)− Y (t)− lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)(
Ỹ0 − Y0

)∥∥∥ � c̃3, c̃3 = const, ∀t ∈ [t0,∞),

lim
t→∞

∥∥∥Ỹ (t)− Y (t)− lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)(
Ỹ0 − Y0

)∥∥∥ = 0.

Полученные критерии в отличие от линейного случая требуют нахождения приближенного
решения системы. Критерии целесообразно применять для анализа устойчивости системы с фик-
сированной линейной частью и динамически изменяющейся нелинейной добавкой. В этом случае
возможность компьютерной реализации критериев позволяет в режиме реального времени вы-
полнять мониторинг характера устойчивости системы.

Далее рассмотрим задачу Коши для нелинейной системы

dY

dt
= F (t, Y ), Y (t0) = Y0, (10)

где функция F (t, Y ) непрерывно дифференцируема по t в области

R2 =
{
t0 � t <∞; Ỹ (t), Y (t) :

∥∥Ỹ0 − Y0
∥∥ � δ2, δ2 > 0

}
.

Предполагается, что для (10) в области R2 выполнены все условия существования и единствен-
ности решения.

На произвольном промежутке [t0, t] точное значение величины возмущения определяется из
соотношения

ỹk,(i+1) − yk,(i+1) =

(
1 + h

fk(ti, Ỹi)− fk(ti, Yi)

ỹk,i − yk,i

)(
ỹk,i − yk,i

)
+ wk,i ∀k ∈ 1, n. (11)

На основе рекуррентного преобразования (11) имеет место соотношение

ỹk,(i+1) − yk,(i+1) =

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)(
ỹk,0 − yk,0) + L

(k)
0,i , (12)

где

L
(k)
0,i =

i∑
r=1

i−r∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)
wk(r−1) + wki, D

(k)
i =

fk
(
ti, Ỹi

)− fk
(
ti, Yi

)
(
ỹk,i − yk,i

) .

В рассматриваемых условиях

lim
i→∞

L
(k)
0,i = 0 ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n

(см. [5]). Критерии устойчивости и асимптотической устойчивости имеют вид
∣∣∣∣∣ limi→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)∣∣∣∣∣ � c̃4, c̃4 = const, ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n, (13)

lim
t→∞

∣∣∣∣∣ limi→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)∣∣∣∣∣ = 0 ∀k ∈ 1, n. (14)

Так как

ỹk(t)− yk(t) = lim
i→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�)(ỹk,0 − yk,0)
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для всех t ∈ [t0,∞), то критерии (13), (14) можно представить в равносильной форме∣∣∣∣ ỹk(t)− yk(t)

ỹk,0 − yk,0

∣∣∣∣ � c̃4, c̃4 = const, ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n, (15)

lim
t→∞

∣∣∣∣ ỹk(t)− yk(t)

ỹk,0 − yk,0

∣∣∣∣ = 0 ∀k ∈ 1, n. (16)

При компьютерной реализации критериев (15), (16) требуется находить решение системы обык-
новенных дифференциальных уравнений с высокой степенью точности, что необходимо для по-
лучения достоверной оценки анализа устойчивости. Поэтому целесообразно использовать методы
Рунге—Кутта 4-го, Батчера 6-го и Дормана—Принса 8-го порядка и кусочно-интерполяционный
метод с итерационным уточнением [2].

С целью получения критериев устойчивости в логарифмической и аддитивной форме выпол-
ним следующее преобразование под знаком предела в (13):

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)
= exp

{
ln

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)}
или

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)
= exp

{
i∑

�=0

ln
(
1 + hD

(k)
i−�

)}
.

Соответственно величина возмущения определяется из соотношения

ỹk(t)− yk(t) = exp

{
lim
i→∞

i∑
�=0

ln
(
1 + hD

(k)
i−�

)} (
ỹk,0 − yk,0) ∀k ∈ 1, n.

В результате критерии устойчивости и асимптотической устойчивости преобразуются к виду

lim
i→∞

i∑
�=0

ln
(
1 + hD

(k)
i−�

)
� c̃5, c̃5 = const, ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n,

lim
t→∞ lim

i→∞

i∑
�=0

ln b
(
1 + hD

(k)
i−�

)
= −∞ ∀k ∈ 1, n.

С учетом того, что hD(k)
i−� — бесконечно малая и выполняется соотношение:

ln
(
1 + hD

(k)
i−�

)
hD

(k)
i−�

→ 1 ∀� � i, ∀k ∈ 1, n,

имеет место аддитивная форма критериев:

lim
i→∞

i∑
�=0

hD
(k)
i−� � c̃5, c̃5 = const, ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n,

lim
t→∞ lim

i→∞

i∑
�=0

hD
(k)
i−� = −∞.

Далее приводится вывод критериев устойчивости системы (10) по характеру поведения правой
части. Критерии должны быть равносильны (15), (16) и допускать программную реализацию.

На фиксированном промежутке [t0, t] значение правой части системы (10) для возмущенного
и невозмущенного решения определяется из соотношений

fk(ti, Ỹi) =
ỹk,(i+1) − ỹk,i − q̃k,i

h
, fk(ti, Yi) =

yk,(i+1) − yk,i − qk,i

h
, ∀k ∈ 1, n,

где q̃k,i, qk,i— остаточные члены формулы Тейлора для k-х компонентов решения.
Соответственно, начальное значение правой части системы (10) для возмущенного и невозму-

щенного решения имеет вид

fk(t0, Ỹ0) =
ỹk,1 − ỹk,0 − q̃k,0

h
, fk(t0, Y0) =

yk,1 − yk,0 − qk,0
h

, ∀k ∈ 1, n.
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Отношение возмущения правой части (10) к начальному возмущению определяется из соотноше-
ния

fk(ti, Ỹi)− fk(ti, Yi)

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)
=

(
ỹk,(i+1) − ỹk,i

)− (
yk,(i+1) − yk,i

)− wki(
ỹk,1 − ỹk,0

)− (
yk,1 − yk,0

)− wk,0
, ∀k ∈ 1, n,

где wk,i = q̃k,i − qk,i.
Сгруппируем в правой части разности возмущенного и невозмущенного решения соответству-

ющие одной точке разностной схемы:

fk(ti, Ỹi)− fk(ti, Yi)

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)
=

(
ỹk,(i+1) − yk,(i+1)

)− (
ỹk,i − yk,i

)− wk,i

b
(
ỹk,1 − yk,1

)− (
ỹk,0 − yk,0

)− wk,0
, ∀k ∈ 1, n. (17)

Преобразуем выражения в скобках числителя согласно (12). В результате получим

ỹk,(i+1) − yk,(i+1) =
i−1∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)(
ỹk,1 − yk,1

)
+ L

(k)
1,i ,

где

L
(k)
1,i =

i∑
r=2

i−r∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)
wk,(r−1) + wk,i.

В отличие от (12) в качестве начальных значений возмущенного и невозмущенного решения взяты
ỹk,1 и yk,1. По аналогии имеем

ỹk,i − yk,i =

i∏
�=1

(
1 + hD

(k)
i−�

)(
ỹk,0 − yk,0

)
+ L

(k)
2i ,

где

L
(k)
2,i =

i−1∑
r=1

i−r−1∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�−1

)
wk,(r−1) + wk,(i−1).

В результате соотношение (17) примет вид

fk(ti, Ỹi)− fk(ti, Yi)

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)
=

=

i−1∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�)(ỹk,1 − yk,1)−

i∏
�=1

(
1 + hD

(k)
i−�

)
(ỹk,0 − yk,0) + L

(k)
1,i − L

(k)
2,i − wk,i

(ỹk1 − yk1)− (ỹk0 − yk0)− wk0
,

для всех k ∈ 1, n. Выполняя предельный переход при i→ ∞ с учетом того, что

lim
i→∞

L
(k)
1,i = 0, lim

i→∞
L
(k)
2,i = 0 ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n,

получим

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)
=

lim
i→∞

i−1∏
�=0

(1 + hD
(k)
i−�)(ỹk,1 − yk,1)− lim

i→∞

i∏
�=1

(1 + hD
(k)
i−�)(ỹk,0 − yk,0)

(ỹk,1 − yk,1)− (ỹk,0 − yk,0)

для всех t ∈ [t0,∞) и всех k ∈ 1, n. Очевидно,

lim
i→∞

i−1∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)
= lim

i→∞

i∏
�=1

(
1 + hD

(k)
i−�

)
= lim

i→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)
.

Следовательно,

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)
= lim

i→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

) ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n. (18)
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Таблица 1. Результаты анализа устойчивости системы (21)

t 103 2 · 103 5 · 103 6 · 103 9 · 103 104

norma1 2,03 · 10−434 1,03 · 10−868 1,35 · 10−2171 6,84 · 10−2606 8,95 · 10−3909 4,54 · 10−4343

norma2 6,77 · 10−435 3,44 · 10−869 4,49 · 10−2172 2,28 · 10−2606 2,98 · 10−3909 1,51 · 10−4343

norma3 5,08 · 10−435 2,58 · 10−869 3,37 · 10−2172 1,71 · 10−2606 2,23 · 10−3909 1,13 · 10−4343

Предположим, что решение системы (10) устойчиво. Но тогда с необходимостью должно вы-
полняться условие (13), а значит, с учетом (18), и следующее условие:∣∣∣∣∣

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)

∣∣∣∣∣ � c̃6, c̃6 = const, ∀t ∈ [t0,∞), ∀k ∈ 1, n. (19)

Условие (19) согласно (13) является также и достаточным условием устойчивости.
Аналогично для асимптотической устойчивости системы (10) необходимо и достаточно чтобы

выполнялось следующее соотношение:

lim
t→∞

∣∣∣∣∣
fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)

∣∣∣∣∣ = 0 ∀k ∈ 1, n. (20)

Получена еще одна разновидность критериев устойчивости и асимптотической устойчиво-
сти (19), (20) систем обыкновенных дифференциальных уравнений, ориентированная на ком-
пьютерную реализацию.

Трактовки асимптотического поведения решения, полученные на основе представленных кри-
териев, следует считать близкими к достоверным в содержательном смысле. Компьютерный ана-
лиз не может полностью формально заменить математическое исследование характера устой-
чивости, оставляя окончательное решение проблемы за качественной теорией. Вместе с тем на
практике в рамках широкого программного и численного эксперимента разработанный подход
компьютерного анализа устойчивости систем обыкновенных дифференциальных уравнений все-
гда приводил к исчерпывающе достоверной оценке характера устойчивости.

3. Программный и численный эксперимент. Эксперимент проводился с помощью ПК на
базе процессора Intel(R) Core(TM) i5-4460 в среде программирования Delphi. Написаны програм-
мы, реализующие конструкцию критериев (5), (15), (19). При анализе устойчивости линейной
системы в программе циклически вычисляется частичное матричное произведение из левой ча-
сти критерия (5) и через заданное количество шагов определяется и выводится на печать норма.
В ходе анализа устойчивости нелинейной систем для каждого уравнения вычисляется значение
выражения из левой части критериев (15), (19) и находится векторная норма.

По поведению значений нормы делается вывод о характере устойчивости исследуемой систе-
мы. Неограниченный рост означает неустойчивость, ограниченные изменения свидетельствуют
об устойчивости, стремление к нулю является признаком асимптотической устойчивости.

Приближенные значения возмущенного и невозмущенного решения, входящие в конструкцию
критериев (15), (19) находятся с помощью метода Рунге—Кутта 4-го порядка.

Пример 1. Исследуется на устойчивость система

y′1 = −y1 + y2
1 + t2

, y′2 = − y1
1 + t2

− y2. (21)

Компьютерный анализ устойчивости выполняется на промежутке [0, 104] при значении шага раз-
ностной схемы 10−3. Результаты представлены в таблице 1. Во второй строке приводятся значения
нормы, соответствующие критерию (5), в третьей строке — критерию (15), в четвертой строке —
критерию (19).
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Таблица 2. Результаты анализа устойчивости нулевого решения системы (22)

t 103 2 · 103 5 · 103 6 · 103 9 · 103 104

norma1 1,01 1,02 1,05 1,06 1,08 1,09

norma2 1,01 1,02 1,05 1,06 1,08 1,09

Таблица 3. Результаты анализа устойчивости ненулевого решения системы (22)

t 103 2 · 103 5 · 103 6 · 103 9 · 103 104

norma1 14,99 28,63 73,92 89,84 139,39 156,46

norma2 8,00 14,83 36,49 44,46 69,25 77,79

Представленные значения нормы по всем трем критериям монотонно стремятся к нулю, что
является признаком асимптотической устойчивости. Время работы программы при анализе по
критерию (5) составляет около 4 с., по критериям (15), (19) — около 1,5 с.

Пример 2. Исследуется на устойчивость решение системы (см. [7])

y′1 = −y2
√
y21 + y22 , y′2 = y1

√
y21 + y22. (22)

Первоначально исследуется нулевое решение системы (22) при численных значениях шага и
промежутка из предыдущего примера. Начальные значения компонент возмущенного решения
ỹ10 = 10−5, ỹ20 = 2 ·10−5. Результаты анализа устойчивости представлены в таблице 2. Во второй
строке результаты анализа по критерию (15), в третьей строке — по критерию (19).

Значения нормы ограничены константой, что свидетельствует об устойчивости.
Далее выполняется анализ устойчивости ненулевого решения системы (22): y10 = y20 = 0,01,

величина возмущения начальных данных δ = 10−5.
Наблюдается монотонный рост значений нормы по обоим критериям, что свидетельствует о

неустойчивости. Время работы программы при анализе нулевого решения около 1,5 с, ненулево-
го — около 3 с. Полученные результаты анализа устойчивости системы (22) находятся в полном
соответствии с представленными в [7].

Пример 3. Исследуется модель периодической реакции Белоусова—Жаботинского (см. [6])

y′1 = 77,27
(
y2+y1

(
1−8,375·10−6 y1−y2

))
, y′2 = 77,27−1

(
y3−y2(1+y1)

)
, y′3 = 0,161

(
y1−y3

)
. (23)

Первоначально анализ устойчивости выполняется при начальных условиях y1(0) = 1, y2(0) = 2,
y3(0) = 3 на промежутке [0, 103] с шагом 10−5, величина возмущения для каждого решения
соответственно равна δ1 = 10−5, δ2 = 2 · 10−5, δ3 = 3 · 10−5.

Наблюдаются периодические резкие скачки значений нормы на коротких промежутках. Такое
поведение нормы свидетельствует об устойчивости решения системы. Значения нормы, соответ-
ствующие первому скачку, представлены в таблице 4.

Далее выполняется анализ устойчивости системы (23) при начальных условиях y1(0) = 4,
y2(0) = 1,1, y3(0) = 4. В отличие от предыдущего случая резкий скачок значений нормы проис-
ходит в самом начале промежутка исследования системы (23) (таблица 5).

В целом наблюдаются ограниченные колебания значений нормы, что в соответствии с критери-
ями (15), (19) свидетельствует об устойчивости решения системы (23). Время работы программы
в обоих случаях около 7.5 мин. При анализе устойчивости жестких нелинейных систем неред-
ко возникают трудности при вычислении возмущенного и невозмущенного решения, входящих
в конструкцию критериев. Для их вычисления целесообразно использовать специализированные
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Таблица 4. Результаты анализа устойчивости решения системы (23) при начальных условиях
y1(0) = 1, y2(0) = 2, y3(0) = 3

t 18 19 20 21 22 23

norma1 61,79 4175,04 3,92 · 103 8,59 · 105 9,40 · 105 3,83 · 106
norma2 26,13 85,55 2,22 · 103 7,53 · 105 6,88 · 105 2,03 · 106

t 24 25 26 27 28 29

norma1 6,29 · 104 5,36 · 104 4,56 · 104 3,88 · 104 3,30 · 104 2,80 · 104
norma2 1,18 · 105 1,01 · 105 8,55 · 104 7,27 · 104 6,17 · 104 5,24 · 104

Таблица 5. Результаты анализа устойчивости решения системы (23) при начальных условиях
y1(0) = 4, y2(0) = 1,1, y3(0) = 4

t 1 2 3 4 5 6

norma1 3,21 · 104 3,68 · 105 4,31 · 105 3,03 · 104 2,57 · 104 2,19 · 104
norma2 1,62 · 104 3,10 · 105 2,97 · 105 4,69 · 104 3,99 · 104 3,40 · 104

t 7 8 9 10 11 12

norma1 1,86 · 104 1,58 · 104 1,35 · 104 1,14 · 104 9,78 · 103 8,32 · 103
norma2 2,89 · 104 2,46 · 104 2,09 · 104 1,78 · 104 1,51 · 104 1,28 · 104

программы для решения жестких систем (см. [6]) или кусочно-интерполяционный метод, осно-
ванный на приближении решения и правой части системы полиномами Лагранжа с числовыми
коэффициентами (см. [8]). Приближения решения и правой части системы находятся с высокой
точностью, кроме того существенно сокращается время на вычисление требуемых приближений.
На практике это дает возможность проводить анализ устойчивости на промежутках существенно
большей длины и устанавливать асимптотические свойства исследуемых систем обыкновенных
дифференциальных уравнений.

4. Заключение. Представлены критерии устойчивости и асимптотической устойчивости си-
стем линейных и нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений в виде необходимых
и достаточных условий. В случае линейной системы для реализации критериев требуется толь-
ко информация о матрице коэффициентов из правой части системы. Для нелинейной системы
приводятся разновидности равносильных критериев, полученных на основе рекуррентных пре-
образований разностных схем. Критерии инвариантны относительно правой части системы, раз-
ностных схем приближенного решения системы, длины промежутка и шага решения. Конструк-
ция критериев допускает циклическую программную реализацию. На этой основе выполняется
компьютерный анализ устойчивости систем в режиме реального времени.
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Аннотация. Описана общая схема вычисления характеристических функций случайных вели-
чин, представляемых квадратичными функционалами от траекторий элементарных гауссовских
процессов, основанная на методе Фейнмана—Каца. Эта схема применена для осцилляторного
случайного процесса 〈x̃(t), t ∈ R〉. Вычислена характеристическая функция Q(−iλ, t) случайной
величины Jt[x̃(s)] =

∫ t

0
(dx̃(s)/ds)2ds от его случайных траекторий x̃(t).

Ключевые слова: осцилляторный случайный процесс, матричное уравнение Риккати, белый
шум, уравнение Колмогорова, характеристическая функция.

KAC–SIEGERT FORMULA

FOR OSCILLATORY RANDOM PROCESSES

c© 2023 Yu. P. VIRCHENKO, A. S. MAZMANISHVILI

Abstract. A general scheme for calculating the characteristic functions of random variables
represented by quadratic functionals of the trajectories of elementary Gaussian processes based on
the Feynman—Kac method is described. This scheme is applied to the oscillatory random process
〈x̃(t), t ∈ R〉. The characteristic function Q(−iλ, t) of the random variable Jt[x̃(s)] =

∫ t

0
(dx̃(s)/ds)2ds

of its random trajectories x̃(t) is calculated.

Keywords and phrases: oscillatory random process, matrix Riccati equation, white noise,
Kolmogorov equation, characteristic function.
AMS Subject Classification: 60H10, 60G15, 60G35

1. Введение. Системы стохастических линейных дифференциальных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами являются основой математического моделирования, когда возникает необхо-
димость использования случайных функций при описании процессов изменения случайных вели-
чин со временем (см., например, [14,25,26]). Статистические характеристики случайных процес-
сов, порождаемых совокупностями решений систем такого типа и связанными с ними распределе-
ниями вероятностей, используются также в математической статистике при анализе временных
рядов (см., например, [12, 22]).

Обозначим посредством x̃(t), t ∈ R+, случайную вектор-функцию, которая принимает значе-
ния в R

n, n ∈ N. Здесь и далее знак тильда, поставленный над символом математического объек-
та, указывает на его случайный характер с точки зрения теории вероятностей. В общем виде сто-
хастические системы указанного типа записываются следующим образом в терминах стохастиче-
ского дифференциала dw̃(t) по многомерному винеровскому процессу w̃(t) = 〈w̃j(t), j = 1, . . . , n〉,
t � t0:

dx̃(t) = A x̃(t)dt+ S dw̃(t), (1.1)

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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где A и S — вещественные n × n-матрицы, причем матрица S симметрична, ST = S и неотри-
цательно определена, а w̃(t) = 〈w̃j(t), j = 1, . . . , n〉— случайная вектор-функция, компонентами
которой являются n экземпляров таких статистически независимых стандартных винеровских
процессов (см., например, [8]), что

E wj(s)wk(t) = δjkmin{s, t}, (1.2)

где, здесь и далее, E—функционал математического ожидания по мере рассматриваемого слу-
чайного процесса, без конкретизации того, какой процесс имеется в виду, что не должно вызвать
недоразумений; δjk — символ Кронекера, j, k ∈ {1, ..., n}. Допустимы различные определения сто-
хастического дифференциала dw̃(t) = 〈dw̃j(t), j = 1, . . . , n〉 (см., например, [26]). Использование
того или иного определения тесно связано с той конкретной задачей, которая решается в рамках
формализма стохастических дифференциальных уравнений. Наиболее употребительными в ма-
тематике являются дифференциал в смысле Ито (см., например, [7]) и дифференциал в смысле
Стратоновича [29]. В рандомизированных задачах математической физики, по-видимому, наи-
более адекватным является дифференциал Стратоновича, в связи с известной теоремой Вонга-
Закаи [30] (см. также [17]), согласно которой стохастическому уравнению с дифференциалом
Стратоновича удовлетворяют траектории всякого случайного процесса с непрерывным време-
нем, который является предельным в среднем квадратичном для последовательности случайных
процессов 〈x̃m(t), t ∈ [t0,∞)〉, m ∈ N, траектории каждого из которых подчинены дифференци-
альному уравнению

ẋ(m)(t) = f(x(m), t) + g(x(m), t)ϕ(m)(t),

где каждый стационарный случайный процесс 〈ϕn(t), t ∈ R〉 непрерывен с вероятностью 1, а вся
последовательность этих процессов сходится в смысле сходимости соответствующих характери-
стических функционалов к предельному характеристическому функционалу, который для любой
финитной непрерывной вектор-функции u(t), t ∈ R со значениями в R

n определяет обобщенный
стационарный случайный процесс 〈ϕ(t), t ∈ R〉 так, что при m→ ∞ имеет место

E exp
(
i

∞∫

−∞

(
ϕ(m)(t),u(t)

)
dt→ exp

(
−1

2

∞∫

−∞
u2(t)dt

)
≡ E exp

(
i

∞∫

−∞
(u(t), ϕ̃(t))dt

)
. (1.3)

Здесь и далее, (·, ·)— скалярное произведение в R
n. Этот предельный обобщенный случайный

процесс 〈ϕ(t), t ∈ R〉 называется «белым шумом» (стационарным с единичной интенсивностью).
Заметим, что в задачах, связанных со стохастическими системами с постоянными коэффици-
ентами, не возникает различия в получаемых результатах при использовании того или иного
конкретного типа дифференциала. В этом случае различия проявляются только лишь при про-
ведении доказательств математических утверждений и конкретных вычислений. В частности,
такое положение имеет место при решении задачи, которому посвящена настоящая работа.

В связи с вышесказанным, на протяжении статьи, мы, при необходимости проведения явных
вычислений, используем стохастический дифференциал Стратоновича. В этом случае уравнение
(1.1) допустимо записать в форме обычного дифференциального уравнения

d

dt
x̃(t) = A x̃(t) + S ϕ̃(t), (1.4)

где ϕ̃(t) = dw̃(t)/dt = 〈ϕ̃j(t), j = 1, . . . , n〉. Так как траектории w̃(t) стандартного винеровского
процесса c единичной дисперсией, исходящие из точки x = 0 с началом отсчета времени в мо-
мент t = t0, с вероятностью 1 всюду непрерывны, но нигде не дифференцируемы (см. [15]), то
производную dw̃(t)/dt = ϕ(t) в уравнении (1.4) нужно понимать в обобщенном смысле.

Так как винеровский процесс гауссовский (см., например, [18]) и его корреляционная функция
(1.2) зависит от разности |s− t|, то обобщенную случайную вектор-функцию ϕ̃(t), нужно тракто-
вать как обобщенный случайный стационарный гауссовский векторнозначный процесс с нулевым
средним значением. Компонентами ϕj(t), j = 1, . . . , n его векторных значений являются статисти-
чески независимые гауссовские случайные процессы, для которых выполняется E ϕ̃j(s)ϕ̃k(t) = 0
при j 	= k и каждый из которых имеет нулевое среднее значение E ϕ̃j(t) = 0, j = 1, . . . , n. Корреля-
ционная функция каждой фиксированной компоненты равна E ϕ̃j(s)ϕ̃j(t) = δ(s−t), т.е. каждая из
компонент ϕj(t), j = 1, . . . , n является скалярным обобщенным процессом «белого шума». Здесь
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δ(t)— т.н. обобщенная функция Дирака (см., например, [13]). Если дифференциальное уравнение
(1.4) понимается по Стратоновичу, то его можно формально проинтегрировать в смысле Римана

x̃(t) = e(t−t0)Ax̃(t0) +
t∫

t0

exp
(
A(t− s)

)
S dw̃(s), (1.5)

где интеграл следует понимать как стохастический интеграл Стратоновича. Таким образом, отоб-
ражение, описываемое формулой (1.5), индуцирует случайный процесс 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉, так как
оно определяет класс траекторий этого процесса на основе класса траекторий векторнозначно-
го винеровского процесса 〈w̃(t), t ∈ [t0,∞)〉 вместе со структурой измеримости на пространстве
всех локально непрерывных вектор-функций на [t0,∞). Формула (1.5) также полностью опре-
деляет распределение вероятностей случайного процесса 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉 на σ-алгебре изме-
римых множеств в пространстве непрерывных функций при учете распределения вероятностей
Pr{x̃(t0) < x0} случайного вектора x̃(t0)— т.н. распределения вероятностей входа в процесс [7]
при учете статистической независимости случайного вектора x̃(t0) от процесса 〈w̃(t), t ∈ [t0,∞)〉.
Поэтому во всех формулах, в которых вычисляется математическое ожидание E по распределе-
нию вероятностей случайного процесса 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉, можно считать, что оно вычисляет-
ся по произведению распределений вероятностей порождающего его случайного процесса 〈w̃(t),
t ∈ [t0,∞)〉 и распределению вероятностей случайного вектора x̃(t0). Можно также считать, что
вычисление этого математического ожидания по процессу 〈x̃(t), t ∈ R〉, эквивалентным образом,
выполняется на основе распределения вероятностей случайного вектора x̃(t0) и характеристиче-
ского функционала обобщенного гауссовского случайного процесса 〈ϕ̃(t), t ∈ R〉, определяемого
формулой (1.3), из которой следует

E ϕ̃j(t) = 0, E ϕ̃j(s)ϕ̃jk(t) = δjkδ(s − t), j, k ∈ {1, ..., n},
а также правило усреднения произведений ϕj1(t1)...ϕj1(tm) при попарно неравных друг другу
значениях t1, ..., tm, m ∈ N (т.н. правило Вика [27]).

В настоящей работе мы рассматриваем т.н. осцилляторный случайный процесс 〈x̃(t), t ∈ R〉,
который порождается двумерным x̃(t) = 〈x̃1(t), x̃2(t)〉 гауссовским марковским в случайным про-
цессом на любом полуинтервале [t0,∞). Процесс x̃(t), t ∈ [t0,∞) определяется формулой (1.5) при
n = 2 с соответствующей ему 2× 2-матрицей A такой, что он обладает при t0 → −∞ предельным
по мере случайным процессом, который является стационарным, гауссовским процессом с нуле-
вым средним значением и который мы далее будем обозначать тем же самым символом 〈x̃(t),
t ∈ R〉. Целью работы является получение формулы для характеристической функции

Q(−iλ, t) = E exp
(
iλJt[x̃(s)]

)
(1.6)

распределения вероятностей случайной величины, которая представляется значениями квадра-
тичного зависящего от параметра t > 0 функционала

Jt[x̃(s)] =

t∫

0

(dx̃
dt

)2
(s)ds, (1.7)

определенного на пространстве непрерывно дифференцируемых с вероятностью 1 функций x(t),
t ∈ R+ = [0,∞). Эта формула аналогична формуле Каца-Зигерта [20], которая имеет место при
n = 1 для стационарного марковского гауссовского случайного процесса Орнштейна-Уленбека,
траектории x̃(t) которого подчинены стохастическому уравнению Ланжевена ˙̃x(t) + 2βx̃(t) =

σ1/2ϕ(t) c β > 0. В этом случае характеристическая функция Q(−iλ, t) случайной величины

Jt[x̃(s)] =

t∫

0

x̃2(s)ds,

дается формулой

Q(λ, t) =

(
4βre2βt

(β + r)2e2rt − (β − r)2e−2rt

)1/2

, (1.8)
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r = (β2 + λσ/2)1/2, которая находит различные применения в задачах статистической радио-
техники [20, 28], в задачах статистики фотоотсчетов в квантовой оптике [23] и других областях
физики [5]. Для решения задач такого типа разработаны различные методы. Основополагаю-
щим в этом отношении является метод, которым впервые была решена задача для функционала
Jt[w̃(s)] от траекторий винеровского процесса [19]. Этот метод, который впоследствии получил
название метода Фейнмана-Каца-Дынкина, существенно использует марковость случайного про-
цесса, по мере которого производится усреднение. Более общий подход к решению таких задач
основан на т.н. методе Карунена-Лоэва (см. [21, 24]), использующий только лишь гауссовость
случайного процесса 〈x̃(t), t ∈ [a, b] ⊂ R〉. Он позволяет находить математические ожидания для
более сложных квадратичных функционалов от траекторий процесса (см. [1–4]).

2. Осцилляторный случайный процесс. Траектории осцилляторного случайного процесса
〈x̃(t), t ∈ R〉 подчинены стохастическому дифференциальному уравнению

d2

dt2
x̃+ 2β

d

dt
x̃+ ω2x̃ = σ1/2ϕ̃(t), (2.1)

где ϕ̃(t), t ∈ R—одномерный белый шум. Введя двухкомпонентный случайный процесс

x̃(t) = 〈x̃1(t), x̃2(t)〉, x̃1(t) = ˙̃x(t)/ω, x̃2(t) = x̃(t)

и, аналогично, двухкомпонентный обобщенный случайный процесс ϕ̃(t) = 〈ϕ̃(t), 0〉, уравнение
(2.1) представим в виде системы уравнений (1.4) первого порядка с n = 2 и матрицами

A =

(−2β −ω
ω 0

)
, S =

σ1/2

ω
V, V =

(
1 0
0 0

)
. (2.2)

Стохастическое дифференциальное уравнение (1.4) определяет случайный процесс 〈x̃(t), t ∈
[t0,∞)〉 на каждом полуинтервале [t0,∞), где двумерный «белый шум» ϕ̃(t) обладает корреляци-
онной функцией E ϕ̃j1(t1)ϕ̃j2(t2)〉 = δj1,1δj2,1δ(t1 − t2). Тогда для него справедлива формула (1.5).
Следовательно, траектории этого случайного процесса определены при t0 � 0 и, с вероятностью
1, всюду на [t0,∞) непрерывны. В частности, с вероятностью 1, всюду непрерывна его первая ком-
понента x̃1(t). Поэтому траектории x̃2(t) с вероятностью 1 всюду непрерывно дифференцируемы
при t ∈ [t0,∞). Пусть t0 < 0 и при каждом значении t > 0 с вероятностью 1 определено значение
функционала (1.7). Вся совокупность этих значений определяет случайную величину с распреде-
лением вероятностей, индуцированным распределением вероятностей случайного процесса 〈x̃(t),
t ∈ [t0,∞)〉.
Определение 2.1. Случайный векторнозначный процесс 〈z̃(t), t ∈ [t0,∞)〉 со значениями из

R
2 называется гауссовским, если его характеристический функционал определяется формулой

E exp
(
i

∞∫

t0

(u, z̃(t))dt
)
= exp

(
i

∞∫

t0

(u(t),z0(t))dt− 1

2

∞∫

t0

dt

∞∫

t0

Cjk(s, t)uj(s)uk(t)ds
)
. (2.3)

где u(t)—произвольная непрерывная финитная вектор-функция со значениями из R
2.

Гауссовский процесс полностью определяется математическим ожиданием z0(t) = E z̃(t), вы-
числяемым по распределению вероятностей этого процесса, и его корреляционной функцией
Cjk(s, t) = E (z̃j(s)− (z0)j(s))(z̃k(t)− (z0)k(t)).

Матричное ядро Cjk(s, t) в (2.3) обладает свойством симметрии Cjk(s, t) = Ckj(t, s) и поло-
жительной определенностью, т.е. для любой непрерывной финитной вектор-функции u(t) имеет
место

E
[ ∞∫

t0

uj(t)(z̃j(t)− (z0)j(t))
]2
dt =

∞∫

t0

dt

∞∫

t0

Cjk(s, t)uj(s)uk(t)ds > 0.

Согласно данному определению, обобщенный процесс 〈ϕ̃(t), t ∈ R〉 гауссовский, с характеристиче-
ским функционалом (1.3). Он является пределом характеристических функционалов гауссовских
процессов.
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Ввиду формулы (1.5), которая справедлива для траекторий процесса 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉, он
является линейным преобразованием гауссовского случайного процесса ϕ̃(s), s ∈ (t0 − 0,∞).
Поэтому имеет место

Теорема 2.1. Для любого t0 и любого вектора x0 = 〈x1(t0) = ẋ(t0)/ω, x2(t0) = x(t0)〉 случай-
ный процесс 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉 гауссовский.

Доказательство. Поставим в определение характеристического функционала выражение для
траекторий (1.5). Так как E ϕ̃(s) = 0, то

E exp
(
i

∞∫

t0

(u(t), x̃(t))dt
)
=

= exp
(
i

∞∫

t0

(e(t−t0)Ax0,u(t))dt
)
E exp

(
i

∞∫

t0

dt

t∫

t0

(u(t), eA(t−s) Sϕ̃(s))ds
)
. (2.4)

Далее, вводя функцию

v(s) =

∞∫

s

SeA
T (t−s)u(t)dt,

вычислим математическое ожидание

E exp
(
i

∞∫

t0

dt

t∫

t0

(u(t), eA(t−s) Sϕ̃(s))ds
)
= E exp

(
i

∞∫

t0

dt

t∫

t0

(SeA
T (t−s)u(t), ϕ̃(s))ds

)
=

= E exp
(
i

∞∫

t0

ds

∞∫

s

(SeA
T (t−s)u(t), ϕ̃(s))dt

)
= E exp

(
i

∞∫

t0

(v(s), ϕ̃(s))ds
)
=

= exp
(
−1

2

∞∫

t0

v2(s)ds
)
= exp

(
−1

2

∞∫

t0

( ∞∫

s

SeA
T (t−s)u(t)dt

)2
ds
)
. (2.5)

Интеграл в показателе экспоненты преобразуем, используя симметрию матрицы S, так, что по-
лучающееся в процессе преобразований подинтегральное выражение принимает вид

1

2

∞∫

t0

( ∞∫

s

SeA
T (t−s)u(t)dt

)2
ds =

∞∫

t0

ds

∞∫

s

[
SeA

T (t1−s)u(t1)
]
j
dt1

∞∫

t1

[
SeA

T (t2−s)u(t2)
]
j
dt2 =

=

∞∫

t0

dt1

t1∫

t0

[
SeA

T (t1−s)u(t1)
]
j
ds

∞∫

t1

[
SeA

T (t2−s)u(t2)
]
j
dt2 =

=

∞∫

t0

dt1

∞∫

t1

dt2

t1∫

t0

[
SeA

T (t2−s)u(t2)
]
j

[
SeA

T (t1−s)u(t1)
]
j
ds =

=

∞∫

t0

dt1

∞∫

t1

dt2

t1∫

t0

(
SeA

T (t2−s)u(t2), SeA
T (t1−s)u(t1)

)
ds =

=
1

2

∞∫

t0

dt1

∞∫

t0

([ min{t1,t2}∫

t0

eA(t1−s)S2eA
T (t2−s)ds

]
u(t2),u(t1)

)
dt2.
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Таким образом, подставляя это преобразованное выражение в (2.5), получаем‘

E exp
(
i

∞∫

t0

dt

t∫

t0

(
SeA

T (t−s)u(t), ϕ̃(s)
)
ds
)
= exp

(
−1

2

∞∫

t0

dt1

∞∫

t0

(
C(t1, t2)u(t2),u(t1)

)
dt2

)
,

где матрица-функция C(t1, t2) определяется матричным интегральным ядром

Cj1,j2(t1, t2) =

min{t1,t2}∫

t0

[
eA(t1−s)S2eA

T (t2−s)
]
j1,j2

ds. (2.6)

Принимая во внимание (2.4) и затем сравнивая с формулой (2.3), определяющей вид характе-
ристического функционала гауссовского процесса, убеждаемся в справедливости утверждения
теоремы, так как по построению ядро (2.6) является корреляционной функцией. �

Следствие 2.1. Осцилляторный случайный процесс 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉 является гауссовским.
Доказательство. Процесс 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉 является проекцией гауссовского векторнозначного
процесса 〈x̃(t), t ∈ [t0,∞)〉. �

Предположим, что носитель функций u(t) в формуле (2.3) совпадает с [t0, t]. Перейдем в этой
формуле к пределу на классе непрерывных на [t0, t] функций таким образом, что u(s) → δ(s− t)q
с фиксированным вектором q ∈ R

2. В этом случае формула (2.3) принимает вид

f̄(q, t;z0, t0) ≡ E exp
(
i(q, z̃(t))

)
= exp

(
i(q, e(t−t0)Az0)− 1

2

(
C(t, t)q, q

))
, (2.7)

где матрица-функция C(t, t), согласно (2.6), определяется формулой

C(t, t) =

t∫

t0

eA(t−s)S2eA
T (t−s)ds =

t−t0∫

0

esAS2esA
T
ds. (2.8)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 2.1. Функция f̄(q, t;x0, t0), q ∈ R
2 удовлетворяет условию

f̄(q, t;x0, t0) −−−−→
t→t0

exp
(
i(q,x0)

)

и подчинена дифференциальному уравнению
∂

∂t
f̄(q, t;x0, t0) =

(
q, A

∂

∂q
f̄(q, t;x0, t0)

)
− 1

2

(
S2q, q

)
f̄(q, t;x0, t0). (2.9)

Доказательство. Заметим, что C(t, t) −−−−→
t→t0

0 согласно (2.8) и, следовательно,

f̄(q, t;x0, t0) −−−−→
t→t0

exp
(
i(q,x0)

)
.

Из (2.7) следует, что производная по t функции f̄(q, t;x0, t0) имеет вид
∂

∂t
f̄(q, t;x0, t0) =

[
i(q, Ae(t−t0)Ax0)− 1

2

( ∂
∂t
C(t, t)q, q

)]
f̄(q, t;x0, t0). (2.10)

С другой стороны, вычислим градиент в пространстве R
2 векторов q:

∂

∂q
f̄(q, t;x0, t0) =

[
ie(t−t0)Ax0 − C(t, t)q

]
f̄(q, t;x0, t0).

Тогда, симметризовав матрицу, определяющую квадратичную форму
(
AC(t, t)q, q

)
=

1

2

([
AC(t, t) + C(t, t)AT

]
q, q

)
,

получаем(
q, A

∂

∂q

)
f̄(q, t;x0, t0) =

[
i(q, Ae(t−t0)Ax0)− 1

2

([
AC(t, t) + C(t, t)AT

]
q, q

)]
f̄(q, t;x0, t0). (2.11)
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Так как, согласно (2.8),

AC(t, t) +C(t, t)AT =

t−t0∫

0

( d
ds
esAS2esA

T
)
ds = eA(t−t0)S2eA

T (t−t0) − S2,

∂

∂t
C(t, t) = eA(t−t0)S2eA

T (t−t0),

то, сравнивая (2.11) с (2.10), приходим к (2.7). �
Введем плотность распределения условных вероятностей перехода f(x, t;x0, t0) = E δ(x− x̃(t))

для случайного процесса {x̃(t), t ∈ [t0,∞)} из точки x0 в момент времени t0 в точку x в момент
времени t. Здесь усредняется двумерная δ-функция на R

2. Записывая представление этой δ-
функций в виде интеграла Фурье

δ(x) =
1

(2π)2

∫

R2

exp(−i(q,x))dq,

находим, что образ Фурье по переменной x для плотности f(x, t;x0, t0) равен∫

R2

ei(q,x)f(x, t;x0, t0)dx = E exp
(
i(q, x̃(t))

)
= f̄(q, t;x0, t0).

Следовательно, эта плотность, согласно (2.7), восстанавливается по образу следующим образом:

f(x, t;x0, t0) =
1

(2π)2

∫

R2

exp
(
i(q, e(t−t0)Ax0 − x)− 1

2

(
C(t, t)q, q

))
dq. (2.12)

Теорема 2.2. Плотность условных вероятностей перехода f(x, t;x0, t0) является решением
параболического дифференциального уравнения

∂

∂t
f(x, t;x0, t0) =

(
− ∂

∂x
, Ax

)
f(x, t;x0, t0) +

1

2

( ∂

∂x
, S2 ∂

∂x

)
f(x, t;x0, t0) (2.13)

с начальным условием
lim
t→t0

f(x, t;x0, t0) = δ(x− x0).

Доказательство. Тот факт, что f(x, t;x0, t0) удовлетворяет указанному начальному условию,
непосредственно следует из (2.12) при учете того, что f̄(q, t;x0, t0) → exp

(
i(q,x0)

)
при t → t0,

согласно утверждению леммы.
Продифференцируем по t плотность f(x, t;x0, t0) в (2.12) и учтем, что функция f(q, t;x0, t0)

удовлетворяет уравнению (2.9):

∂

∂t
f(x, t;x0, t0) =

1

(2π)2

∫

R2

exp
(−i(q,x)) · ∂

∂t
f(q, t;x0, t0)dq =

=
1

(2π)2

∫

R2

exp
(−i(q,x))((q, A ∂

∂q
f̄(q, t;x0, t0)

) − 1

2

(
S2q, q

)
f̄(q, t;x0, t0)

)
dq. (2.14)

Первое слагаемое в (2.14) преобразуем следующим образом:

1

(2π)2

∫

R2

exp
(−i(q,x))(q, A ∂

∂q
f̄(q, t;x0, t0)

)
f̄(q, t;x0, t0)dq =

=
i

(2π)2
∂

∂xj
Ajk

∫

R2

exp
(−i(q,x)) ∂

∂qk
f̄(q, t;x0, t0)

)
dq. (2.15)



ФОРМУЛА КАЦА—ЗИГЕРТА 45

Преобразование последнего интеграла по частям, с учетом стремления к нулю интеграла по по-
верхности шара в q-пространстве с неограниченно возрастающим радиусом, приводит его к вы-
ражению

−
( ∂

∂x
, Ax

)
f(x, t;x0, t0).

Интеграл же, соответствующий второму слагаемому в (2.14), преобразуется следующим образом:

− 1

(2π)2

∫

R2

exp
(−i(q,x))(S2q, q

)
f̄(q, t;x0, t0)dq =

=
(−i)
(2π)2

( ∂

∂x
, S2

∫

R2

q exp
(−i(q,x))f̄(q, t;x0, t0)dq

)
=

=
1

(2π)2

( ∂

∂x
, S2 ∂

∂x

) ∫

R2

exp
(−i(q,x))f̄(q, t;x0, t0)dq =

( ∂

∂x
, S2 ∂

∂x

)
f(x, t;x0, t0)dq.

Подставив это выражение вместе с выражением (2.15) в (2.14), получаем уравнение (2.13). �

Следствие 2.2. Гауссовский процесс {x̃(t), t ∈ [t0,∞)}, является марковским процессом, об-
ладающим непрерывными с вероятностью 1 траекториями.

Доказательство. Случайный процесс {x̃(t), t ∈ [t0,∞)} является марковским, так как плотность
f(x, t;x0, t0) условных вероятностей перехода удовлетворяет параболическому уравнению (2.13),
которое является так называемым прямым уравнением Колмогорова для марковских случайных
процессов с непрерывными траекториями. �

3. Стационарный осцилляторный случайный процесс. Вычислим плотность f(x, t;x0, t0),
определяемую (2.12).

Теорема 3.1. Плотность f(x, t;x0, t0) условных вероятностей перехода случайного гауссов-
ского марковского процесса {x̃(t); t ∈ [t0,∞)} определяется формулой

f(x, t;x0, t0) =
[
(2π)2 detC(t, t)

]−1/2
exp

[
−1

2

(
C−1(t, t)

[
x− e(t−t0)Ax0

]
,
[
x− e(t−t0)Ax0

])]
. (3.1)

Доказательство. Так как S2 — симметричная неотрицательно определенная матрица, то квад-
ратичная форма (

esAS2esA
T
x,x

)
=
(
S2[esA

T
x], [esA

T
x]
)
� 0

неотрицательна. Более того, эта форма положительно определена, так как, в противном случае,
вектор esAT

x в R
2 должен быть собственным для матрицы S2 с нулевым собственным значением,

т.е. esAT
x = c〈1, 0〉. Так как этот вектор не является собственным для матрицы AT при ω 	= 0, это

невозможно. Тогда симметричная матрица esAS2esA
T положительно определена. Следовательно,

согласно формуле (2.8) для любого x ∈ R
2 выполняется равенство

(
C(t, t)x,x

)
=

⎛
⎝[

t−t0∫

0

esAS2esA
T
ds
]
x,x

⎞
⎠ =

t−t0∫

0

(esAS2esA
T
x,x) ds > 0,

т.е. симметричная матрица C(t, t) положительно определена и, следовательно, невырождена
при любом t ∈ [t0,∞). Ввиду невырожденности матрицы C(t, t), существует обратная матри-
ца C−1(t, t), и поэтому интеграл в (2.12) конечен. Он вычисляется явным образом, что дает
формулу (3.1), так как

∫

Rn

exp
(
−1

2

(
C(t, t)q, q

))
dq =

(2π)n/2[
detC(t, t)

]1/2 . �
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Введем в рассмотрение стандартные (2× 2)-матрицы Паули

T (1) =

(
0 1
1 0

)
, T (2) =

(
0 −i
i 0

)
, T (3) =

(
1 0
0 −1

)
,

набор которых вместе в единичной матрицей E образует базис в пространстве (2 × 2)-матриц.
Разложения матриц A и S по этому базису имеют вид

A = −β(E + T (3))− iωT (2), S =
σ1/2

2ω
(E + T (3)). (3.2)

В дальнейшем для расчетов нам потребуется формула для разложения по базису E, T (l), l =
1, 2, 3, экспоненты от произвольной (2× 2)-матрицы M :

exp
(
Mt

)
= eM0t

(
ch(Mt)E +M−1

3∑
l=1

MlT
(l) sh(Mt)

)
, (3.3)

где M0, Ml, l = 1, 2, 3, — коэффициенты разложения матрицы M по базису и

M ≡
( 3∑
l=1

M2
l

)1/2

— ее характеристика. Справедливость формулы (3.3) проверяется дифференцированием по t.
Так как экспонента exp

(
Mt

)
удовлетворяет дифференциальному уравнению

d exp
(
Mt

)
dt

=M exp
(
Mt

)
,

которое, вместе с ее значением E при t = 0, определяет однозначным образом эту матрицу-
функцию, то, используя известные коммутационные соотношения матриц Паули

T (j)T (k) + T (k)T (j) = 2δjkE, T (j)T (k) = i
∑
l

εjklT
(l), j, k = 1, 2, 3, (3.4)

где εjkl — символ Леви-Чивиты, получаем тождество. Заметим, что формула (3.3) верна также
в случае, если M = 0, в смысле предельного перехода в ней M → 0. Кроме того, заметим, что
для любой (2 × 2)-матрицы M , определяемой коэффициентами разложения 〈M0,Ml, l = 1, 2, 3〉,
ее детерминант вычисляется по формуле

detM = det

(
M0 +M3 M1 − iM2

M1 + iM2 M0 −M3

)
=M2

0 −M2. (3.5)

Характеристическое уравнение матрицы A имеет вид

det(μE −A) = μ2 + 2βμ + ω2 = 0.

Следовательно, если β2 	= ω2, то матрица A диагонализуема, а при β > 0 вещественная часть
каждого из ее собственных чисел μ(1) и μ(2) отрицательна. В дальнейшем будем анализировать
осцилляторный случайный процесс именно при таких ограничениях на параметр β. При этом
условии имеет место следующее утверждение.

Теорема 3.2. Если параметры β и ω, определяющие случайный гауссовский марковский про-
цесс 〈x̃(t); t ∈ [t0,∞)〉 посредством стохастического дифференциального уравнения (1.4) с мат-
рицей A, таковы, что β > 0 и ω2 	= β2, то существует предельный по мере случайный процесс
lim

t0→−∞ x̃(t), который не зависит от значения x̃(t0) и является стационарным случайным про-

цессом, обладающим частным одномерным распределением вероятностей с плотностью

f(x) =
[
(2π)2 detC

]−1/2
exp

[
−1

2

(
C−1x,x

)]
, C = κE, κ ≡ σ

4βω2
. (3.6)
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Доказательство. Докажем, что существует предел матрицы C(t, t) при t0 → −∞, т.е. сходится
интеграл

∞∫

0

esA S2esA
T
ds.

Для любого вектора x ∈ R
2 неотрицательный диагональный элемент положительно определенной

симметричной матрицы удовлетворяет неравенству(
esA S2esA

T
x,x

)
=
(
S2esA

T
x, esA

T
x
)
� ‖S‖2‖esAT

x‖2. (3.7)

Пусть {e(j); j ∈ {1, 2}}— базис в R
2, состоящий из собственных векторов матрицы AT с соот-

ветствующими собственными числами μ(j), j ∈ {1, 2}}, причем Reμ(j) < 0. Тогда, подействовав
матрицей esAT на разложение вектора x = α1e

(1) + α2e
(2), находим

esA
T
x = α1e

sμ(1)e(1) + α2e
sμ(2)e(2).

Следовательно,

‖esAT
x‖ �

∥∥∥α1e
sμ(1)e(1) + α2e

sμ(2)e(2)
∥∥∥ � eμs

(
|α1|+ |α2|

)
≡ eμ̄s‖x‖1,

где μ̄ = max{Reμ(j); j ∈ {1, 2}}. В сочетании с (3.7) получаем оценку(
esA S2esA

T
x,x

)
� e2μ̄s‖S‖2‖x‖21.

Тогда для любого вектора x ∈ R
2 равен нулю следующий предел для матрицы-функции, значе-

ниями которой являются симметричные положительно определенные матрицы:
([ ∞∫

t

esA S2esA
T
ds
]
x,x

)
� e−2|μ̄|t

2|μ̄| ‖x‖21‖S‖2 −−−−→
t→∞ 0.

Отсюда следует сходимость указанного интеграла. Тогда существует предел

lim
t0→−∞C(t, t) =

∞∫

0

esA S2esA
T
ds ≡ C.

Кроме того, для любого вектора x0 ∈ R
2, согласно (3.7), имеем e(t−t0)Ax0 −−−−−−→

t0→−∞ 0.

Перейдем к поточечному пределу t0 → −∞ в формуле (3.1). Предельное значение функции
f(x, t;x0, t0), которое мы обозначим как f(x), существует и определяется формулой (3.6). Пока-
жем, что матрица C положительно определена. Проинтегрируем тождество

d

ds

(
esAS2esA

T
)
= AesAS2esA

T
+ esAS2esA

T
AT

по s от 0 до ∞. В результате получим матричное уравнение Ляпунова

AC + CAT + S2 = 0,

которому должна удовлетворять матрица C. Пусть

C = c0E +
∑
l

clT
(l)

—разложение матрицы C по базису 〈E, T (l), l = 1, 2, 3〉. Подстановка этого разложения в урав-
нение с использованием коммутационных соотношений (3.4) дает c2 = 0; также получаем следу-
ющие уравнения для коэффициентов c0, c1, c3:

ωc3 = βc1, β(c0 + c3) =
σ

4ω2
, β(c0 + c3) + ωc1 =

σ

4ω2
,

из которых следует, что c1 = c3 = 0, c0 = σ/4βω2.
Таким образом, C = (σ/4βω2)E > 0, и поэтому f(x) является плотностью распределения

вероятностей. Эта предельная плотность не зависит от x0. Так как она не зависит от t ∈ R и
плотность условных вероятностей перехода зависит только лишь от разности t−t0, то предельный
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случайный гауссовский марковский процесс, который теперь определен для всех t ∈ R, является
стационарным (см. [9]). �

Следствие 3.1. Осцилляторный случайный процесс 〈x̃(t), t ∈ R〉 является стационарным.
4. Характеристическая функция случайной величины Jt[x̃(s)]. Далее изучим распреде-
ление вероятностей случайной величины (1.7), которая представляется интегралом

Jt[ x̃(s) ] = ω2

t∫

0

(x̃(s), V x̃(s))ds,

так как x̃1(s) = ẋ(s)/ω. Она с вероятностью 1 неотрицательна. Тогда ее распределение вероятно-
стей удобно характеризовать производящей функцией

Q(λ, t) = E exp
(
−λJt[x̃(s)]

)
, Reλ ∈ [0,∞). (4.1)

Характеристическая функция случайной величины Jt[x̃(s)] равна Q(−iλ, t), λ ∈ R. Произведем
вычисление функции (4.1) методом Фейнмана—Каца—Дынкина, идея которого изложена в [19].
Этот метод сводит вычисление функции Q(λ, t) к поиску специального решения вспомогатель-
ного параболического уравнения типа уравнения Шрёдингера, которое получим в этом разделе.
В отличие от указанной работы, мы не используем явным образом интегрирование по мере ви-
неровского процесса 〈w̃(t), t ∈ [0,∞)〉, а воспользуемся формулой усреднения Фуруцу—Новикова
(см. [10, 16]), связанной с процессом белого шума.

Введем, следуя М. Кацу, совместную одновременну́ю плотность g(x, v; t,x0) распределения
вероятностей для составного случайного процесса, представляющего собой пару случайных про-
цессов 〈〈x̃(t), Jt[x̃(s)]〉, t ∈ [0,∞)

〉
, g(x, v; t,x0) = E δ(x− x̃(t))δ(v − Jt[x̃(s)]),

которая является условной относительно фиксированных значений x̃(0) = x0, J0[x̃(s)] = 0. Здесь
первая δ-функция двумерная, а вторая — одномерная, хотя мы их обозначаем одной буквой; в
дальнейшем это не вызовет недоразумений. Следующие интегралы с этой плотностью определя-
ют плотность f(x, t;x0, 0) и производящую функцию Q(λ, t,x0) условного распределения веро-
ятностей для величины Jt[x̃(s)]:

f(x, t;x0, 0) =

∞∫

0

g(x, v; t,x0)dv, h(x, λ; t,x0) =

∞∫

0

g(x, v; t,x0)e
−λvdv,

Q(λ, t;x0) =

∫

R2

h(x, λ; t,x0)dx =

∞∫

0

dv

∫

R2

g(x, v; t,x0)e
−λvdx.

(4.2)

Пусть случайные траектории процесса 〈z̃(s), s ∈ R〉 представляются таким функционалом

z̃j(s) =

∫

Λ

Kjl(s, s
′)ϕ̃l(s′)ds′, j ∈ {1, 2},

от реализаций белого шума, что они непрерывны с вероятностью 1. Пусть также G[z̃(s)]—функ-
ционал от случайных траекторий z̃(s), обладающий вариационной производной (производной
Гато) по этим функциям на пространстве непрерывных функций. Тогда для математического
ожидания E ϕ̃j(t)G[z̃(s

′)], в рамках техники Фуруцу—Новикова, имеет место равенство

E ϕ̃j(t)G[z̃(s
′)] =

∫

R

(
E
δG[z̃(s′)]
δz̃l(s)

)(
E ϕ̃j(t)z̃l(s)

)
ds. (4.3)

Из формулы (4.3) вытекает, что математическое ожидание линейно относительно G[z̃(s)]. Пусть
носитель Λ непрерывной относительно переменной s′ функции Kjk(s, s

′) содержит t в качестве
внутренней точки. Тогда

E ϕ̃j(t)z̃l(s) = Kjl(s, t).
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Если внутренность носителя не содержит точки t, то

E ϕ̃j(t)z̃l(s) = 0.

Наконец, если t является крайней точкой носителя, то

E ϕ̃j(t)z̃l(s) =
1

2
Kjl(t, t).

Последнее равенство связано с толкованием белого шума в смысле Стратоновича, так как в этом
случае, согласно теореме Вонга—Закаи, правильное использование корреляционной функции бе-
лого шума состоит в замене обобщенной функции δ(t − s) на некоторую непрерывную корреля-
ционную функцию Δ(s− t), которая является по определению четной, с последующим переходом
к пределу Δ(t) → δ(t).

На основе перечисленных свойств устанавливается справедливость следующего утверждения.

Лемма 4.1. Пусть 〈x̃(t), t ∈ [0,∞)〉— двухкомпонентный случайный процесс, определяемый
стохастическим дифференциальный уравнением (1.4), и

G[x̃(s)] = exp
(−i(q, x̃(t))− λJt[x̃(s)]

)
.

Тогда имеет место формула

E ϕ̃j(t)G[x̃(s)] = − i

2

(
Sq
)
j
EG[x̃(s)]. (4.4)

Доказательство. Согласно (1.5), положим

x̃(t) = etAx0 + z̃(t), z̃j(t) =

t∫

0

Kjl(t, s)ϕ̃l(s)ds, Kjl(t, s) =
(
e(t−s)AS

)
j, l
θ(t− s).

Тогда
δG[z̃(s′)]
δz̃l(s)

=
(
−iqlδ(t− s)− λ

δJt[z̃(s
′)]

δz̃l(s)

)
G[x̃(s)],

δJt[z̃(s
′)]

δz̃l(s)
= 2ω2

t∫

0

δ(s − s′)
(
V x̃

)
l
(s′)ds′ = 2ω2θ(t− s)θ(s)

(
V x̃

)
l
(s),

откуда следует, что

t∫

0

δJt[z̃(s
′)]

δz̃l(s)

(
E ϕ̃j(t)z̃l(s)

)
ds = 2ω2

t∫

0

(
V x̃

)
l
(s)
(
E ϕ̃j(t)z̃l(s)

)
ds =

= 2ω2

t∫

0

(
V x̃

)
l
(s)Kl,j(s, t)ds = 2ω2

t∫

0

(
V x̃

)
l
(s)e(s−t)ASljθ(s− t)ds = 0,

так как t является внешней точкой по отношению к интервалу интегрирования по s. Учитывая
полученное равенство, получаем, согласно (4.3), формулу (4.4). Для слагаемого с ядром Kjl(s, s

′),
точка t является крайней в интервале интегрирования, и мы положим E ϕ̃j(t)z̃l(s) = Slj/2. Мы
воспользовались также симметрией матрицы S. �

Следующее утверждение является основой для вычисления производящей функции Q(λ, t).

Теорема 4.1. Плотность h(x, λ; t) удовлетворяет уравнению
∂

∂t
h(x, λ; t,x0) =

[
−
( ∂

∂x
, Ax

)
h+

1

2

( ∂

∂x
, S2 ∂

∂x

)
h− λω2(V x,x)h

]
(x, λ; t,x0), (4.5)

которым она, вместе с условиями

h(x, λ; 0,x0) = δ(x− x0), h(x, 0; t,x0) = f(x, t;x0, 0)

однозначно определяется.
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Доказательство. Заметим, что

h(x, λ; t,x0) = E δ(x− x̃(t)) exp(−λJt[z̃(s)]),
откуда, в частности следует необходимость последних условий в формулировке теоремы, так как
J0[z̃(s)] = 0 и вектор x̃(0) = x0 неслучаен, и поэтому

h(x, λ; 0,x0) = f(x, 0;x0, 0) = δ(x− x0).

Кроме того,
h(x, 0; t,x0) = E δ(x− x̃(t)) = f(x, t;x0, 0).

Представим функцию h(x, λ; t,x0) в виде интеграла Фурье

h(x, λ; t,x0) =
1

(2π)2

∫

R2

ei(x,q) EG[z̃(s)]dq.

Запишем выражение для производной

∂

∂t
G[z̃(s)] = −G[z̃(s)]

[
i
(
q,

d

dt
x̃(t)

)
+ λω2(x̃(t), V x̃(t))

]
=

= −G[z̃(s)]
[
i(q, Ax̃(t)) + i(q, Sϕ̃(t)) + λω2(x̃(t), V x̃(t))

]
.

Выполняя преобразование Фурье для математического ожидания от обеих частей этого равен-
ства, воспользовавшись (4.4), находим

∂

∂t
h(x, λ; t,x0) = − i

(2π)2

∫

R2

ei(x,q)(q, AE x̃(t)G[z̃(s)])dq−

− λω2

(2π)2

∫

R2

ei(x,q) E(x̃(t), V x̃(t))G[z̃(s)]dq − i

(2π)2

∫

R2

ei(x,q)(q, S E ϕ̃(t))G[z̃(s)]dq. (4.6)

Первое слагаемое в правой части формулы преобразуется следующим образом:

i

(2π)2

∫

R2

ei(x,q)(q, AE x̃(t)G[z̃(s)])dq =
( ∂

∂x
, AE x̃(t)

) 1

(2π)2

∫

R2

ei(x,q)G[z̃(s)])dq =

=
( ∂

∂x
, AE x̃(t)

)
δ(x − x̃(t)) exp(−λJt[z̃(s)]) =

( ∂

∂x
, Ax

)
h(x, λ; t,x0). (4.7)

Преобразование же второго слагаемого в (4.6) дается равенствами

ω2

(2π)2

∫

R2

ei(x,q) E(x̃(t), V x̃(t))G[z̃(s)]dq = ω2 E(x̃(t), V x̃(t))
1

(2π)2

∫

R2

ei(x,q)G[z̃(s)]dq =

= ω2 E(x̃(t), V x̃(t))δ(x − x̃(t)) exp(−λJt[z̃(s)]) = ω2(x, V x)h(x, λ; t,x0). (4.8)

Наконец, для преобразования последнего слагаемого в (4.6) применим формулу (4.4):

i

(2π)2

∫

R2

ei(x,q)(q, S E ϕ̃(t))G[z̃(s)]dq =
( ∂

∂x
, S E ϕ̃(t)

) 1

(2π)2

∫

R2

ei(x,q)G[z̃(s)])dq =

=
( ∂

∂x
, S

1

(2π)2

∫

R2

ei(x,q) E ϕ̃(t)
)
G[z̃(s)])dq = − i

2

( ∂

∂x
, S2 1

(2π)2

∫

R2

qei(x,q) E G[z̃(s)]dq
)
=

= −1

2

( ∂

∂x
, S2 ∂

∂x

)
h(x, λ; t,x0).

Подставляя это выражение вместе с (4.7) и (4.8) в (4.6), получаем уравнение (4.5). �
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5. Формула Каца—Зигерта для осцилляторного процесса. По определению, функция
h(x, λ; t,x0) существует и единственна, так как существует и единственна плотность распреде-
ления g(x, v; t,x0) и функция h(x, λ; t,x0) представляет собой условное математическое ожи-
дание случайной величины exp(−λJt[z̃(s)]), распределенной согласно совместной плотности
g(x, v; t,x0). При этом случайная величина ограничена при Reλ � 0, ввиду того, что Jt[z̃(s)] � 0
с вероятностью 1.

С целью вычисления функции h(x, λ; t,x0), прежде всего, найдем решение уравнения (4.5),
удовлетворяющее начальному условию h(x, λ; 0,x0) = δ(x − x0). Для этого понадобится какое-
либо вещественное симметричное невырожденное решение следующего матричного уравнения
Риккати [11] относительно матрицы B при �λ = 0:

BS2B + (AB +BAT )− 2λω2V = 0. (5.1)
Положим B = ρE. Ввиду определения матриц A и S, уравнение запишем в виде[ σ

ω2
ρ2 − 4βρ− 2λω2

]
V = 0;

решениями квадратного уравнения
σ

ω2
ρ2 − 4βρ− 2λω2 = 0

являются

ρ± =
2ω2

σ
(β ± r), r =

(
β2 +

λσ

2

)1/2
. (5.2)

Положим, что функция h(x, λ; t,x0) имеет вид

h = H · exp
(
at− 1

2
(x,Bx)

)
, H = H(x, λ; t),

с симметричной матрицей BT = B. Тогда

∇k∇jh = exp
(
at− 1

2
(x, Bx)

)[
∇k∇jH − (Bx)j∇kH − (Bx)k∇jH +

(−Bjk + (Bx)j(Bx)k
)
H
]
,

∇j(Ax)jh = exp
(
at− 1

2
(x, Bx)

)[
(A)jjH + (Ax)j

(∇jH − (Bx)jH
)]
,

где здесь и далее по повторяющимся индексам j и/или k производится суммирование, j, k ∈ {1, 2}.
Подстановка полученных выражений в (4.5) дает следующее равенство:

aH + Ḣ = −
[
(A)jjH + (Ax)j

(∇jH − (Bx)jH
)]
+

+
1

2
(S2)jk

[
∇k∇jH −∇kH · (Bx)j −∇jH · (Bx)k +

(−Bjk + (Bx)j(Bx)k
)
H
]
− λω2(x, V x)H.

Постоянную a и матрицу B выберем таким образом, чтобы уравнение для функции H не содер-
жало членов, пропорциональных самой функции H. Отсюда следует, что

a = − Sp
(
A+

1

2
S2B

)
;

так как матрица S2 симметрична и имеет место равенство (BAx,x) = (ATBx,x), то матрица
B должна быть решением матричного уравнения (5.1). При указанном выборе матрицы B, ис-
пользуя (2.2), находим, что a = β ∓ r, а функция H должна удовлетворять дифференциальному
уравнению

Ḣ =
1

2
(S2)jk∇k∇jH − (Dx)j∇jH, (5.3)

где
D = A+ S2B, (5.4)

и начальному условию

H(x, λ; 0) = δ(x − x0) exp
[1
2
(Bx0,x0)

]
.

В уравнении (5.3) перейдем от векторов x к зависящим от времени векторам y = e−tDx. Введем
такую функцию F (y, λ; t), что

F (e−Dtx, λ; t) = H(x, λ; t).
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В результате для этой функции получим следующее уравнение:

∂

∂t
F (y, λ; t) =

1

2

(
S2
−(t)

)
jk

∂2

∂yj∂yk
F (y, λ; t), (5.5)

где введена матрица
S2
−(t) = exp(−tD)S2 exp(−tDT ).

Непосредственной подстановкой проверяем, что

F (y, λ; t) =
exp[(x0, Bx0)/2][
(2π)2 det G−(t)

]1/2 exp
[−((y − x0), G

−1
− (t)(y − x0))/2

]
, (5.6)

является решением уравнения (5.5), удовлетворяющее начальному условию

F (y, λ; 0) = H(x, λ; 0)x=y ,

где

G−(t) =
t∫

0

S2
−(s)ds.

Матрица S2 симметрична и неотрицательно определена; такова же и матрица S2−(t). Более того,
эта матрица положительно определена для почти всех s > 0. В самом деле, если вектор e−sDT

x

в R
2 является собственным для матрицы S2 с нулевым собственным значением, т.е. e−sDT

x =
c〈1, 0〉, то такое равенство возможно только для какого-либо одного значения s, так как матрица
D не коммутирует с S2 и знак реальной части ее собственных значений фиксирован. Ввиду
положительной определенности матрицы S2−(s) для почти всех s, матрица G−(t) положительно
определена при t 	= 0 и, в частности, detG−(t) 	= 0. Ввиду симметричности матрицы S2−(t),
таким же свойством обладает матрица G−(t) при любом t 	= 0. Матрица G−1

− (t) обладает теми же
свойствами, что и матрица G−(t). Это означает, что функция (5.6) существует, неотрицательна
и суммируема по y на R

2. Так как матрица G−(t) стремится к нулю при t → 0, то функция (5.6)
стремится к δ(y−x0) exp[(x0, Bx0)/2], т.е. удовлетворяет указанному выше начальному условию.

На основе (5.6) находим требуемое решение уравнения (5.3):

H(x, λ; t) =
exp[(x0, Bx0)/2][
(2π)2 det G−(t)

]1/2 exp
[
−1

2

(
(e−tDx− x0), G

−1
− (t)(e−tDx− x0)

)]

и, следовательно,

h(x, λ; t,x0) =
eat[

(2π)2 det G−(t)
]1/2 exp

{1
2

[
(x0, Bx0)− (x, Bx)

]}×

× exp
[
−1

2

((
x− etDx0

)
,
[
etDG−(t)etD

T ]−1
(x− etDx0)

)]
. (5.7)

Произведем несложные преобразования входящих в эту формулу матриц:

etDG−(t)etD
T
=

t∫

0

esDS2esD
T
ds ≡ G+(t),

detG+(t) =
(
det etD

)(
detG−(t)

)(
det etD

T )
= exp(2t SpD) · detG−(t)

(5.8)

и, следовательно,

e−t SpBS
2/2[detG+(t)]

1/2 = etSpD−BS2/2[detG−(t)]1/2 = e−at[detG−(t)]1/2. (5.9)

Так как матрица G−(t) положительно определена, то и матрица G+(t), согласно своему опреде-
лению, положительно определена. Наконец, так как в формуле (3.1) отсутствует матрица S2, то
для выполнимости условия h(x, 0; t,x0) = f(x, t;x0, 0), нужно положить, чтобы B = 0 при λ = 0,
т.е. нужно выбрать ρ = ρ− (см. (5.2)) в определении матрицы B. Таким образом, принимая во
внимание (5.8) и (5.9), заключаем, что формула (5.7) приобретает следующий вид:
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h(x, λ; t,x0) =
exp(t SpBS2/2)[
(2π)2 det G+(t)

]1/2 exp
{1
2

[
(x0, Bx0)− (x, Bx)

]}×

× exp
[
−1

2

((
x− etDx0

)
, G−1

+ (t)
(
x− etDx0

))]
. (5.10)

Вычислим матрицу G+(t). Прежде всего, заметим, что согласно определению и соотношени-
ям (3.2) и (5.4) матрица D представляется разложением D = −2rV − iωT (2) и имеет характери-
стику D =

√
r2 − ω2. Используя (3.3), находим

exp
(
tD
)
= e−rt

(
ch(Dt)E −D−1

(
rT (3) + iωT (2)

)
sh(Dt)

)
. (5.11)

Ввиду того, что

T (3)V = V T (3) = V, T (2)V T (2) = E − V, V T (2) − T (2)V = −iT (1)

и вследствие (3.4) справедливы следующие преобразования:

etDS2etD
T
=

=
σe−2rt

ω2

(
ch(Dt)E − 1

D

(
rT (3) + iωT (2)

)
sh(Dt)

)
V
(
ch(Dt)E − 1

D

(
rT (3) − iωT (2)

)
sh(Dt)

)
=

=
σe−2rt

ω2

[(
ch(Dt)− r

D
sh(Dt)

)2
V +

ω2

D2
sh2(Dt)(E−V )+

iω

D
sh(Dt)

(
ch(Dt)− r

D
sh(Dt)

)
[V, T (2)]

]
=

=
σe−2rt

ω2

[
E

2

{(
ch(Dt)− r

D
sh(Dt)

)2
+
ω2

D2
sh2(Dt)

}
+
T (3)

2

{(
ch(Dt)− r

D
sh(Dt)

)2− ω2

D2
sh2(Dt)

}
+

+
ω

D
sh(Dt)

(
ch(Dt)− r

D
sh(Dt)

)
T (1)

]
.

Интегрируя по t, согласно (5.8), получаем выражения для элементов Gjk(t), j, k ∈ {1, 2}, матрицы
G+(t) = GT+(t):

Gjk(t) =

t∫

0

(esDS2esD
T
)jkds, j, k ∈ {1, 2}.

Так как
t∫

0

e−2rs sh(Ds) ch(Ds)ds =
1

2D
e−2rt sh2(Dt) +

r

D

t∫

0

e−2rs sh2(Ds)ds,

то

G12(t) =
2βκω

D2
e−2rt sh2(Dt) ≡W (t). (5.12)

Вводя обозначения

U(t) =
βκ

r

(
1− e−2rt

)
, V (t) =

βκ

D
e−2rt sh(2Dt), (5.13)

дифференцированием по t, c учетом определения характеристики D2 = r2 − ω2, проверяется
равенство

G22(t) =
σ

D2

t∫

0

e−2rs sh2(Ds)ds = U(t)− r

ω
G12(t)− V (t). (5.14)

Точно так же, разбивая интеграл на отдельные слагаемые, проверяется соотношение

G11(t) =
σ

ω2

t∫

0

e−2rs
(
ch(Ds)− r

D
sh(Ds)

)2
ds = U(t)− r

ω
G12(t) + V (t). (5.15)
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На основании (5.14), (5.15) запишем разложение для матрицы G+(t):

G+(t) =
(
U(t)− r

ω
W (t)

)
E +W (t)T (1) + V (t)T (3) (5.16)

и выражение для ее детерминанта:

G(t) ≡ det G+(t) = G11(t)G22(t)−G2
12(t) =

(
U(t)− r

ω
W (t)

)2
− V 2(t)−W 2(t). (5.17)

Заметим, наконец, что SpBS2 = 2(β − r), а обратная матрица G−1
+ (t) представляется формулой

G−1
+ (t) = G−1(t)

(
G22(t) −G12(t)
−G12(t) G11(t)

)
. (5.18)

При этом если B = 0, то G+(t) = G−(t) = C(t, t) и поэтому выполняется условие

h(x, 0; t,x0) = f(x, t;x0, 0).

Окончательный вид формулы (5.10) для функции h(x, λ; t,x0), полученный выше, приведен в
следующем утверждении.

Теорема 5.1. При β > 0, ω2 	= 0, ω2 	= β2 плотность h(x, λ; t,x0) производящей функции
условного распределения вероятностей случайной величины Jt[z̃](s) имеет вид

h(x, λ; t,x0) =
exp(t(β − r))[
(2π)2G(t)

]1/2 exp
{
ω2(β − r)

1

2
[(x0,x0)− (x,x)] σ

}
×

× exp

[
−1

2

(
(x− etDx0), G

−1
+ (t)(x− etDx0)

)]
, r =

(
β2 +

λσ

2

)1/2

,

где функции U(t), V (t), W (t), G(t) определяются, соответственно, формулами (5.12), (5.13),
(5.17), (5.18), а матрица D имеет вид

D =

(−2r −ω
ω 0

)
.

На основании формулы (4.2) производящая функция условного распределения вероятностей
случайной величины Jt[z̃](s) определяется интегралом плотности h(x, λ; t,x0) по x

Q(λ, t;x0) =

∫

R2

h(x, λ; t,x0)dx =
exp

[(
t SpBS2 + (x0, Bx0)

)
/2
]

[
(2π)2 det G+(t)

]1/2 ×

×
∫

R2

exp

{
−1

2

[(
x, Bx

)
+
(
(x− etDx0), G

−1
+ (t)(x− etDx0)

)]}
dx.

Лемма 5.1. Пусть β > 0, ω2 	= 0, ω2 	= β2. Тогда квадратичная форма
(
(B + G−1

+ (t))x,x
)

положительна.

Доказательство. Собственные числа ν± матрицы D = A + S2B являются корнями уравнения
ν2 + 2rν + ω2 = 0. Так как ν± = −2r ± (r2 − ω2)1/2, то maxRe ν± < 0 при Reλ � 0 и ω2 	= 0. При
этих условиях Re ν+ < β − Re r < 0 и поэтому ‖eDs‖ < es(β−Re r), s > 0. Следовательно,

‖G+(t)‖ � ‖S‖2
t∫

0

‖eDs‖2ds < σ

2ω2
(Re r − β)−1 =

(|Re ρ|)−1

ввиду отрицательности Re ρ, и поэтому для любого вектора x ∈ R
2 имеют место неравенства

(G+(t)x,x) � ‖G+(t)‖(x,x) � (x,x)
(|Re ρ|)−1

. (5.19)
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Так как вещественные симметричные матрицы G+(t), G−1
+ (t) положительно определены, то, вы-

брав их положительно определенные квадратные корни, получаем, используя неравенство Ко-
ши—Буняковского:
(
G+(t)x,x

)(
G−1

+ (t)x,x
)
�
(
G+(t)

1/2x, G
1/2
+ (t)x

)(
G

−1/2
+ (t)x, G

−1/2
+ (t)x

)
�
∣∣∣(G1/2

+ (t)x, G
−1/2
+ (t)x

)∣∣∣
и поэтому (

G−1
+ (t)x,x

)
�
(
x,x

)(
G+(t)x,x

)−1
.

Вместе с оценкой (5.19) это дает неравенство

(G−1
+ (t)x,x) > (x,x)|Re ρ|,

откуда следует (
(B +G−1

+ (t))x,x)
)
=
(
(G−1

+ (t)− |Re ρ|E)x,x)
)
> 0. �

Используя положительную определенность матрицы B+G−1
+ (t), вычисление интеграла произ-

водится посредством выделения полного квадрата по вектору x в показателе экспоненты подин-
тегрального выражения:
(
x, Bx

)
+
(
(x− etDx0), G

−1
+ (t)(x− etDx0)

)
=
(
etDx0, B

[
E +G+(t)B

]−1
etDx0

)
+

+

(
(B +G−1

+ (t))
(
x− (B +G−1

+ (t))−1G−1
+ (t)etDx0

)
,x− (B +G−1(t))−1G−1

+ (t)etDx0

)
.

Вычислив двумерный интеграл Пуассона по x, находим

Q(λ, t;x0) =

⎡
⎢⎣
exp

[
t SpBS2 +

(
x0,

[
B − etD

T
B
[
E +G+(t)B

]−1
etD

]
x0

)]
det

(
E +G+(t)B

)
⎤
⎥⎦
1/2

. (5.20)

Подставляя явное выражение для матриц B и S, приходим к заключению, что справедлива
следующая теорема.

Теорема 5.2. При β > 0, ω2 	= 0, ω2 	= β2 производящая функция Q(λ, t;x0) распределения
условных вероятностей при условии x̃(0) = x0 определяется следующей формулой:

Q(λ, t;x0) =
exp

{
(β − r)

[
t+ ω2(x0,

[
E − etD

T [
E + 2ω2(β − r)G+(t)/σ

]−1
etD

]
x0

)
/σ
]}

[
det

(
E + 2ω2(β − r)G+(t)/σ

)]1/2 ;

зависимость от λ определяется зависимостью от параметра r = (β2+λσ/2)1/2 и матрицы D.

Наконец, вычислим производящую функцию Q(λ, t) безусловного распределения вероятностей
значений функционала Jt[x̃(s)] от траекторий осцилляторного случайного процесса, которую мы
называем обобщенной формулой Каца—Зигерта.

Согласно определению производящей функции Q(λ, t) (см. (4.1)), она выражается посредством
интеграла

Q(λ, t) = E exp
(−λJt[x̃(s)]) =

∫

R2

Q(λ, t;x0)f(x0)dx0,

где плотность f(·) определяется формулой (3.6). Используя эти определения и (5.20), запишем
интеграл в следующем виде:

∫

R2

Q(λ, t;x0)f(x0)dx0 =

[
exp

(
t SpBS2

)
(2π)2 detC · det (E +G+(t)B

)
]1/2

×

×
∫

R2

exp

(
−1

2

(
x0,

[
C−1 −B + etD

T
B
[
E +G+(t)B

]−1
etD

]
x0

))
dx0,
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где C = κE (см. (3.6)). Воспользуемся тем, что B < 0 и C > 0. В этом случае матрица в
показателе экспоненты положительно определена, так как G−1

+ (t) > 0. Вычислим двумерный
интеграл Пуассона:

Q(λ, t) =
exp

(
t(β − r)

)
[
det

(
E − CB + CetDTB

[
E +G+(t)B

]−1
etD

)
· det (E +G+(t)B

)]1/2 ,

где использовано соотношение SpBS2 = 2(β − r). Так как D = A+BS2, SpA = −2β, то

Q(λ, t) =
exp

(
(β + r)t

)
[
det

(
e−tDT e−tD(1− κρ) + CB

[
E +G+(t)B

]−1
)
· det (E +G+(t)B

)]1/2 =

=
exp

(
(β + r)t

)
[
det

(
(1− κρ)

(
e−tDe−tDT + ρG−(t)

)
+ κρE

)]1/2 , (5.21)

где произведена циклическая перестановка матрицы e−tDT под оператором det и использована
формула (5.8). Так как

D = −2rV − iωT (2), DT = −2rV + iωT (2), V =
1

2
(E + T (3)),

то, согласно (5.11),

e−Dt = ert
(
ch(Dt)E +

rT (3) + iωT (2)

D
sh(Dt)

)
,

e−D
T t = ert

(
ch(Dt)E +

rT (3) − iωT (2)

D
sh(Dt)

)
и поэтому

e−2rte−Dte−D
T t =

(
1 +

2r2

D2
sh2(Dt)

)
E − 2ωrT (1)

D2
sh2(Dt) +

rT (3)

D
sh(2Dt) ≡ L.

Заметим, что G−(t) = −G+(−t), и поэтому, согласно (5.12), (5.13), (5.16), разложение матрицы
G−(t) по базису 〈E, T (l); l = 1, 2, 3〉 имеет вид

e−2rtG−(t) = η
(
L− e−2rt

)
, η =

βκρ

r
.

Вычислим коэффициенты разложения матрицы R = (1 − κρ)
(
e−tDe−tDT

+ ρG−(t)
)
+ κρE. Так

как
e−2rt

[
e−Dte−D

T t + ρG−(t)
]
= (1 + η)L− ηe−2rtE,

то
R = (1− κρ)

(
(1 + η)Le2rt − ηE

)
+ κρE.

Представим эту матрицу в виде R = L0e
2rt + γE, где

L0 = (1− κρ)(1 + η)
2r

D2
sh(Dt)

[
(rE − ω T (1)) sh(Dt) + T (3)D ch(Dt)

]
,

γ = (1 + η)
(
(1− κρ)e2rt + κρ

)− η.

При вычислении ее детерминанта на основе коэффициентов разложения по базису 〈E, T (l); l =
1, 2, 3〉 воспользуемся тем, что она имеет порядок 2, т.е.

detR = γ2 + γ e2rt SpL0 + e4rt detL0.

Тогда

(1− κρ)(1 + η) =
(β + r)2

4βr
≡ θ+, (1 + η)κρ− η = −(β − r)2

4βr
≡ −θ−,

detL0 = θ2+
(2r)2

D4
sh2(Dt)

[
(r2 − ω2) sh2(Dt)−D2 ch2(Dt)

]
= −θ2+

(2r)2

D2
sh2(Dt).
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Так как матрицы T (1), T (3) имеют нулевой след, то

SpL0 = θ+
(2r)2

D2
sh2(Dt), γ = θ+ e

2rt − θ−.

Следовательно,

detR = e2rt
(
[θ+e

rt − θ−e−rt]2 − θ−θ+
(2r)2

D2
sh2(Dt)

)
.

Наконец, подставляя это выражение в знаменатель формулы (5.21), с учетом обозначений θ±,
получаем основной результат работы, который мы сформулируем в виде отдельного утверждения.

Теорема 5.3. При Reλ > 0 производящая функция Q(λ, t) безусловного распределения веро-
ятностей случайной величины, представленной значениями функционала Jt[x̃(s)] от траекто-
рий осцилляторного случайного процесса в случае, когда β > 0, ω2 	= 0 и β2 	= ω2, определяется
следующей формулой:

Q(λ, t) =
4rβeβt[(

(β + r)2ert − (β − r)2e−rt
)2 − 4r2(β2 − r2)2

sh2(Dt)

D2

]1/2 , (5.22)

где D =
√
r2 − ω2, r =

√
β2 + λσ/2.

6. Заключение. Полученная в работе формула (5.22), представляющая основной ее результат,
выражает в явной форме, в терминах элементарных функций, характеристическую функцию
(1.6) случайной величины

Jt[x̃(s)] =

t∫

0

(
dx̃(s)

ds

)2

ds

в случае, если x̃(t); t ∈ R— случайные траектории осцилляторного случайного процесса.
Кроме определенного прогресса в области изучения распределений вероятностей квадратич-

ных функционалов от траекторий гауссовских случайных процессов, этот результат может иметь
важные приложения в статистической радиофизике и квантовой оптике. Заметим, что каждая ха-
рактеристическая функция такого рода пропорциональна детерминанту Фредгольма интеграль-
ного оператора, ядро которого связано с корреляционным интегральным оператором. По этой
причине полученный результат может оказаться полезным в теории интегральных уравнений.
Отметим также, что в работе изучен так называемый вырожденный случай, когда детерминан-
ты каждой из матриц S2 и V равны нулю. С этой точки зрения в дальнейшем важно изучить
общий невырожденный случай, для которого, по-видимому, также возможно явное вычисление
соответствующего детерминанта Фредгольма.
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КВАЗИБЕЗМОНОДРОМНЫЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПАРАМЕТРОМ

c© 2023 г. А. А. ГОЛУБКОВ

Аннотация. Введено понятие квазибезмонодромной особой точки системы дифференциальных
уравнений первого порядка с параметром и аналитическими на комплексной плоскости коэф-
фициентами, как такой особой точки, некоторая степень матрицы монодромии M которой при
всех допустимых значениях параметра пропорциональна единичной матрице. При этом коэффи-
циент пропорциональности может как зависеть, так и не зависеть от параметра. Для системы
двух уравнений сформулированы условия на матрицу M , её след и определитель, необходимые
и достаточные для того, чтобы особая точка системы была квазибезмонодромной. Приведены
примеры систем двух уравнений с такими особыми точками, включая точки ветвления одного из
коэффициентов системы.

Ключевые слова: безмонодромная особая точка, квазибезмонодромная особая точка.

QUASI-NONMONODROMIC SYSTEMS OF FIRST-ORDER

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH A PARAMETER

c© 2023 A. A. GOLUBKOV

1. Введение. Матрица монодромии. Безмонодромные и квазибезмонодромные си-
стемы уравнений первого порядка. Рассмотрим систему L линейных дифференциальных
уравнений с параметром λ

dy

dz
= A(z, λ)y, z ∈ K, (1)

в кольцеобразной области K = Ω2 \ Ω1. Здесь Ω1 и Ω2 — односвязные области в C, Ω1 ⊂ Ω2, и
их границы не имеют общих точек, причем область Ω1 может состоять и из единственной точки.
Будем считать, что матрица коэффициентов A(z, λ) голоморфна всюду в области K при λ ∈ C,
однако это условие можно ослабить, ограничив область допустимых значений параметра λ.

Пусть существует такое минимальное целое число N � 1, что при любом λ ∈ C аналитическое
продолжение матричной функции A(z, λ) вдоль спрямлямой кривой γ ⊂ K, N раз обходящей
область Ω1 в положительном направлении и имеющей начало конец в точке z0, совпадает с ис-
ходной матричной функцией в окрестности точки z0 (процедура аналитического продолжения
вдоль кривой описана, например, в [12, гл. 8, § 5]). В частности, N = 1, если все элементы мат-
рицы A являются однозначными функциями z ∈ K при всех λ ∈ C. Обозначим через Y0(z, λ, z0)
фундаментальную матрицу пространства голоморфных решений системы (1) в окрестности точки
z0 ∈ K при некотором значении параметра λ, а через Y1(z, λ, z0)—аналитическое продолжение Y0
вдоль кривой γ. По построению кривой γ матрицы Y0 и Y1 являются в окрестности точки z0 фун-
даментальными матрицами для одной и той же системы уравнений (1). Поэтому для системы (1)
существует такая постоянная невырожденная матрица монодромии M области Ω1, что

Y1(z, λ, z0) = Y0(z, λ, z0)M(λ, Y0). (2)

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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Пусть теперь Yn(z, λ, z0)— аналитическое продолжение Y0 вдоль некоторой замкнутой спрям-
лямой кривой γn ⊂ K с началом и концом в точке z0, которая nN раз обходит область Ω1. При
этом n > 0, если обход происходит в положительном направлении, и n < 0, если в отрицательном.
Нетрудно убедиться, что

Yn(z, λ, z0) = Y0(z, λ, z0)M
n(λ, Y0).

Заметим, что матрица монодромии области Ω1 в силу аналитичности матрицы коэффициен-
тов A в области K не зависит от формы кривой γ ⊂ K, но зависит от выбора фундаментальной
матрицы Y0. Действительно, рассмотрим аналитическое продолжение вдоль кривой γ фундамен-
тальной матрицы Ỹ0 := Y0T , где T —произвольная постоянная невырожденная матрица. Тогда
получим, что

Ỹ1(z, λ, z0) = Y1(z, λ, z0)T = Y0(z, λ, z0)M(λ, Y0)T =

= Ỹ0(z, λ, z0)T
−1M(λ, Y0)T = Ỹ0(z, λ, z0)M(λ, Ỹ0),

где M(λ, Ỹ0) = T−1M(λ, Y0)T . К аналогичному результату приводит также сдвиг начальной и
конечной точки z0 замкнутой кривой γ, а для многозначной матричной функции A— также и
изменение выбора её начальной ветви. Таким образом, все матрицы монодромии области Ω1 по-
добны друг другу, и, следовательно, имеют одинаковые след m и определитель d. Более того,
из формулы Лиувилля (см. [10, ч. 1, § 9]) и соотношения (2) непосредственно следует, что опре-
делитель d любой матрицы монодромии системы (1), состоящей из L уравнений, однозначно
определяется интегралом вдоль описанной выше кривой γ от следа матрицы коэффициентов A
и может быть записан в виде

d(λ) = dL0 (λ), где d0(λ) := exp

⎧⎨
⎩
∫

γ

1

L
Tr
(
A(z, λ)

)
dz

⎫⎬
⎭ ; (3)

он заведомо отличен от нуля при любом значении λ, при котором след матрицы A(z, λ) голомор-
фен всюду в областиЁK.

Из формулы (3) и подобия друг другу всех матриц монодромии области Ω1 получаем следую-
щее утверждение.

Предложение 1.1. Если для системы (1) хотя бы одна матрица монодромии области Ω1

(её n-я степень) при некотором значении параметра λ пропорциональна единичной матрице I,
то при этом значении параметра λ все матрицы монодромии этой области (их n-е степени)
равны между собой и могут быть записаны в виде αd0I (или αdn0 I), где величина d0 определена
в (3), а коэффициент α может принимать одно из следующих L значений:

α ∈
{
exp

(
2πik

L

)
, k = 1, L

}
(4)

(здесь i—мнимая единица).

Доказательство. Тот факт, что в условиях предложения все матрицы монодромии области Ω1

совпадают между собой, следует из их подобия. Определитель матрицы Mn = αdn0 I равен αLdn

в силу (3) с одной стороны и dn с другой. Поэтому αL = 1, откуда вытекает (4). �
Если для системы (1), у которой все элементы матрицы A являются однозначными функци-

ями z ∈ K при λ ∈ C, хотя бы одна матрица монодромии области Ω1 равна единичной матрице
при любых значениях параметра λ, то такую систему и соответствующую матрицу A называ-
ют безмонодромными в области K. Задача о нахождении безмонодромных матриц A является
частным случаем существенно более общей задачи об изомонодромных деформациях систем (1),
которой посвящено большое число работ (см. например, работу [1] и ссылки в ней). При этом
возникает следующий вопрос. Допустим, что A не является однозначной матричной функцией
или (и) область K не является безмонодромной. Возможна ли в этом случае ситуация, когда
при любых значениях λ матрица монодромии области Ω1 или её некоторая ненулевая степень n
пропорциональна единичной матрице I, т.е. представима в виде αdn0 I, где возможные значения
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коэффициента α приведены в (4). Этот вопрос возникает, в частности, при исследовании асимп-
тотик решений систем линейных дифференциальных уравнений вдоль кривых на комплексной
плоскости, которые к настоящему времени изучены только при достаточно жестких ограничени-
ях на форму кривой и (или) на матрицу коэффициентов A (см. например, работы [2,19] и ссылки
в них).

Определение 1.1. Пусть Ω1 и Ω2 —односвязные области в C, Ω1 ⊂ Ω2, и их границы не име-
ют общих точек. Матрицу коэффициентов A и соответствующую систему уравнений (1) будем
называть квазибезмонодромными в кольцеобразной области K = Ω2 \ Ω1 аналитичности матри-
цы A, если существует такое натуральное число n � 1, что Mn(λ) ≡ αdn0 I, где M —некоторая
матрица монодромии области Ω1, величина d0 определена в (3), а возможные значения коэф-
фициента α приведены в (4). Пусть nmin —минимальное значение степени n, при котором это
тождество выполнено. Тогда будем называть IM := αnmin показателем безмонодромности мат-
рицы коэффициентов A и системы уравнений (1) для области Ω1.

Если система уравнений (1) является квазибезмонодромной в области K и область Ω1 состо-
ит из единственной точки, то эту точку будем называть квазибезмонодромной особой точкой
системы (1) и её матрицы коэффицентов A.

Подчеркнем, что в силу предложения 1.1 показатель безмонодромности область не зависит
от выбора матрицы монодромии области Ω1. Заметим также, что Mn(λ) ≡ αdn0 I, если и только
если M−n(λ) ≡ α−1d−n0 I, причем, как следует из (4), множества возможных значений α и α−1

совпадают. Поэтому ограничение n � 1 в определении 1.1 не является существенным, а исполь-
зовано исключительно для удобства. Существенно только ограничение n �= 0, поскольку M0 ≡ I
для любой матрицы M . Определение 1.1 также легко обобщается на случай, когда в области K
существуют безмонодромные особые точки матрицы коэффициентов. При этом достаточно ого-
ворить, что замкнутая кривая γ ⊂ K, вдоль которой происходит аналитическое продолжение
матрицы A и которой соответствует некоторая матрица M монодромии области Ω1, не прохо-
дит через эти особые точки. Кроме того, в соответствии с определением 1.1 для безмонодромной
матрицы коэффициентов имеем IM = 1.

Предложение 1.2. Пусть матрицы монодромии области Ω1 для системы уравнений имеют
определитель d и след m. Замена в (1) неизвестных функций y(z) на функции

ys(z) = P (z)y(z), где P (z) := exp

⎧⎨
⎩−

z∫

z0

1

L
Tr
(
A(v, λ)

)
dv

⎫⎬
⎭ , z0, z, v ∈ K, (5)

сохраняет вид системы (1), но меняет матрицу коэффицентов A(z, λ) на матрицу A(z, λ) −
Tr(A(z, λ))/L со следом, равным нулю всюду в K (интегрирование в (5) ведется вдоль спрям-
ляемой кривой, аналогичной кривой γ, описанной в начале статьи). При этом все матрицы
монодромии области Ω1 для преобразованной системы (1) имеют единичный определитель и
след, равный m/d0, где величина d0 определена в (3); для области Ω1 новая и исходная системы
уравнений являются или не являются квазибезмонодромными одновременно и их показатели
безмонодромности совпадают.

Доказательство. Приведенное в утверждении преобразование матрицы коэффициентов систе-
мы (1) проверяется непосредственной подстановкой замены (5) в (1). Далее заметим, что для
преобразованной системы (1) в силу (3), (5) фундаментальные матрицы решений Y0s, Y1s, соот-
ветствующие входящим в соотношение (2) фундаментальным матрицам решений Y0, Y1 исходной
системы, следующим образом связаны с последними:

Y0s(z0, λ, z0) = Y0(z0, λ, z0), Y1s(z0, λ, z0) = Y1(z0, λ, z0)/d0.

Поэтому, как следует из (2), соответствующая фундаментальной матрице Y0s матрица монодро-
мии области Ω1 новой системы есть Ms = M/d0, что в силу (3) и определения 1.1 доказывает
остальные утверждения предложения. �
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Настоящая работа посвящена исследованию вопроса о существовании систем двух уравнений
первого порядка c квазибезмонодромными особыми точками, имеющими различные значения
показателя безмонодромности. В разделе 2 сформулированы три необходимых и достаточных
условия квазибезмонодромности системы уравнений (1) при L = 2 в терминах матрицы моно-
дромии M и отношения её следа к величине d0, определенной в (3). Для каждого из этих трех
условий найдено значение IM и доказано, что не существует квазибезмонодромных матриц A
второго порядка с положительным четным показателем безмонодромности. В разделе 3 приве-
дены примеры матриц A второго порядка с квазибезмонодромными особыми точками, включая
точки ветвления, со всеми остальными значениями IM . При этом рассмотрены примеры только
таких матриц A с нулевым следом (см. предложение 1.2), для которых системаЁ(1) эквивалентна
уравнению Штурма—Лиувилля вида

y′′(z) +
(
q(z)− λ2r(z)

)
y(z) = 0, z ∈ K, (6)

при постоянном или переменном весе r(z). Особый интерес к указанному частному случаю си-
стем (1), связан с тем, что изучение их квазибезмонодромных особых точек необходимо для
дальнейшего исследования краевых и обратных спектральных задач для уравнений Штурма—
Лиувилля на кривых в комплексной плоскости, которые к настоящему времени рассмотрены
только при достаточно жестких ограничениях на форму кривой и (или) на коэффициенты урав-
нения (см. например, работы [3–5,9, 17, 18] и ссылки в них).

2. Необходимые и достаточные условия квазибезмонодромности системы двух урав-
нений первого порядка в кольцеобразной области аналитичности её коэффициентов.

Лемма 2.1. Пусть m = TrM — след матрицы второго порядка M с единичным определите-
лем, I — единичная матрица второго порядка. Тогда для любого целого n

Mn = anM + bnI, n ∈ Z, (7)

где a0 = 0, b0 = 1, а остальные коэффициенты an и bn удовлетворяют рекуррентным соотно-
шениям

an = man−1 + bn−1, bn = −an−1, n ∈ Z. (8)

Доказательство. Справедливость представления (7) и выражения для коэффициентов an и bn
при n ∈ {0, 1} следуют непосредственно из определения нулевой и первой степени матрицы,
причем b0 = a1 = 1, a0 = b1 = 0, т.е. формулы (8) справедливы при n = 1. Учитывая, что
detM = 1, нетрудно также получить, что

M2 = mM − I, M−1 = −M +mI, (9)

т.е. представление (7) справедливо также при n ∈ {−1, 2}, причем a2 = b−1 = m, a−1 = b2 = −1, и
значит, формулы (8) выполнены при n ∈ {0, 2}. Далее воспользуемся индукцией по N ∈ N. Пред-
положим, что представление (7) справедливо при n ∈ {−N + 1, . . . , N}, N � 2, а формулы (8) —
при n ∈ {−N + 2, . . . , N} (выше это было доказано для N = 2). Тогда, пользуясь соотношения-
ми (7) при n = −N + 1 и n = N , а также формулами (9), получим:

MN+1 = aNM
2 + bNM = (maN + bN )M − aNI,

M−N = a−N+1I + b−N+1M
−1 = −b−N+1M + (mb−N+1 + a−N+1)I,

т.е. представление (7) справедливо также и при n = N + 1, n = −N , причем

aN+1 = maN + bN , bN+1 = −aN ,
a−N = −b−N+1, b−N = mb−N+1 + a−N+1 = −ma−N + a−N+1,

что доказывает формулы (8) при n = −N + 1 и n = N + 1. �
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Лемма 2.2. Пусть μ = 0,5
(
m+

√
m2 − 4

)
. Тогда в условиях леммы 2.1

an = (±1)n+1n при m = ±2, (10)

an =
μn − μ−n

μ− μ−1
при m �= ±2, μ �= ±1. (11)

Доказательство. Поскольку в силу леммы 2.1 коэффициенты an и bn зависят только от номера
n и следа M , то достаточно провести доказательство леммы для диагональной матрицы M c
элементами μ и 1/μ = 0,5

(
m− √

m2 − 4
)
(напомним, что detM = 1, M = TrM). В этом случае

Mn —диагональная матрица с элементами μn и μ−n. Поэтому из соотношений (7) сразу имеем

μn = anμ+ bn, μ−n =
an
μ

+ bn. (12)

Если M = ±2, т.е. μ = ±1, то уравнения в (12) равносильны. Добавляя к ним вторую формулу
из (8), получим новое рекуррентное соотношение

μan = μn + an−1. (13)

Обозначим cn := μn+1an. Тогда умножая (13) на μn и учитывая, что μ2 = 1, получим cn = 1+cn−1.
Поскольку c0 = a0 = 0, то, пользуясь формулой для n-го члена арифметической прогрессии,
получаем (10). Пусть теперь M �= ±2 (т.е. μ �= ±1). В этом случае формула (11) следует непо-
средственно из соотношений (12). �

В силу леммы 2.2 при M = ±2 коэффициент an �= 0 при любом целом n �= 0. Пользуясь также
леммой 2.1, получим следующие два утверждения.

Следствие 2.1. Если M = 2 и M �= I, то Mn �= ±I при любом целом n �= 0.

Следствие 2.2. Если M = −2 и M �= −I, то Mn �= ±I при любом целом n �= 0.

Лемма 2.3. При m �= ±2 и n �= 0 коэффициент an в формуле (7) равен нулю тогда и только
тогда, когда M = 2cos

(
πk/n

)
, где |n| � 2, а k ∈ {1, . . . , |n| − 1}. При этом bn = (−1)k.

Доказательство. При m �= ±2 (т.е. μ �= ±1) из формулы (11) следует, что an = 0 тогда и только
тогда, когда μ = exp(iπk/n), т.е. μn = (−1)k, где i—мнимая единица, а целое число k �= pn, p ∈ Z.
С другой стороны, при таких значениях μ имеем:

M ≡ μ+ (μ)−1 = 2cos
πk

n
, bn = −an−1 = (−1)k

в силу соотношений (8) и (11). Ограничения |n| �= 1, k �= pn возникают из условия m �= ±2.
Приведенные в лемме ограничения на значения k, отличные от условия k �= pn, p ∈ Z, несуще-
ственны, т.к. в силу свойств косинуса они не меняют множество всех подходящих значений M .
Они добавлены для удобства использования леммы в дальнейших доказательствах. �

Лемма 2.4. Пусть M = 2cos
(
πk/n

)
, где числа n � 2 и k ∈ {1, . . . , n − 1} взаимно просты.

Тогда aj �= 0, j = 1, n− 1, an = 0.

Доказательство. Очевидно, что в условиях леммы M �= ±2, и an = 0 в силу леммы 2.3. Если
n = 2, то лемма полностью доказана, поскольку a1 = 1. Предположим, что n � 3, и aj = 0
при некотором j ∈ {2, . . . , n − 1}. Тогда из леммы 2.3 получаем, что M = 2cos

(
πs/j

)
, где s ∈

{1, . . . , j−1}. В силу условия леммы это означает, что cos
(
πk/n

)
= cos

(
πs/j

)
. Воспользовавшись

формулой разности косинусов, находим, что k/n + s/j = 2p или k/n − s/j = 2p, где p ∈ Z. По
условию 0 < k/n, s/j < 1, поэтому возможен только второй случай при p = 0. Допустим, что
k/n = s/j, т.е. kj = ns. Но n и k взаимно просты, поэтому последнее равенство возможно только,
если j = rn, где целое число r � 1, а по условию j < n. Это противоречие доказывает лемму. �
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Теорема 2.1. Пусть Ω1 и Ω2— односвязные области в C, Ω1 ⊂ Ω2, и их границы не имеют
общих точек. Тогда при L = 2 система уравнений (1) и матрица коэффициентов A являются
квазибезмонодромными в кольцеобразной области K = Ω2\Ω1 аналитичности матрицы A тогда
и только тогда, когда для системы уравнений (1) некоторая матрица монодромии M области
Ω1 или её след M удовлетворяют одному из следующих трех альтернативных условий :

(i) M = d0I;
(ii) M = −d0I;
(iii) M = 2d0 cos

(
πk/n

)
, где числа n � 2 и k ∈ {1, . . . , n − 1} взаимно просты, а множитель

d0 определен в (3).
В первых двух случаях показатель безмонодромности равен IM = ±1 соответственно, а в
последнем случае IM = (−1)kn.

Доказательство. Рассмотрим прежде всего случай системы (1) с единичным определителем мат-
рицы монодромии, т.е. случай d = d0 = 1. В этом случае при n � 1 в силу формулы (7)Mn ∈ {±I}
тогда и только тогда, когда либо M ∈ {±I}, либо M /∈ {±I}, но an = 0. Поэтому необходимость
и достаточность выполнения одного из трех условий теоремы непосредственно вытекает из след-
ствий 2.1, 2.2 и леммы 2.3. При этом условие взаимной простоты чисел k и n, очевидно, не
является существенным, так как не меняет множество всех подходящих значений M . Значение
IM в первых двух случаях сразу следует из определения 1.1, а в третьем случае (m �= ±2)—из
определения 1.1, формулы (7) и леммы 2.4.

Пусть теперь d0 �= 1. Тогда, делая замену (5), получим новую системы вида (1), матрицы
монодромии M1 которой в силу предложения 1.2 будут иметь след M1 = m/d0 и единичный
определитель. Применяя к новой системе теорему 2.1, только что доказанную для случая еди-
ничного определителя, получим, что утверждение теоремы справедливо и в общем случае. �

Следствие 2.3. При L = 2 не существует матриц коэффициентов A с положительным
четным показателем безмонодромности IM .

Доказательство. В силу теоремы 2.1 показатель безмонодромности равен либо ±1, либо (−1)kn,
где k и n взаимно просты и, следовательно, не могут быть одновременно четными. �

3. Примеры систем двух уравнений первого порядка с квазибезмонодромными осо-
быми точками. Пользуясь предложением 1.2, ограничимся примерами систем (1), у которых
матрицы A имеют след, тождественно равный нулю в области K; значит, матрицы монодромии
области Ω1 в силу соотношения (3) имеют единичный определитель. К таким системам, в част-
ности, относятся системы уравнений (1) с матрицей коэффициентов вида

A =

(
0 1

(λ2r(z)− q(z)) 0

)
, (14)

которые равносильны уравнению Штурма—Лиувилля (6). При этом элементы первой строки
фундаментальных матриц Y0, Y1 образуют фундаментальную систему голоморфных решений
(ФСР) уравнения (6), а элементы второй строки — первые производные по z элементов первой
строки. Это позволяет естественным образом перенести определение 1.1 с системы (1) и её особых
точек на уравнение (6) и его особые точки. Поэтому в дальнейшем будем говорить в том числе
и о показателях безмонодромности особых точек коэффициентов уравнения (6). Кроме того,
следуя терминологии, принятой в теории уравнений Штурма—Лиувилля, будем называть q(z)
потенциалом, а r(z)— весом.

Для матриц A вида (14) с единичным весом случай M = I в теории уравнений Штурма—
Лиувилля хорошо изучен для однозначных потенциалов (см. [7,8,13,15,16]), но для многозначных
потенциалов он ранее не исследовался; случай (ii) в теореме 2.1 для таких матриц A, скорее всего,
не реализуем ни для каких однозначных потенциалов. По крайней мере, пользуясь известными
асимптотическими представлениями решений уравнения (6) (см. [14,19]) можно доказать, что это
справедливо, если в области K существует хотя бы одна спрямляемая кривая, ограничивающая
выпуклую область. Последнее, в частности, всегда имеет место в некоторой достаточно малой
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выколотой окрестности изолированной особой точки. Вместе с тем, как показано в данном пункте,
случай M = −I реализуем при единичном весе для особых точек потенциала многозначного
характера. Кроме того, ниже приведены примеры матриц A вида (14), имеющих любое заданное
значение показателя безмонодромности, не запрещенное следствием 2.3.

Пусть в (14)

r(z) = 1, q(z) = −p(p− 1)

z2
, где p � 1

2
. (15)

Ограничение на значения p учитывает тот факт, что замена p на 1− p не меняет вид потенциала
в (15). Как известно (см. например, [10, ч. 3, гл. 2, пример 2.162(7)]), если λ �= 0, то одну из
ФСР уравнения (6) с коэффициентами (15) образуют функции y(1) =

√
z Jp−1/2(iλz) и y(2) =√

z Np−1/2(iλz), где Jk и Nk —функции Бесселя первого и второго рода соответственно. Также
хорошо известно (см. [11, формула (21.8-6)]), что

Jk
(
exp{2πi}z) = exp{2πki}Jk(z), Nk

(
exp{2πi}z) = exp{−2πki}Nk(z) + 4i cos2(πk)Jk(z).

Следовательно, при λ �= 0 и указанном выборе ФСР матрица монодромии особой точки z = 0
уравнения (6) с коэффициентами (15), и значит, системы (1) с матрицей коэффициентов (14), (15)
будет равна

M =

(
exp{2πpi} −4i sin2(πp)

0 exp{−2πpi}
)
.

Поэтому для этой особой точки M ≡ TrM = 2cos(2πp). Заметим также, что при λ = 0 в качестве
ФСР уравнения (6) с коэффициентами (15) можно взять, например, функции zp, z1−p при p �=
1/2 и z1/2, z1/2 ln z при p = 1/2. При этом вид матрицы монодромии будет немного другим, но
формула для следа сохраняется. Из нее и теоремы 2.1 следует, что возможны два интересных
для нас случая квазибезмонодромных матриц коэффициентов A вида (14), (15):

(1) случай p ∈ N соответствует частному случаю хорошо исследованного класса безмонодром-
ных потенциалов (M = I) уравнения Штурма—Лиувилля стандартного вида (см. [7, 8]);

(2) случай p = (r+k/n)/2, где r ∈ N, а числа n � 2 и k ∈ {1, . . . , n− 1} взаимно просты, соответ-
ствует ранее не рассматривавшемуся случаю уравнения Штурма—Лиувилля стандартного
вида с квазибезмонодромным потенциалом, при этом его показатель безмонодромности
IM = (−1)kn, если r четное, и IM = (−1)n−kn, если r нечетное.

При остальных значениях p матрица A вида (14), (15) не будет квазибезмонодромной. Иными
словами, матрицы коэффициентов вида (14), (15) являются квазибезмонодромными при любом
рациональном p, отличном от полуцелого числа. При этом они охватывают все возможные зна-
чения показателя безмонодромности, не запрещенные следствием 2.3, кроме IM = −1.

Поскольку, как уже говорилось, при единичном весе однозначные изолированные особые точки
потенциала заведомо не могут иметь IM = −1, то рассмотрим потенциалы, имеющие в нуле точку
ветвления порядка N−1 > 0, и сделаем в уравнении (6) с r(z) = 1 следующие замены переменной
и неизвестной функции:

w = z1/N , u(w) = y(z)w(1−N)/2. (16)
Тогда прямой подстановкой нетрудно убедиться, что u(w) удовлетворяет уравнению Штурма—
Лиувилля с комплексным весом, имеющим в точке w = 0 нуль кратности 2(N − 1):

u′′(w) +
{
1−N2

4w2
+N2w2N−2

(
q(wN )− λ2

)}
u(w) = 0. (17)

При этом существенно, что при N -кратном обходе по замкнутой траектории особой точки z = 0
на комплексной плоскости z, особая точка w = 0 на комплексной плоскости w будет обходиться
один раз также по замкнутой траектории, и значит, потенциал в уравнении (17) будет одно-
значной функцией w. При этом для любых ФСР уравнений (6) и (17), связанных между собой
соотношением (16), соответствующие матрицы монодромии Mz и Mw этих особых точек будут
также связаны:

Mw = (−1)N−1Mz. (18)
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Действительно, пусть функции u(j)(w), j = 1, 2, образуют ФСР уравнения (17). Тогда соответ-
ствующее ФСР уравнения (6) в силу (16) будет иметь вид

y(j)(z) = u(j)(w)w(N−1)/2 , w = z1/N .

Поэтому, если
u(j)(w exp{2πi}) =Mw,jku

(k)(w), j, k = 1, 2

(здесь и далее по повторяющимся индексам подразумевается суммирование), то

y(j)
(
z exp{2πNi}) = (−1)N−1u(j)

(
w exp{2πi})w(N−1)/2 =

= (−1)N−1Mw,jku
(k)(w)w(N−1)/2 = (−1)N−1Mw,jky

(k)(z).

Из соотношения (18) вытекает следующее утверждение.

Предложение 3.1. Пусть точка z = 0 является точкой ветвления потенциала q(z) по-
рядка N − 1 (N � 2), а точка w = 0— безмонодромная особая точка уравнения (17). Тогда
точка z = 0 является квазибезмонодромной особой точкой уравнения (6) с r(z) = 1, причем
IM = (−1)N−1.

Неограниченное количество уравнений вида (17) с безмонодромной особой точкой w = 0 можно
построить, пользуясь следующей леммой, являющейся частным случаем (при λ = 0) леммы 1
из [6],

Лемма 3.1. Пусть функция h(w) имеет вид

h(w) = −ν(ν − 1)

w2
+ h−1w

−1 +
∞∑
k=0

hkw
k,

где ν ∈ N, h−1 = h1 = . . . = h2ν−3 = 0, и ряд сходится в круге UR = {|z| < R}. Тогда все
голоморфные решения уравнения

u′′(w) + h(w)u(w) = 0

однозначны в кольце KR = {0 < |w| < R}.
Заметим, что различие в знаке перед первым слагаемым формулы для потенциала в [6, лем-

ма 1] и в лемме 3.1 настоящей работы связано с соответствующими различиями в знаках перед
потенциалами в уравнениях Штурма—Лиувилля.

Пусть потенциал q(z) в уравнении (6) имеет вид

q(z) =
1

N2z2

(
−1−N2

4
− ν(ν − 1) +

∞∑
k=−1

hkz
(k+2)/N

)
.

Здесь N � 2, ν ∈ N, h−1 = h1 = . . . = h2ν−3 = 0, ряд сходится в круге UR, и существует хотя
бы одно hk �= 0 с номером k = l − 2, где l ∈ N, l и N взаимно просты (т.е. точка z = 0 является
точкой ветвления потенциала q(z) порядка N − 1). Тогда в силу предложения 3.1 и леммы 3.1
показатель безмонодромности уравнения (6) с r(z) = 1 в кольце KR будет равен (−1)N−1. Таким
образом, при любом четном (нечетном) N � 2 получаем семейство многозначных потенциалов,
особая точка которых имеет показатель бемонодромности IM = −1 (IM = 1).

Предложение 3.1 может быть обращено и использовано для поиска уравнений Штурма—Ли-
увилля с переменным весом, безмонодромных в некоторой области. Пусть уравнение (6) является
квазибезмонодромым в некоторой кольцеобразной области Kz = Ω2\Ω1 комплексной плоскости z,
причем модуль показателя безмоноромности n � 1, а голоморфный всюду в K потенциал q(z)
имеет конечный порядок ветвления N − 1 � 0 (nN > 1). Без ограничения общности можно счи-
тать, что точка z = 0 лежит в области Ω1. Тогда, делая в уравнении (6) замены переменной и
неизвестной функции, аналогичные заменам (16):

w = z1/(nN), u(w) = y(z)w(1−nN)/2, (19)
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получим, что функция u(w) удовлетворяет следующему уравнению Штурма—Лиувилля, анало-
гичному уравнению (17):

u′′(w) +
{
1− (nN)2

4w2
+ (nN)2w2nN−2

(
q(wnN )− λ2

)}
u(w) = 0, w ∈ Kw. (20)

Замена (19) отобразит любую замкнутую кривую, лежащую в области Kz и обходящую nN раз
область Ω1, в замкнутую кривую, лежащую в некоторой кольцевой области Kw = Ω2w \ Ω1w

комплексной плоскости w и обходящую область Ω1w один раз. Поэтому потенциал уравнения (20)
будет однозначной функцией w в области Kw. При этом для любых ФСР уравнений (6) и (20),
связанных между собой соотношением (19), соответствующие матрицы монодромии Mz и Mw

областей Ω1 и Ω1w будут связаны соотношениями, аналогичными формуле (18):

Mw = (−1)nN−1Mz.

Поэтому справедливо, в частности, следующее утверждение.

Предложение 3.2. Пусть точка z = 0 является точкой ветвления потенциала q(z) поряд-
ка N − 1, N � 1, и имеет порядок безмонодромности IMz = (−1)Ln, где n � 1. Тогда порядок
безмонодромности точки w = 0 уравнения (20) равен IM = (−1)L+nN−1.
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Аннотация. В работе предложен алгоритм нахождения кратчайшего по времени прохождения
пути на графе, когда на каждой дуге задано два веса: время, требуемое для прохождения дуги до
начала часа пик, и время, требуемое для прохождения дуги во время часов пик, а также указано
время начала часа пик и время старта. Предложенный алгоритм можно считать модификацией
классического алгоритма Э. Дейкстры.

Ключевые слова: взвешенный граф, вес дуги, кратчайший по времени путь, алгоритм Дейкс-
тры, час пик.
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Abstract. In this paper, we propose an algorithm for finding the fastest path on a graph with two
weights on each arc, namely, the times required to pass the arc before the beginning of rush hour and
during rush hours, if the time of the beginning of rush hours is also indicated. The algorithm proposed
can be considered a modification of the classical E. Dijkstra algorithm.

Keywords and phrases: weighted graph, arc weight, shortest time path, Dijkstra’s algorithm, rush
hour.
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1. Введение. Широко используемые мобильные приложения, называемые навигаторами, на-
ряду с несомненными достоинствами, обладают рядом существенных недостатков. В частности,
маршрут из вершины в вершину, который они находят, строится, фактически, по одному принци-
пу: они прокладывают кратчайший маршрут, привязанный, как правило, к основным магистра-
лям. Это при широком их использовании способствует образованию транспортных пробок. Они
также не учитывают, что кратчайший путь может быть далеко не самым быстрым: скорость его
прохождения может быть низкой в силу загруженности его потоком транспорта.
Ясно, что длина дуги— постоянная (физическая) величина, а вот время проезда по дуге в

разное время суток может быть разным; например, это определяется разной степенью загружен-
ности дуги потоком транспорта (под дугой здесь понимается участок автомобильной дороги) или
степенью освещенности дороги в различное время суток.
Таким образом, если мы рассматриваем в качестве веса дуги не её длину, а время прохождения

через эту дугу, то в реальной постановке веса дуг следует рассматривать не как их постоянные
характеристики, а как функции времени. В такой постановке задача нахождения кратчайшего
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по времени пути, ведущего из вершину в вершину становится динамической, но скорее всего
не решаемой. В настоящей работе мы рассматриваем простую, но реальную постановку задачи
когда, веса всех дуг меняются одновременно в одно и тоже время, которое мы назвали часом пик.
Таким образом у каждой дуги нашего графа имеется два веса: время прохождения её до начала
часа пик и время прохождения по ней в часы пик.
На самом деле и в такой постановке задача остается динамической. Действительно, каков

вес дуги если начало движения по ней происходит до часа пик, а завершается, когда чаc пик
наступил? Это означает, что часть дуги мы проходим со скоростью, соответствующей движению
до часа пик, а оставшуюся часть дуги со скоростью в часы пик. Перейдем к строгой постановке
задачи о кратчайшем по времени пути на графе с одновременно меняющимися длительностями
прохождения по его дугам.

2. Постановка задачи и алгоритм её решения. Рассмотрен новый класс ориентированных
графов с парами весов на дугах ρ1(u), ρ2(u). Веса дуг положительны и означают время прохожде-
ния соответствующей дуги. Задано время T ; если tu+ρ1(u) � T (tu —время начала прохождения
по дуге u), то «действует» вес ρ1(u), если tu � T , то «действует» вес ρ2(u); в иных случаях дей-
ствует «переходной вес дуги», который строится естественным образом по весам ρ1(u), ρ2(u).
Такие графы можно считать частным случаем динамических графов (см. [1, 3–5]).
Рассмотрена задача нахождения кратчайшего по времени пути на таком графе из заданной

вершины при указанном времени старта в произвольную вершину графа. Ясно, что задача имеет
четкое практическое истолкование, а именно, T — время начала «часа пик», а пары весов дуг —
времена прохождения по дуге (ρ1(u)—до «часа пик», ρ2(u)— во время «часа пик»). «Пиковость»
означает, что для для весовых функций дуг ρ1 и ρ2 выполнено условие

ρ1(u) � ρ2(u) ∀u ∈ U. (1)

Предложенный алгоритм можно считать модификацией известного алгоритма Э. Дейкстры,
который в своей оригинальной версии не учитывает динамики графа. Аналогичная задача была
рассмотрена ранее в [2]. В ней использован подход, применявшийся ранее авторами в задачах на
графах с ограничениями на достижимость. Решение требует построение развертки графа. Зада-
ча полностью дискретизируется по времени, и значит не предполагает ситуации использования
переходных весов. В этом смысле алгоритм, предлагаемый в настоящей работе, является более
точным, близким к реальным ситуациям и просто реализуемым.
Ещё одной особенностью, отличающей предложенный алгоритм от алгоритма Э. Дейкстры,

является изменение «смысла» используемых в нём меток вершин. В классическом алгоритме
Э. Дейкстры метка вершины в случае нахождения кратчайшего по времени прохождения пу-
ти имеет следующий времени прохождения из начальной вершины в текущую; в нашем случае,
когда мы ищем кратчайший по времени прохождения путь, при указанном времени начала дви-
жения (времени старта) метка вершины— это время прибытия в неё при указанном времени
старта. Таким образом, исходная метка стартовой вершины полагается равной времени старта и
не меняется в процессе применения алгоритма, а исходные метки остальных верщин полагаются
равными +∞ (в классическом алгоритме начальная метка стартовой вершины равна 0).
Как известно, алгоритм Э. Дейкстры — один из первых динамических алгоритмов, основан-

ный на выполнении шагов пересчета меток вершин до тех пор, пока изменяется метка хотя бы
одной из вершин графа. Пересчет метки вершины y осуществляется по дугам, которые заканчи-
ваются в вершине y, по следующему правилу: сравниваются между собой My и величина My(u),
определенная равенством

My(u) =Mx + ρ(u), f(u) = (x; y), (2)
причем

если My(u) < My, то My :=My(u). (3)
В этом случае говорят, что метка вершины y была пересчитана через метку вершины x по дуге,
приходящей из вершины x в вершину y. Установившиеся метки вершин имеют известный смысл —
наименьшее возможное время прибытия из начальной вершины в данную вершину. Массив ме-
ток позволяет восстановить сам экстремальный путь из начальной вершины в заданную вершину.
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В нашем случае правило (3) пересчета меток остается прежним, а формула (2) для My(u), заме-
няется на следующую:

My(u) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Mx + ρ1(u), если Mx + ρ1(u) � T ;

Mx + ρ2(u), если Mx � T ;

T +
(ρ1(u)− (T −Mx))

(ρ1(u))
·ρ2(u) в иных случаях.

(4)

Что означают выражения, содержащиеся в правой части за фигурной скобкой в (4)? Пер-
вая строка — пересчет метки вершины, когда это происходит до достижения времени T . Вторая
строка — пересчет метки, когда это происходит после достижения времени T , а нижняя стро-
ка означает, что пересчет метки происходит в переходной момент — часть дуги u мы проходим,
используя её вес ρ1(u), а её оставшуюся часть, используя её вес ρ2(u).
Фактически это означает, что мы имеем дело как бы с тремя графами. На первом из них дуги

имеют весовую функцию ρ1, на втором— дуги имеют весовую функцию ρ2, на третьем графе
веса дуг определены третьей строкой формулы (3), т.е. динамически.
Восстановление экстремального пути непосредственно по массиву меток из-за формулы (3),

которая применяется при пересчете меток, можно осуществить, но это, в отличие от классиче-
ского случая, представляется делом достаточно трудоемким. Вместо этого вместе с динамическим
массивом меток вершин создается ещё один динамический массив вершин, через которые осу-
ществлен персчет метки. Это позволяет легко восстанавливать найденный экстремальный путь.

3. Примеры, иллюстрирующие алгоритм. Продемонстрируем работу алгоритма на
нескольких примерах.

Пример 1. Рассмотрим следующий граф:

«Дробью» над дугой указаны веса дуги до часа пик и во время часа пик в минутах; T = 8:00.
Ясно, что при времени старта t � 7:40 из вершины 1 время нахождения в пути в вершину 5 равно
20 минутам, при старте в 7:44 время прохождения пути равно 23 минутам, при старте в 7:45 время
прохождения пути равно 25 минутам, а при старте в 8:00 в пути составит 40 минут.

Пример 2. Рассмотрим теперь следующий граф:

Применение описанного выше алгоритма для нахождения кратчайшего по времени пути из вер-
шины 1 в вершину 5 при времени старта t � 7:40 время прохождения кратчайшего пути равно
20 минутам; этот путь проходит через вершины 2, 3, 4.
При времени старта 7:44 кратчайший по времени путь из вершины 1 в вершину 5 проходит

через вершины 2, 3, 4, 9, 10, а время в пути составляет 23 минуты. При старте в 7:50 кратчайший
по времени путь из вершины 1 в вершину 5 проходит через вершины 2, 3, 8, 9, 10 и время в пути
составляет 24 минуты. При старте в 7:56 кратчайший по времени путь из вершины 1 в вершину 5
проходит через вершины 2, 3, 8, 9, 10, и время в пути составляет 28 минут.
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Обращаем внимание читателей на значительное расхождение во времени прохождения крат-
чайшего пути при старте в 7:44 (23 минуты) и при старте в 7:56 (28 минут) и на то, что изменился
сам кратчайший по времени путь.

Замечания. 1. Предложенный в работе алгоритм в отличие от классического алгоритма
Э. Дейкстры уже не является чисто дискретным, поскольку у дуг графа при переходе от времени
меньшего T ко времени большего чем T возникают динамические веса (вторая строка в правой
части формулы (4)).
2. Ясно, что кратчайшее время, найденное по алгоритму, нужно считать в приложениях при-

ближенным, поскольку исходные веса можно считать средним временем прохождения дуги графа
до наступления часа пик и во время часа пик.
3. Если перестроить все навигаторы на использование предложенного нами алгоритма, то это

приведет к изменению структуры существующих транспортных потоков, т.е. к изменению весов
дуг (см. замечание 2). Поэтому предлагаемый в работе алгоритм целесообразно использовать в
навигаторах специального применения на транспортных средства специально назначения (меди-
цинская помощь, пожарные автомобили и т. п.).
4. Ясно как модернизировать описанный алгоритм на случай, когда задано не только T — время

начала часа пик, но и задано время окончания часа пик, и веса дуг после окончания часов пик
равны ρ1(u) или равны ρ3(u).
5. Допущение (1) может быть опущено, мы им нигде и не пользовались. Оно было выписано

лишь для «оправдания термина «часы пик».

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ерусалимский Я. М., Кузьминова М. В. Динамические периодические графы// Тез. докл. III Все-
рос. шк.-семин. «Математическое моделирование и биомеханика в современном университете», 2007. —
С. 39–40.

2. Ерусалимский Я. М., Скороходов В. А., Кузьминова М. В., Петросян А. Г. Графы с нестадартной
достижимостью: задачи, приложения. — Ростов н/Д.: ЮФУ, 2009.

3. Кочкаров А. А., Кочкаров Р. А. Динамические графы и некоторые их свойства// 2016. — 3, № 1. —
С. 50–53.

4. Кочкаров А. А., Кочкаров Р. А., Малинецкий Г. Г. Некоторые аспекты динамической теории графов//
Ж. вычисл. мат. мат. физ. — 2015. — 55, № 9. — С. 1623–1629.

5. Пупырев С. Н., Тихонов А. В. Визуализация динамических графов для анализа сложных сетей//
Модел. анал. информ. сист. — 2010. — 17, № 1. — С. 117–135.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРОВ
Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Авторы заявляют об отсутствии финансовой поддержки от каких-либо ор-

ганизаций или частных лиц.
Финансовые интересы. Авторы заявляют об отсутствии подлежащих раскрытию финансо-

вых или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Ерусалимский Яков Михайлович
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону
E-mail: ymerusalimskiy@sfedu.ru

Осипов Максим Игоревич
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону
E-mail: makosipov@sfedu.ru

Скороходов Владимир Александрович
Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону
E-mail: vaskorohodov@sfedu.ru



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 225 (2023). С. 73–86
DOI: 10.36535/0233-6723-2023-225-73-86

УДК 517.9

ОБ ОСНОВНОМ УРАВНЕНИИ ДЛЯ ОБРАТНОГО ОПЕРАТОРА

ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ С РАЗРЫВНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

c© 2023 г. Д. КАРАХАН, Х. Р. МАМЕДОВ, И. Ф. ХАШИМОГЛУ

Аннотация. В работе рассматривается краевая задача для оператора Штурма—Лиувилля с раз-
рывным коэффициентом. Получено основное уравнение обратной задачи для краевой задачи и
доказана единственность его решения.

Ключевые слова: основное уравнение, разрывный оператор Штурма—Лиувилля, обратная за-
дача.

ON MAIN EQUATION FOR INVERSE STURM–LIOUVILLE OPERATOR

WITH DISCONTINUOUS COEFFICIENT

c© 2023 D. KARAHAN, Kh. R. MAMEDOV, I. F. HASIMOGLU

Abstract. In this work, a boundary-value problem for the Sturm–Liouville operator with
discontinuous coefficient is examined. The main equation for the inverse problem for the boundary-value
problem is obtained and the uniqueness of its solution is proved.

Keywords and phrases: main equation, discontinuous Sturm–Liouville operator, inverse problem.

AMS Subject Classification: 34A55, 34K10

1. Введение. Рассмотрим краевую задачу

− y′′ + q(x)y = λ2ρ(x)y, 0 � x � π, (1)

y(0) = y′(π) = 0, (2)

где q(x) ∈ L2,ρ(0, π)— вещественнозначная функция, λ—комплексный параметр и

ρ(x) =

{
1, 0 < x � a,

α2, a < x � π,
(3)

— кусочно постоянная функция. Предположим, что a(1 + α) > πα.
Математические модели физических проблем, связанных с неоднородными средами, колеба-

ниями, диффузией и т. д. представляют собой дифференциальные уравнения с разрывными ко-
эффициентами (см. [1, 7–9, 12, 15, 20, 25]). Анализ таких проблем основан на спектральных свой-
ствах задачи Штурма—Лиувилля с разрывными коэффициентами (см. [3, 16, 17, 19, 24]). Слу-
чай ρ(x) ≡ 1 был рассмотрен в [2, 4, 6, 18, 22]. Спектральные свойства оператора Штурма—Ли-
увилля с разрывными коэффициентами при различных граничных условиях были рассмотрены
в [10, 11, 13, 14, 21, 23]. В [21] были рассмотрены спектральные свойства краевой задачи (1), (2),
построен резольвентный оператор, получено разложение по собственным функциям и проведено
обсуждение решения Вейля и функции Вейля.

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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В данной работе получено основное уравнение для краевой задачи (1), (2) и доказана един-
ственность её решения. Кроме того, получена теорема единственности для решения обратной
задачи со спектральными данными и функцией Вейля (см. [21]). Аналогичные задачи для урав-
нения (1) с различными граничными условиями анализировались в [11].
В [10] доказано, что решение ϕ(x, λ) уравнения (1) с начальными данными ϕ(0, λ) = 0 и

ϕ′(0, λ) = 1 можно представить следующим образом:

ϕ(x, λ) = ϕ0(x, λ) +

μ+(x)∫

0

A(x, t)
sin λt

λ
dt, (4)

где A(x, t) лежит в классе L2(0, π) для каждого фиксированного x ∈ (0, π]. Эта функция выра-
жается через коэффициент q(x) уравнения (1) формулой

d

dx
A(x, μ+(x)) =

1

4
√
ρ(x)

(
1 +

1√
ρ(x)

)
q(x), (5)

где

ϕ0(x, λ) =
1

2

(
1 +

1√
ρ(x)

)
sinλμ+(x)

λ
+

1

2

(
1− 1√

ρ(x)

)
sinλμ−(x)

λ
(6)

— решение уравнения (1) при q(x) ≡ 0,

μ+(x) = ±x
√
ρ(x) + a

(
1∓

√
ρ(x)

)
. (7)

Характеристическая функция Δ(λ) задачи (1), (2) имеет вид

Δ(λ) := 〈ϕ(x, λ), ψ(x, λ)〉 = ϕ(x, λ)ψ′(x, λ) − ϕ′(x, λ)ψ(x, λ),

где Δ(λ) не зависит от x ∈ [0, π]. Подставляя x = 0 и x = π в уравнение, получим

Δ(λ) = ψ(0, λ) = ϕ′(π, λ).

Квадраты нулей λn характеристической функции совпадают с собственными значениями кра-
евой задачи (1), (2). Краевая задача (1), (2) имеет счетное множество простых собственных зна-
чений {λ2n}. Для каждого λn существует такая последовательность βn, что

ψ(x, λn) = βnϕ(x, λn), βn �= 0, (8)

где ψ(x, λn) и ϕ(x, λn)— собственные функции краевой задачи (1), (2), соответствующие собствен-
ному значению λ2n. Нормировочные коэффициенты равны

αn :=

π∫

0

ρ(x)ϕ2(x, λn)dx.

Собственные функции, соответствующие различным собственным значениям, ортогональны.
Собственные значения краевой задачи (1), (2) простые и

Δ̇(λn) = −2λnαnβn, (9)

где Δ̇(λ) =
d

dλ
Δ(λ).

Теорема 1 (см. [21]). Нули λn характеристической функции Δ(λ) имеют следующее асимп-
тотическое разложение:

λn = λ0n +
dn
λ0n

+
kn
n
,

где λ0n—нули функции

Δ0(λ) =
1

2
(α+ 1) cos λμ+(π)− 1

2
(α− 1) cos λμ−(π)
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и

dn = − h+ sinλ0nμ
+(π) + h− sinλ0nμ

−(π)
−1

2(α+ 1)μ+(π) sin λ0nμ
+(π) + 1

2 (α− 1)μ−(π) sin λ0nμ−(π)
— ограниченная последовательность, {kn} ∈ l2.

Теорема 2 (см. [21]).
1. Система собственных функций {ϕ(x, λn)}n�1 краевой задачи (1), (2) полна в L2,ρ(0, π).
2. Если f(x)—абсолютно непрерывная функция на отрезке [0, π] и f(0) = f ′(π) = 0, то

f(x) =

∞∑
n=1

anϕ(x, λn), an =
1

αn

π∫

0

f(t)ϕ(t, λn)ρ(t)dt, (10)

причем ряд сходится равномерно на [0, π].
3. При f(x) ∈ L2,ρ(0, π) ряд в (10) сходится в L2,ρ(0, π) и, кроме того, выполняется равенство

Парсеваля:
π∫

0

∣∣f(x)∣∣2ρ(x)dx =
∞∑
n=1

αn |an|2 .

2. Основное уравнение.

Теорема 3. Для каждого фиксированного x ∈ (0, π] ядро A(x, t) из представления (4) удовле-
творяет следующему линейному функционально-интегральному уравнению:

2

1 +
√
ρ(t)

A
(
x, μ+(t)

)
+

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(x, 2a − t)+

+ F (x, t) +

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)F0(ξ, t)dξ = 0, 0 < t < x, (11)

где

F0(x, t) =

∞∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sinλnx

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sinλ

0
nx

α0
nλ

0
n

)
, (12)

F (x, t) =
1

2

(
1 +

1√
ρ(x)

)
F0

(
μ+(x), t

)
+

1

2

(
1− 1√

ρ(x)

)
F0

(
μ−(x), t

)
, (13)

λ0
2

n — собственные значения, α0
n—нормировочные константы краевой задачи (1), (2) с q(x) ≡ 0.

Доказательство. Согласно (4) имеем

ϕ0(x, λ) = ϕ(x, λ)−
μ+(x)∫

0

A(x, t)
sin λt

λ
dt. (14)

Из (4) и (14) получаем:

N∑
n=1

ϕ(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
=

=

N∑
n=1

⎛
⎜⎝ϕ0(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
+
ϕ0(t, λn)

αn

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)
sin λnξ

λn
dξ

⎞
⎟⎠ =
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=
N∑
n=1

(
ϕ0(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
+

N∑
n=1

ϕ0(x, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

+

+

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sinλnξ

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

)
dξ +

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n) sin λ

0
nξ

α0
nλ

0
n

dξ,

N∑
n=1

ϕ(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
=

N∑
n=1

ϕ(x, λn)ϕ(t, λn)

αn
−

μ+(t)∫

0

A(t, ξ)

N∑
n=1

ϕ(x, λn) sinλnξ

αnλn
dξ.

Используя последние два соотношения, находим

N∑
n=1

(
ϕ(x, λn)ϕ(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
=

=

N∑
n=1

(
ϕ0(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
+

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

dξ+

+

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sinλnξ

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

)
dξ +

μ+(t)∫

0

A(t, ξ)

N∑
n=1

ϕ(x, λn) sin λnξ

αnλn
dξ,

или
ΦN (x, t) = IN1(x, t) + IN2(x, t) + IN3(x, t) + IN4(x, t), (15)

где

ΦN (x, t) =

N∑
n=1

(
ϕ(x, λn)ϕ(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
,

IN1(x, t) =

N∑
n=1

(
ϕ0(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
,

IN2(x, t) =

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n) sin λ

0
nξ

α0
nλ

0
n

dξ,

IN3(x, t) =

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sin λnξ

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

)
dξ,

IN4(x, t) =

μ+(t)∫

0

A(t, ξ)

N∑
n=1

ϕ(x, λn) sinλnξ

αnλn
dξ.

Из (12) и (13) легко находим

F (x, t) =
∞∑
n=1

(
ϕ0(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
.

Пусть f(x) ∈ AC(0, π], f(0) = f ′(π) = 0. Согласно формуле разложения (10) получаем, что

∞∑
n=1

π∫

0

f(t)ρ(t)
ϕ(x, λn)ϕ(t, λn)

αn
dt = f(x),

∞∑
n=1

π∫

0

f(t)ρ(t)
ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dt = f(x) (16)
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равномерно на x ∈ (0, π]. Согласно (16) имеем

lim
N→∞

max
0�x�π

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

f(t)ρ(t)ΦN (x, t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
N→∞

max
0�x�π

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

f(t)ρ(t)

N∑
n=1

(
ϕ(x, λn)ϕ(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
dt

∣∣∣∣∣∣ �

� lim
N→∞

⎧⎨
⎩ max

0�x�π

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

f(t)ρ(t)
N∑
n=1

ϕ(x, λn)ϕ(t, λn)

αn
dt− f(x)

∣∣∣∣∣∣ +

+ max
0�x�π

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

f(t)ρ(t)

N∑
n=1

ϕ0(x, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dt− f(x)

∣∣∣∣∣∣

⎫⎬
⎭ = 0. (17)

Ясно, что

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN1(x, t)dt =

= lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)
N∑
n=1

(
ϕ0(x, λn)ϕ0(t, λn)

αn
− ϕ0(x, λ

0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

)
dt =

π∫

0

f(t)ρ(t)F (x, t)dt (18)

равномерно на x ∈ (0, π]. Из (6) получаем, что

sinλξ

λ
=

⎧⎨
⎩
ϕ0(ξ, λ), ξ < a,

2α

1 + α
ϕ0

(
ξ

α
+ a− a

α
, λ

)
+

1− α

1 + α
ϕ0(2a − ξ, λ), ξ > a.

(19)

Принимая во внимание (19) и (16), находим

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN2(x, t)dt = lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)
N∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

dξ dt =

= lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)

a∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

dξ dt+

+
2α

1 + α
lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)

αx−αa+a∫

a

A(x, ξ)

N∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n)ϕ0

(
ξ
α + a− a

α , λ
0
n

)

α0
n

dξ dt+

+
1− α

1 + α
lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)

αx−αa+a∫

a

A(x, ξ)

N∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n)ϕ0(2a− ξ, λ0n)

α0
n

dξ dt =

=

a∫

0

A(x, ξ)

π∫

0

f(t)ρ(t)
∞∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n)ϕ0(ξ, λ

0
n)

α0
n

dtdξ+

+
2α

1 + α

αx−αa+a∫

a

A(x, ξ)

π∫

0

f(t)ρ(t)

∞∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n)ϕ0

(
ξ
α + a− a

α , λ
0
n

)

α0
n

dtdξ+
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+
1− α

1 + α

αx−αa+a∫

a

A(x, ξ)

π∫

0

f(t)ρ(t)
∞∑
n=1

ϕ0(t, λ
0
n)ϕ0(2a− ξ, λ0n)

α0
n

dtdξ =

=

a∫

0

A(x, ξ)f(ξ)dξ +
2α

1 + α

αx−αa+a∫

a

A(x, ξ)f

(
ξ

α
+ a− a

α

)
dξ +

1− α

1 + α

αx−αa+a∫

a

A(x, ξ)f(2a− ξ)dξ.

Выполнив подстановку
ξ

α
+ a− a

α
→ ξ′, 2a− ξ → ξ′′

получим

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN2(x, t)dt =

=

a∫

0

A(x, ξ)f(ξ)dξ +
2α2

1 + α

x∫

a

A
(
x, αξ′ − αa+ a

)
f(ξ′)dξ′ +

1− α

1 + α

a∫

−αx+αa+a
A
(
x, 2a− ξ′′

)
f(ξ′′)dξ′′.

Поскольку A(x, 2a − ξ′′) ≡ 0 при 2a− ξ > αx− αa+ a, имеем

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN2(x, t)dt =

=

a∫

0

A(x, t)f(t)dt+
2α2

1 + α

x∫

a

A
(
x, αt− αa+ a

)
f(t)dt+

1− α

1 + α

a∫

0

A(x, 2a − t)f(t)dt.

Следовательно,

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN2(x, t)dt =

=

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(x, μ+(t))f(t)dt+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(x, 2a− t)f(t)dt (20)

равномерно на x ∈ (0, π]. Из (12) заключаем, что следующее предельное соотношение выполня-
ется равномерно на x ∈ (0, π]:

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN3(x, t)dt =

= lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

N∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sinλnξ

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

)
dξ dt =

=

π∫

0

f(t)ρ(t)

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)

∞∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sin λnξ

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sinλ

0
nξ

α0
nλ

0
n

)
dξ dt

=

π∫

0

f(t)ρ(t)

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)F0(ξ, t) dξ dt. (21)
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При помощи теоремы о вычетах и формул (8) (9) находим:

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN4(x, t)dt = lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)

μ+(t)∫

0

A(t, ξ)
N∑
n=1

ϕ(x, λn) sin λnξ

αnλn
dξ dt =

= −2 lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)
∑

|λn|�N

ψ (x, λn)

Δ̇(λn)

μ+(t)∫

0

A(t, ξ) sin λnξ dξ dt =

= −2 lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)
∑

|λn|�N
Res
λ=λn

⎡
⎢⎣ψ(x, λ)

Δ(λ)

μ+(t)∫

0

A(t, ξ) sin λξdξ

⎤
⎥⎦ dt =

= −2 lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)
1

2πi

∮

ΓN

ψ(x, λ)

Δ(λ)

μ+(t)∫

0

A(t, ξ) sin λξdξdλdt =

= − lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)
1

πi

∮

ΓN

ψ(x, λ)

Δ(λ)
exp

{| Imλ|μ+(t)∣∣} exp {−| Imλ|μ+(t)}×

×
μ+(t)∫

0

A(t, ξ) sin λξdξdλdt =

= −
π∫

0

f(t)ρ(t) lim
N→∞

(
1

πi

∮

ΓN

ψ(x, λ)

Δ(λ)
exp

{| Imλ|μ+(t)} exp{−| Imλ|μ+(t)}×

×
μ+(t)∫

0

A(t, ξ) sin λξdξdλ

)
dt, (22)

где контур ΓN =
{
λ : |λ| = |λ0N |+ β/2

}
ориентирован против часовой стрелки, а N —достаточно

большое число. Принимая во внимание формулы

ψ(x, λ) = O
(
e| Imλ|(μ+(π)−μ+(x))

)
, |λ| → ∞, |Δ(λ)| � Cδe

| Imλ|μ+(π), λ ∈ Gδ,

где Gδ =
{
λ : |λ − λ0n| � δ

}
, δ—достаточно малое положительное число (см. [21]), а также [22,

Lemma 1.3.1], т.е. соотношение

lim
|λ|→∞

max
0�t�π

exp
{−| Imλ|μ+(t)}

∣∣∣∣∣∣∣

μ+(t)∫

0

A(t, ξ) sin λξdξdλ

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

получаем из (22) предельное равенство

lim
N→∞

π∫

0

f(t)ρ(t)IN4(x, t)dt = 0. (23)
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Умножая обе части (15) на ρ(x)f(x), интегрируя от 0 до π, переходя к пределу при N → ∞ и
применяя (17), (18), (20), (21) и (23), получим

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(x, μ+(t))f(t)dt+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(x, 2a − t)f(t)dt+

+

π∫

0

f(t)ρ(t)F (x, t)dt +

π∫

0

f(t)ρ(t)

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)F0(ξ, t) dξ dt = 0.

Поскольку f(x) можно выбрать произвольно, получаем

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(x, μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(x, 2a − t) + F (x, t) + +

μ+(x)∫

0

A(x, ξ)F0(ξ, t)dξ = 0. �

3. Теоремы для решения обратной задачи.

Лемма 1. Для каждого фиксированного x ∈ (0, π] уравнение (11) имеет единственное реше-
ние A(x, ·) ∈ L2 (0, μ

+(x)).

Доказательство. При x > a можем переписать уравнение (11) следующим образом:

LxA(x, ·) +KxA(x, ·) = −F (x, ·),
где

(Lxf)(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
f(t) +

1− α

1 + α
f(2a− t), t � a < x,

2

1 + α
f(αt− αa+ a), a < t < x,

(24)

(Kxf)(t) =

αx−αa+a∫

0

f(ξ)F0(ξ, t)dξ, 0 < t < x. (25)

Докажем, что оператор Lx обратим, т.е. имеет ограниченный обратный оператор в L2(0, π).
Рассмотрим уравнение

(Lxf)(t) = φ(t), φ(t) ∈ L2(0, π),

т.е. ⎧⎪⎨
⎪⎩
f(t) +

1− α

1 + α
f(2a− t) = φ(t), t � a < x,

2

1 + α
f(αt− αa+ a) = φ(t), a < t < x.

Таким образом, получаем

f(t) =
(
L−1
x φ

)
(t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
φ(t)− 1− α

2
φ

(−t+ αa+ a

α

)
, t < a,

1 + α

2
φ

(
t+ αa− a

α

)
, t > a.

Покажем, что
‖f‖L2 =

∥∥L−1
x φ

∥∥
L2

� C‖φ‖L2 .

Действительно,
π∫

0

|f(t)|2dt =
a∫

0

∣∣∣∣φ(t)− 1− α

2
φ

(−t+ αa+ a

α

)∣∣∣∣
2

dt+

π∫

a

∣∣∣∣1 + α

2
φ

(
t+ αa− a

α

)∣∣∣∣
2

dt �
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� 2

a∫

0

|φ(t)|2 dt+ 2

(
1− α

2

)2
a∫

0

∣∣∣∣φ
(−t+ αa+ a

α

)∣∣∣∣
2

dt+

(
1 + α

2

)2
π∫

a

∣∣∣∣φ
(
t+ αa− a

α

)∣∣∣∣
2

dt �

� 2

π∫

0

|φ(t)|2dt+ α (1− α)2

2

αa+a
α∫

a

|φ(t)|2dt+ α

(
1 + α

2

)2
π+αa−a

α∫

a

|φ(t)|2dt.

Положим φ(t) = 0 для t > π. Тогда
π∫

0

|f(t)|2 dt � C

π∫

0

|φ(t)|2 dt = C‖φ(t)‖L2(0,π).

Таким образом, оператор Lx обратим в L2(0, π). Согласно [5, Theorem 3] достаточно доказать,
что уравнение

2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t) +

μ+(x)∫

0

A(ξ)F0(ξ, t)dξ = 0 (26)

имеет лишь тривиальное решение A(t) = 0.
Пусть A(t)—нетривиальное решение уравнения (26). Тогда

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)2

dt+

+

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)
·
μ+(x)∫

0

A(ξ)F0(ξ, t) dξ dt = 0.

Из (12) следует, что

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)2

dt+

+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

μ+(x)∫

0

A(ξ)

∞∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sinλnξ

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sin λ

0
nξ

α0
nλ

0
n

)
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a − t)

1 +
√
ρ(2a − t)

A(2a− t)

μ+(x)∫

0

A(ξ)
∞∑
n=1

(
ϕ0(t, λn) sinλnξ

αnλn
− ϕ0(t, λ

0
n) sin λ

0
nξ

α0
nλ

0
n

)
dξ dt = 0.

Из (7) и (19) получаем

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)2

dt+

+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

a∫

0

A(ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

a∫

0

A(ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+
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+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

αx−αa+a∫

a

A(ξ)
∞∑
n=1

2α

1 + α

ϕ0

(
ξ
α + a− a

α , λn

)
ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

αx−αa+a∫

a

A(ξ)
∞∑
n=1

2α

1 + α

ϕ0

(
ξ
α + a− a

α , λn

)
ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

αx−αa+a∫

a

A(ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0 (2a− ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

αx−αa+a∫

a

A(ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0 (2a− ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt−

−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

a∫

0

A(ξ)
∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

a∫

0

A(ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

αx−αa+a∫

a

A(ξ)

∞∑
n=1

2α

1 + α

ϕ0

(
ξ
α + a− a

α , λ
0
n

)
ϕ0(t, λ

)
n

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a − t)

αx−αa+a∫

a

A(ξ)

∞∑
n=1

2α

1 + α

ϕ0

(
ξ
α + a− a

α , λ
0
n

)
ϕ0(t, λ

)
n

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

αx−αa+a∫

a

A(ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0

(
2a− ξ, λ0n

)
ϕ0(t, λ

)
n

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

αx−αa+a∫

a

A(ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0

(
2a− ξ, λ0n

)
ϕ0(t, λ

)
n

α0
n

dξ dt = 0.

После подстановки

ξ → ξ

α
+ a− a

α
в третьем, четвертом, девятом и десятом интегралах и подстановки

ξ → 2α − ξ

в пятом, шестом, одиннадцатом и двенадцатом двойных интегралах получим

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)2

dt+

+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

a∫

0

A(ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

a∫

0

A(ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+
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+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

x∫

a

A(μ+(ξ))

∞∑
n=1

2α2

1 + α

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

x∫

a

A(μ+(ξ))
∞∑
n=1

2α2

1 + α

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

a∫

−αx+αa+a
A(2a− ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a − t)

a∫

−αx+αa+a
A(2a− ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt−

−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

a∫

0

A(ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

a∫

0

A(ξ)
∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

x∫

a

A(μ+(ξ))

∞∑
n=1

2α2

1 + α

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

x∫

a

A(μ+(ξ))
∞∑
n=1

2α2

1 + α

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

a∫

−αx+αa+a
A(2a − ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

)
n

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

a∫

−αx+αa+a
A(2a − ξ)

∞∑
n=1

1− α

1 + α

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

)
n

α0
n

dξ dt = 0.

Отсюда имеем

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)2

dt+

+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

x∫

0

2ρ(ξ)

1 +
√
ρ(ξ)

A(μ+(ξ))

∞∑
n=1

ϕ0 (ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

x∫

0

2ρ(ξ)

1 +
√
ρ(ξ)

A(μ+(ξ))
∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

x∫

0

1−√
ρ(2a− ξ)

1 +
√
ρ(2a− ξ)

A(2a − ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt+

+

x∫

0

1−√
ρ(2a − t)

1 +
√
ρ(2a − t)

A(2a− t)

x∫

0

1−√
ρ(2a− ξ)

1 +
√
ρ(2a− ξ)

A(2a− ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λn)ϕ0(t, λn)

αn
dξ dt−
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−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

x∫

0

2ρ(ξ)

1 +
√
ρ(ξ)

A(μ+(ξ))

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

)
n

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

x∫

0

2ρ(ξ)

1 +
√
ρ(ξ)

A(μ+(ξ))
∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0(t, λ

0
n)

α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

2ρ(t)

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t))

x∫

0

1−√
ρ(2a− ξ)

1 +
√
ρ(2a− ξ)

A(2a− ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0

(
t, λ0n

)
α0
n

dξ dt−

−
x∫

0

1−√
ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

x∫

0

1−√
ρ(2a− ξ)

1 +
√
ρ(2a− ξ)

A(2a− ξ)

∞∑
n=1

ϕ0(ξ, λ
0
n)ϕ0

(
t, λ0n

)
α0
n

dξ dt = 0.

Таким образом,

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)2

dt+

+

∞∑
n=1

1

αn

⎛
⎝

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)
ϕ0(t, λn)dt

⎞
⎠

2

−

−
∞∑
n=1

1

α0
n

⎛
⎝

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a − t)

1 +
√
ρ (2a− t)

A(2a− t)

)
ϕ0(t, λ

)
ndt

⎞
⎠

2

= 0.

Используя равенство Парсеваля

x∫

0

ρ(t)f2(t)dt =
∞∑
n=1

1

α0
n

⎛
⎝

x∫

0

ρ(t)f(t)ϕ0(t, λ
)
ndt

⎞
⎠

2

для функции

f(t) =
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a − t) ∈ L2(0, x),

получим

∞∑
n=1

1

αn

⎛
⎝

x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)
ϕ0(t, λn)dt

⎞
⎠

2

= 0

или
x∫

0

ρ(t)

(
2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t)

)
ϕ0(t, λn)dt = 0, n � 1.

Поскольку система
{
ϕ0(t, λn)

}
n�1

полна в L2,ρ(0, π), имеем

2

1 +
√
ρ(t)

A(μ+(t)) +
1−√

ρ(2a− t)

1 +
√
ρ(2a− t)

A(2a− t) = 0,

т.е. (LxA)(t) = 0, где оператор Lx определен в (24). Обратимость оператора Lx в L2(0, π) влечет
A(x, ·) = 0. �
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Теорема 4. Пусть L и L̃— две краевых задачи и

λn = λ̃n, αn = α̃n, n ∈ Z.

Тогда
q(x) = q̃(x) a.e. in (0, π).

Доказательство. Согласно (12) и (13), F0(x, t) = F̃0(x, t) и F (x, t) = F̃ (x, t). Из основного урав-
нения (11) получаем A(x, t) = Ã(x, t). Из (5) следует, что q(x) = q̃(x) почти всюду на (0, π).
�
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К ВОПРОСУ О ЛОКАЛЬНОМ РАСШИРЕНИИ

ГРУППЫ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПЕРЕНОСОВ

ЧЕТЫРЕХМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА
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Аннотация. Задача о нахождении всех локально ограниченно точно дважды транзитивных рас-
ширений группы параллельных переносов четырёхмерного пространства сведена к вычислению
алгебр Ли локально ограниченно точно дважды транзитивных расширений группы параллель-
ных переносов. Найдены некоторые локально ограниченно точно дважды транзитивные группы
Ли преобразований с разложимой алгеброй Ли.

Ключевые слова: транзитивная группа преобразований, группа параллельных переносов, ал-
гебра Ли, жорданова форма матрицы.

ON THE LOCAL EXTENSION

OF THE GROUP OF PARALLEL TRANSLATIONS

OF FOUR-DIMENSIONAL SPACE

c© 2023 V. A. KYROV

Abstract. The problem of the search for all locally boundedly exactly doubly transitive extensions
of the group of parallel translations of a four-dimensional space is reduced to the calculation of the Lie
algebras of locally boundedly exactly doubly transitive extensions of the group of parallel translations.
Some locally boundedly exactly doubly transitive transformation Lie groups with decomposable Lie
algebras are found.

Keywords and phrases: transitive transformation group, group of parallel translations, Lie algebra,
Jordan form.

AMS Subject Classification: 22F05

1. Введение. В работе В. В. Горбацевича [3] приводится определение расширения транзитив-
ной группы Ли G, действующей в многообразии M : расширением транзитивной группы Ли G
называется группа Ли G1, содержащая G в виде подгруппы Ли и также транзитивная на
M , причем ограничение этого транзитивного действия на G дает исходное транзитивное дей-
ствие группы Ли G. Примером расширения группы параллельных переносов пространства R3

является группа аффинных преобразований этого пространства.
Согласно [6, 10] можно говорить, что локально точно транзитивная группа Ли преобразова-

ний пространства R4 задает феноменологически симметричную геометрию двух множеств ран-
га (2, 2), а локально ограниченно точно дважды транзитивная группа Ли преобразований про-
странства R4 задает феноменологически симметричную геометрию двух множеств ранга (3, 2).
Отметим, что первым множеством является пространство R4, а вторым множеством является
транзитивно действующая группа Ли G.
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В данной работе ставится задача о нахождении всех локальных ограниченно точно дважды
транзитивных расширений группы параллельных переносов пространства R4. Результаты ис-
следований изложены в [7, 9] на примере классификации локальных ограниченно точно дважды
транзитивных расширений группы параллельных переносов плоскости R2, а также в [5,8] на при-
мере классификации локальных ограниченно точно дважды транзитивных расширений группы
параллельных переносов прострнаства R3.

2. Основные определения. Следуя [1, 6], определим локальное действие класса C2 группы
Ли G, dimG = n, в пространстве R4.

Определение 1. Дифференцируемое отображение π : R4 × G → R4 класса C2 называется
эффективным локальным действием, если выполняются следующие свойства:

(i) π(a, e) = a для всех a ∈W , где W — область в R4, e ∈ G— единица;
(ii) π(π(a, h1), h2) = π(a, h1h2) для всех a ∈W , где h1, h2 ∈ G;
(iii) π(a, h) = a для всех a ∈W , где h ∈ G, тогда и только тогда, когда h = e;
(iv) πh : R4 → R4 —локальный диффеоморфизм для всякого h ∈ G.
Тройка (R4, G, π) называется локальной группой Ли преобразований многообразия R4.

Обозначим через L алгебру Ли данной группы преобразований. Базис этой алгебры Ли состоит
из операторов

Zi = Z1
i ∂x + Z2

i ∂y + Z3
i ∂z + Z4

i ∂w, i = 1, . . . , n (2.1)

Определение 2. Эффективное локальное действие π : R4 × G → R4 называется локально
ограниченно точно дважды транзитивным, если дополнительно выполняются следующие свой-
ства:

(v) n = 8;
(vi) матрица

V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Z1
1 (a) Z2

1 (a) Z3
1 (a) Z4

1 (a) Z1
1 (b) Z2

1 (b) Z3
1 (b) Z4

1 (b)
Z1
2 (a) Z2

2 (a) Z3
2 (a) Z4

2 (a) Z1
2 (b) Z2

2 (b) Z3
2 (b) Z4

2 (b)
Z1
3 (a) Z2

3 (a) Z3
3 (a) Z4

3 (a) Z1
3 (b) Z2

3 (b) Z3
3 (b) Z4

1 (b)
Z1
4 (a) Z2

4 (a) Z3
4 (a) Z4

4 (a) Z1
4 (b) Z2

4 (b) Z3
4 (b) Z4

4 (b)
Z1
5 (a) Z2

5 (a) Z3
5 (a) Z4

5 (a) Z1
5 (b) Z2

5 (b) Z3
5 (b) Z4

5 (b)
Z1
6 (a) Z2

6 (a) Z3
6 (a) Z4

6 (a) Z1
6 (b) Z2

6 (b) Z3
6 (b) Z4

6 (b)
Z1
7 (a) Z2

7 (a) Z3
7 (a) Z4

7 (a) Z1
7 (b) Z2

7 (b) Z3
7 (b) Z4

7 (b)
Z1
8 (a) Z2

8 (a) Z3
8 (a) Z4

8 (a) Z1
8 (b) Z2

8 (b) Z3
8 (b) Z4

8 (b)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (2.2)

составленная из коэффициентов операторовЁ(2.1)б невырождена для любых точек некото-
рых окрестностей U(a′), U(b′) ⊂W .

Свойства (v) и (vi) равносильны тому, что действие π×π в R4×R4 локально точно транзитивно.

Определение 3. Будем говорить, что локально ограниченно точно дважды транзитивное
действие π : R4 × G → R4 является локальным расширением группы параллельных переносов,
если базис его алгебры Ли L состоит из операторов

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = ∂w, Yi = Ai∂x +Bi∂y + Ci∂z +Di∂w, (2.3)

причём Ai = Ai(x, y, z, w), Bi = Bi(x, y, z, w), Ci = Ci(x, y, z, w), Di = Di(x, y, z, w), i = 1, 2, 3, 4, —
дифференцируемые функции класса гладкости C1.

В таком случае в алгебре Ли L выделяется коммутативная трехмерная подалгебра J , образо-
ванная операторами X1, X2, X3 и X4. Произвольный оператор Y является линейной комбинацией
с постоянными коэффициентами базисных операторов.
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Теорема 1. Локальное действие π : R4×G→ R4 с операторами ее алгебры Ли (2.3) локально
ограниченно точно дважды транзитивно тогда и только тогда, когда матрица K(b) − K(a)
невырождена, где

K(a) =

⎛
⎜⎜⎝
A1(xa, ya, za, wa) B1(xa, ya, za, wa) C1(xa, ya, za, wa) D1(xa, ya, za, wa)
A2(xa, ya, za, wa) B2(xa, ya, za, wa) C2(xa, ya, za, wa) D2(xa, ya, za, wa)
A3(xa, ya, za, wa) B3(xa, ya, za, wa) C3(xa, ya, za, wa) D3(xa, ya, za, wa)
A4(xa, ya, za, wa) B4(xa, ya, za, wa) C4(xa, ya, za, wa) D4(xa, ya, za, wa)

⎞
⎟⎟⎠ ,

причем a = (xa, ya, za, wa) ∈ U(a′) ⊂W ⊂ R4.

Доказательство. Матрица (2.2) для действия π : R4 × G → R4 с операторами ее алгебры Ли
(2.3) принимает следующий вид:

V =

(
E E

K(a) K(b)

)
,

где E — единичная (4 × 4)-матрица. Согласно формуле Шура (см. [2, с. 59]) |V | = |K(b)−K(a)|.
Если действие π : R4 ×G → R4 локально ограниченно точно дважды транзитивно, то |V | �= 0 и
поэтому |K(b)−K(a)| �= 0. Справедливо и обратное. �

Следствие. Локальное действие π : R4 ×G→ R4 с операторами алгебры Ли вида

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = ∂w,

Yi = Ai(x, y, z, w)∂x +Bi(x, y, z, w)∂y + Ci(x, y, z, w)∂z , i = 1, 2, 3, 4

не является локально ограниченно точно дважды транзитивным.

3. Системы линейных уравнений. Из свойства замкнутости относительно операции ком-
мутирования, следует, что и коммутаторы [Xj , Yk], j, k = 1, 2, 3, 4, принадлежат этой же алгебре
Ли (см. [12]). ВЁкоординатной записи, с учетом (2.3), это свойство приводит к системе диффе-
ренциальных уравнений на коэффициенты Ai, Bi, Ci, Di:

−→
Ax = T1

−→
A +

−→
G1,

−→
A y = T2

−→
A +

−→
P 1,

−→
A z = T3

−→
A +

−→
Q1,

−→
Aw = T4

−→
A +

−→
R 1,

−→
B x = T1

−→
B +

−→
G2,

−→
B y = T2

−→
B +

−→
P 2,

−→
B z = T3

−→
B +

−→
Q2,

−→
Bw = T4

−→
B +

−→
R 2,

−→
C x = T1

−→
C +

−→
G3,

−→
C y = T2

−→
C +

−→
P 3,

−→
C z = T3

−→
C +

−→
Q3,

−→
C w = T4

−→
C +

−→
R 3,

−→
Dx = T1

−→
D +

−→
G4,

−→
Dy = T2

−→
D +

−→
P 4,

−→
Dz = T3

−→
D +

−→
Q4,

−→
Dw = T4

−→
D +

−→
R 4,

(3.1)

где введены матричные обозначения:

T1 =

⎛
⎜⎜⎝
a11 a21 a31 a41
a12 a22 a32 a42
a13 a23 a33 a43
a14 a24 a34 a44

⎞
⎟⎟⎠ , T2 =

⎛
⎜⎜⎝
b11 b21 b31 b41
b12 b22 b32 b42
b13 b23 b33 b43
b14 b24 b34 b44

⎞
⎟⎟⎠ , T3 =

⎛
⎜⎜⎝
c11 c21 c31 c41
c12 c22 c32 c42
c13 c23 c33 c43
c14 c24 c34 c44

⎞
⎟⎟⎠ ,

T4 =

⎛
⎜⎜⎝
d11 d21 d31 d41
d12 d22 d32 d42
d13 d23 d33 d43
d14 d24 d34 d44

⎞
⎟⎟⎠ ,

−→
A =

⎛
⎜⎜⎝
A1

A2

A3

A4

⎞
⎟⎟⎠ ,

−→
B =

⎛
⎜⎜⎝
B1

B2

B3

B4

⎞
⎟⎟⎠ ,

−→
C =

⎛
⎜⎜⎝
C1

C2

C3

C4

⎞
⎟⎟⎠ ,

−→
D =

⎛
⎜⎜⎝
D1

D2

D3

D4

⎞
⎟⎟⎠ ,

−→
G j =

⎛
⎜⎜⎜⎝
gj1
gj2
gj3
gj4

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

−→
Q j =

⎛
⎜⎜⎜⎝
qj1
qj2
qj3
qj4

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

−→
P j =

⎛
⎜⎜⎜⎝
pj1
pj2
pj3
pj4

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

−→
Rj =

⎛
⎜⎜⎜⎝
rj1
rj2
rj3
rj4

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

причем aji , b
j
i , c

j
i , d

j
i , g

j
i , q

j
i , p

j
i , r

j
i = const, i, j = 1, 2, 3, 4.



90 В. А. КЫРОВ

Из свойства независимости частных производных относительно порядка дифференцирования
вытекают соотношения:

(TiTj − TjTi)
−→
A =

−−−→
const, (TiTj − TjTi)

−→
B =

−−−→
const,

(TiTj − TjTi)
−→
C =

−−−→
const, (TiTj − TjTi)

−→
D =

−−−→
const,

(3.2)

где i < j = 1, 2, 3, 4. Линейные системы (3.1), очевидно, совместны.

Теорема 2. Подалгебра Ли J алгебры Ли L является идеалом тогда и только тогда, когда
векторы

−→
Ax,

−→
B x,

−→
C x,

−→
Dx,

−→
A y,

−→
B y,

−→
C y,

−→
Dy,

−→
A z,

−→
B z,

−→
C z,

−→
Dz,

−→
Aw,

−→
Bw,

−→
C w,

−→
Dw постоянные.

Доказательство. Пусть сначала J —идеал в L. Заметим, что J является идеалом тогда и только
тогда, когда

[Xi, Yk] = μ1X1 + μ2X2 + μ3X3 + μ4X4,

причем μ1, μ2, μ3, μ4 = const, i, k = 1, 2, 3, 4. Тогда векторы
−→
Ax,

−→
B x,

−→
C x ,

−→
Dx,

−→
A y,

−→
B y,

−→
C y,

−→
Dy,−→

A z,
−→
B z,

−→
C z,

−→
Dz,

−→
Aw,

−→
Bw,

−→
C w,

−→
Dw постоянные.

Обратно, пусть производные коэффициентов операторов Y1, Y2, Y3 и Y4 постоянны; тогда ком-
мутаторы [Xi, Yk] будут линейно выражаться через операторы X1, X2, X3 и X4, поэтому J —
идеал в L. �

Следствие. T1 = T2 = T3 = T4 = 0 тогда и только тогда, когда J — идеал в L.

Доказательство. Если T1 = T2 = T3 = T4 = 0, то из системы (3.1) получаем, что производные
векторов

−→
A ,

−→
B ,

−→
C ,

−→
D по переменным x, y, z, w постоянны, и поэтому J —идеал в L (теорема 2).

Пусть J —идеал в L. Предположим для определенности, что T1 �= 0. Тогда согласно системе
(3.2) хотя бы одна из производных

−→
Ax,

−→
B x,

−→
C x,

−→
Dx не постоянна. Поэтому согласно теореме 2

получаем, что J не является идеалом в L. Противоречие. �

Теорема 3. Матрицы коэффициентов системы (3.1) взаимно коммутативны, т.е.

TiTj − TjTi = 0, i < j = 1, 2, 3, 4.

Доказательство. Пусть одна из пар матриц коэффициентов системы (3.1) некоммутативна, т.е.
T1T2 − T2T1 �= 0. В таком случае ранг матрицы T1T2 − T2T1 равен либо 4, либо 3, либо 2, либо 1.
Эквивалентными преобразованиями добьемся упрощения систем линейных уравнений

(T1T2 − T2T1)
−→
A =

−→
R 1, (T1T2 − T2T1)

−→
B =

−→
R 2, (T1T2 − T2T1)

−→
C =

−→
R 3, (T1T2 − T2T1)

−→
D =

−→
R 4.

Тогда в эквивалентных системах матрица коэффициентов T1T2 − T2T1 принимает один из следу-
ющих видов:
⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
· · · · · · · · · · · ·
0 1 0 0
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 0 1 0
· · · · · · · · · · · ·

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Значит, A1 = const, B1 = const, C1 = const, D1 = const, или A2 = const, B2 = const, C2 = const,
D2 = const, или A3 = const, B3 = const, C3 = const, D3 = const, или A4 = const, B4 = const, C4 =
const, D4 = const. Поэтому, соответственно, оператор Y1, или Y2, или Y3, или Y4 из системы (2.3)
линейно выражается через операторыX1,X2,X3 иX4, что противоречит линейной независимости
базисных операторов (2.3). Аналогичная проверка проводится и относительно систем из (3.2) с
матрицами коэффициентов TiTj − TjTi = 0, i < j = 1, 2, 3, 4. �
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Теорема 4. Для алгебры Ли локально ограниченно точно дважды транзитивного действия
π : R4 ×G→ R4 в подходящем базисе матрица T1 принимает следующий вид :

1) J1,λ1 � J1,λ2 � J1,λ3 � J1,λ4 ;

2) J2,λ5 � J1,λ6 � J1,λ7 ;

3) J2,λ5 � J2,λ8 ;

4) J3,λ9 � J1,λ10 ;

5) J4,λ,

(3.3)

где Jm,μ—жорданова клетка порядка m, соответствующая собственному значению μ.

Доказательство. Базис алгебры Ли локально ограниченно точно дважды транзитивного дей-
ствия π : R4 ×G→ R4 задается операторами (2.3). Перейдем к новому базису

X ′
i = Xi, Y ′

i =
4∑
j=1

χjiYj

при помощи невырожденной матрицы коэффициентов χ =
(
χji
)
. Тогда выражения (2.3) прини-

мают следующий вид:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = ∂w, Y ′
i = A′

i∂x +B′
i∂y + C ′

i∂z +D′
i∂w,

причем −→
A′ = χ

−→
A,

−→
B′ = χ

−→
B,

−→
C ′ = χ

−→
C ,

−→
D′ = χ

−→
D. (3.4)

Вычисляя коммутаторы [Xi, Y
′
j ], учитывая их замкнутость и сравнивая коэффициенты при ∂x,

∂y, ∂z и ∂w, получаем векторные уравнения⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−→
A′
x = T ′

1

−→
A′ +

−→
G′1,

−→
A′
y = T ′

2

−→
A′ +

−→
P ′1,

−→
A′
z = T ′

3

−→
A′ +

−→
Q′1,

−→
A′
w = T ′

4

−→
A′ +

−→
R′1,

−→
B′

x = T ′
1

−→
B′ +

−→
G′2,

−→
B′

y = T ′
2

−→
B′ +

−→
P ′2,

−→
B′

z = T ′
3

−→
B′ +

−→
Q′2,

−→
B′

w = T ′
4

−→
B′ +

−→
R′2,

−→
C ′

x = T ′
1

−→
C ′ +

−→
G′3,

−→
C ′

y = T ′
2

−→
C ′ +

−→
P ′3,

−→
C ′

z = T ′
3

−→
C ′ +

−→
Q′3,

−→
C ′

w = T ′
4

−→
C ′ +

−→
R′3,

−→
D′

x = T ′
1

−→
D′ +

−→
G′4,

−→
D′

y = T ′
2

−→
D′ +

−→
P ′4,

−→
D′

z = T ′
3

−→
D′ +

−→
Q′4,

−→
D′

w = T ′
4

−→
D′ +

−→
R′4.

Подставляя в последнюю систему выражения (3.4) и сравнивая с (3.1), находим

T1 = χ−1T ′
1χ, T2 = χ−1T ′

2χ, T3 = χ−1T ′
3χ, T4 = χ−1T ′

4χ.

Поскольку матрицу T1 можно привести к жордановому виду при помощи надлежащего выбора
невырожденной матрицы χ (см. [4, с. 482]), приходим к утверждению теоремы. �
Отметим, что в теореме 4 собственные значения матриц могут быть как вещественными, так

и комплексно сопряженными, поэтому в явном виде эти матрицы, с учетом вещественных форм,
принимают следующий вид:

1.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠ , 2.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 α1 −β1
0 0 β1 α1

⎞
⎟⎟⎠ , 3.

⎛
⎜⎜⎝
α2 −β2 0 0
β2 α2 0 0
0 0 α3 −β3
0 0 β3 α3

⎞
⎟⎟⎠ ,

4.

⎛
⎜⎜⎝
λ5 1 0 0
0 λ5 0 0
0 0 λ6 0
0 0 0 λ7

⎞
⎟⎟⎠ , 5.

⎛
⎜⎜⎝
λ5 1 0 0
0 λ5 0 0
0 0 α4 −β4
0 0 β4 α4

⎞
⎟⎟⎠ , 6.

⎛
⎜⎜⎝
λ5 1 0 0
0 λ5 0 0
0 0 λ8 1
0 0 0 λ8

⎞
⎟⎟⎠ ,

7.

⎛
⎜⎜⎝
λ9 1 0 0
0 λ9 1 0
0 0 λ9 0
0 0 0 λ10

⎞
⎟⎟⎠ , 8.

⎛
⎜⎜⎝
λ4 1 0 0
0 λ4 1 0
0 0 λ4 1
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

(3.5)
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причём β1 �= 0, β2 �= 0, β3 �= 0, β4 �= 0. Заметим, что в этих матрицах все элементы— вещественные
числа.

Теорема 5. Пусть T1 —вещественная форма (3.5) жордановой матрицы из (3.3). Справед-
ливы следующие утверждения.

1. Для матрицы T , коммутирующей с матрицей T1 вида 1 из (3.5), с точностью до пере-
становки строк и столбцов, возможны соответственно четыре различных случая:

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 a3 a4
a5 a6 a7 a8
a9 a10 a11 a12
a13 a14 a15 a16

⎞
⎟⎟⎠ , λ1 = λ2 = λ3 = λ4;

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 a3 0
a5 a6 a7 0
a9 a10 a11 0
0 0 0 a16

⎞
⎟⎟⎠ , λ1 = λ2 = λ3 �= λ4;

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 0 0
a5 a6 0 0
0 0 a11 0
0 0 0 a16

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ1 = λ2 �= λ3 �= λ4,

λ1 = λ2 �= λ4;

⎛
⎜⎜⎝
a1 0 0 0
0 a6 0 0
0 0 a11 0
0 0 0 a16

⎞
⎟⎟⎠

для попарно раз-
личных λ1, λ2, λ3, λ4.

(3.6)

2. Для матрицы T , коммутирующей с матрицей T1 вида 2 из (3.5), с точностью до пере-
становки строк и столбцов, возможны соответственно два различных случая:

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 0 0
a5 a6 0 0
0 0 a11 −a12
0 0 a12 a11

⎞
⎟⎟⎠ , λ1 = λ2;

⎛
⎜⎜⎝
a1 0 0 0
0 a6 0 0
0 0 a11 −a12
0 0 a12 a11

⎞
⎟⎟⎠ , λ1 �= λ2. (3.7)

3. Для матрицы T , коммутирующей с матрицей T1 вида 3 из (3.5), с точностью до пере-
становки строк и столбцов, возможен случай

⎛
⎜⎜⎝
a1 −a2 0 0
a2 a1 0 0
0 0 a11 −a12
0 0 a12 a11

⎞
⎟⎟⎠ . (3.8)

4. Для матрицы T , коммутирующей с матрицей T1 вида 4 из (3.5), с точностью до пере-
становки строк и столбцов, возможны четыре различных случая:

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 a3 a4
0 a1 0 0
0 a10 a11 a12
0 a14 a15 a16

⎞
⎟⎟⎠ , λ5 = λ6 = λ7;

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 a3 0
0 a1 0 0
0 a10 a11 0
0 0 0 a16

⎞
⎟⎟⎠ , λ5 = λ6 �= λ7;

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 0 0
0 a1 0 0
0 0 a11 a12
0 0 a15 a16

⎞
⎟⎟⎠ , λ5 �= λ6 = λ7;

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 0 0
0 a1 0 0
0 0 a11 0
0 0 0 a16

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ5 �= λ6,

λ5 �= λ7,

λ6 �= λ7.

(3.9)

5. Для матрицы T , коммутирующей с матрицей T1 вида 5 из (3.5), с точностью до пере-
становки строк и столбцов, возможен случай

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 0 0
0 a1 0 0
0 0 a11 −a12
0 0 a12 a11

⎞
⎟⎟⎠ . (3.10)
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6. Для матрицы T , коммутирующей с матрицей T1 вида 6 из (3.5), с точностью до пере-
становки строк и столбцов, возможны два различных случая:⎛

⎜⎜⎝
a1 a2 a3 a4
0 a1 0 a3
a9 a10 a11 a12
0 a9 0 a11

⎞
⎟⎟⎠ , λ5 = λ8;

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 0 0
0 a1 0 0
0 0 a11 a12
0 0 0 a11

⎞
⎟⎟⎠ , λ5 �= λ8. (3.11)

7. Для матрицы T , коммутирующей с матрицей T1 вида 7 из (3.5), с точностью до пере-
становки строк и столбцов, возможны соответственно два различных случая:⎛

⎜⎜⎝
a1 a2 a3 a4
0 a1 a2 0
0 0 a1 0
0 0 a15 a16

⎞
⎟⎟⎠ , λ9 = λ10;

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 a3 0
0 a1 a2 0
0 0 a1 0
0 0 0 a16

⎞
⎟⎟⎠ , λ9 �= λ10. (3.12)

8. Матрица T , коммутирующая с матрицей T1 вида 8 из (3.5), имеет вид
⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 a3 a4
0 a1 a2 a3
0 0 a1 a2
0 0 0 a1

⎞
⎟⎟⎠ . (3.13)

Доказательство данной теоремы сводится к вычислению матричных коммутаторов и приравни-
ванию их к нулевой матрице: T1T −TT1 = 0. Проиллюстрируем это для последнего случая, когда
матрица T1 имеет вид 8) из (3.5) и

T =

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 a3 a4
a5 a6 a7 a8
a9 a10 a11 a12
a13 a14 a15 a16

⎞
⎟⎟⎠ .

Получаем

T1T − TT1 =

⎛
⎜⎜⎝

−a5 a1 − a6 a2 − a7 a3 − a8
−a9 a5 − a10 a6 − a11 a7 − a12
−a13 a9 − a14 a10 − a15 a11 − a16
0 a15 a14 a15

⎞
⎟⎟⎠ = 0.

Видно, что

a5 = a9 = a10 = a13 = a14 = a15 = 0, a1 = a6 = a11 = a16, a7 = a2 = a12, a3 = ab.

В результате матрица T принимает вид (3.13). Аналогично получаем (3.6)–(3.12). �
Теоремы 3–5 дают существенные ограничения на матрицы коэффициентов T2, T3 и T4 из си-

стемы (3.1). Несложно установить, что матрицы T1, T2, T3 и T4 могут принимать следующие
неупорядоченные четвёрки значений:

1.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 0 0 0
0 μ2 0 0
0 0 μ3 0
0 0 0 μ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 0 0 0
0 ν2 0 0
0 0 ν3 0
0 0 0 ν4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 0 0 0
0 ρ2 0 0
0 0 ρ3 0
0 0 0 ρ4

⎞
⎟⎟⎠ ;

2.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 −λ4
0 0 λ4 λ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 0 0 0
0 μ2 0 0
0 0 μ3 −μ4
0 0 μ4 μ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 0 0 0
0 ν2 0 0
0 0 ν3 −ν4
0 0 ν4 ν3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 0 0 0
0 ρ2 0 0
0 0 ρ3 −ρ4
0 0 ρ4 ρ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ4 �= 0;
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3.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 −λ2 0 0
λ2 λ1 0 0
0 0 λ3 −λ4
0 0 λ4 λ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 −μ2 0 0
μ2 μ1 0 0
0 0 μ3 −μ4
0 0 μ4 μ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 −ν2 0 0
ν2 ν1 0 0
0 0 ν3 −ν4
0 0 ν4 ν3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 −ρ2 0 0
ρ2 ρ1 0 0
0 0 ρ3 −ρ4
0 0 ρ4 ρ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ2 �= 0, λ4 �= 0;

4.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 λ2 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 μ2 0 0
0 μ1 0 0
0 0 μ3 0
0 0 0 μ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 ν2 0 0
0 ν1 0 0
0 0 ν3 0
0 0 0 ν4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 ρ2 0 0
0 ρ1 0 0
0 0 ρ3 0
0 0 0 ρ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ22 + μ22 + ν22 + ρ22 �= 0;

5.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 λ2 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ3 −λ4
0 0 λ4 λ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 μ2 0 0
0 μ1 0 0
0 0 μ3 −μ4
0 0 μ4 μ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 ν2 0 0
0 ν1 0 0
0 0 ν3 −ν4
0 0 ν4 ν3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 ρ2 0 0
0 ρ1 0 0
0 0 ρ3 −ρ4
0 0 ρ4 ρ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ4 �= 0;

6.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 λ2 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ3 λ4
0 0 0 λ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 μ2 0 0
0 μ1 0 0
0 0 μ3 μ4
0 0 0 μ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 ν2 0 0
0 ν1 0 0
0 0 ν3 ν4
0 0 0 ν3

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 ρ2 0 0
0 ρ1 0 0
0 0 ρ3 ρ4
0 0 0 ρ3

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ22 + μ22 + ν22 + ρ22 �= 0, λ24 + μ24 + ν24 + ρ24 �= 0;

7.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 λ2 λ3 0
0 λ1 λ2 0
0 0 λ1 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 μ2 μ3 0
0 μ1 μ2 0
0 0 μ1 0
0 0 0 μ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 ν2 ν3 0
0 ν1 ν2 0
0 0 ν1 0
0 0 0 ν4

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 ρ2 ρ3 0
0 ρ1 ρ2 0
0 0 ρ1 0
0 0 0 ρ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ22 + μ22 + ν22 + ρ22 �= 0;

8.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 λ2 λ3 λ4
0 λ1 λ2 λ3
0 0 λ1 λ2
0 0 0 λ1

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
μ1 μ2 μ3 μ4
0 μ1 μ2 μ3
0 0 μ1 μ2
0 0 0 μ1

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ν1 ν2 ν3 ν4
0 ν1 ν2 ν3
0 0 ν1 ν2
0 0 0 ν1

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
ρ1 ρ2 ρ3 ρ4
0 ρ1 ρ2 ρ3
0 0 ρ1 ρ2
0 0 0 ρ1

⎞
⎟⎟⎠ ,

λ22 + μ22 + ν22 + ρ22 �= 0.

4. Разложимая алгебра Ли. Решение системы дифференциальных уравнений (3.1) с нуле-
выми матрицами T1, T2, T3 и T4 в подходящем базисе принимает следующий вид:

−→
A = U1

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠+ C1,

−→
B = U2

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠+ C2,

−→
C = U3

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠+ C3,

−→
D = U4

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠+ C4,

где

U i =

⎛
⎜⎜⎝
gi1 pi1 qi1 ri1
gi2 pi2 qi2 ri2
gi3 pi3 qi3 ri3
gi4 pi4 qi4 ri4

⎞
⎟⎟⎠ , Ci =

⎛
⎜⎜⎝
ci1
ci2
ci3
ci4

⎞
⎟⎟⎠ , i = 1, 2, 3, 4,

—постоянные матрицы. По найденным решениям запишем базисные операторы (2.3) восьмимер-
ных линейных пространств, добиваясь при этом исключения свободных членов выбором линей-
ных комбинаций с постоянными коэффициентами операторов Y1, Y2, Y3 и Y4 с операторами X1,
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X2, X3 и X4:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z , X4 = ∂w, Yi =

〈
Ui

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
, (4.1)

где

Ui =

⎛
⎜⎜⎝
g1i p1i q1i r1i
g2i p2i q2i r2i
g3i p3i q3i r3i
g4i p4i q4i r4i

⎞
⎟⎟⎠ , i = 1, 2, 3, 4,

и 〈·, ·〉— скалярное произведение векторов. Несложно вычислить коммутатор:

[Yi, Yj] =

〈
(UjUi − UiUj)

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉

= −
〈[
Ui, Uj

]
⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
, (4.2)

где
[
Ui, Uj

]
= UiUj − UjUi —коммутатор матриц Ui и Uj, i, j = 1, 2, 3, 4.

Тождество Якоби в нашем случае это свойство выполняется автоматически, поскольку X1, X2,
X3, X4, Y1, Y2, Y3, Y4— векторные поля (см. [12, с. 88]).
Далее выясним, при каких условиях на коэффициенты операторы (3.1) становятся базисными

операторами восьмимерных алгебр Ли. Очевидно, алгебра Ли L = J � I разложима, так как
является полупрямой суммой коммутативного трехмерного идеала J , образованного операторами
X1, X2, X3, X4, и четырёхмерной подалгебры Ли I, образованной операторами Y1, Y2, Y3, Y4.
Следуя классификации абстрактных четырехмерных вещественных алгебр Ли (см. [11, с. 138]),
приведем полный список (с точностью до изоморфизма) подалгебр Ли I:

[Y1, Y2] [Y1, Y3] [Y2, Y3] [Y1, Y4] [Y2, Y4] [Y3, Y4] №
0 0 0 εY1 kY2 lY3 1.
0 0 0 kY1 + Y2 −Y1 + kY2 lY3 2.
0 0 0 kY1 + Y2 kY2 εY3 3.
0 0 0 kY1 + Y2 kY2 + Y3 εY3 4.
0 0 Y1 cY1 Y2 (c− 1)Y3 5.
0 0 Y1 2Y1 Y2 Y2 + Y3 6.
0 0 Y1 qY1 Y3 −Y2 + qY3 7.
0 Y1 0 0 Y2 0 8.
0 Y1 Y2 Y2 −Y1 0 9.
Y3 −Y2 Y1 0 0 0 10.
Y3 −Y2 −Y1 0 0 0 11.

(4.3)

где ε = 0, 1; k, l, c, q = const и −2 < q < 2.

Теорема 6. Для локальной ограниченно точно дважды транзитивной группы Ли преобразо-
ваний с разложимой алгеброй Ли L = J�I, базис которой задается операторами (3.1), матрица
коэффициентов K операторов Y1, Y2, Y3, Y4 невырождена.

Доказательство. Согласно теореме 1 матрица, составленная по коэффициентам операторов,
невырождена; значит ∣∣∣∣ E E

K(u) K(v)

∣∣∣∣ = |K(v)−K(u)| �= 0.

Тогда матрица
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K(v)−K(u) =

=

⎛
⎜⎜⎝
〈−→g 1

1,
−→v 〉 〈−→g 2

1,
−→v 〉 〈−→g 3

1,
−→v 〉 〈−→g 4

1,
−→v 〉

〈−→g 1
2,
−→v 〉 〈−→g 2

2,
−→v 〉 〈−→g 3

2,
−→v 〉 〈−→g 4

2,
−→v 〉

〈−→g 1
3,
−→v 〉 〈−→g 2

3,
−→v 〉 〈−→g 3

3,
−→v 〉 〈−→g 4

3,
−→v 〉

〈−→g 1
4,
−→v 〉 〈−→g 2

4,
−→v 〉 〈−→g 3

4,
−→v 〉 〈−→g 4

4,
−→v 〉

⎞
⎟⎟⎠−

⎛
⎜⎜⎝
〈−→g 1

1,
−→u 〉 〈−→g 2

1,
−→u 〉 〈−→g 3

1,
−→u 〉 〈−→g 4

1,
−→u 〉

〈−→g 1
2,
−→u 〉 〈−→g 2

2,
−→u 〉 〈−→g 3

2,
−→u 〉 〈−→g 4

2,
−→u 〉

〈−→g 1
3,
−→u 〉 〈−→g 2

3,
−→u 〉 〈−→g 3

3,
−→u 〉 〈−→g 4

3,
−→u 〉

〈−→g 1
4,
−→v 〉 〈−→g 2

4,
−→u 〉 〈−→g 3

4,
−→u 〉 〈−→g 4

4,
−→u 〉

⎞
⎟⎟⎠ =

=

⎛
⎜⎜⎝
〈−→g 1

1,
−→vu〉 〈−→g 2

1,
−→vu〉 〈−→g 3

1,
−→vu〉 〈−→g 4

1,
−→v 〉

〈−→g 1
2,
−→vu〉 〈−→g 2

2,
−→vu〉 〈−→g 3

2,
−→vu〉 〈−→g 4

2,
−→v 〉

〈−→g 1
3,
−→vu〉 〈−→g 2

3,
−→vu〉 〈−→g 3

3,
−→vu〉 〈−→g 4

3,
−→vu〉

〈−→g 1
4,
−→vu〉 〈−→g 2

4,
−→vu〉 〈−→g 3

4,
−→vu〉 〈−→g 4

4,
−→vu〉

⎞
⎟⎟⎠

невырождена; здесь

−→u = (xu, yu, zu, wu),
−→v = (xv, yv, zv, wv),

−→vu = (xvu, yvu, zvu, wvu),
−→g ji = (gji , p

j
i , q

j
i , r

j
i ),

i, j = 1, 2, 3, 4. Точки u = (xu, yu, zu, wu) и v = (xv, yv, zv, wv) выбираются произвольно, поэтому
матрица K невырождена. �

5. Вычисление алгебр Ли. Здесь и ниже рассматривается случай, когда для матрицы U1

из (4.1) характеристический многочлен и минимальный многочлен совпадают, а её собственные
значения различны и вещественны. В данном разделе из линейных пространств с базисными
операторами вида (4.1) необходимо выделить алгебры Ли. Для этого пользуемся возможностью
перехода к новому базису, заменой координат, а также замкнутостью коммутаторов базисных
операторов. Последнее означает, что сам коммутатор должен принадлежать этой же алгебре Ли
(см. [12, § 13]). Также учитывается теорема 6.

Теорема 7. Из системы (4.1), для которой матрица U1 оператора Y1 имеет различные ве-
щественные собственные значения, причём её характеристический многочлен совпадает с ми-
нимальным, с точностью до линейной замены координат, выделяются операторы X1 = ∂x,
X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = ∂w, Y1, Y2, Y3, Y4, образующие базисы восьмимерных линейных про-
странств; при этом операторы Y1, Y2, Y3, Y4 образуют подпространство, являющееся алгеброй
Ли, из списка (4.3):

для алгебры Ли 1:

Y1 = λ1x∂x + λ2y∂y + λ3z∂z + λ4w∂w, Y2 = b1x∂x + b2y∂y + b3z∂z + b4w∂w,

Y3 = c1x∂x + c2y∂y + c3z∂z + c4w∂w, Y4 = d1x∂x + d2y∂y + d3z∂z + d4w∂w,

λ1 �= λ2, λ1 �= λ3, λ1 �= λ4, λ2 �= λ3, λ2 �= λ4, λ3 �= λ4;

(5.1)

Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + λ6z∂z + λ7w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y)∂x + b1y∂y + b11z∂z + b16w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y)∂x + c1y∂y + c11z∂z + c16w∂w,

Y4 = (d1x+ d2y)∂x + d1y∂y + d11z∂z + d16w∂w,

λ5 �= λ6, λ5 �= λ7, λ6 �= λ7;

(5.2)

Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + (λ8z + w)∂z + λ8w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y)∂x + b1y∂y + (b11z + b12w)∂z + b11w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y)∂x + c1y∂y + (c11z + c12w)∂z + c11w∂w,

Y4 = (d1x+ d2y)∂x + d1y∂y + (d11z + d12w)∂z + d11w∂w, λ5 �= λ8;

(5.3)
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Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + λ9z∂z + λ10w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y + b3z)∂x + (b1y + b2z)∂y + b1z∂z + b16w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y + c3z)∂x + (c1y + c2z)∂y + c1z∂z + c16w∂w,

Y4 = (d1x+ d2y + d3z)∂x + (d1y + d2z)∂y + d1z∂z + d16w∂w, λ9 �= λ10;

(5.4)

Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + (λ9z + w)∂z + λ9w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y + b3z + b4w)∂x + (b1y + b2z + b3w)∂y + (b1z + b2w)∂z + b1w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y + c3z + c4w)∂x + (c1y + c2z + c3w)∂y + (c1z + c2w)∂z + c1w∂w,

Y4 = (d1x+ d2y + d3z + d4w)∂x + (d1y + d2z + d3w)∂y + (d1z + d2w)∂z + d1w∂w;

(5.5)

Y1 = y∂x + z∂y +w∂z , Y2 = x∂x + y∂y + z∂z + w∂w, Y3 = z∂x + w∂y,

Y4 = (d1x+ d2y + d3z + d4w)∂x + (d1y − y + d2z + d3w)∂y+

+(d1z − 2z + d2w)∂z + (d1w − 3w)∂w ;

(5.6)

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z , Y2 = x∂x + y∂y + z∂z + w∂w, Y3 = w∂x,

Y4 = (d1x+ d2y + d3z + d4w)∂x + (d1y − y + d2z + d3w)∂y+

+(d1z − 2z + d2w)∂z + (d1w − 3w)∂w ;

(5.7)

Y1 = y∂x + z∂y +w∂z , Y2 = z∂x + w∂y, Y3 = w∂x,

Y4 = (d1x+ d2y + d3z + d4w)∂x + (d1y − y + d2z + d3w)∂y+

+(d1z − 2z + d2w)∂z + (d1w − 3w)∂w ;

(5.8)

для алгебры Ли 3:
Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + λ9z∂z + λ10w∂w, Y2 = (d2 − d7)z∂x,

Y3 = (c1x+ c3z)∂x + c1y∂y + c1z∂z + c16w∂w,

Y4 = (d1x+ d2y + d3z)∂x + (d1y + d7z)∂y + d1z∂z + d16w∂w, λ9 �= λ10;

(5.9)

Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + (λ9z + w)∂z + λ9w∂w,

Y2 = b4w∂x, Y3 = (c1x+ c3z + c4w)∂x + (c1y + c3w)∂y + c1z∂z + c1w∂w,

Y4 = (d1x+ d7y + d3z + d4w)∂x + (d1y + d7z + (d3 − b4)w)∂y + (d1z + d7w)∂z + d1w∂w;

(5.10)

для алгебры Ли 4:

Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + (λ9z + w)∂z + λ9w∂w,

Y2 = (b3z + b4w)∂x + b3w∂y, Y3 = 2b23w∂x,

Y4 = (d1x+ d2y + d3z + d4w)∂x + (d1y + (d2 − b3)z + (d3 − b4)w)∂y+

+(d1z + (d2 − 2b3)w)∂z + d1w∂w,

(5.11)

причем все коэффициенты перед переменными— постоянные.
Остальные алгебры не реализуются.

Операторы Y1, Y2, Y3 и Y4, приведенные в формулировке теоремы 7, линейнонезависимы и
ненулевые. При доказательстве этой теоремы допускается линейная замена координат, линейная
комбинация операторов и применение условия замкнутости коммутаторов базисных операторов.
Доказательство. В операторах (4.1) произведем линейную замену координат

(
x′ y′ z′ w′)T = A

(
x y z w

)T
,
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где A—произвольная невырожденная матрица четвёртого порядка с постоянными элементами,
T — знак транспонирования. Тогда для операторов дифференцирования относительно старых и
новых координат получим связь

(
∂x ∂y ∂z ∂w

)T
= AT

(
∂x′ ∂y′ ∂z′ ∂w′

)T
.

В новых координатах операторы X1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3 и Y4 принимают следующий вид:⎛
⎜⎜⎝
X1

X2

X3

X4

⎞
⎟⎟⎠ = AT

⎛
⎜⎜⎝
X ′

1
X ′

2
X ′

3
X ′

4

⎞
⎟⎟⎠ , Yi =

〈
AUiA

−1

⎛
⎜⎜⎝
x′
y′
z′
w′

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x′
∂y′
∂z′
∂w′

⎞
⎟⎟⎠
〉
, i = 1, 2, 3, 4.

Линейной комбинацией переходим от операторов X1, X2, X3, X4 к операторам X ′
1 = ∂x′ , X ′

2 = ∂y′ ,
X ′

3 = ∂z′ , X ′
4 = ∂w′ . Возвращаясь к прежним обозначениям координат и базисных операторов,

получим:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = ∂w, Yi =

〈
U ′
i

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
,

где введены обозначения
U ′
i = AUiA

−1, i = 1, 2, 3, 4.

Известно, что матрица U ′
1 приводится к канонической вещественной форме (см. [12]). Возможны

следующие варианты:

I.

⎛
⎜⎜⎝
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠ , II.

⎛
⎜⎜⎝
, λ5 1 0 0
0 λ5 0 0
0 0 λ6 0
0 0 0 λ7

⎞
⎟⎟⎠ , III.

⎛
⎜⎜⎝
, λ5 1 0 0
0 λ5 0 0
0 0 λ8 1
0 0 0 λ8

⎞
⎟⎟⎠ ,

IV.

⎛
⎜⎜⎝
λ9 1 0 0
0 λ9 1 0
0 0 λ9 0
0 0 0 λ10

⎞
⎟⎟⎠ , V.

⎛
⎜⎜⎝
λ4 1 0 0
0 λ4 1 0
0 0 λ4 1
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠ ,

причем все элементы в данных матрицах вещественны,

λ1 �= λ2, λ1 �= λ3, λ1 �= λ4, λ2 �= λ3, λ2 �= λ4, λ3 �= λ4,

λ5 �= λ6, λ5 �= λ7, λ6 �= λ7, λ7 �= λ8, λ9 �= λ10.

В таком случае ненулевой оператор Y1 приводится к одному из четырех видов:
Y1 = λ1x∂x + λ2y∂y + λ3z∂z + λ4w∂w,

λ1 �= λ2, λ1 �= λ3, λ1 �= λ4, λ2 �= λ3, λ2 �= λ4, λ3 �= λ4;
(5.12)

Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + λ6z∂z + λ7w∂w, λ5 �= λ6, λ5 �= λ7, λ6 �= λ7; (5.13)
Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + (λ8z + w)∂z + λ8w∂w, λ7 �= λ8; (5.14)
Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + λ9z∂z + λ10w∂w, λ9 �= λ10; (5.15)

Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + (λ9z + w)∂z + λ9w∂w. (5.16)

Докажем вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть ненулевые операторы Y1, принимающий один из видов (5.12)–(5.16), и

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b5x+ b6y + b7z + b8w

)
∂y+

+
(
b9x+ b10y + b11z + b12w

)
∂z +

(
b13x+ b14y + b15z + b16w

)
∂w,
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удовлетворяют коммутационному соотношению [Y1, Y2] = 0. Тогда, с точностью до линейной
замены координат, возможны следующие варианты для этих операторов:

Y1 = λ1x∂x + λ2y∂y + λ3z∂z + λ4w∂w, Y2 = b1x∂x + b2y∂y + b3z∂z + b4w∂w,

λ1 �= λ2, λ1 �= λ3, λ1 �= λ4, λ2 �= λ3, λ2 �= λ4, λ3 �= λ4;
(5.17)

Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + λ6z∂z + λ7w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y)∂x + b1y∂y + b11z∂z + b16w∂w,

λ5 �= λ6, λ5 �= λ7, λ6 �= λ7;

(5.18)

Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + (λ8z + w)∂z + λ8w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y)∂x + b1y∂y + (b11z + b12w)∂z + b11w∂w, λ5 �= λ8;
(5.19)

Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + λ9z∂z + λ10w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y + b3z)∂x + (b1y + b2z)∂y + b1z∂z + b16w∂w, λ9 �= λ10;
(5.20)

Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + (λ9z + w)∂z + λ9w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y + b3z + b4w)∂x + (b1y + b2z + b3w)∂y + (b1z + b2w)∂z + b1w∂w.
(5.21)

Доказательство. Вычислим коммутатор [Y1, Y2] при помощи формулы (4.2) и приравняем его к
нулю. Подробно рассмотрим случай, когда оператор Y1 принимает вид (5.12). Используем мат-
ричные обозначения:

Y1 =

〈⎛⎜⎜⎝
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
, Y2 =

〈⎛⎜⎜⎝
b1 b2 b3 b4
b5 b6 b7 b8
b9 b10 b11 b12
b13 b14 b15 b16

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
,

[Y1, Y2] = −
〈⎛⎜⎜⎝

0 (λ1 − λ2)b2 (λ1 − λ3)b3 (λ1 − λ4)b4
(λ2 − λ1)b5 0 (λ2 − λ3)b7 (λ2 − λ4)b8
(λ3 − λ1)b9 (λ3 − λ2)b10 0 (λ3 − λ4)b12
(λ2 − λ1)b13 (λ4 − λ2)b14 (λ4 − λ3)b15 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉

= 0.

Поскольку элементы λ попарно различны, имеем систему (5.17). Доказательство для (5.18) –
(5.21) аналогично. �

Лемма 2. Пусть ненулевые операторы Y1, принимающий один из видов (5.12)–(5.16), и

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b5x+ b6y + b7z + b8w

)
∂y+

+
(
b9x+ b10y + b11z + b12w

)
∂z +

(
b13x+ b14y + b15z + b16w

)
∂w,

удовлетворяют коммутационному соотношению [Y1, Y2] = Y1. Тогда, с точностью до линейной
замены координат, возможен единственный варианты для этих операторов:

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z,

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b1y − y + b2z + b3w

)
∂y+

+
(
b1z − 2z + b2w

)
∂z +

(
b1w − 3w

)
∂w.

(5.22)
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Доказательство. Вычислим коммутатор [Y1, Y2] и приравняем его к нулю. При вычислении этого
коммутатора используем формулу (4.2),

Y2 =

〈⎛⎜⎜⎝
b1 b2 b3 b4
b5 b6 b7 b8
b9 b10 b11 b12
b13 b14 b15 b16

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
.

Подробно рассмотрим случай, когда оператор Y1 принимает вид (5.12). Используем матричные
обозначения:

Y1 =

〈⎛⎜⎜⎝
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
,

[Y1, Y2] = −
〈⎛⎜⎜⎝

0 (λ1 − λ2)b2 (λ1 − λ3)b3 (λ1 − λ4)b4
(λ2 − λ1)b5 0 (λ2 − λ3)b7 (λ2 − λ4)b8
(λ3 − λ1)b9 (λ3 − λ2)b10 0 (λ3 − λ4)b12
(λ2 − λ1)b13 (λ4 − λ2)b14 (λ4 − λ3)b15 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉

= Y1.

Тогда Y1 = 0, что недопустимо.
Пусть оператор Y1 принимает вид (5.13); тогда

Y1 =

〈⎛⎜⎜⎝
λ1 1 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
, [Y1, Y2] =

〈
V

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉

= Y1.

где

V =

⎛
⎜⎜⎝

−b5 b1 − b6 (λ3 − λ1)b3 − b7 (λ4 − λ1)b4 − b8
0 b5 (λ3 − λ1)b7 (λ4 − λ1)b8

(λ1 − λ3)b9 (λ1 − λ3)b10 + b9 0 (λ4 − λ3)b12
(λ1 − λ4)b13 (λ1 − λ4)b14 + b13 (λ3 − λ4)b15 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Тогда λ6 = λ7 = 0, что недопустимо.
Если оператор Y1 имеет вид (5.14), то

Y1 =

〈⎛⎜⎜⎝
λ5 1 0 0
0 λ5 0 0
0 0 λ8 1
0 0 0 λ8

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
, [Y1, Y2] = −

〈
V

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉

= Y1,

где

V =

⎛
⎜⎜⎝

b5 −b1 + b6 (λ5 − λ8)b3 + b7 −b3 + (λ5 − λ8)b4 + b8
0 −b5 (λ5 − λ8)b7 −b7 + (λ5 − λ8)b8

b13 + (λ8 − λ5)b9 (λ8 − λ5)b10 + b14 − b9 b15 −b11 + b16
(λ8 − λ5)b13 −b13 + (λ8 − λ5)b14 0 −b15

⎞
⎟⎟⎠ .

Тогда λ5 = λ8 = 0, что также недопустимо.
Если оператор Y1 имеет вид (5.15), то

Y1 =

〈⎛⎜⎜⎝
λ9 1 0 0
0 λ9 1 0
0 0 λ9 0
0 0 0 λ10

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
, [Y1, Y2] = −

〈
V

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉

= Y1,
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где

V =

⎛
⎜⎜⎝

b5 −b1 + b6 −b2 + b7 −(λ10 − λ9)b4 + b8
b9 b10 − b5 b11 − b6 b12 − (λ10 − λ9)b8
0 −b9 −b10 −(λ10 − λ9)b12

(λ10 − λ9)b13 −b13 + (λ10 − λ9)b14 −b14 + (λ10 − λ9)b15 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Тогда λ9 = λ10 = 0, что недопустимо.
Если оператор Y1 имеет вид (5.16), то

Y1 =

〈⎛⎜⎜⎝
λ9 1 0 0
0 λ9 1 0
0 0 λ9 1
0 0 0 λ9

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉
,

[Y1, Y2] = −
〈⎛⎜⎜⎝

b5 −b1 + b6 −b2 + b7 −b3 + b8
b9 b10 − b5 b11 − b6 b12 − b7
b13 b14 − b9 −b10 + b15 −b11 + b16
0 −b13 −b14 −b15

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝
∂x
∂y
∂z
∂w

⎞
⎟⎟⎠
〉

= Y1.

Тогда допустимое решение получаем при λ9 = 0. В итоге имеем операторы (5.22). �

Лемма 3. Пусть ненулевые операторы: Y1, принимающий один из видов (5.12)–(5.16),

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b5x+ b6y + b7z + b8w

)
∂y+

+
(
b9x+ b10y + b11z + b12w

)
∂z +

(
b13x+ b14y + b15z + b16w

)
∂w,

Y3 =
(
c1x+ c2y + c3z + c4w

)
∂x +

(
c5x+ c6y + c7z + c8w

)
∂y+

+
(
c9x+ c10y + c11z + c12w

)
∂z +

(
c13x+ c14y + c15z + c16w

)
∂w,

удовлетворяют коммутационным соотношениям

[Y1, Y2] = 0, [Y1, Y3] = 0, [Y2, Y3] = 0.

Тогда, с точностью до линейной замены координат в этих операторов, возможны следующие
варианты:

Y1 = λ1x∂x + λ2y∂y + λ3z∂z + λ4w∂w, Y2 = b1x∂x + b2y∂y + b3z∂z + b4w∂w,

Y3 = c1x∂x + c2y∂y + c3z∂z + c4w∂w,

λ1 �= λ2, λ1 �= λ3, λ1 �= λ4, λ2 �= λ3, λ2 �= λ4, λ3 �= λ4;

(5.23)

Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + λ6z∂z + λ7w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y)∂x + b1y∂y + b11z∂z + b16w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y)∂x + c1y∂y + c11z∂z + c16w∂w,

λ5 �= λ6, λ5 �= λ7, λ6 �= λ7;

(5.24)

Y1 = (λ5x+ y)∂x + λ5y∂y + (λ8z + w)∂z + λ8w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y)∂x + b1y∂y + (b11z + b12w)∂z + b11w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y)∂x + c1y∂y + (c11z + c12w)∂z + c11w∂w, λ5 �= λ8;

(5.25)

Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + λ9z∂z + λ10w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y + b3z)∂x + (b1y + b2z)∂y + b1z∂z + b16w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y + c3z)∂x + (c1y + c2z)∂y + c1z∂z + c16w∂w, λ9 �= λ10;

(5.26)
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Y1 = (λ9x+ y)∂x + (λ9y + z)∂y + (λ9z + w)∂z + λ9w∂w,

Y2 = (b1x+ b2y + b3z + b4w)∂x + (b1y + b2z + b3w)∂y + (b1z + b2w)∂z + b1w∂w,

Y3 = (c1x+ c2y + c3z + c4w)∂x + (c1y + c2z + c3w)∂y + (c1z + c2w)∂z + c1w∂w.

(5.27)

Доказательство леммы 3 состоит в вычислении коммутаторов [Y1, Y2], [Y1, Y3], [Y2, Y3], прирав-
нивания их к нулю и сравнения коэффициенты; при этом используются результаты леммы 1.
Оператор Y1 берётся из системы (5.12)–(5.16), а операторы Y2 и Y3—произвольного вида. В ре-
зультате получаем соотношения (5.23)–(5.27). �

Лемма 4. Рассмотрим ненулевые операторы Y1, принимающий один из видов (5.12)–(5.16),

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b5x+ b6y + b7z + b8w

)
∂y+

+
(
b9x+ b10y + b11z + b12w

)
∂z +

(
b13x+ b14y + b15z + b16w

)
∂w,

Y3 =
(
c1x+ c2y + c3z + c4w

)
∂x +

(
c5x+ c6y + c7z + c8w

)
∂y+

+
(
c9x+ c10y + c11z + c12w

)
∂z +

(
c13x+ c14y + c15z + c16w

)
∂w.

Тогда для них коммутационные соотношения

[Y1, Y2] = 0, [Y1, Y3] = 0, [Y2, Y3] = Y1

не выполняются.

Доказательство следует из леммы 1 и того факта, что операторы вида Y2 в каждой системе
коммутативны. �

Лемма 5. Пусть ненулевые операторы Y1, принимающий один из видов (5.12)–(5.16),

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b5x+ b6y + b7z + b8w

)
∂y+

+
(
b9x+ b10y + b11z + b12w

)
∂z +

(
b13x+ b14y + b15z + b16w

)
∂w,

Y3 =
(
c1x+ c2y + c3z + c4w

)
∂x +

(
c5x+ c6y + c7z + c8w

)
∂y+

+
(
c9x+ c10y + c11z + c12w

)
∂z +

(
c13x+ c14y + c15z + c16w

)
∂w,

удовлетворяют коммутационным соотношениям

[Y1, Y2] = 0, [Y1, Y3] = Y1, [Y2, Y3] = 0.

Тогда, с точностью до линейной замены координат возможен единственный вариант для этих
операторов:

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z,

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b1y − y + b2z + b3w

)
∂y+

+
(
b1z − 2z + b2w

)
∂z +

(
b1w − 3w

)
∂w,

Y3 = x∂x + y∂y + z∂z + w∂w.

Доказательство аналогично доказательству лемм 1–3.

Лемма 6. Рассмотрим ненулевые операторы Y1, принимающий один из пяти видов (5.12)–
(5.16),

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b5x+ b6y + b7z + b8w

)
∂y+

+
(
b9x+ b10y + b11z + b12w

)
∂z +

(
b13x+ b14y + b15z + b16w

)
∂w,

Y3 =
(
c1x+ c2y + c3z + c4w

)
∂x +

(
c5x+ c6y + c7z + c8w

)
∂y+

+
(
c9x+ c10y + c11z + c12w

)
∂z +

(
c13x+ c14y + c15z + c16w

)
∂w.

Тогда для них коммутационные соотношения

[Y1, Y2] = 0, [Y1, Y3] = Y1, [Y2, Y3] = Y2

не выполняются.
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Доказательство. Оператор Y1 берётся из системы (5.12)–(5.16), а операторы Y2— согласно лем-
ме 1, поскольку [Y1, Y2] = 0. Далее, вычисляя коммутатор [Y1, Y3] = Y1 (лемма 2), приходим в
единственному варианту для этих трёх операторов:

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z,

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b1y + b2z + b3w

)
∂y +

(
b1z + b2w

)
∂z + b1w∂w,

Y3 =
(
c1x+ c2y + c3z + c4w

)
∂x +

(
c1y − y + c2z + c3w

)
∂y +

(
c1z − 2z + c2w

)
∂z +

(
c1w − 3w

)
∂w.

Наконец, вычисляя коммутатор [Y2, Y3] = Y2, получаем Y2 = c2Y1, что недопустимо для базисных
операторов. �
Теперь возвращаемся к доказательству теоремы 7.
Сначала рассмотрим алгебру 1 из (4.3). Операторы Y1, Y2, Y3 берутся из леммы 1. Если ε = 0,

то по лемме 1 вычисляется оператор Y4. В таком случае

[Y1, Y4] = [Y2, Y4] = [Y3, Y4] = 0,

значит алгебра 1 коммутативна; тогда получаем системы (5.1)–(5.5). Если же ε = 1, то согласно
леммам 1 и 2 будем иметь

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z,

Y2 =
(
b1x+ b2y + b3z + b4w

)
∂x +

(
b1y + b2z + b3w

)
∂y +

(
b1z + b2w

)
∂z + b1w∂w,

Y3 =
(
c1x+ c2y + c3z + c4w

)
∂x +

(
c1y + c2z + c3w

)
∂y +

(
c1z + c2w

)
∂z + c1w∂w,

Y4 =
(
d1x+ d2y + d3z + d4w

)
∂x +

(
d1y − y + d2z + d3w

)
∂y +

(
d1z − 2z + d2w

)
∂z +

(
d1w − 3w

)
∂w.

Вычисляя остальные коммутаторы

[Y2, Y4] = kY2, [Y3, Y4] = lY3,

получаем (5.6)–(5.8).
Исследуем теперь алгебру 2 из (4.3). Операторы Y1, Y2, Y3 берутся из леммы 1, а Y4—произ-

вольного линейного вида. Если Y1 совпадает с (5.12), то из соотношения

[Y1, Y4] = kY1 + Y2

получаем kY1 + Y2 = 0, что недопустимо. Пусть теперь Y1 совпадает с (5.13); тогда из

[Y1, Y4] = kY1 + Y2, [Y2, Y4] = −Y1 + kY2 (5.28)

следует λ5 = λ6 = λ7 = 0, что недопустимо. Если же Y1 совпадает с (5.14), то из (5.28) следует
λ5 = λ8 = 0, что недопустимо. Если Y1 совпадает с (5.15), то из (5.28) следует λ9 = λ10 = 0, что
также недопустимо. Если Y1 совпадает с (5.16), то получаем противоречие b22 + 1 = 0.
Аналогично, из алгебры 3 получаем два положительных результата (5.9) и (5.10), а из 4—

(5.11).
Из леммы 4 вытекает, что алгебры 5–7 дают отрицательный результат, а из лемм 5 и 6—

отрицательный результат для алгебр 8 и 9
Алгебры 10 и 11 также не реализуются. В этом легко убедиться, взяв Y4 из системы (5.12)–

(5.16); тогда по лемме 1 находим операторы Y1, Y2, Y3, которые между собой коммутативны.
Таким образом, теорема 7 доказана. �
Далее из восьмимерных линейных пространств, найденных в теореме 7, выделим алгебры Ли

локально ограниченно точно дважды транзитивных групп Ли преобразований пространства R4.
Для этого применим теорему 6 и используем возможность перехода к новому базису (линейной
комбинации базисных операторов).

Теорема 8. Из восьмимерных линейных пространств (5.1)–(5.11) выделяются восьмимер-
ные алгебры Ли локально ограниченно точно дважды транзитивных групп Ли преобразований
пространстваЁR4, полученных расширением группы параллельных переносов. Базис этих алгебр
Ли, с точностью до линейных комбинаций операторов и линейных замен координат, состоит
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из операторов дифференцирования X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = ∂w, а также из операторов
Y1, Y2, Y3, Y4:

Y1 = x∂x, Y2 = y∂y, Y3 = z∂z, Y4 = w∂w; (5.29)

Y1 = (ax+ y)∂x, Y2 = bx∂x + y∂y, Y3 = cx∂x + z∂z, Y4 = dx∂x + w∂w; (5.30)

Y1 = w∂z , Y2 = z∂z + w∂w, Y3 = x∂x + y∂y, Y4 = y∂x; (5.31)

Y1 = y∂x + z∂y, Y2 = x∂x + y∂y + z∂z , Y3 = z∂x, Y4 = w∂w; (5.32)

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z , Y2 = x∂x + y∂y + z∂z + w∂w, Y3 = z∂x + w∂y, Y4 = w∂x; (5.33)

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z, Y2 = x∂x + y∂y + z∂z + w∂w,

Y3 = z∂x +w∂y , Y4 = aw∂x + y∂y + 2z∂z + 3w∂w;
(5.34)

Y1 = y∂x + z∂y + w∂z, Y2 = x∂x + y∂y + z∂z + w∂w,

Y3 = w∂x, Y4 = az∂x + (y + aw)∂y + 2z∂z + 3w∂w;
(5.35)

Y1 = y∂x + z∂y +w∂z , Y2 = z∂x + w∂y, Y3 = w∂x,

Y4 = ax∂x + (a− 1)y∂y + (a− 2)z∂z + (a− 3)w∂w;
(5.36)

Y1 = ay∂x + z∂y, Y2 = z∂x, Y3 = w∂w, Y4 = (x+ by)∂x + y∂y + z∂z ; (5.37)

Y1 = y∂x + z∂y + aw∂w, Y2 = z∂x,

Y3 = x∂x + y∂y + z∂z + bw∂w, Y4 = cy∂x + dw∂w;
(5.38)

Y1 = y∂x + (z + aw)∂y + w∂z, Y2 = w∂x,

Y3 = z∂x + w∂y, Y4 = x∂x + (y + aw)∂y + z∂z + w∂w;
(5.39)

Y1 = (ax+ y)∂x + (ay + z)∂y + (az + w)∂z + aw∂w, Y2 = w∂x,

Y3 = (x+ cz)∂x + (y + cw)∂y + z∂z + w∂w, Y4 = dz∂x + bw∂y;
(5.40)

Y1 = (ax+ y)∂x + (ay + z)∂y + (az + w)∂z + aw∂w, q Y2 = z∂x + w∂y,

Y3 = w∂x, Y4 = bx∂x + (by − cz − dw)∂y + (bz − 2cw)∂z + bw∂w,
(5.41)

причем коэффициенты a, b, c, d постоянны.

Доказательство этой теоремы проводится в два этапа. На первом этапе применяем теорему 6.
Для этого исследуем на невырожденность матрицу K, составленную из коэффициентов операто-
ров Y1, Y2, Y3 и Y4. Например, для линейного пространства (5.1) эта матрица имеет вид

K =

⎛
⎜⎜⎝
λ1x λ2y λ3z λ4w
b1x b2y b3z b4w
c1x c2y c3z c4w
d1x d2y d3z d4w

⎞
⎟⎟⎠ .
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Требование невырожденности равносильно линейной независимости операторов Y1, Y2, Y3 и Y4.
На втором этапе линейно комбинируем операторы Y1, Y2, Y3 и Y4, что приводит к упрощению
базиса соответствующих алгебр Ли. Так, например, система (5.1) линейной комбинацией приво-
дится к (5.29). Таким образом производится выделение алгебр Ли (5.29)–(5.41). �

6. Вычисления локально ограниченно точно дважды транзитивных действий. Экс-
поненциальное отображение оператора Y определяем формулой⎛

⎜⎜⎝
x′
y′
z′
w′

⎞
⎟⎟⎠ = Exp(tY )

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠+ tY

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠+

(tY )2

2!

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
w

⎞
⎟⎟⎠+ . . . . (6.1)

Теорема 9. Локальные группы Ли преобразований трехмерного пространства R4, задающие
локально ограниченно точно дважды транзитивные действия в R4, в подходящих обозначениях
параметров и координат принимают следующий вид :

x′ = a1x+ a5, y′ = a2y + a6, z′ = a3z + a7, w′ = a4z + a8; (6.2)

x′ = aa1a
b
2a
c
3a
d
4x+ a2

(
aa1 − 1

a

)
+ a5, y′ = a2y + a6, z′ = a3z + a7, w′ = a4w + a8; (6.3)

x′ = a1x+ a2y + a5, y′ = a1y + a6, z′ = a3z + a4w + a7, w′ = a3w + a8; (6.4)

x′ = a2x+ a3z + a1y + a5, y′ = a2y + a1z + a6, z′ = a2z + a7, w′ = a4w + a8; (6.5)

x′ = a2x+ a3z + a4w + a1y + a5, y′ = a2y + a1z + a3w + a6,

z′ = a2z + a1w + a7, w′ = a2w + a8;
(6.6)

x′ = a2x+

(
a3 +

1

2
a21

)
a2z +

(
a1a3 +

1

6
a31 +

a

3
(1 + a34)

)
a2w + a1a2y + a5,

y′ = a2a4y + a1a2a
2
4z +

(
a3 +

1

2
a21

)
a2a4w + a6, z′ = a2a

2
4z + a7, w′ = a2a

3
4w + a8;

(6.7)

x′ = a2x+

(
a

2
(a24 − 1) +

1

2
a21a

2
4

)
a2z + a3w + a1a2a4y + a5,

y′ = a2a4y + a1a2a
2
4z +

(
A(a4) +

1

2
a21a

3
4

)
a2w + a6,

z′ = a2a
2
4z + a1a2a

3
4w + a7, w′ = a2a

3
4w + a8,

A(a) = ln a+ 4 ln2
a

2
+ 13 ln3

a

6
+ 40 ln4

a

24
+ . . . ;

(6.8)

x′ = a44x+ a1a
4
4y + a2a

4
4z + a3a

4
4w + a1y + a5,

y′ = a34y + a1a
3
4z + a2a

3
4w + a6, z′ = a24z + a1a

2
4w + a7, w′ = a4w + a8;

(6.9)

x′ = a4x+ a3z + (aa1 + ba4 ln a4)y + a5, y′ = a4y + a1z + a6,

z′ = a4z + a7, w′ = a3w + a8;
(6.10)
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x′ = a3x+ (ln a1 + c ln a4)a3y + a2z + a5,

y′ = a3y + a1z + a6, z′ = a3z + a7, w′ = aa1a
b
3a
d
4w + a8;

(6.11)

x′ = a4x+ a3z + a2w + a5, y′ = a4y + a1z + (a3 + aa1 + aa4 ln a4)w + a6,

z′ = a4z + a7, w′ = a4w + a8;
(6.12)

x′ = aa1a3x+ aa1a3 ln a1y + aa1a3

(
c ln a3 + da4 + ln2

a1
2

)
z + aa1a3a2w + a5,

y′ = aa1a3y + aa1 ln a1a3z + aa1a3

(
ba4 + c ln a3 + ln2

a1
2

)
w + a6,

z′ = aa1a3z + aa1 ln a1a3w + a7, w′ = aaa3w + a8;

(6.13)

x′ = aa1a
b
4x+ aa1 ln a1a

b
4 ln a1y + aa1a

b
4a2z + aa1a

b
4a3w + a5,

y′ = aa1a
b
4y + aa1a

b
4(ln a1 − c ln a1 ln a4)z + aa1a

b
4a2w + a6,

z′ = aa1a
b
4z + aa1a

b
4(ln a1 − 2c ln a4)w + a7, w′ = aaa

b
4w + a8.

(6.14)

Доказательство сводится к применению экспоненциального отображения (6.1) к базисным опе-
раторам алгебр Ли (5.29)–(5.41) и дальнейшему вычислению композиций получаемых действий.
�

7. Заключение. В работе решена задача локального расширения группы параллельных пе-
реносов пространства R4 до локально ограниченно точно дважды транзитивной группы Ли пре-
образований этого же пространства при двух условиях: T1 = T2 = T3 = T4 = 0; матрица U1

имеет совпадающие характеристический и минимальный многочлены и вещественные собствен-
ные числа. Эта задача может быть распространена на случай произвольной матрицы U1, а также
на случай ненулевых матриц T1, T2, T3, T4. Согласно одной из теорем Г. Г. Михайличенко (см. [10])
полученные локально ограниченно точно дважды транзитивные группы Ли преобразований зада-
ют двуметрическую феноменологически симметричную геометрию двух множеств (физическую
структуру) ранга (3, 2).
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Аннотация. Для системы, описываемой одномерным неоднородным диффузионно-волновым
уравнением на отрезке, рассматривается два типа задач оптимального граничного управления:
задача поиска управления с минимальной нормой при заданном времени управления и задача
поиска управления, переводящего систему в заданное состояние за минимальное время при за-
данном ограничении на норму управления. Рассмотрены разные способы задания условий на
конечное состояние. Проанализирована конечномерная l-проблема моментов, к которой может
быть сведена поставленная задача оптимального управления на основе приближенного реше-
ния диффузионно-волнового уравнения. Показано, что при выполнении условий корректности и
разрешимости данной проблемы задача поиска управления с минимальной нормой всегда име-
ет решение, а задача поиска управления с минимальным временем перехода может решения не
иметь.
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Abstract. For a system described by a one-dimensional, inhomogeneous diffusion-wave equation on
a segment, two types of optimal boundary control problems are considered: the problem of finding
a control with a minimum norm for a given control time and the problem of finding a control that
brings the system to a given state in a minimum time under a given constraint on the norm of the
control. Various ways of specifying conditions on the final state are considered. The finite-dimensional
l-problem of moments is analyzed, to which the optimal control problem can be reduced. We show that
under the conditions of well-posedness and solvability of this problem, the problem of finding a control
with a minimum norm always has a solution, while the problem of finding a control with a minimum
transition time may not have a solution.

Keywords and phrases: optimal control, Caputo derivative, diffusion-wave equation, l-moment
problem.
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1. Введение. Задачи оптимального управления системами с распределёнными параметрами в
настоящее время представляют значительный исследовательский интерес и имеют важные при-
ложения. Относительно новое направление развития исследований в этой области составляют
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задачи для систем дробного порядка, в частности, для систем, поведение которых описывается
уравнениями параболического или гиперболического типа с дробной производной по времени.
В настоящее время имеется ряд публикаций, посвящённых поиску оптимального управления

для систем дробного порядка с распределёнными параметрами, которые описываются обобщён-
ным уравнением диффузии или диффузионно-волновым уравнением (см., например, [4–6,10–14] и
ссылки в них). В данной работе исследована задача оптимального управления с ограничением на
норму управления для линейного неоднородного диффузионно-волнового уравнения. Рассматри-
вается граничное управление, определяемое существенно ограниченными функциями, на отрезке.
Анализируется конечномерная l-проблема моментов, к которой ранее на основе приближённо-
го решения диффузионно-волнового уравнения была сведена поставленная задача оптимального
управления (см. [4,5,11,12]). Показано, что при выполнении требований корректности и разреши-
мости полученной проблемы моментов и существовании решения данной проблемы, имеющего
минимальную норму при заданной величине времени управления, задаваемое ограничение на
норму управления для рассматриваемой задачи не всегда может быть выполнено, в отличие от
аналогичной задачи для уравнения диффузии целого порядка.

2. Постановка задачи. Рассматриваются системы, состояние которых описывается диффу-
зионно-волновым уравнением, имеющим вид

C
0 D

α
t Q(x, t) =

∂

∂x

[
w(x)

∂Q(x, t)

∂x

]
− q(x)Q(x, t), α ∈ (0, 2), (1)

где Q(x, t)— состояние системы, w(x) и q(x)—некоторые функции, C0 Dα
t —левосторонний опе-

ратор дробного дифференцирования по времени, t � 0, x ∈ [0, L], (x, t) ∈ Ω = [0, L] × [0,∞).
Оператор дробного дифференцирования понимается в смысле определения Капуто (см. [9, § 2.4]):

C
0 D

α
t Q(x, t) = RL

0 Dα
t

⎡
⎣Q(x, t)−

[α]∑
k=0

∂kQ(x, 0+)

∂tk
tk

k!

⎤
⎦ , (2)

где RL0 Dα
t —левосторонний оператор дробного дифференцирования Римана—Лиувилля,

RL
0 Dα

t Q(x, t) =
1

Γ(1− {α})
∂[α]+1

∂τ [α]+1

t∫

0

Q(x, τ)dτ

(t− τ){α}
.

Следует отметить, что определение (2) для дифференцируемых функций эквивалентно опреде-
лению дробной производной, основанному на свёртке первой производной функции с дробно-
степенной функцией. Такое определение впервые было предложено А. Н. Герасимовым в [2], а
впоследствии — в работах М. Капуто [7] и М. М. Джрбашяна [3].
Предполагается, что функция Q(x, t) дифференцируема по времени (в случае α ∈ (0, 1) доста-

точно требовать суммируемости данной функции по времени) при t � 0 и дважды дифферен-
цируема по пространственной переменной на отрезке [0, L]. Функции w(x) > 0 и q(x) считаются
непрерывными на отрезке [0, L].
Начальные условия для уравнения (1) ставятся в следующем виде:

∂kQ(x, 0+)

∂tk
= ϕk(x), x ∈ [0, L], k = 0, . . . , [α]. (3)

Граничные условия для уравнения (1):
[
bi
∂Q(x, t)

∂x
+ aiQ(x, t)

]
x=xi

= ui(t), t � 0, i = 1, 2, (4)

где ai и bi —коэффициенты, b1 � 0, b2 � 0; x1 = 0, x2 = L. Граничные управления u1,2(t) счита-
ются элементами пространства L∞[0, T ] и могут быть объединены в вектор U(t) = (u1(t), u2(t)).
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Будем считать целью оптимального управления достижение системой желаемого состояния в
заданный момент времени T > 0. Это условие может быть формально выражено виде ограниче-
ния как на состояние, так и на его производную:

Q(x, T ) = Q∗(x), (5)
∂Q(x, T )

∂t
= A(x), (6)

x ∈ [0, L], A(x)— заданная функция. Возможно и одновременно задавать условия на состояние и
его производную по времени (см. [11]).
Задачу оптимального управления поставим в двух разновидностях следующим образом

(см. [1]). Найти такие управления u1,2(t), что система, описываемая уравнением (1) с началь-
ными условиями (3) и граничными условиями (4), достигнет при t = T желаемого состояния,
определяемого условиями (5) и/или (6) и при этом будет выполнено одно из условий:
(a) норма управления U(t) будет минимальной при заданном T (задача А);
(b) время перехода в желаемое состояние будет минимальным при заданном ограничении на

норму управления ‖U(t)‖ � l (l > 0— заданное число) (задача Б).

3. l-Проблема моментов для диффузионно-волнового уравнения. Ранее было показа-
но, что поставленная выше задача оптимального управления для уравнения типа уравнения (1)
сводится к следующей проблеме моментов (см. [4, 5, 11, 12]). Пусть задана система функций
gn(t) ∈ Lp′ [0, T ] и набор чисел cn, хотя бы одно из которых отлично от нуля. Пусть также задано
число l > 0. Необходимо найти такую функциюW (t) ∈ Lp(0, T ] (1/p+1/p′ = 1), что выполняются
следующие соотношения:

T∫

0

gn(τ)W (τ)dτ = cn, . . . , (7)

‖W (t)‖ � l, (8)

гдеW (τ)—функция, содержащая в общем случае линейную комбинацию граничных управлений.
В рассматриваемом в данной работе случае существенно ограниченных управлений p′ = 1, p = ∞
и проблема моментов (7)–(8) корректна и разрешима для α > 0.
Следует отметить, что в [4, 5, 11, 12], вообще говоря, рассматривались более частные или, на-

оборот, более общие случаи уравнения (1) и граничных условий (4). Так, в [4] рассматривалось
уравнение (1) при α ∈ (0, 1), q(x) = 0, w(x) = 1, а в граничных условиях вместо управлений ui(t)
задавалась сумма этих управлений с некоторыми известными функциями. В [5, 11, 12] исполь-
зовались такие же граничные условия, а уравнение (1) рассматривалось при α ∈ (1, 2); кроме
того, в левой части вместо дробной производной состояния стояло произведение её на некоторую
функцию r(x). Также в [12] желаемое состояние задавалось условием вида (6) при A(x) = 0.
Тем не менее, проводя рассуждения аналогично работам [4, 5, 11, 12], можно убедиться, что рас-
сматриваемая в данной работе задача оптимального управления для уравнения (1) с начальными
условиями (3), граничными условиями (4) и условиями, определяющими желаемое состояние (5)–
(6), также сводится к l-проблеме моментов (7)–(8). Теми же остаются и условия корректности и
разрешимости получаемой проблемы моментов (поскольку вышеописанные отклонения не влия-
ют на вид функций gn(t, T ), а сказываются только на формулах для моментов и функции W (t)).
Далее рассматриваем 4 случая, отличающиеся заданием параметров в уравнении (1) и способом

задания желаемого состояния:
(i) в уравнении (1) α ∈ (0, 1) и желаемое состояние задаётся условием (5);
(ii) в уравнении (1) α ∈ (1, 2) и желаемое состояние задаётся условием (5);
(iii) в уравнении (1) α ∈ (1, 2) и желаемое состояние задаётся условием (6);
(iv) в уравнении (1) α ∈ (1, 2) и желаемое состояние задаётся условием (5) и (6).
Для вышеперечисленных случаев ранее была обоснована корректность и разрешимость про-

блемы моментов, а также были получены явные выражения для моментов и функции gn(t, T )
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(см. [4, 5, 11, 12]). Для случая (i) эти выражения имеют вид

gn(t, T ) =
Eα,α[−λn(T − t)α]

(T − t)1−α
, α ∈ (0, 1), (9)

cn(T ) = Q∗
n − ϕ0

nEα(−λnTα), α ∈ (0, 1). (10)

Здесь и далее λn — собственные числа соответствующей задачи Штурма—Лиувилля для уравне-
ния (1), а выражение Φn означает коэффициент разложения функции Φ(x) по системе собствен-
ных функций соответствующей задачи Штурма—Лиувилля для уравнения (1) (см. [4, 5, 11, 12]).
В случае (ii) аналогичные выражения имеют вид

gn(t, T ) =
Eα,α[−λn(T − t)α]

(T − t)1−α
, α ∈ (1, 2), (11)

cn(T ) = Q∗
n − ϕ0

nEα(−λnTα)− ϕ1
nTEα,2(−λnTα). (12)

В случае (iii) имеем формулы

gn(t, T ) =
Eα,α−1[−λn(T − t)α]

(T − t)2−α
, α ∈ (1, 2), (13)

cn(T ) = An + λnT
α−1ϕ0

nEα,α(−λnTα)− ϕ1
nTEα(−λnTα). (14)

Наконец, в случае (iv) будут справедливы выражения

g2n−1(t, T ) =
Eα,α[−λn(T − t)α]

(T − t)1−α
,

g2n(t, T ) =
Eα,α−1[−λn(T − t)α]

(T − t)2−α
, α ∈ (1, 2),

(15)

c2n−1(T ) = Q∗
n − ϕ0

nEα(−λnTα)− ϕ1
nTEα,2(−λnTα),

c2n(T ) = An + λnT
α−1ϕ0

nEα,α(−λnTα)− ϕ1
nTEα(−λnTα).

(16)

4. Основные результаты. В [4,5,11,12] была обоснована корректность и разрешимость конеч-
номерной проблемы моментов, получаемой в случаях (i)–(iv). При выполнении соответствующих
условий удаётся решить проблему моментов, получив тем самым решение задачи А, т.е. управле-
ние из класса допустимых, имеющее наименьшую норму. Для решения задачи Б в общем случае
необходимо найти решение неравенства

ΛN (T ) � l, (17)
где ΛN (T )—норма оптимального управления, найденного в результате решения задачи А, зави-
сящая от параметра T . Решением задачи Б считается наименьшее действительное положительное
число T ∗, для которого справедливо неравенство (17) (см. [1, гл. 3]). Значение ΛN (T ) при этом
может быть вычислено по формуле

ΛN (T ) =
1

min
ξi, i=1,...,N

ρξ(T )
=

1

ρξ∗(T )
, (18)

(см. [1, гл. 3]), где

ρξ =

T∫

0

∣∣∣∣∣
N−1∑
i=1

ξi

(
gi(t)− ci(T )

cN (T )
gN (t)

)
+

1

cN (T )
gN (t)

∣∣∣∣∣ dt, (19)

ξi —некоторые числа, ξ∗i —числа, при которых достигается минимум функции ρξ(T ) по ξi. Учи-
тывая (18), можно переписать условие (17) в виде

ρξ∗(T ) �
1

l
. (20)

Функция (19) неотрицательна и непрерывно зависит от аргумента T . Если подынтегральная
функция в выражении (19) не зависит от T , то функция ρξ∗(T ) монотонно возрастает с ростом T .
Аналогичная тенденция проявляется и в случае, если функции gi(t) не зависят от параметра T ,
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а моменты зависят достаточно слабо. Именно такая ситуация имеет место для систем целого
порядка, описываемых обычным уравнением диффузии. Для них всегда можно подобрать такое
значение T , что условие (20) окажется выполненным для любого заданного l > 0 (см. [1, гл. 4]).
В случае же, когда подынтегральная функция в выражении (19) также зависит от аргумента T ,

как это имеет место для рассматриваемых систем дробного порядка, функция ρξ∗(T ) уже может
не быть монотонно возрастающей по T . Более того, ниже будет показано, что данная функция
ограничена.

Теорема 1. Пусть функции gn(t, T ) и моменты cn(T ) определяются либо формулами (9)–
(10), либо формулами (11)–(12) (что соответствует рассмотрению вышеперечисленных случа-
ев (i) и (ii)) и при этом cN (T ) �= 0 для заданного N , T > 0. Тогда значение функции (19) при
любом фиксированном N будет ограничено, а при T → ∞ справедлива следующая оценка:

lim
T→∞

ρξ∗(T ) �
N−1∑
i=1

|ξi|
(

1

λi
+

∣∣∣∣ Q∗
i

Q∗
NλN

∣∣∣∣
)
+

1

|Q∗
N |λN

. (21)

Доказательство. Для функции (19) справедлива следующая оценка:

ρξ �
N−1∑
i=1

|ξi|
⎛
⎝

T∫

0

gi(t)dt+

∣∣∣∣ ci(T )cN (T )

∣∣∣∣
T∫

0

gN (t)dt

⎞
⎠+

1

|cN (T )|

T∫

0

gN (t)dt, (22)

где учтено, что функции gi(t) неотрицательны на интервале (0, T ). Используя формулы (9)
или (11) и представление функции Миттаг-Леффлера в виде равномерно и абсолютно сходя-
щегося степенного ряда

Eα,β(t) =

∞∑
k=0

tk

Γ(αk + β)
(23)

(см. [9, § 1.8]), можно вычислить интегралы в формуле (22) и получить следующую оценку:

ρξ �
N−1∑
i=1

|ξi|
(
1− Eα(−λiTα)

λi
+

∣∣∣∣ ci(T )cN (T )

∣∣∣∣ 1− Eα(−λNTα)
λN

)
+

1

|cN (T )|
1−Eα(−λNTα)

λN
. (24)

Функции Миттаг-Леффлера в (24) монотонно убывают с ростом T , стремясь к нулю (см. [9,
§ 1.8]). Моменты, определяемые формулой (10), также содержат однопараметрические функции
Миттаг-Леффлера, убывающие с ростом T . Моменты, определяемые формулой (12), содержат,
кроме того, слагаемые вида ϕ1

nTEα,2(−λnTα). Для оценки их поведения можно воспользоваться
асимптотикой

Eα,β(z) = −
p∑
k=1

z−k

Γ(β − αk)
+O

(|z|−1−p) , z → −∞, (25)

где p = [2/α] (см. [8]. Учитывая, что α > 1 в случае (ii), из формулы (25) можно получить
следующее соотношение:

TEα,2(−λnTα) ∼
p∑
k=1

T 1−αk T→∞−−−−−→ 0. (26)

Тогда из формул (10) и (12) получим, что ci(T ) → Q∗
i при T → ∞, i = 1, . . . , N . Подставляя

полученные оценки в формулу (24), получим оценку (21).
Кроме того, из формулы (24) с учётом выражений (10) и (12) следует, что при фиксированном

T , 0 < T <∞, выражение в правой части формулы (24) определено и ограничено сверху. Теорема
доказана. �
Теорема 2. Пусть функции gn(t, T ) и моменты cn(T ) определяются формулами (13)–(14)

(что соответствует рассмотрению вышеописанного случая (iii)) и при этом cN (T ) �= 0 для
заданного N , T > 0. Тогда значение функции (19) при любом фиксированном N будет ограничено,
а при T → ∞ будет справедлива следующая оценка:

lim
T→∞

ρξ∗(T ) � r(T ), r(T )
T→∞−−−−→ 0. (27)
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Доказательство. Воспользуемся, как и выше, оценкой (22), обозначив правую часть этой фор-
мулы r(T ), и вычислим присутствующие в ней интегралы с учётом формулы (13). Для этого
воспользуемся представлением (23) и, проведя необходимые вычисления, получим:

r(T ) = Tα−1
N−1∑
i=1

|ξi|
(
Eα,α(−λiTα) +

∣∣∣∣ ci(T )cN (T )

∣∣∣∣Eα,α(−λNTα)
)
+

Tα−1

|cN (T )|Eα,α(−λNT
α). (28)

Каждое из слагаемых в полученном выражении (с учётом выражений (14)) определено и огра-
ничено сверху при любом фиксированном положительном значении T < ∞. Воспользовавшись
асимптотикой (25), можно показать, что при T → ∞ каждое из слагаемых в формуле (28) стре-
мится к нулю. Теорема доказана. �

Теорема 3. Пусть функции gn(t, T ) и моменты cn(T ) определяются формулами (15)–(16)
(что соответствует рассмотрению вышеописанного случая (iv)) и при этом cN (T ) �= 0 для
заданного N , T > 0. Тогда значение функции (19) при любом фиксированном N будет ограничено,
а при T → ∞ будет справедлива следующая оценка:

lim
T→∞

ρξ∗(T ) �
N/2∑
i=1

|ξ2i−1|
λ2i−1

. (29)

Доказательство. Аналогично доказательствам теорем 1 и 2 используем оценку (22). Примем во
внимание, что в данном случае количество моментов и функций gi(t) и, соответственно, число
N чётное (что обусловлено двумя условиями, определяющими желаемое состояние). Поэтому
перепишем формулу (22)в виде

ρξ �
N/2∑
i=1

|ξ2i−1|
⎛
⎝

T∫

0

g2i−1(t)dt+

∣∣∣∣c2i−1(T )

cN (T )

∣∣∣∣
T∫

0

gN (t)dt

⎞
⎠+

+

N/2−1∑
i=1

|ξ2i|
⎛
⎝

T∫

0

g2i(t)dt+

∣∣∣∣c2i(T )cN (T )

∣∣∣∣
T∫

0

gN (t)dt

⎞
⎠+

1

|cN (T )|

T∫

0

gN (t)dt. (30)

Пользуясь формулами (15) и представлением (23), проведём, как и выше, вычисления интегралов
в формуле (30). В результате будем иметь:

ρξ �
N/2∑
i=1

|ξ2i−1|
(
1−Eα(−λ2i−1T

α)

λ2i−1
+

∣∣∣∣c2i−1(T )

cN (T )

∣∣∣∣Tα−1Eα,α(−λNTα)
)
+

+ Tα−1

N/2−1∑
i=1

|ξ2i|
(
Eα,α(−λ2iTα) +

∣∣∣∣c2i(T )cN (T )

∣∣∣∣Eα,α(−λNTα)
)
+

Tα−1

|cN (T )|Eα,α(−λNT
α). (31)

Все слагаемые, входящие в правую часть неравенства (31) (с учётом формул (16)) при конечном
положительном T и α ∈ (1, 2) определены и ограничены. При T → ∞, пользуясь асимптоти-
кой (25), можно, по аналогии с доказательствами теорем 1 и 2, убедиться, что последнее слагае-
мое и вторая сумма в формуле (31) сходятся к нулю, а первая сумма даст оценку (29). Теорема
доказана. �

Следствие. Из доказанных выше теорем 1–3 следует, что величина ρξ не увеличивается
монотонно с ростом T , а ограничена сверху на интервале (0, T ) при любом конечном T > 0 и
при T → ∞. Поэтому всегда можно указать такое число l > 0, что неравенство (20) не будет
выполнено. Следовательно, в этом случае задача Б не будет иметь решения, в то время как
задача А будет иметь решение.
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5. Заключение. В работе рассмотрено использование метода моментов для исследования за-
дач оптимального граничного управления системами дробного порядка с распределёнными пара-
метрами, поведение которых описывается диффузионно-волновым уравнением. Проанализирова-
но несколько способов задания желаемого состояния и получены оценки на величину функциона-
ла, обратно пропорционального норме оптимального управления. Показано, что ограниченность
данного функционала может приводить к ситуациям, когда задача поиска управления с мини-
мальной нормой разрешима, а задача построения управления с максимальным быстродействием
при заданном ограничении на норму управления не разрешима в силу невозможности выполнить
упомянутое ограничение. Это отличает рассмотренные системы дробного порядка от их аналогов,
описываемых обычным уравнением диффузии или волновым уравнением (см. [1]).
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О СКОРОСТИ УБЫВАНИЯ РЕШЕНИЙ

СТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА

С ПОТЕНЦИАЛОМ, ЗАВИСЯЩИМ ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
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Аннотация. В 1982 г. Е. М. Ландисом была поставлена задача о точных оценках экспоненци-
альной скорости убывания решений стационарного уравнения Шрёдингера. Эта задача в перво-
начальной постановке через несколько лет была решена Воронежским математиком В. З. Меш-
ковым. Он построил пример решения, которое на бесконечности убывает сверхлинейно, что даёт
отрицательный ответ на первоначальный вопрос в задаче Е. М. Ландиса. В данной работе дока-
зано, что для некоторых потенциалов специального вида тем не менее ответ на вопрос в задаче
Е. М. Ландиса оказывается положительным. Рассмотрены также некоторые обобщения и совре-
менные результаты в этом направлении.

Ключевые слова: стационарное уравнение Шрёдингера, оператор Штурма—Лиувилля, опера-
тор преобразования, задача Ландиса, априорная оценка, ряд Неймана, функция Бесселя.

ON THE DECAY RATE OF SOLUTIONS

TO THE STATIONARY SCHRÖDINGER EQUATION

WITH A POTENTIAL DEPENDING ON ONE VARIABLE
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Abstract. In 1982, E. M. Landis posed the problem of exact estimates for the exponential decay
rate of solutions to the stationary Schrödinger equation. A few years later, this problem in its original
formulation was solved by the Voronezh mathematician V. Z. Meshkov. He constructed an example of a
solution that decreases superlinearly at infinity, which gives a negative answer to the original question
in Landis’ problem. In this paper, we prove that for some potentials of a special form, nevertheless, the
answer to the question in Landis’ problem may be positive. Some generalizations and modern results
in this direction are also presented.

Keywords and phrases: stationary Schrödinger equation, Sturm–Liouville operator, transformation
operator, Landis problem, a priori estimate, Neumann series, Bessel function.
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1. Введение. В заметке Е. М. Ландиса [10] поставлена следующая задача: доказать, что ре-
шение стационарного уравнения Шрёдингера с ограниченным потенциалом

Δu(x)− q(x)u(x) = 0, x ∈ R
n, |x| � R0 > 0,

|q(x)| � λ2, λ > 0, u(x) ∈ C2(|x| � R0),
(1)

удовлетворяющее оценке вида

|u(x)| � const ·e−(λ+ε)|x|, ε > 0,
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тождественно равно нулю.
В. З. Мешков в известных работах [6,7] дал отрицательный ответ на данный вопрос. При этом

было доказано существование контрпримеров с решениями, которые являются комплексными
функциями. Более того, было показано, что если усилить оценку в гипотезе Е. М. Ландиса до
следующей:

|u(x)| � const ·e−(λ+ε)|x|4/3 , ε > 0,

то ответ будет положительным: таких ненулевых решений не существует. В последнее время инте-
рес к этим результатам не пропал, тематика, связанная с гипотезой Е. М. Ландиса и результатами
В. З. Мешкова, активно развивается, причём в том числе и ведущими математиками в области
дифференциальных уравнений: Ж. Бургейном, К. Кёнигом и рядом других (см. [13,15,17,18,21]).
Основным вопросом остаётся исследование гипотезы Е. М. Ландиса для действительных реше-
ний, причём ответ на этот вопрос до сих пор не удалось получить. В связи с вышеизложенным
представляется обоснованным название задача Ландиса—Мешкова в следующей формулировке.

Задача Ландиса—Мешкова. Верно ли, что для заданных области D и положительных функ-
ций r(x), s(x) только нулевое классическое решение стационарного уравнения Шрёдингера

Δu(x)− q(x)u(x) = 0, x ∈ R
n, |q(x)| � r(x), (2)

удовлетворяет оценке
|u(x)| � s(x)? (3)

Из результатов В. З. Мешкова следует отрицательный ответ в случае комплексных решений,
когда D—внешность некоторого круга, q(x) = λ2, s(x) = e−(λ+ε)|x|, ε > 0, и положитель-
ный ответ в случае комплексных решений, если D— внешность некоторого круга, q(x) = λ2,
s(x) = e−(λ+ε)|x|4/3 , ε > 0. Для действительных решений даже в этих частных случаях ответы
неизвестны.

Далее будет показано, что несмотря на общее отрицательной решение В. З. Мешкова для
первоначальной формулировки задачи Е. М. Ландиса, тем не менее для некоторых классов по-
тенциалов проблема решается положительно, причём для действительных решений. При этом
используется метод операторов преобразования специального вида (см. [3, 11, 12, 22]).

Далее эта задача решена для случая потенциала, зависящего только от одной переменной:
q(x) = q(xi), где 1 � i � n; далее для определённости считаем, что i = 1. Для этого случая в
работе доказано обобщение утверждения (1) для уравнения

Δu− q(x1)u = 0, (4)

в котором потенциал q(x1) ограничен произвольной неубывающей функцией. Решение основано
на использовании операторов преобразования, сводящих уравнение (4) к уравнению Лапласа.

2. Применение операторов преобразования.

2.1. Условия задачи (1) выполнены в полупространстве x1 � R0 и инвариантны относительно
замены переменных z = x1 − R0. Поэтому будем рассматривать задачу (1) в полупространстве
z � 0 или, сохраняя для переменной x1 прежнее обозначение, x1 � 0. Будет доказано, что ре-
шение задачи (1) равно нулю в полупространстве x1 � 0, а тогда в силу теоремы Кальдерона
о единственности продолжения (см. [9, гл. 6, с. 14]) такое решение тождественно равно нулю во
всём пространстве R

n.
Обозначим через T (δ) множество функций, удовлетворяющих следующим условиям (5)–(7) в

полупространстве R
n
+ = {x ∈ R

n, x1 � 0}:
u(x) ∈ C2(Rn+), (5)∣∣u(x)∣∣ � c1 e

−δ|x|, δ > 0, (6)∣∣∣∣ ∂u∂x1
∣∣∣∣ � c2 e

−δ|x|. (7)



О СКОРОСТИ УБЫВАНИЯ РЕШЕНИЙ СТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА 117

Построим для функций из T (λ+ ε) такой оператор преобразования

Su(x) = u(x) +

∞∫

x1

K(x1, t)u(t, x
′) dt (8)

(см. [3, 11, 12, 22]), чтобы выполнялось равенство

S

(
∂2u

∂x21
− q(x1)u

)
=

∂2

∂x21
Su, |q(x1)| � λ2, (9)

где, как обычно, через (x1, x
′) обозначено (x1, x2, . . . , xn). Подстановка выражения (8) в форму-

лу (9) приводит к равенствам

∂2K

∂t2
− ∂2K

∂x21
= q(t)K, (10)

3
∂K(x1, x1)

∂x1
= q(x1), (11)

lim
t→∞K(x1, t)

∂u(t, x1)

∂t
− lim
t→∞

∂K(x1, t)

∂t
u(t, x1) = 0. (12)

Выполняя стандартную замену переменных

w =
t+ x1

2
, v =

t− x1
2

,

сведем систему (10)-(11) к более простой (выполнение условия (12) на решениях задачи (1) будет
показано позже):

∂2K

∂w∂v
= q(w + v)K, (13)

K(w, 0) =
1

3

w∫

0

q(s) ds, (14)

которая, в свою очередь, является следствием интегрального уравнения

K(w, v) =
1

3

w∫

0

q(s) ds+

w∫

0

dα

v∫

0

q(α+ β)K(α, β) dβ, |q| � λ2, w � v � 0. (15)

Уравнение (15) отличается от обычно используемого при рассмотрении операторов преобразо-
вания на бесконечном интервале интегрального уравнения изменением области интегрирования
с полуоси (w,∞) на отрезок (0, w), что влечёт экспоненциальный рост ядра K(x1, t). Далее дока-
зывается, что такое ядро существует и оператор преобразования с таким ядром (8) определён на
множестве T (λ + ε). Возможность сведения задачи (10)–(12) к неэквивалентным интегральным
уравнениям вытекает из недоопределённости задачи Коши (13)-(14).

Следует отметить, что интегральное уравнение (15) должно быть решено в более широкой
области без ограничений w � v, иначе не будет определено ядро под знаками интегралов. До-
казательство существования решения в этой более широкой области проводится так же, как
приведённое ниже доказательство. На этот нюанс при доказательстве существования решения
интегрального уравнения (15) обычно не обращают внимания (замечание А. В. Боровских).

Лемма 1. Существует единственное непрерывное решение уравнения (15), удовлетворяю-
щее неравенству

|K(w, v)| � λ

3

√
w

v
I1(2λ

√
wv), (16)

где I1(x)—модифицированная функция Бесселя. При этом на допустимом потенциале q(x1) ≡
λ2 в (16) достигается знак равенства.
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Замечание 1. В дальнейшем символом c обозначаются абсолютные положительные постоян-
ные, величина которых не играет роли.

Доказательство. Введём обозначения

K0(w, v) =
1

3

w∫

0

q(s) ds, PK(w, v) =

w∫

0

dα

v∫

0

q(α+ β)K(α+ β) dβ.

Тогда уравнение (15) запишется в виде K = K0 + PK. Будем искать его решение в виде ряда
Неймана

K = K0 + PK0 + P 2K0 + . . . . (17)
Для слагаемых ряда (17) с учётом условия |q(x1)| � λ2 получаем

∣∣PnK0(w0v)
∣∣ � 1

3
(λ2)n+1 wn+1

(n+ 1)!

vn

n!
, n = 0, 1, 2, . . . . (18)

Отсюда вытекает неравенство (16), если использовать представление функции I1(x) в виде ряда

I1(x) =
∞∑
k=0

(x/2)2k+1

k!(k + 1)!
.

Оценка (16) является точной, так как при q(x1) ≡ λ2, неравенства (18) превращаются в равенства
для всех целых n � 0. Лемма доказана. �

Лемма 2. В терминах переменных x1, t справедлива оценка∣∣K(x1, t)
∣∣ � c t eλt.

Доказательство. Рассмотрим неравенство∣∣∣∣1xI1(x)
∣∣∣∣ � c ex, x � 0,

для проверки истинности которого надо разобрать случаи (i) x � 1, (ii) 0 � x � 1 и использовать
известную асимптотику функции I1(x) при x → ∞ и x → +0 (см. [2]). Отсюда с помощью
очевидных неравенств

x1 + t

2
� t, 2

√
wv =

√
t2 − x21 � t

из оценки (16) следует утверждение леммы. �
Из леммы 2 следует, что выражение (8) определено на функциях из T (λ+ε). Покажем, что вы-

ражение (8) в действительности задаёт оператор преобразования на T (λ+ ε). Для этого осталось
проверить соотношение (12). Из того, что u(x) ∈ T (λ+ ε) и из леммы вытекает равенство

lim
t→∞K(x1, t)

∂u(t, x1)

∂t
= 0.

Поэтому осталось доказать, что если u(x) ∈ T (λ+ ε), то

lim
t→∞

∂K(x1, t)

∂t
u(x1, t) = 0.

Последнее соотношение следует из оценки∣∣∣∣∂K(x1, t)

∂t

∣∣∣∣ � c t eλt. (19)

Для доказательства неравенства (19) нужно перейти к переменным w, v и с использованием уже
установленных оценок для ядра K(x1, t) оценить производные ∂K/∂w, ∂K/∂v, дифференцируя
уравнение (15). Так как

∂K

∂t
=

1

2

(
∂K

∂w
+
∂K

∂v

)
,

то мы придём к (19).
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2.2. Покажем, что любое решение задачи (1) принадлежит T (λ+ε) и, следовательно, на таких
решениях определён оператор (8). Для этого необходимо проверить выполнение условия (7).

Лемма 3. Пусть функция u(x) ∈ C2(|x| � R0) является решением задачи (1). Тогда найдёт-
ся такая постоянная c > 0, что ∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣ � c e−(λ+ε)|x|.

Доказательство. В силу априорных оценок Шаудера в замкнутом шаре B(x, 1) единичного ра-
диуса с центром в точке x, |x| � R0 + 1, имеем (см. [8, теорема 33, II])

u1 � c
(
u1,λ

1/(1+λ) · u0λ/(λ+1) + u0

)
,

где введены обозначения

u0 = ‖u(x)‖C0(B(x,1)), u1 = ‖u(x)‖C1(B(x,1));

u1,λ есть сумма коэффициентов Гёльдера функции u(x) и её производных первого порядка ∂u/∂xi,
1 � i � n. Отсюда следует, что∣∣∣∣∂u(x)∂x1

∣∣∣∣ � c
(
u1,λ

1/(1+λ) · u0λ/(λ+1) + u0

)
. (20)

Отметим, что поскольку выполнены все условия из [8, утверждение 33, V], то константа c в
формуле (20) не зависит от x.

Из результатов Морри (см. [9, теорема 39, IV]) вытекает оценка для величины u1,λ1 :

u1,λ � c
[
‖u‖L2(B(x,1)) + ‖qu‖L2(B(x,1))

]
, (21)

причём постоянная в (21) по-прежнему не зависит от x. Из условий задачи |q(x1)| � λ2, следова-
тельно, с помощью теоремы о среднем получаем из (21)

u1,λ1 � c

( ∫

B(x,1)

|u(y)|2 dy
)1/2

� c1 e−(λ+ε)|x|.

Подставляя последнее неравенство в (20), получаем∣∣∣∣ ∂u∂x1
∣∣∣∣ � c

[(
e−(λ+ε)|x|) 1

1+λ
+ λ

1+λ + e−(λ+ε)|x|
]
� c e−(λ+ε)|x|.

Таким образом, требуемое неравенство установлено для |x1| � R0 + 1. Так как множество R0 �
|x| � R0 + 1 является компактом в R

n, то это неравенство справедливо и при |x| � R0. Лемма 3
доказана. �

Выполняя опять замену координат z = x1 − R0, получаем, что лемма 3 справедлива в полу-
пространстве x1 � 0 (мы переобозначим z через x1).

2.3. Применим к уравнению (4) оператор S. Из тождества (9) и перестановочности S с произ-
водными ∂2u/∂x2i , 2 � i � n, получаем, что в полупространстве R

n
+

S(Δu− q(x1)u) = ΔSu = 0.

Обозначим функцию Su через v. Из (8), (15) следует, что если u(x) ∈ C2(Rn+), q(x) ∈ C(Rn+), то
v(x) ∈ C2(Rn+). Покажем, что v(x) экспоненциально убывает в R

n
+ при |x| → ∞ и, следовательно,

равна нулю.

Лемма 4. Пусть u(x) ∈ T (λ+ ε). Тогда для x ∈ R
n
+

|v| = |Su| � c |x| e−ε|x|, ε > 0.
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Доказательство. Из представления (8) и леммы 3 получаем

|Su| � |u(x)| +
∞∫

x1

t eλtc e−(λ+ε)
√
t2+|x1|2 dt � c

(
e−(λ+ε)|x| +

∞∫

x1

t e−(λ+ε)
√
t2+|x1|2 dt

)
.

Вычисляя интеграл с помощью замены переменных по формуле y =
√
t2 + |x1|2 с последующим

интегрированием по частям, получаем требуемую оценку. Лемма доказана. �
Итак, v(x) = 0 в R

n
+. Определим на T (λ+ ε) обратный к S оператор P по формуле

Pu(x) = u(x) +

∞∫

x1

N(x1, t)u(t, x1) dt.

Тогда для ядра N(x1, t) справедливы леммы 1–3. Кроме того, если Su ∈ T (λ+ ε), то

PSu(x) = u(x). (22)

Так как, очевидно, 0 ∈ T (λ+ε), то, применяя (22) к обеим частям установленного в R
n
+ равенства

Su = 0, получим u = 0 в R
n
+. Выше было показано, что это влечёт u ≡ 0 во всём R

n.

Замечание 2. Переход к полупространству R
n
+ использовался при доказательстве потому, что

выражение (8) не определено в области, получаемой пересечением шара |x| � R0 и бесконечного
полуцилиндра {|x1| � R0, |x1| � R0}.

Итак, доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Любое решение u(x) ∈ C2(|x| > R0) стационарного уравнения Шрёдингера с огра-
ниченным потенциалом

Δu(x)− q(x1)u = 0, x ∈ R
n, |x| � R0 > 0,

q(x1) ∈ C(|x| � R0), |q(x1)| � λ2, λ > 0,

удовлетворяющее оценке
|u(x)| � const e−(λ+ε)|x|, ε > 0,

есть тождественный нуль.

3. Возможные обобщения. Использованная техника операторов преобразования позволяет
усилить полученный результат. Будем обозначать через L2,loc(x1 � R0) множество функций, для
которых при любом x1 � R0 конечен интеграл

x1∫

R0

ψ2(s) ds.

Далее, пусть задана неотрицательная функция g(x), для которой интеграл
∞∫

x1

t g(t, x1) dt = p(x)

конечен при любом x1 � R0 и для некоторой постоянной α > 0

|p(x)| � c · exp(−α|x|δ), δ > 0.

Тогда по схеме доказательства предыдущей теоремы может быть установлен следующий факт.

Теорема 2. Пусть ψ(x1) ∈ L2,loc(x1 � R0)—неубывающая функция, а функция g(x) удовле-
творяет перечисленным выше требованиям. Тогда любое решение уравнения

Δu(x)− q(x1)u = 0, x ∈ R
n, |x| � R0 > 0,

|q(x1)| � ψ2(x1),
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для которого выполнено неравенство

ψ(x1)|u(x)| � const e−ψ(x1)|x|g(x), g(x) � 0,

есть тождественный нуль.

В условиях теоремы 1 нужно положить g(x) = e−ε|x|. Примером другой допустимой g(x) явля-
ется функция g(x) = exp(−ε|x|δ), 0 < δ < 1. Этот случай является также примером обобщённой
задачи Ландиса—Мешкова (2)–(3).

По аналогичной схеме может быть также рассмотрен случай потенциала, зависящего только
от радиальной переменной. Ответ в первоначальной формулировке задачи Е. М. Ландиса здесь
тоже положительный, после перехода к сферическим координатам нужно использовать операто-
ры преобразования для возмущённого оператора Бесселя, подобные тем, что были рассмотрены
выше (см. [3, 11, 12, 22]).

Результаты данной работы переносятся также на класс многомерных специальных потенци-
алов, которые представляются в виде сумм одномерных потенциалов рассмотренных типов по
каждой переменной.

Возможно рассмотрение обобщений задачи Е. М. Ландиса на случай более общих дифферен-
циальных уравнений и соответствующих оценок роста решений. Например, представляет интерес
исследование поставленных вопросов для нелинейного уравнения p-лапласиана (см. [16, 19]); эта
задача возникла во время обсуждения доклада автора на семинаре кафедры дифференциальных
уравнений МГУ с проф. А. А. Коньковым.
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О ТОЧНОЙ ОЦЕНКЕ КОЛИЧЕСТВА ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ

ИНВАРИАНТНЫХ ПРЯМЫХ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ВЕКТОРНЫХ

ПОЛЕЙ СТЕПЕНИ n
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Аннотация. Показано, что полиномиальное векторное поле n-й степени, имеющее два инвари-
антных множества, каждое из которых состоит из n− 1 параллельных между собой действитель-
ных инвариантных прямых, имеет не более 2n+ 4 инвариантных прямых при нечетном n � 3.

Ключевые слова: полиномиальное векторное поле, инвариантная прямая, инвариантное мно-
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Abstract. In this paper, we prove that a polynomial vector field of degree n that has two invariant
sets, each of which consists of n− 1 pairwise real invariant straight lines, has at most 2n+ 4 invariant
straight lines, where n is odd and n � 3.

Keywords and phrases: polynomial vector field, invariant straight line, invariant set, nodal point,
rectangle, golden ratio.
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1. Введение и предварительные сведения. В [3] дана оценка максимального числа α(n)
инвариантных прямых системы ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
=

n∑
i=0

Pi(x, y) ≡ P (x, y),

dy

dt
=

n∑
i=0

Qi(x, y) ≡ Q(x, y),

(1)

где

Pi(x, y) =
∑

r+s=i

arsx
rys, Qi(x, y) =

∑
r+s=i

brsx
rys, ars, brs ∈ R, (P,Q) = 1, deg(P 2 +Q2) = 2n.

Это число удовлетворяет двойному неравенству

2n + 1 +
1− (−1)n

2
� α(n) � 3n− 1.

А. Д. Ушхо благодарен Физическому обществу Республики Адыгея.
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Данный результат был использован в [4] при анализе первых интегралов и фазовых портретов
кубических дифференциальных систем на плоскости. Тем не менее вопрос о более точной оценке
сверху числа действительных инвариантных прямых для систем вида (1) остается открытым и
поэтому представляет определенный интерес.
Введение нового понятия — инвариантного множества позволяет улучшить оценку максималь-

ного количества инвариантных прямых системы (1).
В данной работе доказано, что векторное поле n-й степени (1), имеющее два инвариантных

множества, каждое из которых состоит из n− 1 параллельных между собой действительных
инвариантных прямых, имеет не более 2n+ 4 инвариантных прямых при нечетном n � 3. Под
инвариантным множеством понимается множество, состоящее из s параллельных между собой
действительных инвариантных прямых системы (1), имеющих угловой коэффициент k. Такие
множества будем обозначать символом Mk

s (k).

Замечание 1. Всюду в дальнейшем нами рассматриваются только действительные инвари-
антные прямые. Поэтому, говоря об инвариантных прямых, будем опускать слово «действитель-
ные».

Лемма 1. Если система (1) имеет два инвариантных множества Mk1
n−1(k1) и M

k2
n−1(k2), где

k1, k2 ∈ R, k1 �= k2, то посредством аффинного преобразования переменных x и y система (1)
может быть приведена к виду⎧⎪⎨

⎪⎩
dx

dt
= x(x− α1) · · · (x− αn−2)(Ax+By + C) ≡ P̄ (x, y),

dy

dt
= y(y − β1) · · · (y − βn−2)(Mx+Ny + L) ≡ Q̄(x, y),

(2)

где 0 < α1 < · · · < αn−2, 0 < β1 < · · · < βn−2, BM �= 0.

Доказательство. Прежде всего отметим, что предположение k1, k2 ∈ R не уменьшает общности.
Применим к системе (1) преобразование

x = x̄+ ȳ, y = k1x̄+ k2ȳ. (3)

В результате система (1) примет вид⎧⎪⎨
⎪⎩
dx̄

dτ
= (x̄− a1)(x̄− a2) · · · (x̄− an−1)(ā1x̄+ b̄1ȳ + C̄1),

dy

dt
= (ȳ − b1)(ȳ − b2) · · · (ȳ − bn−1)(ā2x̄+ b̄2ȳ + C̄2,

(4)

где a1 < a2 < · · · < an−1, b1 < b2 < · · · < bn−1, ā2 · b̄1 �= 0, dt = (k2 − k1)dτ .
Заметим, что в результате преобразования (3) инвариантные прямые Mk1

n−1(k1) и Mk2
n−1(k2)

системы (1) переходят соответственно в изоклины нуля ȳ − bi = 0 и в изоклины бесконечности
x̄− ai = 0 системы (4), где i ∈ {1, . . . , n− 1}. Совершим в системе (4) параллельный перенос

x̃ = x̄− a1, ỹ = ȳ − b1.

В результате получим ⎧⎪⎨
⎪⎩
dx̃

dτ
= x̃(x̃− α1) · · · (x̃− αn−2)(Ax̃+Bỹ + C),

dỹ

dτ
= ỹ(ỹ − β1) · · · (ỹ − bn−2)(Mx̃+Nỹ + L).

(5)

Лемма доказана. �
В дальнейшем будем рассматривать систему (2), имеющую два инвариантных множества

M0
n−1(0) =

{
y = 0, y − β1 = 0, . . . , y − βn−2 = 0

}
,

M∞
n−1(∞) =

{
x = 0, x− α1 = 0, . . . , x− αn−2 = 0

}
при условии

AN −BM �= 0, BM �= 0. (6)
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Определение. Состояние равновесия U системы (2) будем называть узловой точкой, если че-
рез U проходят две инвариантные прямые множества M0

n−1(0)∪M∞
n−1(∞). Состояние равновесия

V системы (2), не являющееся узловой точкой, будем называть внеузловой точкой.

Условимся обозначать символом V 0 (V∞) внеузловую точку, расположенную на инвариантной
прямой, принадлежащей множеству M0

n−1(0) (соответственно, M∞
n−1(∞)).

Лемма 2. Инвариантная прямая l ∈M0
n−1(0)∪M∞

n−1(∞) системы (2) может содержать не
более одной внеузловой точки.

Доказательство. Если бы инвариантная прямая l проходила через две внеузловые точки V 0
1 и

V 0
2 (или V∞

3 и V∞
4 ), то она совпадала бы с изоклиной бесконечности L∞ : Ax + By + C = 0

(соответственно, с изоклиной нуля L0 :Mx+Ny+L = 0). Это противоречит условию (P̄ , Q̄) = 1.
�

Лемма 3. Пусть l : y − kx − b = 0—инвариантная прямая системы (2), удовлетворяющей
условию (6), и пусть l /∈ M0

n−1(0) ∪ M∞
n−1(∞). Тогда прямая l пересекает главные изоклины

L0 :Mx+Ny + L = 0 и L∞ : Ax+By +C = 0 системы (2).

Доказательство. Пусть l—инвариантная прямая системы (2), удовлетворяющей условию (6).
Согласно определению (см. [3]) имеет место равенство

y(y − β1) · · · (y − βn−2)(Mx+Ny + L) ≡
≡ kx(x− α1) · · · (x− αn−2)(Ax+By + C) + (y − kx− b)Rn−1(x, y),

где Rn−1(x, y)—многочлен степени не выше n−1. Предположим, что l ‖ L0. Тогда при y = kx+ b
в левой части равенства (7) получим многочлен степени n− 1 относительно x, а в правой части —
многочлен степени n, так как l∩L∞ �= ∅. Если предположить, что l ‖ L∞, то при y = kx+b в левой
части равенства (7) имеем многочлен степени n, а в правой части — многочлен степени n− 1.
В обоих случаях приходим к невыполнимому тождественному равенству. �

Лемма 4. Если V = L0 ∩ L∞ — внеузловая точка системы (2) и через V проходит инвари-
антная прямая l ∈ M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞), то система (2) не имеет инвариантной прямой l̄, не

принадлежащей множеству M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞) и проходящей через V .

Доказательство. Пусть l—инвариантная прямая системы (2), принадлежащая множеству
M0

n−1(0) ∪ M∞
n−1(∞). Для определенности полагаем, что l ∈ M0

n−1(0); если l ∈ M∞
n−1(∞), рас-

суждения аналогичны.
Предположим, что l проходит через внеузловую точку V = L0 ∩ L∞ и наряду с l система (2)

имеет инвариантную прямую l̄, не принадлежащую множествуM0
n−1(0)∪M∞

n−1(∞) и проходящую
через V . Так как l̄ пересекает все n− 1 инвариантных прямых множества M∞

n−1(∞), то на l̄
расположены n состояний равновесия системы (2).
С другой стороны, состояние равновесия V является особой точкой кратности r = 2 изоклины

нуля Q̄(x, y) = 0. Согласно [2, теорема 21] прямая l̄ пересекает изоклину нуля Q̄(x, y) = 0 не более
чем в n− 1 точках. Следовательно, система (2) имеет на l̄ не более n− 1 состояний равновесия.
Полученное противоречие завершает доказательство леммы. �

Лемма 5. Если инвариантная прямая l /∈ M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞) системы (2) проходит через
внеузловую точку V 0

1 (или V
∞
1 ), то l непременно проходит через вторую внеузловую точку V

∞
2

(соответственно, V 0
2 ).

Доказательство. Пусть инвариантная прямая l системы (2) не принадлежит множеству
M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞) и проходит через внеузловую точку V 0

1 . Согласно лемме 3 прямая l пере-
секает прямые изоклины L0 и L∞, а также прямые из множества M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞). Следо-

вательно, система (2) имеет n состояний равновесия на прямой l, причем через каждое из них
проходит хотя бы одна инвариантная прямая множества M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞). Так как точка V 0

1
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расположена на инвариантной прямой l, то среди n− 1 состояний равновесия системы (2), распо-
ложенных на l и отличных от V 0

1 , найдутся не более n− 2 состояний равновесия, через каждое из
которых проходит инвариантная прямая, принадлежащая множеству M0

n−1(0). Это означает, что
на l найдется состояние равновесия системы (2), через которое проходит инвариантная прямая,
принадлежащая множеству M∞

n−1(∞).
Таким образом, на инвариантной прямой l система (2) имеет внеузловую точку V∞

2 . Если
предположить, что l проходит через внеузловую точку V∞

1 , то придем к выводу, что l также
проходит через внеузловую точку V 0

2 . Лемма доказана. �

Лемма 6. На инвариантной прямой l /∈M0
n−1(0)∪M∞

n−1(∞) система (2) имеет не более двух
внеузловых точек. Если их число равно 2, то одна из них является внеузловой точкой типа V 0,
а другая —типа V∞.

Справедливость леммы следует из леммы 5 и того факта, что две прямые пересекаются в одной
точке.

2. Основные результаты.

Теорема 1. Предположим, что через внеузловую точку V = L0∩L∞ системы (2) проходит
инвариантная прямая l ∈M0

n−1(0)∪M∞
n−1(∞), а L0—инвариантная прямая этой же системы,

причем L0 /∈M0
n−1(0)∪M∞

n−1(∞). Тогда на L0 расположены n состояний равновесия системы (2),
в том числе две внеузловые точки.

Доказательство. Согласно лемме 3 инвариантная прямая L0 пересекает главные изоклины L0

и L∞ системы (2). Это означает, что состояниями равновесия системы (2) являются точки
A = L0 ∩ L0 и B = L0 ∩ L∞. Очевидно, по лемме 4 точки A и B отличны от внеузловой точ-
ки V . Покажем, что хотя бы одна из точек A и B является внеузловой точкой. Предположим
противное, т.е. пусть A и B — узловые точки системы (2). Тогда они являются особыми точками
кратности r = 2 изоклины нуля Q̄(x, y) = 0 и изоклины бесконечности P̄ (x, y) = 0 соответственно
системы (2). Поэтому согласно [2, теорема 21] на каждой из прямых изоклин L0 и L∞ система (2)
имеет не более n− 1 состояний равновесия.
С другой стороны, полагая, что через V проходит инвариантная прямая l ∈M0

n−1(0), перенесем
начало координат в точку V . При этом система (2) переходит в следующую систему (обозначе-
ния коэффициентов в уравнениях изоклин L0 и L∞, а также фазовых переменных оставляем
неизменными): ⎧⎪⎨

⎪⎩
dx

dt
= (x− c1) · · · (x− cn−1)(Ax+By),

dy

dt
= y(y − d1) · · · (y − dn−2)(Mx+Ny),

(7)

где AN − BM �= 0, ci �= 0 (i ∈ {1, . . . , n − 1}), ci �= cs, если i �= s, i, s ∈ {1, . . . , n − 1}, dj �= 0
(j ∈ {1, . . . , n− 2}), dj �= dr, если j �= r, j, r ∈ {1, . . . , n− 2}.
На изоклине нуля Mx+Ny = 0 система (7) имеет в точности n состояний равновесия. Полу-

ченное противоречие доказывает, что состояния равновесия A и B одновременно не могут быть
узловыми точками. Определенности ради положим, что A— внеузловая точка. Тогда через A про-
ходит инвариантная прямая l∞ ∈M∞

n−1(∞). Следовательно, инвариантная прямая L0 пересекает
n− 2 инвариантных прямых, принадлежащих множеству M∞

n−1(∞) и отличных от l∞.
Так как A—внеузловая точка типа V∞, то по лемме 5 инвариантная прямая L0 проходит через

внеузловую точку типа V 0, и точка B является таковой точкой. Действительно, через внеузло-
вую точку типа V 0 проходит изоклина бесконечности L∞, с которой инвариантная прямая L0

пересекается в единственной точке. Через точку B проходит инвариантная прямая l0 ∈M0
n−1(0).

Следовательно, инвариантная прямая L0 пересекает n− 2 инвариантных прямых, принадлежа-
щих множеству M0

n−1(0) и отличных от l
0. Тем самым доказано, что на инвариантной прямой L0

система (2) имеет n состояний равновесия.
Принимая во внимание лемму 6, можно утверждать, что на L0 расположены две внеузловые

точки и n− 2 узловых точки системы (2). Теорема доказана. �
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Пример 1. Главные изоклины L∞ : y + 2x + 2 = 0, L0 : y − x − 4 = 0 дифференциальной
системы ⎧⎪⎨

⎪⎩
dx

dt
= x(x− 1)(x− 2)(y + 2x+ 2),

dy

dt
= y(y − 2)(y − 4)(y − x− 4)

пересекаются во внеузловой точке V (−2; 2), через которую проходит инвариантная прямая
y − 2 = 0, принадлежащая множеству M0

3 (0) = {y = 0; y − 2 = 0; y − 4 = 0}. Кроме этого, систе-
ма имеет инвариантную прямую y− 2x− 2 = 0, не принадлежащую множеству M0

3 (0)∪M∞
3 (∞).

Здесь M∞
3 (∞) = {x = 0; x− 1 = 0; x− 2 = 0}.

Лемма 7. Если V = L0 ∩ L∞—внеузловая точка системы (2) и через V проходит инвари-
антная прямая L0 /∈M0

n−1(0)∪M∞
n−1(∞), то L0 пересекает инвариантные прямые множества

M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞) только в узловых точках.

Доказательство. Так как L0 проходит через внеузловую точку V , то по лемме 4 через V не про-
ходит инвариантная прямая, принадлежащая множеству M0

n−1(0)∪M∞
n−1(∞). Следовательно, на

L0 расположены n состояний равновесия системы (2), в том числе одна и только одна внеузловая
точка V и n− 1 состояний равновесия, являющихся узловыми точками. Лемма доказана. �

Теорема 2. Если система (2) имеет внеузловую точку V = L0 ∩ L∞, через которую прохо-
дят инвариантные прямые L1 и L2 этой системы, то n нечетно.

Доказательство. Согласно лемме 4 и определению внеузловой точки ни одна из инвариантных
прямых L1 и L2 не принадлежит множеству M0

n−1(0) ∪ M∞
n−1(∞). Следовательно, по лемме 7

инвариантные прямые L1 и L2 пересекают инвариантные прямые множества M0
n−1(0)∪M∞

n−1(∞)
только в узловых точках. Поэтому V — точка пересечения диагоналей прямоугольника Π1, обра-
зованного инвариантными прямыми x = 0, x− αn−2 = 0, y = 0, y − βn−2 = 0. Для вершин прямо-
угольника Π1 введем следующие обозначения: O1(0; 0), F1(0;βn−2), H1(αn−2; 0), G1(αn−2;βn−2).
Для определенности положим, что L1 проходит через вершины O1 и G1 прямоугольника Π1.
Пусть U1 —произвольная узловая точка системы (2), расположенная на L1 и отличная от O1

и G1. Тогда U1 = L1 ∩ l∞1 , l∞1 ∈M∞
n−1(∞). Прямая l∞1 пересекает L2 в узловой точке U2. Поэтому

через U2 проходит инвариантная прямая l02 ∈M0
n−1(0), которая пересекает L1 в узловой точке U3.

Таким образом, на инвариантной прямой L1, равно как и на L2, узловые точки встречаются
парами. Следовательно, число инвариантных прямых во множестве M0

n−1 или, что то же, самое
в множестве M∞

n−1(∞), четно, т.е. n− 1 = 2m, m ∈ N. Это означает, что n = 2m+ 1 нечетно.
Теорема доказана. �

Теорема 3. Пусть V = L0∩L∞— внеузловая точка системы (2), причем L0 проходит через
противоположные вершины O1 и G1 (или F1 и H1), а L∞—через противоположные вершины
F1 и H1 (или O1 и G1) прямоугольника Π1. Тогда система (2) не имеет инвариантной прямой,
не принадлежащей множеству M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞).

Доказательство. Согласно определению внеузловой точки возможны два предположения:
(a) через V проходит одна инвариантная прямая множества M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞);

(b) через V не проходит инвариантная прямая, принадлежащая множествуM0
n−1(0)∪M∞

n−1(∞).
Если имеет место (a), то по лемме 4 система (2) не имеет инвариантной прямой, не принадле-
жащей множеству M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞) и проходящей через V . По лемме 7 система (2) также не

имеет инвариантной прямой, не принадлежащей множеству M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞) и проходящей
через V , если выполняется (b).
Таким образом, если система (2) имеет инвариантную прямую L0 /∈ M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞), то

V /∈ L0. Поэтому L0 пересекает хотя бы одну из инвариантных прямых: x = 0, x− αn−2 = 0,
y = 0, y − βn−2 = 0 в точке, расположенной вне области, ограниченной прямоугольником Π1. Это
невозможно, так как через любую внеузловую точку, отличную от V , должна проходить хотя бы
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одна из главных изоклин L0 и L∞. Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.
�

Пример 2. Во внеузловой точке V (2; 2,5) пересекаются изоклины L0 : 4y + 5x− 20 = 0 и
L∞ : 4y − 5x = 0 системы ⎧⎪⎨

⎪⎩
dx

dt
= x(x− 1)(x − 4)(4y − 5x),

dy

dt
= y(y − 3)(y − 5)(4y + 5x− 20).

Кроме этого, L0 проходит через противоположные вершины (4; 0) и (0; 5), а L∞ —через проти-
воположные вершины (0; 0) и (4; 5) прямоугольника Π1. Согласно теореме 3 данная система не
имеет инвариантной прямой, отличной от шести очевидных инвариантных прямых.

Лемма 8. Если узловая точка U = L0∩L∞ системы (2) принадлежит инвариантной прямой
L0 /∈M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞), то L0 проходит только через узловые точки.

Справедливость леммы следует из того, что прямая L0 пересекается с изоклинами L0 и L∞
только в одной точке U .

Пример 3. Прямые изоклины L0 : x+ y − 4 = 0, L∞ : 4x− 2y − 4 = 0 системы⎧⎪⎨
⎪⎩
dx

dt
= x(x− 1)(x− 2)(4x − 2y − 4),

dy

dt
= y(y − 1)(y − 2)(x+ y − 4)

пересекаются в узловой точке U(2; 2). Инвариантная прямая y − x = 0, не принадлежащая мно-
жеству

M0
3 (0) ∪M∞

3 (∞) =
{
x = 0, x− 1 = 0, x− 2 = 0, y = 0, y − 1 = 0, y − 2 = 0

}
проходит только через узловые точки (0; 0), (1; 1), (2; 2).

Лемма 9. Пусть U = L0 ∩ L∞— узловая точка системы (2), причем L0 проходит через
противоположные вершины O1 и G1 (или F1 и H1), а L∞—через противоположные вершины
F1 и H1 (или O1 и G1) прямоугольника Π1. Тогда эта система не имеет инвариантной прямой,
не принадлежащей множеству M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞).

Доказательство. Согласно лемме 8 инвариантная прямая L0 /∈ M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞), если она
существует, не проходит через точку U . По лемме 3 прямая L0 пересекает изоклины L0 и L∞.
Следовательно, L0 пересекает хотя бы одну из инвариантных прямых: x = 0, x− αn−2 = 0, y = 0,
y − βn−2 = 0 в точке, расположенной вне односвязной области, ограниченной прямоугольни-
ком Π1. Такая точка является внеузловой, и через нее должна проходить хотя бы одна из изоклин
L0 и L∞. Но это невозможно, так как по условию L0 и L∞ проходят через пары противоположных
вершин прямоугольника Π1. Лемма доказана. �

Пример 4. Главные изоклины L0 : y + x− 2 = 0, L∞ : y − x = 0 системы⎧⎪⎨
⎪⎩
dx

dt
= x(x− 1)(x − 2)(y − x),

dy

dt
= y(y − 1)(y − 2)(y + x− 2)

(8)

проходят через узловую точку (1; 1). Кроме этого, изоклине L0 принадлежит одна пара противо-
положных вершин, а изоклине L∞ —другая пара противоположных вершин прямоугольника Π1.
Поэтому эта система не имеет инвариантной прямой, отличной от очевидных шести инвариант-
ных прямых.

Из теоремы 3 и леммы 9 вытекает следующее утверждение.
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Теорема 4. Если все вершины прямоугольника Π1 принадлежат пересекающимся главным
изоклинам L0 и L∞ системы (2), то эта система не имеет инвариантной прямой, не принад-
лежащей множеству M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞).

Рассмотрим систему (2) в предположении, что две инвариантные прямые L1 и L2 этой системы,
не принадлежащие множествуM0

n−1(0)∪M∞
n−1(∞), проходят через внеузловую точку V = L0∩L∞.

Для удобства рассуждений перепишем систему (2) в виде⎧⎪⎨
⎪⎩
dx

dt
= (x− ν1) · · · (x− νn−1)(Ax+By + C),

dy

dt
= (y − ω1) · · · (y − ωn−1)(Mx+Ny + L),

(9)

где 0 = ν1 < · · · < νn−1, 0 = ω1 < · · · < ωn−1.
По лемме 7 одна пара противоположных вершин прямоугольника Π1 принадлежит инвари-

антной прямой L1, а другая пара противоположных вершин прямоугольника Π1 принадлежит
инвариантной прямой L2. Здесь прямоугольник Π1 образован инвариантными прямыми

x− ν1 = 0, x− νn−1 = 0, y − ω1 = 0, y − ωn−1 = 0.

Вершины прямоугольника Π1 обозначим O1(ν1;ω1), F1(ν1;ωn−1), G1(νn−1;ωn−1), H1(νn−1;ω1). За-
метим, что по теореме 2 число n нечетно. Среди прямоугольников, образованных инвариантными
прямыми множества

M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞) =
{
x− ν1 = 0, . . . , x− νn−1 = 0, y − ω1 = 0, y − ωn−1 = 0

}
выделим прямоугольник Π2, образованный инвариантными прямыми

x− ν(n−1)/2 = 0, x− ν(n+1)/2 = 0, y − ω(n−1)/2 = 0, y − ω(n+1)/2 = 0.

Обозначим вершины прямоугольника Π2 через

O2(ν(n−1)/2;ω(n−1)/2), F2(ν(n−1)/2;ω(n+1)/2), G2(ν(n+1)/2;ω(n+1)/2), H2(ν(n+1)/2;ω(n−1)/2).

Теорема 5. Пусть через внеузловую точку V = L0 ∩ L∞ системы (9) проходят две ин-
вариантные прямые L1 и L2, не принадлежащие множеству M0

n−1(0) ∪ M∞
n−1(∞). Если при

этом система (9) имеет инвариантную прямую L3, отличную от L1 и L2, не принадлежащую
множеству M0

n−1(0) ∪M∞
n−1(∞), то L3 проходит через одну из вершин прямоугольника Π2 и

система (9) имеет не более 2n+ 4 инвариантных прямых.

Доказательство. Так как пересекающиеся инвариантные прямые L1 и L2 проходят через пары
противоположных вершин прямоугольника Π1, то одна пара противоположных вершин прямо-
угольника Π2 расположена на L1, а другая пара противоположных вершин Π2 расположена на L2.
Поэтому для определенности полагаем, что O2 и G2 инцидентны инвариантной прямой L1, а

F2 и H2 прямой L2. Легко видеть, что при n = 3 теорема верна. При n > 3 (именно этот случай
мы рассматриваем) инвариантная прямая L3 не проходит через внутреннюю точку односвязной
области, ограниченной прямоугольником Π2, так как в противном случае на L3 расположены не
менее трех внеузловых точек. Это противоречит лемме 6.
Предположим, что L3 не проходит ни через одну из вершин прямоугольника Π2. Согласно лем-

ме 7 L3 не проходит через точку V . Не уменьшая общности считаем, что угловой коэффициент
k прямой L3 положителен (случай k < 0 сводится к случаю k > 0 путем параллельного пере-
носа начала координат в соответствующую точку равновесия системы и выбора положительных
направлений осей координат). Относительно k возможны следующие предположения:

(1) k =
ωn−1

νn−1
; (2) k >

ωn−1

νn−1
; (3) 0 < k <

ωn−1

νn−1
.

Обозначим точку пересечения L3 с L2 через U1. При этом точка U1 является узловой точкой
системы (9).
В случае (1) L3 пересекает инвариантные прямые y − ω1 = 0 и x − νn−1 = 0 во внеузловых

точках V 0
1 и V∞

2 соответственно (см. рис. 1).
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Рис. 1. Инвариантная прямая L3 параллельна инвариантной прямой L1

и проходит через внеузловые точки V 0
1 и V∞

2

Так как по лемме 7 на прямых L1 и L2 все состояния равновесия системы (9), отличные от V ,
являются узловыми точками, а на L3 являются узловыми все состояния равновесия, отличные от
V 0
1 и V

∞
2 , то существует ломаная U1U2 · · ·Us−1Us, состоящая из отрезков инвариантных прямых,

принадлежащих множеству M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞). Здесь Us ≡ (ν1;ω2).
Так как по предположению точка F2 расположена на L2 между точками V и U1, то существует

и вторая ломаная, звеньями которой являются отрезки прямых множества M0
n−1(0) ∪M∞

n−1(∞),
заключенные между прямыми L1 и L3. Среди звеньев этой ломаной имеется один отрезок, име-
ющий с инвариантной прямой x− ν1 = 0 общую точку, расположенную между точками O1 и Us.
Это равносильно наличию на инвариантной прямой L3 более двух внеузловых точек, что проти-
воречит лемме 6.
Если в случае (1) абсцисса точки U1 больше ν(n+1)/2, то снова приходим к противоречию с

леммой 6. Пусть k > ωn−1νn−1. Тогда L3 пересекает прямую L1 только в точке O1 или G1, так
как в противном случае система (9) имеет на прямой L3 две внеузловые точки типа V∞, что
противоречит лемме 6, либо прямая L3 пересекается с прямой L1 в точке W , расположенной вне
односвязной области, ограниченной прямоугольником Π1. Прямая L3 не может пересекаться в
точке W с прямой L1, так как в противном случае по необходимости через W должны проходить
прямые L0 и L∞, а эти прямые пересекают L1 уже в точке V .
Рассмотрим случай, когда прямая L3 проходит через точки O1 и U1 (см. рис. 2). Если L3

проходит через G1 и U1, в рассуждениях ничего не изменится. Так как V∞
2 = L3 ∩ l̄, где l̄—

инвариантная прямая x− νn−1 = 0, является внеузловой точкой типа V∞, то по лемме 5 на L3

расположена внеузловая точка типа V 0. Обозначим эту точку V 0
1 . Относительно расположения

точки V 0
1 на прямой L3 возможны предположения:

(a) V 0
1 расположена между точками U1 и V∞

2 ;
(b) V 0

1 расположена между точками O1 и U1.
Если предположить, что имеет место случай (а), то на отрезке [O1;U1] инвариантной прямой L3

расположены только узловые точки системы (9); обозначим их U1, U3, . . . , Us, где s нечетно. Точка
Us — ближайшая к O1 узловая точка на прямой L3. Через состояние равновесия Us проходит
инвариантная прямая l∞s ∈ M∞

n−1(∞), пересекающая инвариантную прямую L1 во внеузловой
точке V∞

s . Пришли к противоречию с леммой 7.
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Рис. 2. Инвариантная прямая L3 проходит через точки U1 и O1

Предположим, что V 0
1 расположена между точками O1 и U1. Тогда существует ломаная

U1Ū2 · · · Ūl, где l нечетно, Ūl ≡ (νn−2;ωn−1). Так как по предположению узловая точка F2 располо-
жена на инвариантной прямой L2 между точками V и U1, то существует ломаная с началом в точ-
ке F2, звеньями которой являются отрезки инвариантных прямых множестваM0

n−1(0)∪M∞
n−1(∞),

заключенные между прямыми L1 и L3. На прямой L1 нет состояний равновесия системы (9), рас-
положенных между V и G1 и имеющих абсциссу больше, чем νn−2. Поэтому последнее звено
в ломаной с началом в точке F2 является отрезком, параллельным оси ординат и имеющим с
прямой L3 общую точку с абсциссой, меньшей чем νn−2. Это противоречит лемме 6.
Случай (3) расположения инвариантной прямой сводится к рассмотренному случаю (2).
Таким образом, доказано, что L3 проходит через одну из вершин прямоугольника Π2. Следо-

вательно, количество инвариантных прямых системы (9) не превосходит 2(n − 1) + 6 = 2n + 4.
Теорема доказана. �

Пример 5. Дифференциальное уравнение
dy

dx
=
y(y − 1)(3x− 2y − 2)

x(x− 1)(x− 2)

траекторий системы ⎧⎪⎨
⎪⎩
dx

dt
= x(x− 1)(x− 2),

dy

dt
= y(y − 1)(3x − 2y − 2),

(10)

представленное в [1], имеет два инвариантных множестваM0
2 (0) иM1

2 (1). В самом деле, применив
к системе (10) преобразование

x = x̄+ ȳ, y = ȳ,

получим систему ⎧⎪⎨
⎪⎩
dx̄

dt
= x̄(x̄− 1)(x̄ + 3ȳ − 2),

dȳ

dt
= ȳ(ȳ − 1)(3x̄ + ȳ − 2).

(11)
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Система (11) имеет два инвариантных множества

M0
2 (0) =

{
ȳ = 0, ȳ − 1 = 0

}
, M∞

2 (∞) =
{
x̄ = 0, x̄− 1 = 0

}
и внеузловую точку V (1/2, 1/2), через которую проходят инвариантные прямые L1 : ȳ − x̄ = 0
и L2 : ȳ + x̄− 1 = 0. Кроме этого, данная система имеет две инвариантные прямые ȳ + x̄ = 0,
ȳ + x̄− 2 = 0.

Замечание 2. Система (11) является частным случаем системы⎧⎪⎨
⎪⎩
dx

dt
= x(x− 1)[(B + C)x+By + C],

dy

dt
= y(y − 1)[Bx+ (B + C)y + C],

имеющей кроме очевидных четырех инвариантных прямых две пересекающиеся инвариантные
прямые y + x = 0, y − x = 0.

Пример 6. Система ⎧⎪⎨
⎪⎩
dx

dt
= x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(3x − 5y + 3),

dy

dt
= y(y − 1)(y − 2)(y − 3)(−5x+ 3y + 3)

имеет кроме очевидных восьми инвариантных прямых, образующих инвариантное множество
M0

4 (0)∪M∞
4 (∞), инвариантные прямые y − x = 0, y − x+ 1 = 0, y + x− 3 = 0. При этом инвари-

антные прямые y − x = 0 и y + x− 3 = 0 пересекаются во внеузловой точке V (3/2; 3/2).
Отметим, что дифференциальное уравнение траекторий системы (10) и уравнение

dy

dt
=
y(y − 1)(−3x − 2y + 4)

x(x− 1)(x− 4)

из [1], имеющие максимальное число (восемь) инвариантных прямых, принадлежат одному и
тому же классу кубических дифференциальных уравнений с двумя инвариантными множества-
ми M0

2 (0) и Mk
2 (k), k ∈ R \ {0}, и внеузловой точкой, через которую не проходит ни одна из

инвариантных прямых множества M0
2 (0) ∪Mk

2 (k).

Пример 7. Система⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= x(x− a)

[
x− a(1 +

√
5)

2

][
x− a(3 +

√
5)

2

][
x−

√
5y +

a(1 +
√
5)

2

]
,

dy

dt
= y(y − a)

[
y − a(1 +

√
5)

2

][
y − a(3 +

√
5)

2

] [
−
√
5x+ y +

a(1 +
√
5)

2

] (12)

имеет инвариантные множества

M0
4 (0) =

{
y = 0, y − a = 0, y − a(1 +

√
5)

2
= 0, y − a(3 +

√
5)

2
= 0

}
,

M∞
4 (∞) =

{
x = 0, x− a = 0, x− a(1 +

√
5)

2
= 0, x− a(3 +

√
5)

2
= 0

}
,

где a ∈ (0;+∞), и шесть инвариантных прямых

y − x = 0, y + x− a(3 +
√
5)

2
= 0, y − 1 +

√
5

2
x = 0, y − 1 +

√
5

2
x+

a(1 +
√
5)

2
= 0,

y − 2

1 +
√
5
x = 0, y − 2

1 +
√
5
x− a = 0,

не принадлежащих множеству M0
4 (0) ∪M∞

4 (∞).
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В [3] впервые построено полиномиальное векторное поле 5-й степени, имеющее максимальное
число (четырнадцать) инвариантных прямых. При помощи параллельного переноса оно приво-
дится к виду ⎧⎪⎨

⎪⎩
dx

dt
= x

[
x− (3−

√
5)
][
x− (

√
5− 1)

]
(x− 2)

(
x+

√
5y −

√
5− 1

)
,

dy

dt
= y

[
y − (3−

√
5)
][
y − (

√
5− 1)

]
(y − 2)

( −√
5x+ y −

√
5− 1

)
.

(13)

Последняя система имеет два инвариантных множества

M0
4 (0) =

{
y = 0, y − 3 +

√
5 = 0, y −

√
5 + 1 = 0, y − 2 = 0

}
,

M∞
4 (∞) =

{
x = 0, x− 3 +

√
5 = 0, x−

√
5 + 1 = 0, x− 2 = 0

}
,

и шесть инвариантных прямых

y − x = 0, y + x− 2 = 0, y +

√
5− 1

2
x− 2 = 0, y +

√
5− 1

2
x−

√
5 + 1 = 0,

y +
2√
5− 1

x− 4√
5− 1

= 0, y − 2√
5− 1

x− 2 = 0,

не принадлежащих множествуM0
4 (0)∪M∞

4 (∞). Как отмечено в [3], точки x = 3−√
5 и x =

√
5− 1

производят золотое сечение отрезка [0; 2]. В системе (12) точки x = a и x = a(1 +
√
5)/2 также

производят золотое сечение отрезка
[
0; a(3 +

√
5)/2

]
.
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3. Artes I., Grünbaum B., Llibre J. On the number of invariant straight lines for polynomial differential sys-

tems// Pac. J. Math. — 1998. — 184, № 2. — P. 207–230.

4. Bujac C., Llibre J., Vulpe N. First integrals and phase portraits of planar polynomial differential cubic
systems with the maximum number of invariant straight lines// Qual. Th. Dynam. Syst. — 2016. — 15,
№ 2. — P. 327—348.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРОВ
Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Авторы заявляют об отсутствии финансовой поддержки от каких-либо ор-

ганизаций или частных лиц.
Финансовые интересы. Авторы заявляют об отсутствии подлежащих раскрытию финансо-

вых или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Ушхо Адам Дамирович
Адыгейский государственный университет, Майкоп
E-mail: uschho76@rambler.ru

Тлячев Вячеслав Бесланович
Адыгейский государственный университет, Майкоп
E-mail: tlyachev@adygnet.ru

Ушхо Дамир Салихович
Адыгейский государственный университет, Майкоп
E-mail: damirubych@mail.ru



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 225 (2023). С. 134–149
DOI: 10.36535/0233-6723-2023-225-134-149

УДК 517.518

СТУПЕНЧАТЫЕ МАСШТАБИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ

И СИСТЕМА КРЕСТЕНСОНА

c© 2023 г. Ю. А. ФАРКОВ

Аннотация. Представлен обзор методов построения ступенчатых масштабирующих функций
на положительной полупрямой R+, ассоциированных с функциями Крестенсона. Обсуждаются
условия, при которых эти ступенчатые функции порождают ортогональные вейвлеты и жёсткие
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1. Введение. При построении ортогональных вейвлетов и жёстких фреймов на локально ком-
пактных абелевых группах ключевым элементом является выбор подходящих масштабирующих
функций (см., например, [2, 4, 28, 51]). Простейшей ступенчатой масштабирующей функцией яв-
ляется функция Хаара. Общий метод построения вейвлетов Хаара для широкого класса топо-
логических пространств с мерой, содержащего группы Виленкина и аддитивную группу поля p-
адических чисел, обсуждался в [5]. Хорошо известно (см. [63]), что функции Уолша могут быть
определены как характеры группы Кантора, а характеры групп Виленкина являются обобщен-
ными функциями Уолша. Ортогональные вейвлеты, масштабирующие функции которых пред-
ставимы лакунарными рядами Уолша на локально компактной группе Кантора, изучались Лэн-
гом в [52, 53]. В то время как для вейвлетов Добеши (см. [2]) гладкость растет с увеличением
длины носителя, вейвлеты Лэнга могут иметь сколь угодно высокую диадическую гладкость на
фиксированном носителе (см. [9], [12, пример 4.3]). В книге [43] содержатся обобщения вейвле-
тов Лэнга на группы Виленкина и приведено несколько других конструкций вейвлетов в анали-
зе Уолша, включая биортогональный, нестационарный и периодический случаи (см. также [28,
гл. 8], [10, 13–15,17, 32–36,36–45,55]).

Характеристические свойства ступенчатых масштабирующих функций на вещественной пря-
мой R изучались в [48, 54]. Первый пример ступенчатой масштабирующей функции в анализе
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Уолша, отличной от масштабирующей функции Хаара и порождающей кратномасштабный ана-
лиз, был найден в [31] (ср. [8, пример 3], [20, пример 2.32]). На группах Виленкина ступенчатые
функции представимы конечными линейными комбинациями обобщенных функций Уолша и при-
меняются в теории приближений и для обработки сигналов (см. [7, 8, 36, 40, 49, 50, 60, 61]).

Пусть R+ = [0,+∞). Для каждого целого p � 2 функции Крестенсона соответствуют обобщен-
ным функциям Уолша в стандартной интерпретации группы Виленкина Gp на R+ (см., напри-
мер, [1, § 1.5], [28, § 8.2], [62], [63, § 1.3]). В настоящей статье приведен обзор методов построения
ступенчатых масштабирующих функций с компактными носителями на R+, ассоциированных c
функциями Крестенсона. Аналоги сформулированных в разделе 2 характеристических свойств
ступенчатых масштабирующих функций для группы Gp доказаны в недавней статье [46]. В раз-
деле 3 показано как теоремы из раздела 2 могут применяться для построения ортогональных
масштабирующих функций и соответствующих им ортогональных вейвлетов на R+; при этом ис-
пользуются модифицированное условие Коэна, критерий отсутствия блокирующих множеств и
метод N -валидных деревьев. Кроме того, в разделе 3 отмечаются некоторые недавние результа-
ты о построении жёстких фреймов из ступенчатых функций с компактными носителями. Суще-
ственным элементом излагаемых конструкций является дискретное преобразование Виленкина—
Крестенсона, для которого формула Пуассона записывается в виде (12).

Как обычно, пусть Z, Z+ и N—множества целых, целых неотрицательных и натуральных
чисел соответственно. Для любого x ∈ R+ цифры xj ∈ {0, 1, . . . , p− 1} определим из разложения

x =
∑
j∈Z

xjp
−j (1)

(для p-ично рационального числа x берется разложение с конечным числом ненулевых слага-
емых). Если для некоторого m ∈ Z+ в разложении (1) все xj = 0 при j < −m, то пишут
x = x−mx−m+1 . . . x0, x1x2x3 . . . . В частности, если x ∈ [0, 1), то x = 0, x1x2x3 . . . .

Будем рассматривать полупрямую R+ с операцией ⊕ поразрядного сложения по модулю p.
Напомним, что если 〈s〉p — остаток при делении целого числа s на p, то для любых x, y ∈ R+

равенство z = x⊕ y означает, что

z =
∑
j∈Z

〈xj + yj〉pp−j,

где xj и yj —цифры чисел x и y в p-ичной системе. При этом z = x� y, если z ⊕ y = x.
Числовые промежутки

I
(m)
l =

[
lp−m, (l + 1)p−m

)
, l ∈ Z+,

называются p-ичными интервалами ранга m. Топология на R+, определяемая семейством интер-
валов {I(m)

l : m ∈ Z, l ∈ Z+}, называется W -топологией (при p = 2— диадической топологией;
см. [63, с. 11]). Класс функций из L2(R+), имеющих в W -топологии компактные носители на R+,
обозначается через L2

c(R+). Для каждой функции f ∈ L2
c(R+) через supp f обозначается носитель

функции f в W -топологии.
Пусть

χ(x, y) = exp

⎛
⎝2πi

p

∑
j∈Z

xj y1−j

⎞
⎠ , x, y ∈ R+,

где цифры xj и yj берутся из разложений вида (1). Известно (см. [1, § 1.5]), что равенство

χ(x, y)χ(z, y) = χ(x⊕ z, y)

при фиксированных x и y имеет место для всех z из R+, кроме счетного множества значений.
Обобщенное преобразование Уолша—Фурье функции f ∈ L1(R+) ∩ L2(R+) определяется по

формуле

f̂(ω) =

∫
R+

f(x)χ(x, ω) dx, ω ∈ R+,
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и стандартным образом продолжается на пространство L2(R+). Обозначим через S(m) множество
всех функций f : R+ → C, принимающих постоянные значения на p-ичных интервалах ранга m.
Для каждого целого m положим

S(m)
l :=

{
f ∈ S(m) : supp f ⊂ [0, pl)

}
, l ∈ Z.

Предложение 1 (см. [1, § 6.2]). Имеют место следующие свойства:

(a) если f ∈ L1(R+) ∩ S(m)(R+), то supp f̂ ⊂ [0, pm);
(b) если f ∈ L1(R+) и supp f ⊂ [0, pm), то f̂ ∈ S(m)(R+).

В качестве следствия из предложения 1 для любых m, l ∈ Z имеем

f ∈ S(m)
l ⇐⇒ f̂ ∈ S(l)

m . (2)

Cистема Крестенсона {wl : l ∈ Z+}, совпадающая при p = 2 с классической системой Уолша
(см. [27]), определяется равенством

wl(x) = χ(x, l), l ∈ Z+, x ∈ [0, 1].

Хорошо известно, что система {wl : l ∈ Z+} является ортонормированным базисом в L2[0, 1]. На
полупрямую R+ функции Крестенсона продолжаются периодически:

wl(x) = wl(x+ 1) для всех x ∈ R+.

При построении ортогональных вейвлетов с компактными носителями на R+, определяемых с
помощью функций Крестенсона, центральную роль играют масштабирующие уравнения вида

ϕ(x) = p

pn−1∑
k=0

akϕ(px� k), x ∈ R+. (3)

Функции ϕ ∈ L2(R+), удовлетворяющие уравнениям вида (3), называют масштабирующими
функциями. Применяя обобщенное преобразование Уолша-Фурье, можем записать уравнение (3)
в виде

ϕ̂(ω) = m0(ω/p)ϕ̂(ω/p), ω ∈ R+, (4)
где

m0(ω) =

pn−1∑
k=0

akwk(ω). (5)

Функция m0 называется маской масштабирующего уравнения (3) (или его решения ϕ). Отметим,
что при условии ϕ̂(0) �= 0 из равенства (4) имеем m0(0) = 1. Обозначим через M(n)

0 множество
таких 1-периодических функций m0, что m0 ∈ S(n) и m0(0) = 1.

В формуле (5) функции Крестенсона wk постоянны на каждом интервале I(n)l , 0 � l � pn − 1.
Поэтому маска m0 имеет период 1 и принадлежит классу S(n). Обратно, всякая 1-периодическая
функция из класса S(n) может быть записана в виде (5). Отметим также, что коэффициенты
уравнения (3) восстанавливаются по значениям маскиm0 с помощью дискретного преобразования
Виленкина—Крестенсона. Действительно, если bl = m0(l/p

n) для 0 � l � pn − 1, т.е.

bl =

pn−1∑
k=0

akwk(l/pn), l ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}, (6)

то

ak =
1

pn

pn−1∑
l=0

blwl(k/p
n), k ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}; (7)

обратно, из (7) следуют равенства (6). Эти дискретные преобразования могут быть выполнены с
помощью быстрых алгоритмов (см., например, [1, § 11.2], [47]).
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Теорема 1 (см. [31]). Пусть функция ϕ ∈ L2
c(R+) удовлетворяет масштабирующему урав-

нению (3), ϕ̂(0) = 1, и пусть маска m0 определена по формуле (5). Тогда suppϕ ⊂ [0, pn−1),
ϕ̂(k) = 0 для всех k ∈ N и

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(p
−jω) для всех ω ∈ R+. (8)

При условиях теоремы 1 имеем m0 ∈ M(n)
0 ; следовательно, m0(p

−jω) = 1 для всех ω ∈ [0, pj−n).
Поэтому произведение в формуле (8) конечно при каждом фиксированном ω ∈ R+.

Пусть 1E — характеристическая функция множества E. Предположим, что функция ϕ удовле-
творяет условиям теоремы 1 и существует такое m ∈ Z+, что ϕ ∈ S(m). В этом случае, поскольку
suppϕ ⊂ [0, pn−1), функция ϕ принадлежит классу S(m)

n−1. В силу соотношения (2) имеем равенство

ϕ̂(ω) = 1
I
(n−1)
0

(ω) +

∞∑
l=1

ϕ̂(l/pn−1)1
I
(n−1)
l

(ω), ω ∈ R+. (9)

С помощью формулы∫

R+

1
I
(n−1)
l

(ω)χ(x, ω) dω = (1/pn−1)1[0,1)(x/p
n−1)wl(x/p

n−1)

отсюда получается следующее выражение функции ϕ через функции Крестенсона—Леви:

ϕ(x) = (1/pn−1)1[0,1)(x/p
n−1)

(
1 +

∞∑
l=1

ϕ̂(l/pn−1)wl(x/p
n−1)

)
, x ∈ R+, (10)

где ϕ̂(l/pn−1) = 0, для всех l � pm+n−1. Кроме того, из теоремы 1 по формуле Пуассона∑
k∈Z+

ϕ(x⊕ k) = ϕ̂(k)χ(x, k) (11)

выводится следующее свойство разбиения единицы:∑
k∈Z+

ϕ(x⊕ k) = 1 для п.в. x ∈ R+.

Приведем аналог формулы Пуассона для дискретного преобразования Виленкина—Крестенсо-
на (ср. [11, теорема 1]). Пусть компоненты векторов (a0, a1, . . . , apn−1) и (b0, b1, . . . , bpn−1) связаны
равенствами (6) и (7). Предположим, что a(j) = aj и b(j) = bj для 0 � j � pn − 1. Тогда

pm−1∑
j=0

b(plj) = pm
pl−1∑
k=0

a(pmk), (12)

где l и m—натуральные числа, l + m = n. В связи с формулами (11) и (12) отметим, что для
вполне несвязных локально компактных групп (в частности, для групп Виленкина и для ком-
мутативных дискретных групп) в [6] вместо унитарных представлений предлагается применять
чисто алгебраические индуцированные представления, что может быть использовано при постро-
ении вейвлетов и фреймов (ср. [18, 22, 26, 29]).

Масштабирующая функция ϕ является ортогональной, если система {ϕ(· � k) : k ∈ Z+} орто-
нормирована в L2(R+).

Предложение 2 (см. [31]). Масштабирующая функция ϕ является ортогональной в L2(R+)
тогда и только тогда, когда ∑

k∈R+

∣∣ϕ̂(ω � k)
∣∣2 = 1 для п.в. ω ∈ R+.

Подобный критерий для масштабирующих функций на прямой R хорошо известен (см., напри-
мер, [4, предложение 1.1.12]).
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2. Характеристические свойства ступенчатых масштабирующих функций. Следую-
щее предложение является прямым следствием теоремы 1 и предложения 1.

Предложение 3. Пусть функция ϕ ∈ L2
c(R+) удовлетворяет уравнению (3), ϕ̂(0) = 1 и

m ∈ Z+. Тогда следующие условия эквивалентны:

(i) ϕ ∈ S(m)
n−1;

(ii)
m+n∏
j=1

m0(p
−jω) = 0 для всех ω ∈ [pm, pm+1);

(iii)
m⋃

k=−n+1

pm−k+1Ek = [pm, pm+1),

где m0—маска уравнения (3), Ek —множество нулей маски m0 на [pk−1, pk).

Доказательство. Согласно (4) для любого m ∈ Z+ имеем

ϕ̂(ω) = ϕ̂(p−m−nω)
m+n∏
j=1

m0(p
−jω), ω ∈ R+. (13)

Пусть выполнено (i). Тогда ϕ̂ ∈ S(n−1)
m в силу (2) и из формулы (13) следует (ii) (действительно,

если ω ∈ [pm, pm+1), то ϕ̂(ω) = 0 и ϕ̂(p−m−nω) = 1, так как ϕ̂(0) = 1 и p−m−nω ∈ [p−n, p−n+1) ⊂
[0, p1−n)). Пусть выполнено (ii). Тогда из (13) следует, что

ϕ̂(ω) = 0 для всех ω ∈ [pm, pm+1)

и по формуле (8) получаем ϕ̂(ω) = 0 для всех ω � pm. С другой стороны, согласно предложению 1
из включения suppϕ ⊂ [0, pn−1) следует, что ϕ̂ ∈ S(n−1). Таким образом, (i) ⇔ (ii).

Далее, условие (ii) означает, что для любого ω ∈ [pm, pm+1) найдется такой номер j ∈
{1, . . . ,m + n}, что m0(p

−jω) = 0. Здесь p−jω ∈ [pm−j , pm−j+1), и если k = m − j + 1, то
k ∈ {−n + 1,−n + 2, . . . ,m}. Поскольку Ek = {ω ∈ [pk−1, pk) : m0(ω) = 0}, отсюда следует
эквивалентность (ii) ⇔ (iii). Предложение 3 доказано. �

Пример 1. Предположим, чтоm0 —такая маска уравнения (3), что m0(ω) = 1 для ω ∈ [0, p−r)
иm0(ω) = 0 для ω ∈ [p−r, p−r+1), где r ∈ {1, . . . , n}. Тогда ϕ = p1−r1[0,pr−1) (в случае Хаара r = 1).

Пусть m0 ∈ M(n)
0 . Тогда для любого ω ∈ R+ имеем

m0(ω) = m0(0, ω1 . . . ωn), (14)

где ω1, . . . , ωn —цифры дробной части числа ω. Полагая

b[s1 . . . sn] := m0(0, s1 . . . sn), sj ∈ {0, . . . , p − 1},
в силу формул (6) и (7) замечаем, что множество всех значений b[s1 . . . sn] однозначно опреде-
ляет функцию m0. Кроме того, если m0 —маска масштабирующей функции ϕ ∈ L2

c(R+), то по
теореме 1 для каждого ω = ω−mω−m+1 . . . ω0, ω1ω2 . . . имеем

ϕ̂(ω) = b[ω0 . . . ωn−1]b[ω−1 . . . ωn−2] . . . b[0 . . . 0ω−m]. (15)

Для данного r ∈ Z+ обозначим через σr = σr(m0) множество всех таких векторов

(s0, s1, . . . , sr), s0 �= 0, sj ∈ {0, 1, . . . , p− 1},
что для каждого l ∈ {0, 1, . . . , r} выполнено неравенство

b[s1−n+l . . . sl] �= 0, (16)

где sj = 0 для j < 0. Далее, обозначим через σ∞ = σ∞(m0) множество таких последовательностей

(s0, s1, . . . ), s0 �= 0, sj ∈ {0, 1, . . . , p − 1},
что (16) верно для любого l ∈ Z+. Из определений видно, что если σr = ∅, то σr+1 = ∅, а если
σ∞ �= ∅, то σr �= ∅ для каждого r.
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Предложение 4. Если функция m0 ∈ M(n)
0 является маской ступенчатой масштабирую-

щей функции ϕ с компактным носителем, то σ∞ = ∅.

Доказательство. Действительно, предположим, что σ∞ содержит последовательность (s0, s1, . . . )
такую, что s0 �= 0. Согласно (15) тогда

ϕ̂(s0 . . . sM , sM+1 . . . sM+n−1) = b[sM . . . sM+n−1]b[sM−1 . . . sM+n−2] . . . b[0 . . . 0s0] �= 0

для каждого натурального M . Поэтому носитель функции ϕ̂ не компактен, что в силу предло-
жения 1 противоречит тому, что масштабирующая функция ϕ ступенчатая. �

Аналоги сформулированных ниже теорем 2–4 для группы Виленкина Gp доказаны в [46].

Теорема 2. Пусть r ∈ Z+ и m0 ∈ M(n)
0 , где n ∈ N. Для того чтобы функция m0 была маской

масштабирующей функции ϕ ∈ S
(r−n+1)
n−1 , необходимо и достаточно, чтобы σr = ∅.

Теорема 3. Пусть m0 ∈ M(n)
0 и r = pn−1 − 1, где n ∈ N. Функция m0 является маской сту-

пенчатой масштабирующей функции с компактным носителем тогда и только тогда, когда
σr = ∅.

В качестве следствия из теоремы 3 имеем следующее предложение.

Предложение 5. Предположим, что m0 и r такие, как в теореме 3. Для того чтобы функ-
ция m0 была маской ступенчатой масштабирующей функции с компактным носителем, необ-
ходимо и достаточно, чтобы

— либо b[0 · · · 0s0] = 0 для каждого s0 ∈ {1, . . . , p− 1};
— либо b[0 · · · 0s0s1] = 0 для каждого s1 ∈ {0, . . . , p − 1} вместо того, чтобы b[0 · · · 0s0] = 0
для некоторого s0 �= 0;

— либо b[0 · · · 0s0s1s2] = 0 для каждого s2 ∈ {0, . . . , p−1} вместо того, чтобы b[0 · · · 0s0s1] = 0
для некоторого вектора (s0, s1), s0 �= 0;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

— либо b[sl−n+2 . . . sl+1] = 0 для каждого sl+1 ∈ {0, . . . , p − 1} вместо того, чтобы
b[sl−n+1 . . . sl] = 0 для некоторого вектора (sl−n+1, . . . , sl), l < r.

Для иллюстрации формул (9), (10), предложений 2, 5 и теоремы 2 приведем следующие два
примера.

Пример 2. Пусть p = 3 и n = 2.
(a) Если b[01] = b[02] = 0, то σ0 = ∅ (так как (1), (2) �∈ σ0). Поэтому ϕ̂ ∈ S

(1)
−1 и ϕ̂ = 1[0,1/3). Как

в примере 1, отсюда получаем ϕ(x) = (1/3)1[0,1)(x/3).
(b) Если b[01] = b[20] = b[21] = b[22] = 0, то σ1 = ∅ (так как (1, s), (2, s) �∈ σ1 для любого

s ∈ {0, 1, 2}). Поэтому ϕ̂ ∈ S(1)
0 и

ϕ̂ = 1[0,1/3) + ϕ̂(1/3)1[1/3,2/3) + ϕ̂(2/3)1[2/3,1) = 1[0,1/3) + b[01]1[1/3,2/3) + b[02]1[2/3,1),

где b[01] = 0. Следовательно,
ϕ(x) = (1/3)1[0,1)(x/3)(1 + b[02]w2(x/3)).

(c) Если b[02] = b[10] = b[11] = b[12] = 0, то как в случае (b) (меняя ролями 1 и 2), имеем
ϕ(x) = (1/3)1[0,1)(x/3)(1 + b[01]w1(x/3)).

(d) Если b[20] = b[22] = b[10] = b[11] = b[12] = 0, то σ2 = ∅. Действительно, очевидно,
(1, s, s′), (2, s, s′) �∈ σ2 для всех s, s′ ∈ {0, 1, 2}. Поэтому ϕ̂ ∈ S(1)

1 и

ϕ̂ = 1[0,1/3) + ϕ̂(1/3)1[1/3,2/3) + ϕ̂(2/3)1[2/3,1) + ϕ̂(1)1[1,4/3) + ϕ̂(4/3)1[4/3,5/3)+

+ ϕ̂(5/3)1[5/3,2) + ϕ̂(2)1[2,7/3) + ϕ̂(7/3)1[7/3,8/3) + ϕ̂(8/3)1[8/3,3) =

= 1[0,1/3) + b[01]1[1/3,2/3) + b[02]1[2/3,1) + b[01]b[10]1[1,4/3) + b[01]b[11]1[4/3,5/3)+

+ b[01]b[12]1[5/3,2) + b[02]b[20]1[2,7/3) + b[02]b[21]1[7/3,8/3) + b[02]b[22]1[8/3,3) .
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Отсюда имеем

ϕ(x) = (1/3)1[0,1)(x/3)(1 + b[01]w1(x/3) + b[02]w2(x/3) + b[02]b[21]w7(x/3)). (17)

С помощью предложения 2 проверяется, что эта масштабирующая функция ортогональна, если
|b[01]|2 + |b[21]|2 = 1 и |b[02]| = 1.

(e) Если b[10] = b[11] = b[20] = b[21] = b[22] = 0, то аналогично случаю (d) (меняя местами 1
и 2), имеем

ϕ(x) = (1/3)1[0,1)(x/3)(1 + b[01]w1(x/3) + b[02]w2(x/3) + b[01]b[12]w5(x/3)). (18)

Эта масштабирующая функция ортогональна, если |b[01]| = 1 и |b[02]|2 + |b[12]|2 = 1.

Известно (см. [46]), что при p = 3, n = 2 никаких других масштабирующих ступенчатых
масштабирующих функций в L2

c(R+), кроме перечисленных в примере 2, не существует.

Пример 3. Пусть p = 2 и n = 3.

(a) Если b[001] = 0, то σ0 = ∅ (так как (1) �∈ σ0). Следовательно, ϕ ∈ S
(−2)
2 и

ϕ(x) =
1

4
1[0,1)(x/4).

(b) Если b[010] = b[011] = 0, то σ1 = ∅ (так как (1, 1) �∈ σ1 и (1, 0) �∈ σ1). Поэтому ϕ ∈ S
(−1)
2 и

ϕ(x) =
1

4
1[0,1)(x/4)(1 + b[001]w1(x/4)).

(c) Если b[011] = b[100] = b[101] = 0, то σ2 = ∅ (так как (1, 0, 0) �∈ σ2, (1, 0, 1) �∈ σ2 и (1, 1, s) �∈ σ2,
s ∈ {0, 1}). Следовательно, ϕ ∈ S

(0)
2 и

ϕ(x) =
1

4
1[0,1)(x/4)(1 + b[001]w1(x/4) + b[001]b[010]w2(x/4)).

(d) Если b[010] = b[110] = b[111] = 0, то σ2 = ∅ (так как (1, 1, 0) �∈ σ2, (1, 1, 1) �∈ σ2 и (1, 0, s) �∈ σ2,
s ∈ {0, 1}). Поэтому ϕ ∈ S

(0)
2 и

ϕ(x) =
1

4
1[0,1)(x/4)(1 + b[001]w1(x/4) + b[001]b[011]w3(x/4)).

(e) Предположим, что b[100] = b[101] = b[111] = 0. Отметим, что в силу предложения 4 эти
равенства необходимы для компактности носителя функции ϕ̂, если указанные в (a)–(d) условия
на значения b[s1s2s3] не выполнены. Действительно, в противном случае (1, 0, 0, 0, . . . ) ∈ σ∞ или
(1, 0, 1, 0, . . . ) ∈ σ∞ или (1, 1, 1, 1, . . . ) ∈ σ∞.

Поскольку (1, 0, 0, s) �∈ σ3, (1, 0, 1, s) �∈ σ3, (1, 1, 1, s) �∈ σ3 для s ∈ {0, 1}, а также (1, 1, 0, 0) �∈ σ3,
(1, 1, 0, 1) �∈ σ3, мы получаем σ3 = ∅. Поэтому ϕ ∈ S

(1)
2 и аналогично предыдущим случаям имеем

ϕ(x) =
1

4
1[0,1)(x/4)(1 + b[001]w1(x/4) + b[001]b[010]w2(x/4))+

+ b[001]b[011]w3(x/4)) + b[001]b[011]b[110]w6(x/4)).

По предложению 2 эта масштабирующая функция ортогональна, если |b[001]| = |b[011]| = 1 и
|b[010]|2 + |b[110]|2 = 1 (ср. [8, пример 3] и [20, пример 2.32]).

Приведем описание ступенчатых масштабирующих функций для случая n = 2 при произволь-
ном p. Согласно предложению 5, прежде всего следует рассмотреть случай, когда b[0s] = 0 для
каждого s �= 0. Тогда σ0 = ∅ и m0 является маской масштабирующей функции ϕ ∈ S

(−1)
1 , для ко-

торой, как выше, получается формула ϕ = (1/p)1[0,p). В этом случае шаг является максимально
возможным. Семейство ступенчатых масштабирующих функций со всеми возможными шагами
описывается следующей теоремой (случай p = 3 был рассмотрен в примере 2).
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Теорема 4. Пусть m0 ∈ M(2)
0 , r ∈ {1, . . . , p − 1}, и пусть (ξ1, . . . , ξr)—такой вектор, что

ξk ∈ {1, . . . , p−1}, ξk �= ξk′ для k �= k′. Предположим, что b[ss′] = 0 при s �= 0 и (s, s′) �= (ξk, ξk+1)

для k ∈ {1, . . . , r − 1}. Тогда m0 является маской масштабирующей функции ϕ ∈ S
(r−1)
1 . Более

того, если b[ξkξk+1] �= 0 для k ∈ {1, . . . , r − 1} и b[0ξ1] �= 0, то ϕ ∈ S
(r−1)
1 \ S(r−2)

1 .

Аналоги следующих двух предложений для группы Виленкина Gp доказаны в [46].

Предложение 6. Пусть m0 ∈ M(2)
0 является маской масштабирующей функции ϕ с ком-

пактным носителем. Для того чтобы функция ϕ принадлежала множеству S(p−2)
1 \ S(p−3)

1 ,
необходимо и достаточно, чтобы существовал такой вектор (ξ1, . . . , ξp−1), ξk ∈ {1, . . . , p − 1},
что b[ξkξk+1] �= 0 для всех k ∈ {1, . . . , p− 2} и b[0ξ1] �= 0.

Предложение 7. Пусть m0, r и вектор (ξ1, . . . , ξr) такие, как в теореме 4. Предположим,
что |b[ξkξk+1]| = 1 для k ∈ {1, . . . , r − 1}, |b[0s]| = 1 для s /∈ {ξ2, . . . , ξr} и пусть b[0ξk] = 0
для k ∈ {2, . . . , r}. Тогда m0 является маской ортогональной ступенчатой масштабирующей
функции ϕ ∈ S

(r−1)
1 .

3. Ступенчатые ортогональные вейвлеты и фреймы Парсеваля. Алгоритмы постро-
ения ортогональных вейвлетов в L2(R+) по данной ортогональной масштабирующей функции
приведены в [28, § 8.2], [44] и [43, § 5.2]. Если масштабирующая функция ϕ ступенчатая, то и по-
лученные по указанным алгоритмам ортогональные вейвлеты ψ1, . . . , ψp−1 будут ступенчатыми.
Таким образом, для построения ортогональных ступенчатых вейвлетов ψ1, . . . , ψp−1 достаточно
найти ортогональную ступенчатую масштабирующую функцию в L2(R+). Для нахождения таких
масштабирующих функций наряду с предложением 7 применяются модифицированное условие
Коэна, критерий отсутствия у маски блокирующих множеств и N -валидные деревья.

Известно (см. [33]), что если m0 является маской такой ортогональной масштабирующей функ-
ции ϕ ∈ L2

c(R+), что ϕ̂(0) = 1, то

m0(0) = 1 и
p−1∑
k=0

|m0(ω + k/p)|2 = 1 для всех ω ∈ R+. (19)

Полагая bl = m0(l/p
n), 0 � l � pn − 1, запишем условие (19) в виде

b0 = 1,

p−1∑
k=0

|bs+kpn−1 |2 = 1 для всех s ∈ {0, 1, . . . , pn−1 − 1}. (20)

Пример 4. Пусть n = 2, p > 2 и l ∈ {1, 2, . . . , p − 2}. Предположим, что множества E(0)
l и

E
(1)
l образуют такое разбиение множества {0, 1, . . . , p − 1}, что E(0)

l = {j1, j2, . . . , jl} и 0 ∈ E
(1)
l .

Для фиксированного j0 ∈ E
(1)
l , j0 �= 0, выберем в (20) такие числа bs, s = s1 + s2p, s1, s2 ∈

{0, 1, . . . , p− 1}, что
1) b0 = 1,
2) |bs| = 1 для всех s ∈ E

(1)
l \ {0},

3) |bj1+j0p| = |bj2+j1p| = · · · = |bjl+jl−1p| = 1,
4) bs = 0 в остальных случаях.

Согласно предложению 7 соответствующая данной маске m0 масштабирующая функция ϕ орто-
гональна и принадлежит классу S(l)

1 (ср. [35, замечание 3.11] и [57, теорема 4.6]).

Для произвольной функции ϕ ∈ L2(R+) положим

ϕj k(x) = pj/2ϕ(pjx� k), j ∈ Z, k ∈ Z+.

Напомним, что функция ϕ порождает кратномасштабшый анализ (КМА) в L2(R+), если, во-
первых, система {ϕ(· � k) : k ∈ Z+} ортонормирована в L2(R+) и, во-вторых, подпространства

Vj := spanL2(R+){ϕj k : k ∈ Z+}, j ∈ Z,
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обладают свойствами
Vj ⊂ Vj+1,

⋂
Vj = {0},

⋃
Vj = L2(R+).

Множество E ⊂ R+ называется конгруэнтным [0, 1) по модулю Z+, если мера Лебега множе-
ства E равна 1 и для каждого x ∈ [0, 1) существует k ∈ Z+ такое, что x⊕ k ∈ E.

Теорема 5 (см. [14]). Пусть функция ϕ ∈ L2
c(R+) является решением уравнения (3) и маска

m0 этого уравнения удовлетворяет условию (19). Предположим, что существует множество
E ⊂ R+, конгруэнтное [0, 1) по модулю Z+, состоящее из конечного числа p-ичных интервалов,
содержащее интервал [0, p−n) и такое, что выполнено модифицированное условие Коэна

inf
j∈N

inf
ω∈E

|m0(p
−jω)| > 0. (21)

Тогда функция ϕ порождает КМА в L2(R+).

Если коэффициенты уравнения (3) выбраны так, чтобы выполнялись условия (19) и m0(ω) �= 0
для всех ω ∈ [0, 1/p), то в условии (21) можно выбрать E = [0, 1). Для маски m0 из примера 4
модифицированное условие Коэна выполнено на множестве E = {ω ∈ [0, 1) : |m0(ω)| = 1}.

Блокирующее множество для маски m0 определяется следующим образом (см. [8, 13]). Для
произвольного M ⊂ [0, 1) положим

TpM =

p−1⋃
l=0

{
l/p+ ω/p : ω ∈M

}
.

МножествоM называется блокирующим для маски m0, если оно представимо в виде объединения
p-ичных интервалов ранга n− 1, не содержит интервала [0, p−n+1) и удовлетворяет условию

TpM \M ⊂ Z(m0),

где Z(m0) := {ω ∈ [0, 1) : m(ω) = 0 }.
Теорема 6 (см. [13]). Пусть функция ϕ ∈ L2

c(R+) является решением уравнения (3) и маска
m0 этого уравнения удовлетворяет условию (19). Тогда функция ϕ порождает КМА в том и
только в том случае, когда маска m0 не имеет блокирующих множеств.

Примеры применения теорем 5 и 6 к построению ортогональных масштабирующих функций
для малых p и n имеются в [8, 9, 35, 36, 43].

В [58] для построения ступенчатых масштабирующих функций на группе Виленкина Gp при-
мененялись (N,m)-элементарные множества и N -валидные деревья. Следуя краткому сообще-
нию [39], сформулируем определения этих понятий для полупрямой R+ и проиллюстрируем их
несколькими примерами.

Определение 1. Пусть N,m ∈ N. Множество E называется (N,m)-элементарным множе-
ством, если существуют такие числа ζj, j = 0, 1, . . . , pN − 1, что

E =

pN−1⋃
j=0

Δ(N)(ζj), Δ(N)(ζj) ∩Δ(N)(ζj′) = ∅ для j �= j′,

где Δ(N)(ζj) :=
[
ζj/p

N , (ζj + 1)/pN
)
, ζ0 = 0, и для ηj = [ζj ], ξj = {ζj} выполнены следующие

условия:
(a) ηj ∈ {0, 1, . . . , pm − 1};
(b) ξj ∈ {0, 1/pN , . . . , (pN − 1)/pN}, ξj �= ξj′ для j �= j′;
(c) E ∩ [p−N+l, p−N+l+1) �= ∅ для l = 0, 1, . . . ,m+N − 1.

Заметим, что из условия (a) следует равенство
pN−1⋃
j=0

[ξj, ξj + p−N ) = [0, 1).
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Кроме того, очевидно, всякое (N,m)-элементарное множество E имеет единичную меру Лебега
и содержится в интервале [0, pm).

Определение 2. Периодическим продолжением (N, 1)-элементарного множества Ẽ называ-
ется множество

P (Ẽ) :=
∞⋃
s=1

ps−1⋃
l=0

(Ẽ + l · p). (22)

Отметим, что P (Ẽ) ⊃ Ẽ ⊃ [0, p−N ).

Пример 5. В случае N = 1, p = 3 множество Ẽ в определении 2 имеет вид

Ẽ = [0, 1/3) ∪ [ζ1/3, (ζ1 + 1)/3) ∪ [ζ2/3, (ζ2 + 1)/3),

где числа ζ1 и ζ2 представимы в виде

ζj = ηj + ξj, ηj ∈ {0, 1, 2}, ξj ∈ {1/3, 2/3}, j ∈ {1, 2}, ξ1 �= ξ2.

Числа ζ1 и ζ2 выбираются так, чтобы пересечение множества Ẽ с каждым из интервалов [1/3, 1)
и [1, 3) было не пустым. В частности, при η1 = 0, ξ1 = 1/3, η2 = 2, ξ2 = 2/3, получаем (1, 1)-
элементарное множество

Ẽ = [0, 1/3) ∪ [1/3, 2/3) ∪ [8/3, 3).

Периодическое продолжение этого множества есть

P (Ẽ) =

∞⋃
s=1

Fs(Ẽ),

где

F1(Ẽ) = Ẽ ∪ (Ẽ + 3) ∪ (Ẽ + 6),

F2(Ẽ) = F1(Ẽ) ∪ (Ẽ + 9) ∪ (Ẽ + 12) ∪ (Ẽ + 15) ∪ (Ẽ + 18) ∪ (Ẽ + 21) ∪ (Ẽ + 24),

и, вообще,

Fs(Ẽ) = Fs−1(Ẽ) ∪
⎛
⎝ 3s−1⋃
k=3s−1−1

(Ẽ + 3k)

⎞
⎠ для s � 2.

Определение 3. Будем говорить, что задано N -валидное дерево T , если T ориентировано от
листьев к корню и удовлетворяет следующим условиям:
(a) каждая вершина дерева T имеет значение из множества {0, 1, . . . , p− 1};
(b) корень и все вершины дерева T до (N − 1)-го уровня включительно имеют значение 0;
(c) любой путь длины N − 1 встречается в T и притом только один раз.

Каждому N -валидному дереву T сопоставим множество индексов I(T ) по правилу:

s ∈ I(T ) ⇐⇒ s = 0 или s =

N∑
k=0

skp
k, sk ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

при условии, что путь s0 → s1 → · · · → sN встречается хотя бы один раз в каком-нибудь из путей
дерева T .

Предложение 8 (см. [58]). Для любого N -валидного дерева T множество

ẼT :=
⋃

s∈I(T )
[sp−N , (s + 1)p−N ) (23)

является (N + 1, 1)-элементарным.
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Пример 6. Пусть N = 2, p = 3, а дерево T выбрано как на рис. 1 в [58], но с противоположной
ориентацией. Дерево T имеет следующие пути, начинающиеся в листьях и оканчивающиеся в
корне:

P1 : 0 → 1 → 2 → 0 → 0, P2 : 1 → 1 → 0 → 2 → 0 → 0,

P3 : 2 → 1 → 0 → 2 → 0 → 0, P4 : 2 → 2 → 0 → 0.

Множество индексов
I(T ) = {0, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 19, 21}

находится из условия
s ∈ I(T ) \ {0} ⇐⇒ s = s0 + 3s1 + 9s2,

где s0 → s1 → s2 встречается хотя бы один раз в каком-нибудь из путей P1, P2, P3, P4. Из
формулы (23) для данного дерева T получается множество

ẼT = [0, 1/9) ∪ [2/9, 1/3) ∪ [4/9, 1) ∪ [19/9, 20/9) ∪ [7/3, 22/9).

Положим n = 3 и выберем в условии (20) отличные от нуля значения маски

m0(ω) =

26∑
k=0

akwk(ω)

так, что b0 = 1, |b2| = |b4| = |b5| = |b6| = |b7| = |b8| = |b19| = |b21| = 1. Отметим, что если все
эти значения равны 1, то маска m0 на интервале [0, 1) совпадет с характеристической функцией
множества ẼT /3. Кроме того, m0(ω) = 1 для всех ω ∈ [0, 1/27) и в силу предложения 3 формула

ϕ̂(ω) =

3∏
j=1

m0(3
−jω), ω ∈ [0, 3),

задаёт масштабирующую функцию ϕ ∈ S(2)
2 (ср. [46, пример 4]). Для этой функции с помощью

формулы (10) получается разложение

ϕ(x) =
1

9
1[0,1)(y)

(
1 + b2w2(y) + b2b6w6(y) + b2b7w7(y) + b2b8w8(y)+

+ b2b6b19w19(y) + b2b7b21w21(y) + b2b4b6b19w58(y) + b2b5b6b19w59(y)
)
,

где y = x/9, x ∈ [0, 9). Видно, что функция ϕ отлична от нуля на множестве ẼT и обращается в
нуль на R+ \ ẼT . Более того, модифицированное условие Коэна

inf
j∈N

inf
ω∈E

|m0(3
−jω)| > 0

выполнено для E = ẼT . Значит, по теореме 5 система {ϕ(· � k) : k ∈ Z+} ортонормирована
в L2(R+).

Построенная в примере 6 ступенчатая масштабирующая функция относится к случаю p = n =
3. Из предложения 4 следует, что если при p = n = 3 некоторое решение ϕ масштабирующего
уравнения (3) является ступенчатой функцией, то среди нулевых значений маски m0 уравне-
ния (3) будут следующие: b9, b10, b13, b18, b20, b26.

Определение 4. Говорят, что множество E порождено N -валидным деревом T , если

E =

∞⋂
k=1

pkP (ẼT /p),

где множество ẼT задано по формуле (23).
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Предложение 9 (см. [58]). Пусть множество E порождено N -валидным деревом T с высо-
той H. Тогда множество E представимо в виде

E =

H−N+1⋂
k=1

pkP (ẼT /p)

и является (N,m)-элементарным множеством с m = H − 2N + 1.

Следующая теорема представляет собой переформулировку теоремы 4.1 из [58].

Теорема 7. Пусть модуль маски m0 масштабирующего уравнения (3) принимает только
два значения: 0 или 1, причем m0(0) = 1. Предположим, что решение ϕ уравнения (3), заданное
по формуле

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(p
−jω), ω ∈ R+,

таково, что ϕ̂ ∈ S(N)
m и |ϕ̂| = 1E, где N = n − 1 и E является (N,m)-элементарным мно-

жеством. Тогда существует N -валидное дерево T с высотой H = m + 2N − 1, порождающее
множество E.

При условиях предложения 9 имеем E ⊂ [0, pm) и

1E(ω) =

m+N∏
k=1

1P ( ˜ET /p)
(p−kω), ω ∈ R+. (24)

С другой стороны, для данной функции ϕ имеем

ϕ̂(ω) = ϕ̂(p−m−Nω)
m+N∏
j=1

m0(p
−jω), ω ∈ R+. (25)

Отметим, что формула (25) совпадает с (24), если ϕ̂ = 1E и m0(ω) = 1P ( ˜ET /p)
(ω) для ω ∈ ẼT /p

(при этом p−m−NE ⊂ [0, p−N ) ⊂ E).

Пример 7. Пусть N = 2, p = 3, а дерево T и множество ẼT как в примере 6. Тогда H = 5 и
по предложению 9 множество

E =

4⋂
k=1

3kP (ẼT /3), E ⊂ [0, 9),

является (2, 2)-элементарным. Полагая Ẽ0 = ẼT /3, как в примере 5 определим множества

F1(Ẽ0) = Ẽ0 ∪ (Ẽ0 + 3) ∪ (Ẽ0 + 6),

Fs(Ẽ0) = Fs−1(Ẽ0) ∪
⎛
⎝ 3s−1⋃
k=3s−1−1

(Ẽ0 + 3k)

⎞
⎠ для s � 2.

Тогда

P (ẼT /3) =

∞⋃
s=1

Fs(Ẽ0).

Если функция ϕ определена условием ϕ̂ = 1E , то согласно (24) и (25) имеем

ϕ̂(ω) =

4∏
k=1

1P ( ˜ET /3)
(3−kω), ω ∈ R+,

и с помощью модифицированного критерия Коэна проверяется, что масштабирующая функция
ϕ является ортогональной.
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Произвольное N -валидное дерево T может быть записано в векторной форме T̃ таким образом,
что выполнены следующие условия:
(a) вершинами дерева T̃ являются N -мерные векторы s = (sN , sN−1, . . . , s1) с компонентами

si ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, i ∈ 1, 2. . . . , N ;
(b) дерево T̃ ориентировано от листьев к корню, причем корнем дерева T̃ является N -мерный

нулевой вектор;
(c) для любой дуги s → t дерева T̃ выполнено условие «суффикс-префикс»: первые N − 1

компонент вектора t совпадают с последними N − 1 компонентами вектора s.
Высоты деревьев T̃ и T связаны равенством H̃ = H − N + 1. Векторная форма применяется

при N � 2; в случае N = 1 эти формы отождествляются: T̃ = T .
Вектору t = (tN , tN−1, . . . , t1) поставим в соответствие число t = t1 + t2p + · · · + tNp

N−1, t ∈
{0, 1, . . . , pN − 1}. Всем исходящим из вершины s = (sN , sN−1, . . . , s1) дерева T̃ дугам s → t
приписываются положительные веса λt, сумма которых равна 1. Аналогом сформулированной
в [3] теоремы является следующее предложение.

Предложение 10. Пусть числа λt определены для N -валидного дерева T̃ как указано выше,
причем N = n− 1. Предположим, что ненулевые значения маски m0 выбраны так, что b0 = 1
и |bt+kpN |2 = λt для k ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, t ∈ {0, 1, . . . , pN − 1}. Тогда решение ϕ уравнения (3),
заданное по формуле

ϕ̂(ω) =

∞∏
j=1

m0(p
−jω), ω ∈ R+,

принадлежит классу S(m)
N , где m = H̃ −N .

Для группы Виленкина Gp необходимые и достаточные условия ортонормированности системы
целых сдвигов масштабирующей функции, определяемой аналогично функции ϕ из предложе-
ния 10, доказаны в [24].

При построении фреймов Парсеваля (т.е. нормализованных жёстких фреймов; см. [65, опреде-
ление 2.1]) вместо (20) применяется условие

b0 = 1,

p−1∑
k=0

|bs+kpn−1 |2 � 1 для всех s ∈ {0, 1, . . . , pn−1 − 1}. (26)

Это условие гарантирует принадлежность классу L2(R+) функции ϕ, заданной своим преобра-
зованием Уолша—Фурье по формуле (8) (ср. [8, предложение 6] и [17, раздел 2]). В сочетании с
приведенными в разделе 2 характеристическими свойствами условие (26) задает класс масок, для
которых соответствующие нормализованные жёсткие фреймы состоят из ступенчатых функций.
В [38] определены три типа вейвлет-фреймов на R+: КМА-фреймы, маски которых удовлетворя-
ют условию (26) (см. [38, раздел 2]); фреймы, ассоциированные с «допустимым условием» типа
Добеши (см. [38, теорема 3.3], [56]); и фреймы, ассоциированные с ядрами типа Дирихле—Уол-
ша. Вычислительные алгоритмы для построения фреймов первого типа изложены в [35,42,46], а
для группы Кантора фреймы второго и третьего типов рассматривались в [34] (в этих случаях
условие (26) не требуется). Для фреймов на локальных полях аналоги «допустимого условия»
типа Добеши содержатся в [56]. Недавно доказано (см. [19]), что для произвольного локально-
го поля K множество жёстких вейвлет фреймов не плотно в L2(K). Известно, что в случае
простого p группа Виленкина Gp изоморфна аддитивной группе поля формальных рядов Ло-
рана над конечным полем GF (p) (о соответствующих масштабирующих функциях см., напри-
мер, [20, теорема 2.29], [21, 23, 59]). Изучение жёстких фреймов на поле p-адических чисел Qp

представляет особый интерес, поскольку не существует «нетривиального» ортогонального бази-
са в L2(Qp), состоящего из ступенчатых вейвлетов с компактными носителями. Действительно,
согласно [30, 64] любой такой ортогональный базис в L2(Qp) является модифицированным бази-
сом Хаара. Подробная библиография о вейвлетах и фреймах на локальных полях имеется в [20]
(см. также [21,22, 25, 26]).
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Аннотация. Установлен критерий полноты экспоненциальной системы в пространствах функ-
ций, непрерывных на выпуклом компакте и голоморфных во внутренности этого компакта, а
также в пространствах голоморфных функций в выпуклой области в терминах ширины ком-
пакта или области в направлении. Основные результаты сформулированы исключительно через
соотношения между шириной в направлении, широтой или диаметром компакта или области с
одной стороны и так называемыми логарифмическими субмерами или логарифмическими блок-
плотностями распределения показателей экспоненциальной системы с другой.
Ключевые слова: полнота систем функций, экспоненциальная система, ширина в направлении,
диаметр, целая функция экспоненциального типа, распределение корней, опорная функция.
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Abstract. In this paper, we establish criterions for the completeness of an exponential system in
spaces of functions that are continuous on a convex compact set and holomorphic in the interior of
this compact set and in spaces of holomorphic functions in a convex domain in terms of the directional
width of a compact set or a domain. The main results are formulated exclusively in terms of the
relationship between the breadth in the direction or the diameter of a compact set or a domain, on the
one hand, and the so-called logarithmic submeasures or logarithmic block densities of the distribution
of exponential system indicators, on the other hand.

Keywords and phrases: completeness of systems of functions, exponential system, breadth in the
direction, diameter, entire function of exponential type, distribution of roots, support function.
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1. Введение. Формулировки критериев в терминах ширины множества. Одноточеч-
ные множества {a} часто записываем без фигурных скобок, т.е. просто как a. Так, N0 := 0∪N =
{0, 1, 2, . . . } для множества N := {1, 2, . . . } натуральных чисел, а множество N0 := N0 ∪ +∞—
верхнее порядковое пополнение множества N0 со стандартным отношением порядка � точной
верхней гранью +∞ := supN0 /∈ N0, для которой выполнены неравенства n � +∞ при всех
n ∈ N0. Множество всех действительных чисел R с таким же отношением порядка � рассмат-
риваем и как вещественную ось в комплексной плоскости C, а множество всех положительных
чисел R

+ :=
{
x ∈ R

∣∣ 0 � x
}
—как положительную полуось в R или в C. Порядковое пополнение

множества R верхней гранью +∞ := supR и нижней гранью −∞ := inf R даёт расширенные
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вещественную ось R := +∞∪ R ∪ −∞ и положительную полуось R
+
:= R

+ ∪ +∞. Для пустого
множества ∅ по определению sup∅ := −∞ и inf ∅ := +∞.
Система векторов из топологического векторного пространства полна в нём, если замыкание

линейной оболочки этой системы совпадает с этим пространством. Здесь мы обсуждаем только
полноту экспоненциальных систем в функциональных пространствах. Истоки нашего исследова-
ния — в следующем результате П. Мальявена и Л. А. Рубела из их совместной статьи [32] начала
1960-х гг. Для формулировки их критерия открытую и замкнутую полосы ширины b ∈ R

+ в C,
симметричные относительно вещественной оси R и нуля, обозначаем соответственно через

strb/2 :=
{
z ∈ C : | Im z| < b/2

}
, strb/2 :=

{
z ∈ C : | Im z| � b/2

}
. (1)

Критерий Мальявена –Рубела (см. [32, теорема 9.1]). Пусть 0 < b ∈ R
+ и Z = (zn)n∈N —

возрастающая последовательность положительных попарно различных чисел, для которой по-
следовательность (n/zn)n∈N ограничена, т.е. Z —последовательность конечной верхней плот-
ности. Экспоненциальная система ExpZ, состоящая из функций z �−→

z∈C
eznz, n ∈ N, полна в

пространстве непрерывных на strb/2 и голоморфных на strb/2 функций, снабжённом топологи-
ей равномерной сходимости на компактах из strb/2, если и только если не существует числа
C ∈ R, для которого ∑

r<zn�R

1

zn
� b

2π
ln
R

r
+ C при всех 0 < r < R < +∞. (2)

Замечание 1. Оригинальная формулировка [32, теорема 9.1] — это критерий неполноты экс-
поненциальной системы Exp−Z из функций z �−→

z∈C
e−znz, n ∈ N, для полос (1) ширины 2πb вместо

b. Она эквивалентна сформулированному нами критерию полноты Мальявена—Рубела.

Для компакта K в C через C(K) обозначим банахово пространство (алгебру) непрерывных
функций f : K → C с sup-нормой

‖f‖C(K) := sup
{∣∣f(z)∣∣

∣∣∣ z ∈ K
}
. (3)

Для открытого подмножества O ⊂ C через Hol(O) обозначаем пространство голоморфных функ-
ций f : O → C с топологией равномерной сходимости на всех компактах K ⊂ O, определяемой
полунормами (3). Для компакта K ⊂ C с внутренностью intK через C(K) ∩Hol(intK) обозна-
чаем банахово пространство непрерывных на K и голоморфных на внутренности intK функций
f : K → C с sup-нормой (3). Очевидно, если intK = ∅, то C(K) ∩Hol(intK) = C(K).
Всюду далее через Z обозначаем распределение точек на комплексной плоскости C, среди

которых могут быть повторяющиеся и, вообще говоря, даже бесконечное количество раз. Рас-
пределение точек Z однозначно определяется функцией, действующей из C в N0 и равной в
каждой точке z ∈ C количеству повторений этой точки z в распределении точек Z. Для такой
функции, которую часто называют функцией кратности, или дивизором распределения точек Z
(см. [22, пп. 0.1.2–0.1.3]), сохраняем то же обозначение Z. Другими словами, Z(z)— это количе-
ство вхождений точки z ∈ C в Z; пишем z ∈ Z, если Z(z) > 0. Два распределения точек Z и W
совпадают (обозначение Z = W0, если Z(z) ≡

z∈C
W (z). Будем писать Z ⊂ W , если Z(z) � W (z)

для всех z ∈ C. Объединение Z ∪ W определяется тождеством (Z ∪ W )(z) ≡
z∈C

Z(z) +W (z), а

разность Z \W при условии W ⊂ Z — тождеством (Z \W )(z) ≡
z∈C

Z(z) −W (z). Распределение

точек Z можно эквивалентным образом трактовать и как меру со значениями в N0 с тем же
обозначением

Z(S) :=
∑
z∈S

Z(z) ∈ N0 для любого S ⊂ C. (4)

При такой трактовке пересечение Z ∩ S однозначно определяется сужением меры Z на S, а для
положительной функции f : S → R

+ можно корректно определить суммы∑
z∈Z
z∈S

f(z) :=

∫

S

f dZ =:
∑

z∈Z∩S
f(z) ∈ R

+
. (5)
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Произведение числа w ∈ C \ 0 на распределению точек Z определяет распределение точек wZ
через функцию кратности (wZ)(z) ≡

z∈C
Z(z/w). В частности, −Z := (−1)Z. Для числа θ ∈ R

распределение точек eiθZ с функцией кратности (eiθZ)(z) ≡
z∈C

Z(e−iθz) называем поворотом

распределения точек Z на угол θ.
При z ∈ C и r ∈ R

+ через

Dz(r) :=
{
z′ ∈ C

∣∣ |z′ − z| < r
}
, Dz(r) :=

{
z′ ∈ C

∣∣ |z′ − z| � r
}

обозначаем соответственно открытый и замкнутый круги, а через ∂Dz(r) := Dz(r) \ Dz(r)—
окружность с центром z ∈ C радиусаЁr.
Простейшая характеристика распределение точек Z на C— это его верхняя p-плотность, опре-

деляемая в (4) как величина

p-dens(Z) := lim sup
r→+∞

Z
(
D0(r)

)
rp

∈ R
+
. (6)

В дальнейшем при p = 1 в (6) порядок p не упоминаем и вместо 1-dens(Z) пишем просто dens(Z);
в случае dens(Z) ∈ R

+ называем Z распределением точек конечной верхней плотности, а при
dens(Z) = +∞—распределением точек бесконечной верхней плотности.
Левая часть неравенства (2), использованная в [32] и [34, гл. 22] в качестве основной, так на-

зываемой логарифмической характеристики распределения точек Z на R+, была распространена
на произвольные распределения точек Z в C первоначально в статьях Б. Н. Хабибуллина [16,17]
1988 г. с дальнейшим развитием и применениями в его же работах [18,19] 1989-91 гг. и в послед-
ние годы в совместных статьях О. А. Кривошеевой, А. Ф. Кужаева, А. И. Рафикова [4,5] 2017 г.,
а также А. Е. Салимовой и Б. Н. Хабибуллина [11–13] 2020-21 гг. Обзор по состоянию тематики
вплоть до 2012 г. содержится в книге Б. Н. Хабибуллина [22, п. 3.2]. Определим развития упомя-
нутой логарифмической характеристики распределения точек Z, расположенного произвольным
образом на C.
Для величины a ∈ R и функции f : X → R их положительные части обозначаем соответствен-

но через a+ := max{a, 0} и f+ : x �−→
x∈X

(
f(x)

)+. К примеру, Re+ z = max
{
Re z, 0

}
—положительная

часть действительной части Re z. Произвольное число θ ∈ R будем трактовать и как направление,
определяемое единичным радиус-вектором числа eiθ ∈ ∂D0(1). При такой трактовке для направ-
ления θ направления θ ± π противоположны, направления θ ± π/2 ортогональны, направление
−θ— сопряжённое, а направление π/2 − θ— ортогональное сопряжённому.
Правую логарифмическую меру интервала (r,R] ⊂ R

+ для распределения точек Z на C опре-
деляем как величину

�Z(r,R)
(5)
:=

∑
z∈Z

r<|z|�R

Re+
1

z

(5)
=

∑
z∈Z∩

(
D0(R)\D0(r)

)Re
+ 1

z
∈ R

+
; (7)

левая логарифмическую мера интервала (r,R] ⊂ R
+ для Z на C— это величина �−Z(r,R) из (7)

для −Z, а логарифмическую субмеру интервала (r,R] ⊂ R
+ \ 0 для Z на C задаём как

LZ(r,R) := max
{
�Z(r,R), �−Z(r,R)

}
∈ R

+
. (8)

Ширина подмножества S ⊂ C в направлениях θ ∈ R (см. [1, п. 33], [28, п. 4.1.1], [14, гл. I,
§ 4], [24, п. 3.2], [22, п. 3.2]) — это функция

breadthS : θ �−→
θ∈R

sup
{
Re

(
(z − w)e−iθ

) ∣∣∣ z ∈ S, w ∈ S
}
∈ R

+ ∪ −∞, (9)

которая, очевидно, π-периодична, равна −∞ лишь при S = ∅, а при S �= ∅— величина из
R
+, равная наименьшей ширине замкнутых полос в C, содержащих S и какую-нибудь прямую,
ортогональную прямой

{
teiθ ∈ C

∣∣ t ∈ R
}
.

Пример 1. Ширина любого круга в любом направлении равна его диаметру. Полосы (1) име-
ют ширину b в направлениях π/2 + πk при любом целом k ∈ Z := N0 ∪ (−N), а в любом другом
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направлении —ширину +∞. Для S ⊂ C и числа a ∈ C полагаем aS :=
{
az

∣∣ z ∈ S
} ⊂ C. При

таком обозначении ei(θ−π/2) strb/2 —полоса ширины b в направлении θ.

Теорема 1. Для любых числа b ∈ R
+ \ 0, направления θ ∈ R и произвольного распределения

точек Z на C следующие четыре утверждения равносильны:
I. Для любой выпуклой области D ⊂ C ширины breadthD(θ) � b в направлении θ система

ExpZ :=
{
w �−→
w∈C

wpezw
∣∣∣ z ∈ Z, Z(z)− 1 � p ∈ N0

}

полна в пространстве Hol(D) с топологией равномерной сходимости на компактах.
II. Для любого выпуклого компакта K ширины breadthK(θ) < b в направлении θ экспоненци-

альная система ExpZ полна в банаховом пространстве C(K) ∩Hol(intK) с нормой (3).
III. Распределение точек Z бесконечной верхней плотности с dens(Z) = +∞ или же логариф-

мическая субмера Lei(π/2−θ)Z(r,R) для поворота e
i(π/2−θ)Z распределения точек Z на угол

π/2− θ удовлетворяет неравенству

lim sup
1<s→+∞

1

ln s
lim sup
r→+∞

Lei(π/2−θ)Z(r, sr) �
b

2π
. (10)

IV. Система ExpZ полна в пространстве Hol
(
ei(θ−π/2) strb/2

)
.

Если при N ⊂ N и некоторой нумерации Z = (zn)n∈N распределения точек Z на C, в которой
каждое число z ∈ C встречается ровно Z(z) раз, можно так подобрать последовательность
(mn)n∈N попарно различных целых чисел mn ∈ Z и число c ∈ R

+, что
∑
n∈N

∣∣∣ 1
zn

− c

mn

∣∣∣ < +∞, (11)

то внешняя плотность Редхеффера распределения точек Z на C конечна и не превышает числа c
(см. [3, 20, 33], а также [22, 2.1.1]), а сама она равна точной нижней грани таких c ∈ R

+.

Пример 2. Если распределение попарно различных точек Z является разделённым в том
смысле, что inf

{|z − z′| ∣∣ z ∈ Z, z′ ∈ Z, z �= z′
}
> 0 и целиком лежит в какой-нибудь полосе (1)

конечной ширины b ∈ R
+, то Z имеет конечную внешнюю плотность Редхеффера.

Будем говорить, что распределение точек Z на C имеет конечную внешнюю плотность Ред-
хеффера вблизи направления θ, если найдётся число a ∈ (0, π/2], для которого часть

Zθa :=
{
z ∈ Z

∣∣∣ | arg z − θ| < a
}

(12)

распределения точек Z после её поворота e−iθZθa на угол −θ является распределением точек
e−iθZθa конечной внешней плотности Редхеффера.

Пример 3. Если при некотором a ∈ (0, π/2] для распределения точек Zθa из (12) сумма∑
z∈Zθ

a

1

|z| < +∞

конечна, то при выборе c := 0 ряд (11), очевидно, сходится, откуда следует, что распределение
точек Z на C имеет конечную внешнюю плотность Редхеффера вблизи направления θ. Согласно
примеру 2, если для распределения точек Zθa из (12) при некотором a ∈ (0, π/2] его поворот
e−iθZθa на угол −θ является разделённым и полностью лежит в какой-нибудь полосе (1) конечной
ширины b ∈ R

+, то Z имеет конечную внешнюю плотность Редхеффера вблизи направления θ.

Следующий, существенно более тонкий, чем теорема 1, результат значительно обобщает кри-
терий полноты Мальявена—Рубела и даже неулучшаем, если использовать в критерии лишь
логарифмическую субмеру распределения точек Z на C.

Теорема 2. Для любых числа b ∈ R
+, направления θ ∈ R и распределения точек Z на C конеч-

ной внешней плотности Редхеффера вблизи противоположных направлений θ и θ−π следующие
четыре утверждения равносильны:
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I. Для любого выпуклого компакта K ширины breadthK(θ) � b экспоненциальная система
ExpZ полна в банаховом пространстве C(K) ∩Hol(intK) с нормой (3).

II. Логарифмическая субмера Lei(π/2−θ)Z для поворота e
i(π/2−θ)Z распределения точек Z на угол

π/2− θ удовлетворяет равенству

sup
1�r<R<+∞

(
Lei(π/2−θ)Z(r,R)−

b

2π
ln
R

r

)
= +∞. (13)

III. При значениях n и N , пробегающих соответственно N0 и N, имеем

lim sup
N→∞

sup
0�n<N

(
Lei(π/2−θ)Z(e

n, eN )− b

2π
(N − n)

)
= +∞. (14)

IV. Система ExpZ полна в пространстве C
(
ei(θ−π/2)strb/2

) ∩ Hol
(
ei(θ−π/2) strb/2

)
, снабжённом

топологией равномерной сходимости на компактах из замкнутой полосы ei(θ−π/2)strb/2.

2. Доказательства критериев.
Доказательство теоремы 1. Эквивалентность утверждений I и II, верная для любых систем це-
лых функций, а не только экспоненциальных, — простое следствие определений полноты в функ-
циональных пространствах и топологии равномерной сходимости на компактах.
Докажем эквивалентность утверждений IV и II. Неполнота системы ExpZ в простран-

стве Hol
(
ei(θ−π/2) strb/2

)
в топологии равномерной сходимости на компактах по теореме Ха-

на—Банаха эквивалентна существованию ненулевого линейного непрерывного функционала на
Hol

(
ei(θ−π/2) strb/2

)
, который обращается в нуль на каждой экспоненциальной функции из ExpZ

(см. [22, теорема 1.1.1]). Такой функционал может быть продолжен как ненулевой линейный
непрерывный функционал на C(K) ∩ Hol(intK) для некоторого выпуклого компакта K ⊂
ei(θ−π/2) strb/2, который по-прежнему равен нулю на каждой экспоненциальной функции из ExpZ .
Вновь по теореме Хана—Банаха (см. [22, теорема 1.1.1]) это означает, что система ExpZ не полна
в C(K)∩Hol(intK), в то время как ширина компакта K ⊂ ei(θ−π/2) strb/2 в направлении θ строго
меньше b.
Докажем эквивалентность утверждений III и IV. Если Z имеет конечную верхнюю плотность,

т.е. dens(Z) < +∞, то левая часть (10) — это один из вариантов определения логарифмической
блок-плотности распределения точек ei(π/2−θ)Z (см. [18], [22, определение (3.2.4)]); согласно [18,
теорема 2], [22, теорема 3.2.2] условие (10) означает, что система Expe

i(π/2−θ)Z полна в простран-
стве Hol(strb/2). Используя обратный поворот на угол θ − π/2 к распределению точек ei(π/2−θ)Z,
получаем полноту системы ExpZ в пространстве Hol

(
ei(θ−π/2) strb/2

)
. �

Доказательство теоремы 2. Эквивалентность утверждений I и IV обосновывается практически
так же, как выше доказывалась эквивалентность утверждений II и IV теоремы 1 на основе след-
ствий из теоремы Хана—Банаха по схеме, изложенной в [22, п. 1.1.1].
При доказательстве эквивалентности II⇔IV после соответствующих поворотов C и распределе-

ния точек Z достаточно рассмотреть случай θ = π/2. Выделим в этом случае из Z определённую
в (12) часть Zπ/2a конечной внешней плотности Редхеффера вблизи направления π/2. Это озна-
чает, что распределение точек e−iπ/2Zπ/2a имеет конечную внешнюю плотность Редхеффера, из
определения которой в соответствии сЁ(11) легко видеть, что конечна сумма

∑
z∈Zπ/2

a

∣∣∣Re 1
z

∣∣∣ < +∞.

Точно так же для части Z−π/2
a , определённой в (12), имеем

∑
z∈Z−π/2

a

∣∣∣Re 1
z

∣∣∣ < +∞.
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Таким образом, для распределения точек Z±π/2
a := Z

π/2
a ∪ Z−π/2

a сходится сумма∑
z∈Z±π/2

a

∣∣∣Re 1
z

∣∣∣ < +∞. (15)

По построению часть Z\Z±π/2
a распределения точек отделена от мнимой оси iR в том смысле, что

она лежит вне пары открытых вертикальных углов, содержащих iR \ 0, и при выполнении (13)
и (15) точная верхняя грань

sup
1�r<R<+∞

(
L
Z\Z±π/2

a
(r,R)− b

2π
ln
R

r

)
(16)

равна +∞. Отсюда согласно [19, следствие 4.2] для отделённого от мнимой оси распределе-
ния точек Z \ Z±π/2

a следует, что экспоненциальная система ExpZ\Z
±π/2
a полна в пространстве

C
(
strb/2

)∩Hol
(
strb/2

)
, снабжённом топологией равномерной сходимости на компактах. Тем более

экспоненциальная система ExpZ с бо́льшим распределением показателей Z ⊃ Z \ Z±π/2
a полна в

этом пространстве. Таким образом, доказана импликация II⇒IV.
Теперь из отрицания утверждения II выведем отрицание утверждения IV. Если не выполне-

но (13) при θ = π/2, то ввиду (15) конечна точная верхняя грань из (16). Рассмотрим целую
функцию

g : z �−→
z∈C

sin
bz

2
(17)

экспоненциального типа. Легко подсчитать, что найдётся число Cb ∈ R
+, с которым

b

2π
ln
R

r
� 1

2π

R∫

r

ln
∣∣g(iy)g(−iy)∣∣

y2
dy +Cb при всех 1 � r < R < +∞.

Исходя из последнего согласно предполагаемой конечности (16) для функции g из (17) имеем

sup
1�r<R<+∞

(
L
Z\Z±π/2

a
(r,R) − 1

2π

R∫

r

ln
∣∣g(iy)g(−iy)∣∣

y2
dy

)
< +∞.

При этом условии для целой функции g экспоненциального типа с распределением нулей, ле-
жащим вне пары открытых вертикальных углов, содержащих мнимую ось, а точнее, для (17)
на R, найдётся (см. [19, основная теорема]) такая целая функций fb �= 0 экспоненциального типа
с распределением нулей Zerofb , рассматриваемым с учётом кратности, что Z \Z±π/2

a ⊂ Zerofb и в
то же время

∣∣fb(iy)∣∣ � ∣∣g(iy)∣∣ при всех y ∈ R. Учитывая явный вид функции g из (17), получаем

ln
∣∣fb(iy)∣∣ � b

2
|y|+ cb для некоторого cb ∈ R

+ при всех y ∈ R, Z \ Z±π/2
a ⊂ Zerofb . (18)

Поворот e−iπ/2Z±π/2
a распределения точек Z±π/2

a на угол −π/2 по условию имеет конечную внеш-
нюю плотность Редхеффера. Для такого распределения точек из сочетания теоремы Бёрлинга—
Мальявена о радиусе полноты с классической теоремой Пэли—Винера (см., например, [20, 33])
следует, что найдётся целая функция q �= 0 экспоненциального типа с распределением кор-
ней Zeroq ⊃ e−iπ/2Z±π/2

a , для которой
∣∣q(x)∣∣ � (1 + x2)−1 при всех x ∈ R. Обратный поворот

на угол π/2 даёт целую функцию h �= 0 экспоненциального типа, определяемую тождеством
h(z) ≡

z∈C
q(e−iπ/2z), для которой

∣∣h(iy)∣∣ � 1

1 + y2
при всех y ∈ R, Z±π/2

a ⊂ Zeroh .

Отсюда согласно (18) следует, что целая функция f := fbh �= 0 экспоненциального типа для
некоторой постоянной C ∈ R

+ удовлетворяет условиям
∣∣f(iy)∣∣ � C

1 + y2
exp

b|y|
2

при всех y ∈ R, Z ⊂ Zerof .
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Это значит (см. [8, гл. IV, § 1, п. 3], что найдётся прямоугольник Q ⊂ strb/2 и ненулевая непре-
рывная функция p на его границе ∂Q, для которых имеет место представление функции f через
преобразование Фурье—Лапласа

f(w) =

∫

∂Q

ezwp(z) dz.

Таким образом, найден линейный непрерывный функционал на C(strb/2) ∩ Hol(strb/2) (см. [22,
гл. 1; п. 3.2.2]), который равен нулю на каждой функции из экспоненциальной системы ExpZ .
Следовательно, система ExpZ не полна в C(strb/2)∩Hol(strb/2); импликация IV⇒II тоже доказана.
Импликация II⇒III получается при выборе значений r = en и R = eN , когда n и N пробегают

соответственно N0 и N. Если же II неверно и левая часть (13) конечна, то, переходя к случаю
θ = π/2 и разбирая рассмотренные выше распределения точек Z±π/2

a и Z \ Z±π/2
a , нетрудно убе-

диться, что каждое из этих распределений точек конечной верхней плотности. Следовательно, их
объединение Z тоже имеет конечную верхнюю плотность, и тогда величины LZ(en, en+1) согласно
определениям (7)–(8) равномерно ограничены по n ∈ N0. Отсюда при конечности левой части (13)
нетрудно удостовериться в конечности левой части в (14), что даёт импликацию III⇒II. �

Замечание 2. Более разнообразные результаты могут быть получены из электронной пуб-
ликации [29], принятой к печати в существенно расширенной форме в журнал «Известия РАН.
Серия математическая» [25]. Частично они доложены на Международных конференциях по ком-
плексному анализу памяти А. А. Гончара и А. Г. Витушкина в Москве в 2021 г., а также на
Международных конференциях «Понтрягинские чтения–XXXIII» в Воронеже (см. [26]) и «Ком-
плексный анализ и смежные вопросы» в Казани (см. [30]) в 2022 г.

3. Условия полноты в иных терминах, выражаемых через ширину.

3.1. Широта и диаметр. Широтой (см. [14, гл. I, § 4], [24, п. 3.2 ]), или толщиной (см. [28,
4.1.1]), множества S называется наименьшее значение его ширины по направлениям:

width(S) := inf
θ∈R

breadthS(θ) ∈ R
+ ∪ −∞; (19)

оно равно −∞ тогда и только тогда, когда S пусто, и +∞, если и только если нет полосы конечной
ширины, содержащей S. Диаметр

diam(S) := sup
{|z − w| ∣∣ z ∈ S, w ∈ S

}
равен наибольшему значению его ширины по направлениям (см. [14, гл. I, § 4], [27, § 11, предло-
жение 11.1]):

diam(S) = sup
θ∈R

breadthS(θ) ∈ R
+ ∪ −∞. (20)

Возможно определение ширины множества S ⊂ C в направлении и через его опорную функцию,
которую по традиции (см. [6, 31]) можно определить как 2π-периодическую функцию

spfS : θ �−→
θ∈R

sup
s∈S

Re se−iθ ∈ R (21)

на R, хотя в теории выпуклости и её применениях более уместно опорной функцией множества
S ⊂ C называть положительно однородную выпуклую функцию

SpfS : z �−→
z∈C

sup
s∈S

Re sz̄
(21)≡
z∈C

|z|spfS(arg z) (22)

(см. [1, 7, 9, 10, 15], а также [24, п. 1.1]), где для последнего равенства и всюду далее используем
соглашение 0 · x = 0 для любого x ∈ R. В терминах опорных прямых к S ⊂ C (см. [1, п. 33], [28,
п. 4.1.1], [14, гл. I, § 4]) ширина breadthS(θ) в направлении θ ∈ R равна расстоянию между двумя
опорными прямыми к S, ортогональными радиус-вектору точки eiθ, что в терминах опорных
функций (21)–(22) означает тождества

breadthS(θ) ≡
θ∈R

spfS(θ) + spfS(θ + π)
(22)≡
θ∈R

1

r

(
SpfS(re

iθ) + SpfS(−reiθ)
)
при всех r ∈ R

+ \ 0. (23)
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Таким образом, согласно (23) широта и диаметр множества S ⊂ C определяются через опорные
функции spfS и SpfS из (21) и (22) по формулам

width(S)
(19)
= inf

θ∈R
(
spfS(θ) + spfS(θ + π)

) (19)
= inf

0�=z∈C
SpfS(z) + SpfS(−z)

|z| , (24)

diam(S)
(20)
= sup

θ∈R

(
spfS(θ) + spfS(θ + π)

) (20)
= sup

0�=z∈C
SpfS(z) + SpfS(−z)

|z| , (25)

3.2. Логарифмическая блок-плотность и следствия из теоремы 1. Пусть �—функция интер-
валов (r,R] ⊂ R

+ со значениями из R и �(r,R) := �
(
(r,R]

)
. Определим окончательно введённые

в [2] четыре логарифмические блок-плотности:

ln-dens(�) := lim sup
a→+∞

1

ln a
lim sup
r→+∞

�(r, ar); (26−)

ln-dens(�) := lim inf
a→+∞

1

ln a
lim sup
r→+∞

�(r, ar); (26−)

ln-densinf(�) := inf
a>1

1

ln a
lim sup
r→+∞

�(r, ar); (26i)

ln-densb(�) := inf

{
b ∈ R

+ : sup
0<r<R<+∞

(
�(r,R)− b ln

R

r

)
< +∞

}
. (26b)

(см. [17], [18, формула (1.9)], [32, определения 3.4, 3.5], [11, определение 4]). Положительную
функцию интервалов � � 0 называем логарифмической субмерой интервалов, если выполнены
следующие два условия:

(i) sup
0<r∈R+

�(r, 2r) < +∞ (логарифмический рост);

(ii) �(r1, r3) � �(r1, r2) + �(r2, r3) для всех 0 < r1 < r2 < r3 < +∞ (субаддитивность).
Если в неравенстве из (ii) знак неравенства � можно заменить на знак равенства = для любых
значений 0 < r1 < r2 < r3 < +∞ (аддитивность), то функцию интервалов l называем лога-
рифмической мерой интервалов. Очевидно, класс всех логарифмических субмер интервалов —
выпуклый конус над R

+, замкнутый относительно операции максимума.

Предложение 1 (см. [2, теорема 1], [18, § 1], [11, предложение 6]). Для логарифмической суб-
меры интервалов � � 0 все четыре логарифмические блок-плотности из (26) конечны и совпа-
дают, а верхний предел lim sup

a→+∞
в (26−) и нижний предел lim inf

a→+∞ в (26−) можно заменить на

обычный предел lim
a→+∞. Далее, для логарифмической субмеры интервалов � � 0 все четыре лога-

рифмические блок-плотности из (26) обозначаем единообразно символом ln-dens(�).

Пример 4. Для распределения точек Z на C конечной верхней плотности примерами ло-
гарифмической меры и субмеры интервалов могут служить соответственно определённая в (7)
правая логарифмическая мера �Z для этого распределения точек Z, а также логарифмическая
субмера LZ из (8). В таком случае логарифмическую блок-плотность ln-dens(LZ) будем обозна-
чать через ln-dens(Z) и называть её логарифмической блок-плотностью распределения точек Z.
В частности, левая часть в (10) — это в точности логарифмическая блок-плотность поворота
ei(π/2−θ)Z распределения точек Z на угол π/2− θ.

Следующие два следствия теоремы 1 иллюстрируют возможности её применения в случае гео-
метрических характеристик области, отличных от ширины в направлении, хотя и тесно связанных
с ней через формулы (19), (24), (20), (25).

Следствие 1. Пусть Z — распределение точек на C конечной верхней плотности, а также
0 < b ∈ R

+. Тогда следующие четыре утверждения равносильны:
I. Для любой выпуклой области D ⊂ C широты width(D) � b cистема ExpZ полна в Hol(D).
II. Для любого выпуклого компакта K широты width(K) < b cистема ExpZ полна в простран-

стве C(K) ∩Hol(intK).
III. Выполнено неравенство inf

θ∈R
ln-dens(eiθZ) � b/2π.
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IV. Для любого θ ∈ R система ExpZ полна в Hol
(
eiθ strb/2

)
.

Доказательство. Согласно определениям широты (19) и (24) эквивалентности теоремы 1 сразу
следуют из соответствующих эквивалентностей теоремы 1, применённых по всем θ ∈ R. �
Следующий результат даёт лишь достаточные условия полноты в терминах диаметра.

Следствие 2. Пусть Z —распределение точек на C и 0 < b ∈ R
+. Если dens(Z) = +∞ или

sup
θ∈R

ln-dens(eiθZ) � b/2π, то экспоненциальная система ExpZ полна в пространстве C(K) ∩
Hol(intK) для любого выпуклого компакта K диаметра diam(K) < b и в Hol(D) для всякой
выпуклой области D диаметра diam(D) � b.

Доказательство. По формуле (20) или (25) для диаметра это достаточное условие полноты систе-
мы ExpZ в C(K)∩Hol(intK) для любого выпуклого компакта K диаметра diam(K) < b следует
из импликации III⇒II теоремы 1, что влечёт за собой полноту ExpZ в Hol(D) для всех выпук-
лых областей D диаметра diam(D) � b по определению топологии равномерной сходимости на
компактах в Hol(D). �

Замечание 3. Одна наша конструкция (см. [21, § 5, теорема 6]) позволяет для любого сколь
угодно большого числа b > 0 построить разделённое распределение попарно различных точек
Z на положительной полуоси R

+, для которого sup
θ∈R

ln-dens(eiθZ) = 0 и в то же время система

ExpZ полна в любом C(K)∩Hol(intK) при diam(K) < b. Таким образом, логарифмическая блок-
плотность даже разделённого распределения точек на луче не может полностью характеризовать
полноту экспоненциальной системы в терминах диаметра diam(K).
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