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О СУЩЕСТВОВАНИИ ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ВТОРОГО ПОРЯДКА

c© 2023 г. Г. Э. АБДУРАГИМОВ

Аннотация. В настоящей статье рассматривается краевая задача для одного нелинейного
функционально-дифференциального уравнения второго порядка с сильной нелинейностью на от-
резке [0, 1] с интегральными граничными условиями. С использованием специальных топологи-
ческих средств получены достаточные условия существования единственного положительного
решения рассматриваемой задачи. Существование положительного решения доказано с помо-
щью известной теоремы о растяжении конуса, единственность установлена на основе принципа
единственности для выпуклых операторов. Приведен пример, иллюстрирующий выполнение до-
статочных условий однозначной разрешимости поставленной задачи.

Ключевые слова: положительное решение, краевая задача, конус, растяжение конуса.

ON THE EXISTENCE OF A POSITIVE SOLUTION

TO A BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR A NONLINEAR

SECOND-ORDER FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION

c© 2023 G. E. ABDURAGIMOV

Abstract. In this paper, we consider a boundary-value problem for a second-order nonlinear
functional-differential equation with a strong nonlinearity on the interval [0, 1] with integral boundary
conditions. Using special topological tools, we obtain sufficient conditions for the existence of a unique
positive solution of the problem. The existence of a positive solution is proved by applying the well-
known cone dilation theorem, and the uniqueness is established by using the uniqueness principle for
convex operators. An example is given, which illustrates the fulfillment of sufficient conditions for the
unique solvability of the problem.

Keywords and phrases: positive solution, boundary value problem, cone, cone extension.

AMS Subject Classification: 34K10

1. Введение. Вопросам исследования разрешимости нелинейных дифференциальных уравне-
ний и систем посвящено достаточно большое количество работ, в которых рассмотрены вопросы
существования положительных решений, их поведения, асимптотики и т.д., причем где естествен-
ным орудием исследования являются методы функционального анализа, основанные на исполь-
зовании техники нелинейного анализа, теория которых связана с именами Ф. Рисса, М. Г. Крей-
на, Л. В. Канторовича, Г. Фрейденталя, Г. Биркгофа и др. В последующем эти были развиты
М. А. Красносельским и его учениками Л. А. Ладыженским, И. А. Бахтиным, В. Я. Стеценко,
Ю. В. Покорным и др.
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4 Г. Э. АБДУРАГИМОВ

Краевые задачи с граничными условиями в интегральной форме составляют очень интересный
и важный класс граничных задач и возникают в различных областях прикладной математики
и физики, в частности в теплопроводности, потоках подземных вод, термоупругости и физике
плазмы. Такие задачи для обыкновенных и дробных дифференциальных уравнений рассматрива-
лись, в частности, в [5–13]. Однако работ, посвященных единственности положительного решения
интегральных краевых задач для нелинейных функционально-дифференциальных уравнений,
относительно немного.
Целью настоящей работы является получение достаточных условий существования и един-

ственности положительного решения задачи для нелинейного функционально-дифференциаль-
ного уравнения второго порядка с интегральными граничными условиями. Ранее в [1,2] автором
рассматривались похожие задачи для нелинейного обыкновенного дифференциального уравне-
ния. В данной работе предпринята попытка обобщить полученный результат на случай функци-
онально-дифференциального уравнения.

2. Постановка задачи и основные результаты. Обозначим через C пространство C[0, 1],
через Lp (1 � p <∞) — пространство Lp(0, 1) и через W2 —пространство вещественных функций,
определенных на [0, 1] с абсолютно непрерывной производной.
Рассмотрим краевую задачу

x′′(t) + f(t, (Tx)(t)) = 0, 0 < t < 1, (1)

x(0) = 0, x(1) =

1∫

0

α(s)x(s) ds, (2)

где T : C → Lp (1 < p < ∞) — линейный положительный непрерывный оператор, α ∈ L1 —
неотрицательная на [0, 1] функция, причем

1∫

0

sα(s)ds < 1,

функция f(t, u) монотонно возрастает по второму аргументу, удовлетворяет условию Каратеодо-
ри и f(·, 0) ≡ 0.

Определение. Положительным решением задачи (1)–(2) называется функция x ∈ W
2, по-

ложительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую почти всюду на указанном интервале урав-
нению (1) и граничным условиям (2).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1)–(2) интегральное уравнение

x(t) =

1∫

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 � t �, (3)

где

G(t, s) = H(t, s) +
t

1− α∗

1∫

0

H(τ, s)α(τ)dτ,

H(t, s) =

{
t(1− s), если 0 � t � s � 1,
s(1− t), если 0 � s � t � 1;

α∗ =

1∫

0

sα(s)ds.

Нетрудно показать, что Функция Грина оператора −d2/dx2 с граничными условиями (2) обладает
следующими свойствами:

(i) G(t, s) > 0, t, s ∈ (0, 1);
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(ii) ϕ(t)ϕ(s) � G(t, s) � βϕ(s), t, s ∈ [0, 1], где

β = 1 +
1

α∗

1∫

0

α(s) ds, α∗ = 1− α∗, ϕ(t) = min{t, 1 − t}.

Предположим, что f(t, u) в области [0, 1] × [0,∞) удовлетворяет условию

f(t, u) � bup/q, p, q ∈ (1,∞), b > 0. (4)

Условие (4) обеспечивает действие оператора Немыцкого N : Lp → Lq, определяемого соотноше-
нием (Ny)(t) = f(t, y(t)) для каждого y ∈ Lp.
В операторной форме уравнение (3) можно переписать в виде

x = GNTx,

где

G : Lq → C, (Gu)(t) =

1∫

0

G(t, s)u(s) ds

— оператор Грина. Положим
A = GNT,

где оператор A определен равенством

(Ax)(t) =

1∫

0

G(t, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds, 0 � t � 1.

Лемма 1. Монотонный оператор A : C → C вполне непрерывен.

Доказательство. Покажем, что для любого r > 0 найдется такое число R > 0 , что

‖Ax‖C � R (5)

для всех x ∈ Sr =
{
x ∈ C : ‖x‖C � r

}
. В силу (4) и приведенных выше свойств функции Грина

имеем

(Ax)(t) � b

1∫

0

G(t, s)(Tx)p/q(s) ds � b

4
‖Tx‖p/q

Lp
+
b‖α‖L1

4α∗ ‖Tx‖
p/q
Lp

� b

4
γp/qrp/q +

b‖α‖L1

4α∗ γp/qrp/q,

где γ —норма оператора T . Взяв в качестве R правую часть последнего неравенства, очевидно,
очевидно получим искомое соотношение (5).
Покажем теперь что оператор A отображает ограниченные множества в равностепенно непре-

рывные множества. Пусть t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2. Для x ∈ Sr имеем
∣∣(Ax)(t2)− (Ax)(t1)

∣∣ � brp/q
1∫

0

∣∣G(t2, s)−G(t1, s)
∣∣(T1)p/q(s) ds.

Несложно видеть, что правая часть последнего неравенства стремится к нулю при t2 → t1. Сле-
довательно, A(Sr) является равностепенно непрерывным.
В силу теоремы Асколи—Арцела оператор A является компактным. Непрерывность же A обес-

печивает условие Каратеодори на f . Следовательно, оператор A вполне непрерывен. �
Обозначим через K̃ конус неотрицательных функций x(t) пространства C, удовлетворяющих

условию

x(t) � 1

β
‖x‖C · ϕ(t).

Лемма 2. Оператор A инвариантен относительно конуса K̃.
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Доказательство. В силу вышеприведенных свойств функции Грина имеем

(Ax)(t) �
1∫

0

ϕ(s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds · ϕ(t), 0 � t � 1.

С другой стороны,

‖Ax‖C = max
0�t�1

∣∣(Ax)(t)
∣∣ � β

1∫

0

ϕ(s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds.

Объединив оба неравенства, окончательно получим

(Ax)(t) � 1

β
‖Ax‖C · ϕ(t), 0 � t � 1.

�
В дальнейшем под полуупорядочиванием u ≺ v и u≺v в конусе K̃ пространства C соответ-

ственно будем понимать u(x) � v(x) и u(x) > v(x) при всех x ∈ [0, 1].

Теорема 1. Предположим, что выполнены неравенство (4) и следующие условия:
(i) p > q > 1;
(ii) f(t, u) � ψ(u), t ∈ [0, 1], u � 0, где ψ(u)—такая неотрицательная неубывающая функ-

ция, что

lim
u→∞

ψ(u)

u
=∞.

Тогда краевая задача (1)–(2) имеет по крайней мере одно положительное решение.

Доказательство. Покажем, что найдется такое число r > 0, что для всех ε > 0 при x ∈ K̃ и
‖x‖C � r, x 	= 0 имеем

Ax
(1 + ε)x. (6)
В силу (4) с учетом соответствующих свойств функции Грина имеем

(Ax)(t) � βϕ(t)

1∫

0

f
(
s, (Tx)(s)

)
ds � βϕ(t)b

1∫

0

(Tx)p/q(s) ds � βbϕ(t)‖Tx‖p/q
Lp

�

� βbγp/qϕ(t)‖x‖p/qC � βbγp/qrp/q−1ϕ(t)‖x‖C � β2bγp/qrp/q−1 · x(t).

Отсюда, выбрав r <
(
β2bγp/q

)q/(q−p), получим (6).
Оператор B, определенный равенством

(Bx)(t) =

1∫

0

G(t, s)ψ ((Tx) (s)) ds, 0 � t � 1.

монотонен на конусе K̃ пространства C и является минорантой оператора A. Покажем, что B
сильно растет по направлению ϕ:

lim
α→∞

‖B(αϕ)‖C
α

=∞. (7)

Действительно, в силу линейности оператора T и условия 2 теоремы имеем

(Bαϕ)(t)

α
=

1

α

1∫

0

G(t, s)f
(
s, (Tαϕ)(s)

)
ds � ϕ(t)

α

1∫

0

ϕ(s)ψ
(
α(Tϕ)(s)

)
ds �

� ϕ(t)

α

τ2∫

τ1

ϕ(s)ψ
(
α(Tϕ)(s)

)
ds, 0 � t � 1,
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где [τ1, τ2] ⊂ [0, 1]. Нормируя последнее неравенство, устремив α → ∞, легко убедиться в спра-
ведливости (7).
В силу (6) и выполнения условий теоремы [4, c. 256] оператор A растягивает конус K̃. Тогда

на основании теоремы о растяжении конуса (см. [3, c. 157]) с учетом лемм 1 и 2 заключаем,
что оператор A имеет в конусе K̃ пространства C по крайней мере одну неподвижную точку,
а это равносильно существованию по меньшей мере одного положительного решения краевой
задачи (1)–(2). �

Теорема 2. Пусть функция f(t, u) дифференцируема по u, производная f ′u(t, u) монотонно
возрастает по второму аргументу. Кроме того, предположим что выполнены условия теоре-
мы 1 и (

1 +
‖α‖L1

α∗

)
‖θ‖Lp′γ < 2, θ(t) ≡ f ′u

(
t, ω(T1)(t)

)
,

1

p′
+

1

p
= 1. (8)

Тогда краевая задача (1)–(2) имеет единственное положительное решение.

Доказательство. В силу приведенных ранее, свойств функции Грина и условия (ii) теоремы 1
имеем

x(t) =

1∫

0

G(t, s)f
(
s, (Tx)(s)

)
ds �

1∫

0

ϕ(s)ψ
(
(Tx)(s)

)
ds · ϕ(t) �

�
1∫

0

ϕ(s)ψ

(‖x‖C
β

(Tϕ)(s)

)
ds · ϕ(t).

Переходя к максимуму на отрезке [0, 1], получим

‖x‖C � 1

2

1∫

0

ϕ(s)ψ

(‖x‖C
β

(Tϕ)(s)

)
ds.

Разрешив это неравенство относительно ‖x‖C , получим мажоранту положительного решения
задачи (1)–(2):

‖x‖C � ω.. (9)

Монотонный оператор A является u0-выпуклым на конусе K̃ (см. [4, c. 219]). В этом легко убе-
диться, положив в соответствующем определении u0 = ϕ.
Допустим теперь, что уравнение (3) имеет два положительных решения x1(t) и x2(t). Из

принципа единственности для выпуклых операторов (см. [4, c. 220]) следует, что обе разности
x1(t) − x2(t) и x2(t) − x1(t) не являются строго положительными функциями. Без ограничения
общности можно считать, что разность y(t) = x1(t)− x2(t) обладает следующим свойством: най-
дутся такие числа t0 и t1, что

y(t0) = max
0�t�1

y(t) = ‖y‖C , y(t1) < 0.

Отсюда следует, что ‖y − d‖C � 1
2‖y‖C при любой постоянной d. Из равенств

xi(t) =

1∫

0

G(t, s)f
(
s, (Txi)(s)

)
ds, i = 1, 2, 0 � t � 1,

вытекает, что

y(t) =

1∫

0

G(t, s)f ′u
(
s, (T x̃)(s)

)
(Ty)(s) ds, 0 � t � 1,
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где функция (T x̃)(t) принимает значения промежуточные между значениями (Tx1)(t) и (Tx2)(t).
Взяв d = 0, в силу монотонности производной f ′u(t, u) и оценки (9), получим

1

2
‖y‖C � ‖y‖C �

(
1

4
+
‖α‖L1

4α∗

) 1∫

0

f ′u
(
s, ω(T1)(s)

)∣∣(Ty)(s)
∣∣ ds �

� 1

4

(
1 +
‖α‖L1

α∗

)
‖θ‖Lp′‖Ty‖Lp � 1

4

(
1 +
‖α‖L1

α∗

)
‖θ‖Lp′γ‖y‖Lp ,

где θ(t) ≡ f ′u
(
t, ω(T1)(t)

)
и 1/p′ + 1/p = 1. Таким образом,

‖y‖C � 1

2

(
1 +
‖α‖L1

α∗

)
‖θ‖Lp′γ‖y‖Lp ⇐⇒

(
1 +
‖α‖L1

α∗

)
‖θ‖Lp′γ � 2.

Если последнее неравенство не выполняется, то уравнение (3), а следовательно, и краевая зада-
ча (1)–(2) имеет единственное положительное решение. �

Пример. Приведем пример, иллюстрирующий выполнений условий вышеприведенных тео-
рем. Рассмотрим краевую задачу

x′′(t) + ρ

⎛
⎝

1∫

0

x(s) ds

⎞
⎠

2

= 0, 0 < t < 1, (10)

x(0) = 0, x(1) =

1∫

0

sx(s) ds, (11)

где ρ � 1—некоторый параметр, границы которого будут уточнены ниже. Здесь f(t, u) = ρu2.
Положив ψ(u) = ρ2u2, заключаем в силу теоремы 1, что задача (10)–(11) имеет по меньшей мере
одно положительное решение.
В условиях теоремы 2 нетрудно проверить, что ‖x‖C � ω = 392/ρ2 и соответственно ‖θ‖Lp′ =

2ρω = 784/ρ. Следовательно, выбрав ρ достаточно большим, легко обеспечить выполнение нера-
венства (8), гарантирующего единственность положительного решения рассматриваемой задачи.
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Объектом нашего изучения являются однородные невыпуклые многогранники, основные свой-
ства которых содержатся в пособии «Строение невыпуклых однородных многогранников с вы-
пуклыми гранями» [3]. Нами были доказаны аналоги теоремы Гаусса для невыпуклых ориен-
тируемых однородных многогранников с выпуклыми гранями и ненулевой кривизной вершин.
Также установлен интегральный вариант этой теоремы —полная площадь сферического изоб-
ражения многогранника равна произведению его плотности и 4π. Эти результаты были пред-
ставлены 27 сенетября 2021 г. в докладе А. Л. Вернера и Л. А. Антиповой на геометрическом
семинаре им. А. Д. Александрова в ПОМИ. При доказательстве этих теорем было важно, что
сферические образы граней лежат в вершинах классических сферических сетей. В настоящей
работе будут сформулированы определения сферического изображения, площади сферического
изображения и кривизны реализации для класса многогранных углов без особенностей и доказана
теорема о равенстве площади сферического изображения и кривизны реализации многогранного
угла из выделенного класса. Этот класс углов, в частности, содержит углы трех невыпуклых
ориентируемых однородных многогранников: большого икосаэдра, большого додекаэдра и боль-
шого битригонального икосододекаэдра. В настоящей работе я обобщаю этот результат для более
широкого класса многогранных углов.

1. Определим класс многогранных углов, который будет рассмотрен. Пусть в трех-
мерном евклидовом пространстве введена декартова система координат x, y, z с базисными ор-
тами i, j, k. Будем считать, что выбранная система координат — правая, координатная плоскость
xOy (обозначим ее через α) горизонтальная, а орт k оси z направлен вверх.

Пусть L замкнутая ломаная в плоскости α, заданная вершинами L1, L2, . . . , Ln, занумерован-
ными в циклическом порядке (рис. 1). Звено LjLj+1 обозначим через gj .

Рис. 1. Замкнутая ломаная L1L2 . . . Ln в плоскости.

Пересечение внутренних областей всех плоских углов ∠Lj−1LjLj+1 ломаной L обозначим через
L∗ и назовём ядром ломаной L.

Ядро выпуклой плоской ломаной совпадает с выпуклым многоугольником, ограниченным этой
ломаной. Будем рассматривать плоские замкнутые ломаные с непустым ядром. Назо-
вём их ломаными без особенностей.

Сделаем несколько выводов из этого условия.
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Заметим, что ядро L∗ является выпуклым многоугольником, стороны которого содержатся
в звеньях ломаной L, но для ломаных с самопересечением порядок сторон L∗ отличен от порядка
звеньев ломаной L.

Пусть точка O—центроид вершин ядра L∗. Поскольку ядро является выпуклым множеством,
точка O принадлежит ядру (рис. 2).

Рис. 2. Точка O—центроид вершин ядра L∗ ломаной L.

Обозначим через Hj ортогональную проекцию точки O на прямую звена gj (рис. 3).

Рис. 3. Проекции точки O на прямые звеньев g4, g5 и g6.

Назовём тройкой Tj набор трёх последовательных звеньев gj−1, gj и gj+1. Звено gj назовём
серединой тройки Tj, а два других её звена — краями тройки (рис. 6).

Из непустоты ядра L∗ следует, что оба звена края каждой тройки Tj лежат по одну сторону
от прямой, содержащей звено gj . Из этого непосредственно следует, что треугольники OHjHj−1

и OHjHj+1 не имеют внутренних общих точек.
Получили последовательность углов ∠H1OH2,∠H2OH3,∠H3OH4, . . . ,∠Hn−1OHn,∠HnOH1,

которые, прилегая друг к другу по общей стороне, обходят вокруг точки O целое число раз.
Сумма данных углов равна

n∑
i−1

∠HiOHi+1 = r · 2π, где n+ 1 = 1.
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Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6. Три варианта расположения тройки Ti относительно точки O.

Число r назовём числом обхода ломаной L вокруг точки O.
Пусть точка A такая, что вектор OA равен координатному вектору k. Под многогранным углом

без особенностей будем понимать тройку (V,L,O), где V —многогранный угол, определенный
как конус с вершиной в точке A над ломанной L без особенностей (рис. 7).
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Рис. 7. Многогранный угол без особенностей (V,L,O).

Плоский угол ∠LjALj+1 назовём гранью Gj многогранного угла V , а луч ALj —ребром pj
многогоранного угла V .

Радианные меры плоских углов граней G1, G2, . . . , Gn обозначаем α1, α2, . . . , αn соответственно.
Тройкой граней T ′

j назовём набор трёх последовательных граней Gj−1, Gj и Gj+1 угла V . Грань
Gj назовём серединой тройки T ′

j , а две другие её грани — краями тройки.
Числом оборотов угла (V,L,O) вокруг оси OA назовём число оборотов ломаной L относительно

точки O и обозначим это число через rot(V,L,O).
Пусть S — единичная сфера с центром в точке O.

2. Понятия, необходимые для формулировки теоремы. Опустим из точки O перпенди-
куляр OCj на плоскость грани Gj . Обозначим через ej луч OCj (рис. 8—10). Лучи e1, e2, . . . , en
являются ребрами многогранного угла W с вершиной в точке O, грани которого определяются
соседними лучами. Обозначим грань, содержащую лучи ej и ej+1, через Qj.

Свойства угла W .

1. Грань Qj перпендикулярна ребру pj угла V , так как лучи ej и ej+1 ортогональны соответ-
ственно граням Gj и Gj+1 многогранного угла V .

2. Плоскость, содержащая ось OA и ребро ej , перпендикулярна плоскости α и содержит пря-
мую OHj.

3. Из второго свойства следует, что проекцией на плоскость α луча ej будет луч OHj.

Пусть точка C ′
j полюс плоскости грани Gj при полярном преобразовании относительно сфе-

ры S. Ясно, что точка C ′
j принадлежит лучу ej . Полюсы всех граней угла V принадлежат ка-

сательной плоскости к сфере S, содержащей точку A. Ортогональной проекцией на плоскость α
луча AC ′

j будет луч OHj. Следовательно, треугольники AC ′
jC

′
j−1 и AC ′

jC
′
j+1 не имеют внутренних

общих точек и сумма плоских углов равна
n∑

j=1

∠C ′
jOC

′
j+1 = r · 2π,

где r—число оборотов угла (V,L,O) вокруг оси OA.
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Рис. 8. Проекции точки O на плоскости граней тройки T ′
5 принадлежат граням.

Рис. 9. Проекция точки O на плоскость одного из края тройки T ′
5 не принадлежит этой грани.

Полярным изображением многогранного угла V относительно сферы S будет многоугольник
C ′
1C

′
2 . . . C

′
n, представимый объединением треугольников

AC ′
2C

′
1, AC

′
3C

′
2, AC

′
4C

′
3, . . . , AC

′
nC

′
n−1, AC

′
1C

′
n.

На рисунке 11 представлен полярный образ многогранного угла большого икосаэдра.
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Рис. 10. Проекция точки O на плоскость середины тройки T ′
5 не принадлежит самой грани.

Рис. 11. Полярное изображение многогранного угла в вершине A большого икосаэдра.

Сферическим изображением многогранного угла V на сферу S будем называть проекцию
K1K2 . . . Kn полярного многоугольника C ′

1C
′
2 . . . C

′
n на сферу S при центральном проектирова-

нии относительно точки O.
Площадью сферического изображения назовем сумму площадей сферических треугольников

AK ′
iK

′
i+1.

Заметим, что никакие два смежных сферических треугольника не имеют общих внутренних
точек и сумма их углов при вершине A равна rot(V ;L;O) · 2π.
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3. Теорема (аналог теоремы Гаусса). Площадь сферического изображения многогранного
угла без особенностей (V,L,O) на сферу S равна числу 2π · rot(V,L,O)−∑

αi.
Число 2π · rot(V )−∑

αi называем кривизной реализации многогранного угла (V,L,O).

4. Доказательство теоремы. В случае отсутствия особенностей у данного многогранного
угла V лучи ej−1 и pj−1 лежат в одном полупространстве относительно плоскости лучей AO и ej ,
а лучи ej+1 и pj лежат в другом полупространстве относительно этой же плоскости.

Пусть плоскости граней Qj, Qj+1 пересекают ребра pj и pj+1 в точках Fj и Fj+1 соответственно.
Рассмотрим два существенно различных случая взаимного расположения тройки граней отно-

сительно точки O.

1. Тройку граней T ′
j многогранного угла без особенностей (V,L,O) будем называть трой-

койпервого типа, если точка Cj принадлежит грани Gj (рис. 12, 13).

Рис. 12. Проекции точки O на плоскости всех граней тройки T ′
5 принадлежат соответствующим

граням.

2. Тройку граней T ′
j многогранного угла без особенностей (V,L,O) будем называть тройкой вто-

рого типа, если точка Cj не принадлежит грани Gj (рис. 14).

Лемма. Величина двугранного угла, образованного гранями Qj и Qj+1, равна π − αj ,
∠QjQj+1 = π − αj , где αj —плоский угол грани Gj угла (V,L,O).

Для тройки граней первого типа утверждение очевидно, поскольку линейным углом двугранно-
го угла, образованного гранями Qj и Qj+1, является угол FjCjFj+1 четырехугольника AFjCjFj+1.
В четырехугольнике углы с вершинами Fj и Fj+1 —прямые, следовательно, сумма оставшихся
двух углов равна π. Доказательство проиллюстрировано на рисунке 15(a), на котором изображе-
на плоскость середины тройки граней.

Для тройки граней T ′
5 второго типа справедливость утверждения леммы продемонстрирована

на рисунке 15(b). Через β5 обозначен двугранный угол, образованный гранями Q5 и Q6, α5 —
плоский угол L5AL6 многогранного угла V , C5 —проекция точки O на плоскость грани G5, F5

и F6 — точки пересечения ребер AL5 и AL6 с гранями Q5 и Q6 угла W соответственно.
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Рис. 13. Проекция точки O на плоскость одного из края тройки T ′
5 не принадлежит этой грани.

Рис. 14. Тройка граней T ′
5 многогранного угла без особенностей (V,L,O) второго типа.

На рисунке видны два подобных прямоугольных треугольника, острый угол α5 одного из ко-
торых равен углу, смежному с углом β5. Получаем требуемое равенство ∠β5 = ∠Q5Q6 = π − α5.
Лемма доказана.

Фигура, полученная объединением двух сферических треугольников AKj+1Kj и AKjKj−1,
является частью сферического изображения рассматриваемого многогранного угла V . Объеди-
нение сферических углов ∠AKjKj+1 и ∠Kj−1KjA есть сферический угол Kj−1KjKj+1, величина
которого равна величине двугранного угла ∠QjQj+1. Таким образом,

∠Kj−1KjA+ ∠AKjKj+1 = ∠Kj−1KjKj+1 = ∠QjQj+1 = π − αj .
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(a) (b)

Рис. 15. Плоскость грани G5 — середины тройки (a) первого (b)второго типа, где C5 —проекция
на эту плоскость точки O, F5 и F6 — точки пересечения ребер AL5 и AL6 с гранями Q5 и Q6 угла

W соответственно.

Площадь S(V ) сферического изображения многогранного угла V равна сумме площадей сфе-
рических треугольников AKjKj+1.

S(V ) =

n∑
j=1

S(AKjKj+1) =

n∑
j=1

(∠KjAKj+1 + ∠AKjKj+1 + ∠KjKj+1A− π) =

=
n∑

j=1

∠KjAKj+1−
n∑

j=1

(π−∠Kj−1KjKj+1) = 2π · rot(V )−
n∑

j=1

(π− (π−αj)) = 2π · rot(V )−
n∑

j=1

αj .

Теорема доказана.
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1. Введение. Концепция иерархического лапласиана восходит к Н. Н. Боголюбову и его
школе; она была использована Ф. Дж. Дайсоном при построении фазового перехода в 1D-
ферромагнитной модели с дальнодействующим взаимодействием (см. [8, 9]). Теория иерархиче-
ского лапласиана, действующего на общем ультраметрическом пространстве X, была достаточно
полно разработана в [1, 3].
В случае X = Qp, поля p-адических чисел, упомянем тесно связанные работы С. Альбеверио,

В. Карвовски, В. С. Владимирова, И. В. Воловича, Е. И. Зеленова, А. Н. Кочубея.

1.1. В качестве простейшего примера рассмотрим диадическую модель Дайсона. В этой модели
иерархический оператор типа Шредингера H = L + V реализуется как возмущение самосопря-
женного интегрального оператора L, действующего в L2(0,∞).

1.2. Иерархическая структура. Иерархическая структура определяется семейством разбиений
{Πr : r ∈ Z} множества X = [0,∞). Каждая часть Πr состоит из диадических интервалов
I = [(i − 1)2r , i2r). Число r называется рангом разбиения Πr (соответственно, рангом двоичного
интервала I).
Любая точка x принадлежит ровно одному интервалу Ir(x) ранга r, и все множество X явля-

ется объединением возрастающего семейства диадических интервалов Ir(x) при r ↗∞.

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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Иерархическое расстояние d(x, y) определяется как мера Лебега |I| минимального диадическо-
го интервала I, содержащего x и y.
Легко видеть, что

d(x, y) � max{d(x, z),d(z, y)} ∀x, y, z ∈ X,
т.е. d(x, y) является ультраметрикой на X.

(i) Евклидова метрика |x− y| и введенная ультраметрика d(x, y) определяют неэквивалентные
топологии. Действительно, по определению

d(x, y) � |x− y| ∀x, y ∈ X;

с другой стороны,

d(1− ε, 1) = 2 ∀ε ∈ (0, 1].

(ii) Пара (X,d) является полным, локально компактным, некомпактным и сепарабельным мет-
рическим пространством. В этом метрическом пространстве множество B всех открытых
шаров совпадает с множеством всех диадических интервалов.

(iii) Каждый открытый шар B в (X,d) является замкнутым компактом, каждая точка a ∈ B
может рассматриваться как его центр, любые два шара либо не пересекаются, либо один
является подмножество другого и т. д. Таким образом, (X,d) является собственным вполне
несвязным метрическим пространством. В частности, (X,d) гомеоморфно канторову мно-
жеству с выколотой точкой.

(iv) Борелевская σ-алгебра, порожденная ультраметрическими шарами, совпадает с классиче-
ской борелевской σ-алгеброй, порожденной евклидовой метрикой.

1.3. Иерархический лапласиан. ПустьD—множество всех локально постоянных функций с ком-
пактным носителем, κ ∈ ]0, 1[—фиксированный параметр.
Иерархический лапласиан L вводится как сумма (минус) марковских образующих Lr чисто

скачкообразных процессов1

(Lf)(x) =

+∞∑
r=−∞

(1− κ)κr

⎛
⎜⎝f(x)− 1

|Ir(x)|
∫

Ir(x)

f dl

⎞
⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
(Lrf)(x)

∀f ∈ D.

Так как каждый элементарный лапласиан Lr может быть записан в виде

Lrf(x) =

∞∫

0

(
f(x)− f(y)

)
Jr(x, y)dy, Jr(x, y)dy = (1− κ)κr−1︸ ︷︷ ︸

λr(x)

·1Ir(x)(y)/|Ir(x)|dy︸ ︷︷ ︸
Ur(x,dy)

,

оператор L может быть представлен в виде гиперсингулярного интегрального оператора:

(Lf)(x) =

∞∫

0

(
f(x)− f(y)

)
J(x, y)dy, J(x, y) =

κ−1 − 1

1− κ/2 ·
1

d(x, y)1+α
, α =

2

log2 1/κ
.

1Марковский процесс называется чисто скачкообразным, если, начиная с любой точки x, все его выборочные
пути, за исключением изолированных скачков, постоянны и непрерывны справа.
Основными данными, определяющими процесс, являются (i) функция 0 < λ(x) < ∞ и (ii) марковское ядро

U(x, dy), удовлетворяющее условию U(x, {x}) = 0. Интуитивно, частица, начиная с положения x, остается в этом
положении в течение экспоненциально распределенного времени с параметром λ(x); за это время она «перескаки-
вает» в новое положение x′ в соответствии с распределением U(x, ·) и т. д.
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1.4. Спектр оператора L. Каждому диадическому интервалу I = [(i − 1)2r, i2r) поставим в
соответствие функцию Хаара

XI(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

2−r/2 при x ∈ [(i− 1)2r, (i− 1/2)2r),

−2−r/2 при x ∈ [(i− 1/2)2r , i2r),

0 при x /∈ I.
Функция Хаара XI является собственной функцией оператора L, соответствующей собственному
значению κr:

LXI = κrXI .

Легко видеть, что каждое собственное значение κr имеет бесконечную кратность.
Множество {XI : I ∈ B} является полным ортонормированным базисом в L2(0,∞). В частно-

сти, L— существенно самосопряженный оператор, имеющий чисто точечный спектр

Spec(L) = {κr : r ∈ Z} ∪ {0}.

1.5. Ядро теплопроводности оператора L. Оператор L порождает симметричную марков-
скую полугруппу (e−tL)t>0. Полугруппа (e−tL)t>0 допускает непрерывное ядро теплопроводности
p(t, x, y) (фундаментальное решение уравнения (∂t − L)u = v), которую можно оценить следую-
щим образом:1

p(t, x, y) � t

[t1/α + d(x, y)]1+α
, α =

2

log2 1/κ
.

Функция p(t, x, x) не зависит от x. Полагая p(t) := p(t, x, x), по формуле спектрального разреше-
ния получаем

p(t) = t−1/αA( log2 t),

где A(τ)—непрерывная непостоянная α-периодическая функция. В частности, в отличие от клас-
сического случая (симметричные устойчивые плотности), функция t→ p(t) не имеет регулярного
изменения.

1.6. Множитель Тэйблсона—Владимирова. Примечательно, что введенный выше иерархиче-
ский лапласиан L можно отождествить с множителем Тэйблсона—Владимирова Dα, α > 0, дей-
ствующим в L2(Q2), где Q2—поле 2-адических чисел,

D̂αf(ζ) = ‖ζ‖α2 f̂(ζ).

В частности, −Dα— симметричный α-стабильный генератор Леви, действующий на абелевой
группе Q2, ядро теплопроводности которого pα(t, x, y) можно оценить следующим образом:

pα(t, x, y) � t[
t1/α + ‖x− y‖2

]1+α .

2. Операторы типа Шрёдингера. В дальнейшем рассмотрим множитель Тэйблсона—Вла-
димирова Dα, α > 0, действующий в L2(Qp), где Qp—кольцо p-адических чисел, снабженное
нормированной мерой Хаара. Одно из возможных определений Dα очевидно:

D̂αf(ζ) = ‖ζ‖αp f̂(ζ).

1Ядро p(t, x, y) является непрерывной (и даже локально липшицевой) функцией в введенной d-топологии, но
разрывной функцией в евклидовой топологии. Этот факт следует из представления

p(t, x, y) = t

1/d∗(x,y)∫

0

e−tτN(τ )dτ,

где d∗(x, y)—ультраметрика, определяющая топологию, эквивалентную d-топологии и внутренне связанная с L,
а N(τ )— так называемая спектральная функция распределения, связанная с лапласианом L (см. [7]).
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2.1. Случай локально ограниченных потенциалов. Пусть V —локально ограниченная функция
и V : u→ V · u—множитель. Оператор H = Dα + V с областью определения D является плотно
определенным симметричным оператором, действующим в L2(0,∞).

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения:
1. Оператор H существенно самосопряжен.
2. Если V (x) → +∞ при x → ∞, то самосопряженный оператор H имеет компактную
резольвенту. (Таким образом, его спектр дискретен.)

3. Если V (x)→ 0 при x→∞, то существенный спектр оператора H совпадает со спектром
оператора Dα. (Таким образом, спектр оператора H является чисто точечным спектром,
отрицательная часть которого состоит из изолированных собственных значений конеч-
ной кратности.)

Замечание 2. Для оператора Шрёдингера H = −Δ + V в RD утверждение о существенной
самосопряженности H, вообще говоря, неверно. Действительно, в случае оператора Шрёдингера

Hψ = −ψ′′ + V · ψ, ψ ∈ C∞
c (0,∞),

где V (x) = −xγ , γ > 2б существует континуум самосопряженных расширений оператора H.
Кроме того, согласно С. Котани, спектр оператора H может содержать нетривиальные абсо-

лютно непрерывные и сингулярные непрерывные части.1

2.2. Случай потенциалов с локальными особенностями. Если нас интересуют потенциалы с
локальными особенностями, такие, как V (x) = b‖x‖−β

p , b ∈ R, x ∈ Qp, то для того чтобы доказать,
что квадратичная форма

Q(u, u) := QDα(u, u) +QV (u, u) (1)
определенная на множестве

dom(Q) := dom(QDα) ∩ dom(QV ),

является плотно определенной, замкнутой и ограниченной снизу, необходимы некоторые локаль-
ные условия на потенциал V ; следовательно, она ассоциирована с ограниченным снизу самосо-
пряженным оператором H. Принято писать H = Dα +V , но следует иметь в виду, что это сумма
квадратичных форм, а не сумма операторов, как в предыдущем подразделе.

Теорема 3. Если 0 � V ∈ L1
loc(Qp), то квадратичная форма (1) является регулярной формой

Дирихле. В частности, это форма неотрицательного самосопряженного оператора H,

Q(u, u) = (H1/2u,H1/2u),

а множество D является ядром формы Q.

Замечание 4. Ясно, что теорема 3 может быть распространена на потенциалы V , ограничен-
ные снизу и лежащие в L1

loc(Qp) после добавления достаточно большой положительной констан-
ты. Если же нас интересуют потенциалы V с отрицательными локальными особенностями, то
необходимы более сильные локальные условия на V , чтобы можно было доказать замкнутость
формы Q.

Определение 5. Пусть p � 1—фиксированное число. Говорят, что потенциал V лежит в Lp+
L∞, если V = V ′ + V ′′, где V ′ ∈ Lp(X,m) и V ′′ ∈ L∞(X,m). Это разложение не единственно, и в
некоторых случаях можно добиться того, чтобы ‖V ′‖p было сколь угодно малым.
Теорема 6. Пусть оператор Dγ действует в Lp(Qp) и Q = QDγ + QV — квадратичная фор-

ма (1), где V ∈ Lp +L∞ при некотором p > 1/γ. Тогда имеют место следующие утверждения:
1. квадратичная форма Q плотно определена, замкнута и ограничена снизу ; следовательно,
ей соответствует ограниченный снизу самосопряженный оператор H.

2. Если 2 � 1/γ < p, то dom(H) = dom(Dγ); аналогично для 1/γ < 2 и p = 2.
1Справедлив ли этот результат в условиях иерархического лапласиана (например, множителя Тэйблсона—

Владимирова) — интересный открытый вопрос.
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2.3. Положительный спектр. Приведем критерий того, что спектр оператора типаШрёдингера
H = Dα + V содержится в интервале [0,∞). Предполагаем, что квадратичная форма Q =
QDα + QV является плотно определенной, замкнутой, ограниченной снизу, имеет ядро D, а H
является ограниченным снизу самосопряженным оператором, ассоциированным с Q. Однако за-
метим, что даже если Spec(H) содержится в интервале [0,∞), форма Q не является форма Ди-
рихле, если не выполнено условие V � 0.
С помощью интерполяции оператор Dα : D → L2(Qp) можно расширить на каждое из банахо-

вых пространств C∞(Qp) и Lq(Qp), 1 � q <∞, как минус марковский генератор. Для упрощения
обозначений по-прежнему будем обозначать расширенный оператор через Dα, указывая при необ-
ходимости его область определения.
Следующее утверждение непосредственно следует из p-адической версии классического нера-

венства Харди:

(n− 2)2

4

∫

Rn

|f(x)|2
‖x‖2 dx �

∫

Rn

|∇f(x)|2dx,

которое в нашем случае принимает вид
(

Γp

(
1 + α

2

))2 ∫

Qp

|f(x)|2
‖x‖αp

dx � QDα(f, f).

Здесь Γp(z) = (1−pz−1)(1−p−z)−1— p-адическая гамма-функция. Функция z → Γp(z) мероморф-
на в комплексной плоскости C и удовлетворяет функциональному уравнению

Γp(z)Γp(1− z) = 1.

Теорема 7. Предположим, что 0 < α < 1 и почти всюду выполняется неравенство

V−(x) �
(

Γp

(
1 + α

2

))2

‖x‖−α
p .

Тогда

Spec(Dα + V ) ⊆ [0,∞).

Чтобы обосновать теорему 7, докажем сначала следующее утверждение.

Теорема 8. Пусть H — ограниченный снизу самосопряженный оператор, ассоциированный с
квадратичной формой Q. Предположим, что существует функция 0 < f ∈ domC∞(X)(D

α), для
которой почти всюду выполняется неравенство

V (x) � −Dαf(x)

f(x)
.

Тогда форма Q неотрицательно определена; в частности, Spec(H) ⊆ [0,∞).

Полагая

V (x) = −Dαf(x)

f (x)
,

где f(x) = ‖x‖βp при некотором подходящем β, и применяя тождество

Dα‖x‖βp =
Γp(β + 1)

Γp(β + 1− α)
‖x‖β−α

p ∀β �= α,

получаем нужный результат.
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2.4. Отрицательный спектр. Далее обсудим несколько результатов, дающих информацию об
отрицательной части спектра оператора H = Dγ + V .

Теорема 9. Пусть V ∈ Lp(Qp) для некоторого p > 1/γ. Имеют место следующие факты:
1. Оператор H = Dγ + V имеет существенный спектр, совпадающий со спектром операто-
ра Dγ.

2. В частности, если H имеет отрицательный спектр, то он состоит из последователь-
ности отрицательных собственных значений конечной кратности. Если эта последова-
тельность бесконечна, то она сходится к нулю.

3. Предположим, что существует открытое множество U ⊂ X, на котором потенциал V
отрицателен. Если Eλ —инфимум спектра оператора Hλ = Dγ + λV , то Eλ � 0 для всех
λ � 0 и lim

λ→∞
Eλ = −∞.

Доказательство. 1. По теореме 6, если число c > 0 достаточно велико, то оператор H + cI
неотрицателен и

1

2

∥∥∥(Dγ + cI)1/2u
∥∥∥
2
�
∥∥∥(H + cI)1/2u

∥∥∥
2
� 3

2

∥∥∥(Dγ + cI)1/2u
∥∥∥
2

(2)

для всех u ∈ dom(QL). Положим Δ := (Dγ + cI)−1 − (H + cI)−1; тогда

Δ = (Dγ + cI)−1V (H + cI)−1 = ABCDE,

где

A = (Dγ + cI)−1/2, B = (Dγ + cI)−1/2|V |1/2, C = sign(V ) · B∗,

D = (Dγ + cI)1/2(H + cI)−1/2, E = (H + cI)−1/2.

Ясно, что A и E —ограниченные операторы в L2(Qp), B∗ и C —компактные операторы в L2(Qp),
а D— ограниченный оператор в L2(Qp) согласно (2). Таким образом, являясь произведением
компактного и ограниченного операторов, разность двух резольвент Δ является компактным
оператором в L2. Согласно теории возмущений линейных операторов, H и L имеют один и тот
же существенный спектр (см., например [2]). Поскольку Specess(D

γ) = Spec(Dγ) ⊂ [0,∞], любая
отрицательная точка спектра оператора H должна быть изолированным собственным значением
конечной кратности. Любой предел отрицательных собственных значений лежит в существенном
спектре и, следовательно, единственной возможной предельной точкой является нуль.
2. Неравенство Eλ � 0 при всех λ � 0 вытекает из следующих фактов:

{0} ∈ Specess(D
γ), Specess(D

γ + λV ) = Specess(D
γ).

Чтобы доказать второе утверждение, заметим, что D является ядром для QDγ +QλV , так что

Eλ = inf
{
QDγ (u, u) +QλV (u, u) : u ∈ D, ‖u‖2 = 1

}
. (3)

Выберем функцию u ∈ D. носитель которой лежит в множестве U ; тогда
Eλ � QDγ (u, u) +QλV (u, u) = QDγ (u, u) − λ

∫

U

|V ||u|2dm→ −∞ as λ→∞. �

Следующий пример показывает, что решающим вопросом существования отрицательных соб-
ственных значений в теореме 9 для всех λ > 0 является скорость, с которой потенциал V (x)
сходится к 0 при ‖x‖p →∞.
Пример 10. Пусть 0 < α < 1 и Hλ = Dα − λV , где

V (x) =
(‖x‖p + 1

)−β

для некоторых 0 < β < 1 и λ > 0.
1. Если β � α, то применима теорема 9, так что существует положительный порог существо-

вания отрицательных собственных значений оператора Hλ.
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2. Если β > α, то количество отрицательных собственных значений Hλ с учетом их кратностей
можно оценить следующим образом:

Neg(Hλ) � c(α, β)λ1/α.

Действительно, применяя результат С. Молчанова и Б. Вайнберга, получаем

Neg(Hλ) � c(α)

∫

Qp

(λV )1/αdm = c(α)λ1/α
∫

Qp

dm(x)

(‖x‖p + 1)β/α
= c(α, β)λ1/α.

3. Если 0 < β < α, то получается совершенно иной результат.

Теорема 11. В обозначениях примера 10, предположим, что 0 < β < α. Тогда Hλ имеет
непустой отрицательный спектр для всех λ > 0.

Доказательство. Пусть f := D−α1B , где B —шар с центром в нейтральном элементе, который
будет указан позже. Пусть

fT =

(
1T
m(T )

− 1T ′

m(T ′)

)
.

Функция f принадлежит dom(Dα) и вычисления по формуле спектрального разрешения дают

D−α1B/m(B) = D−α
∑

T :B⊆T

fT =
∑

T :B⊆T

D−αfT =
∑

T :B⊆T

(
m(T ′)

p

)α

fT =

=
∑

T :B⊆T

m(T )α
(

1T
m(T )

− 1T ′

m(T ′)

)
= m(B)α−1

∑
T :B⊆T

(
m(T )

m(B)

)α−1(
1T − 1

p
1T ′

)
.

В частности, W := (Dαf)/f выражается следующим образом:

W =
1B

D−α1B
=

p− pα

p− 1

1B
m(B)α

=
p− pα

p− 1

1B
diam(B)α

.

Если λ > 0 and 0 < β < α, то существует такой шар B достаточно большого диаметра diam(B),
так что

W (x) <
λ(‖x‖p + 1

)β = λV (x)

для всех x ∈ Qp. Следовательно, поскольку f принадлежит dom(Dα), получаем

QHλ
(f, f) = QDα(f, f)−QλV (f, f) < QDα(f, f)−QW (f, f) = (Dαf, f)− (W · f, f) = 0,

и требуемый результат следует из формул Рэлея—Ритца. �

3. Лемма о расщеплении. В некоторых случаях спектральные свойства оператора H = L+V
могут быть сведены к спектральным свойствам некоторого оператора H = L+ V, определенного
на дискретном ультраметрическом пространстве X , например, X = {0, 1, 2, . . . }.

3.1. Соответствие L↔ L. Рассмотрим семейство диадических разбиений {Πr} множества X :
Π0 = {0, 1, 2, . . . , n, . . . }—простые точки,
Π1 = {(0, 1), (2, 3), (4, 5), (6, 7), . . . },
Π2 = {(0, 1, 2, 3), (4, 5, 6, 7), . . . }, . . .

и определим очевидным образом иерархическую структуру (ультраметрику, множество ультра-
метрических шаров и т. д.).
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Определение 12. Пусть Ir = {(i − 1)2r, . . . , i2r − 1} и Ir(x)— единственный ультраметриче-
ский шар Ir, содержащий x. Иерархический лапласиан L, ассоциированный с X , определяется
следующим образом:

(Lf)(x) =

∞∑
r=1

(1− κ)κr

⎛
⎝f(x)− 1

2r

∑
y∈Ir(x)

f(y)

⎞
⎠ .

Оператор L является ограниченным симметрическим оператором с собственными значени-
ями κr, r = 1, 2, . . . . Соответствующие собственные функции являются дискретными версиями
функций Хаара XI , определенных в непрерывном случае.

3.2. Соответствие V ↔ V. Рассмотрим потенциал

V =

∞∑
i=0

σi1[i,i+1)

и определим его дискретную версию

V =
∞∑
i=0

σiδi.

Ясно, что оператор V : f → V · f можно записать в виде

Vf =
∞∑
i=0

σi(f, δi)δi.

3.3. Соответствие H ↔ H. Наряду с оператором Hf = Lf + V f рассмотрим его дискретный
аналог, а именно, оператор

Hf := Lf + Vf.
Для описания соответствия H ↔H определим два подпространства в L2(0,∞):

L2
− = span{XIr : r � 0}, L2

+ = span{1Ir : r � 0}.
Лемма 13 (лемма о расщеплении). Во введенных выше обозначениях имеем:
(i) L2(0,∞) = L2− ⊕ L2

+;
(ii) пространства L2− и L2

+ редуцируют оператор H;
(iii) если I ⊂ [i, i + 1) имеет ранг r, то HXI = (κr + σi)XI ;
(iv) оператор H, ограниченный на L2

+, можно отождествить с оператором H.
4. Возмущения ранга 1. Предположим, что однородное ультраметрическое пространство с
мерой (X, d,m) является счетным. В этом случае X можно отождествить со счетной абелевой
группой G (например, со слабой суммой циклических групп), снабженной последовательностью
{Gn}n∈N его малых подгрупп. Каждый шар в G— это множество вида g + Gn для некоторых g
и n.
Пусть L— однородный иерархический лапласиан и

Hf(x) = Lf(x)− σ(f, δa)δa(x),

возмущение ранга 1 оператора L.
Напомним теорему Сfqмона—Вольфа о чисто точечном спектре возмущения ранга 1 операторов

с простым спектром.

Определение 14. Говорят, что самосопряженный оператор A, действующий в гильбертовом
пространстве H, имеет простой спектр, если существует такой вектор ϕ (циклический вектор),
что {(A− λ)−1ϕ | Imλ > 0}— тотальное множество для H.
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4.1. Критерий Саймона—Вольфа. Пусть A— самосопряженный оператор с простым спектром
в гильбертовом пространстве H, а ϕ—циклический вектор. Согласно спектральной теореме про-
странство H унитарно эквивалентно пространству L2(R, μ), так что A— это умножение на x с
циклическим вектор ϕ ≡ 1. Пусть Hσ = A−σ(ϕ, ·)ϕ— возмущение ранга 1 оператора A. Положим

F (x) :=

∫
(x− y)−2dμ(y) = lim

ε→0

∥∥(A− (x+ iε)I)−1ϕ
∥∥2 .

Теорема 15. Зафиксируем интервал (a, b). Следующие свойства эквивалентны:
(i) Hσ имеет только чисто точечный спектр в (a, b) σ-п.в.;
(ii) F (x) <∞ для почти всех x ∈ (a, b).

В общем случае H0 := {(A − λI)−1ϕ | Imλ > 0}— замкнутое подпространство; его ортогональ-
ное дополнение (H0)⊥ является инвариантным пространством оператора H и H = A на (H0)⊥.
Таким образом, переход от циклического случая к общему очевиден.
Функция ϕ = δa не является циклическим вектором для L, поскольку оператор L имеет много

собственных функций с компактным носителем вне a.
Чтобы показать, что спектр оператора Hσ = L − σδa является чисто точечным спектром для

всех σ, воспользуемся тождеством типа Крейна

RV (λ, x, y) = R(λ, x, y) +
σR(λ, x, a)R(λ, a, y)

1− σR(λ, a, a)
,

где
R(λ, x, y) = (L− λI)−1δy(x), RV (λ, x, y) = (Hσ − λI)−1δy(x)

резольвентные ядра.

Теорема 16. Спектр Spec(Hσ) является чисто точечным спектром для всех σ. Он состоит
не более чем из одного отрицательного собственного значения и счетного числа положитель-
ных собственных значений.
При σ > 0 оператор Hσ имеет ровно одно отрицательное собственное значение

λσ− < 0 < · · · < λk+1 < λσk < λk < · · · < λ2 < λσ1 < λ1

тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих двух условий:
(i) марковская полугруппа (e−tL)t>0 рекуррентна, т.е. R(0, a, a) =∞;
(ii) марковская полугруппа (e−tL)t>0 является переходной, т.е.R(0, a, a) <∞ и R(0, a, a) > 1/σ.
Если σ < 0, то все собственные значения оператора Hσ положительны:

0 < · · · < λk+1 < λσk < λk < · · · < λ2 < λσ1 < λ1 < λσ+.

Собственные значения λk являются собственными значениями оператора L. Все собственные
значения λk имеют бесконечные кратности и финитные собственные функции— собственные
функции оператора L, носители которых не содержат a.
Собственное значение λσk (соответственно, λ

σ−, λσ+) является единственным решением урав-
нения

R(λ, a, a) =
1

σ
на интервале ]λk+1, λk[ (соответственно, ]−∞, 0[, ]λ1,+∞[). Каждое λσk (соответственно, λ

σ−,
λσ+) имеет кратность 1 и собственную функцию с некомпактным носителем ψk(x) = R(λσk , x, a)
(соответственно, ψ−(x) = R(λσ−, x, a), ψ+(x) = R(λσ+, x, a)).

5. Разреженные потенциалы. Предположим, что ультраметрическое пространство с мерой
(X, d,m) является счетно бесконечным. Анализ конечномерных возмущений

V =
n∑

i=1

σiδai

показывает, что в случае увеличения расстояний между положениями {ai} всплесков Vi = −σiδai
их вклад в спектр близок к сумме вкладов отдельных всплесков Vi (каждый всплеск вносит по
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одному собственному значению в каждую лакуну (κm+1,κm) спектра оператора L). Разработка
этой идеи приводит к рассмотрению класса разреженных потенциалов

V =
∞∑
i=1

σiδai ,

где расстояния между точками {ai : i = 1, 2, . . . } образуют бесконечно большую последователь-
ность. В классической спектральной теории эта идея восходит к Д. Б. Пирсону, С. Молчанову,
А. Киселеву, Дж. Ласту, С. Саймону и Б. Саймону.
Введем следующие обозначения: I∗—множество предельных точек последовательности {σi},

1/I∗ := {1/σ∗ : σ∗ ∈ I∗}, R−1(1/I∗) := {λ : R(λ, a, a) ∈ 1/I∗}.
Теорема 17. Предположим, что α < σi < β при некоторых α, β > 0 и

lim
n→∞ sup

i�n

∑
j�n:
j 
=i

1

d(ai, aj)
= 0. (4)

Тогда
Specess(H) = Spec(L) ∪R−1(1/I∗). (5)

6. Спектральная локализация. Теорема 17 не содержит информации об абсолютно непре-
рывной Specac(H) и сингулярно непрерывной Specsc(H) частях спектра Spec(H). Следующая
теорема показывает, что при более строгих предположениях Specac(H) = ∅ и Specsc(H) = ∅,
т.е. Spec(H) является чисто точечным спектром. Более того, собственные функции H экспонен-
циально затухают на бесконечности в некоторой ультраметрике (это так называемое свойство
спектральной локализации).
Рассмотрим оператор типа Шрёдингера со случайным потенциалом

Hω = L+ V ω, ω ∈ (Ω,F , P ).

Здесь детерминированная часть L оператора Hω есть иерархический лапласиан и

V ω =
∑
a∈I

σ(a, ω)1B(a)

представляет собой случайный потенциал, определяемый семейством открытых шаров {B(a) :
a ∈ I} и семейством {σ(a, ω) : a ∈ I} независимых и одинаково распределенных случайных
величин. Поскольку множество всех открытых шаров счетно, множество I местоположений не
более чем счетно.
В дальнейшем будем предполагать, что все B(a), a ∈ Iб принадлежат одному и тому же ори-

циклу (т.е. имеют одинаковый диаметр). Тогда лемма о расщеплении сводит исследование мно-
жества Specess(H

ω) к случаю, когда ультраметрическое пространство с мерой (X, d,m) счетно,
а потенциал V ω имеет вид

V ω =
∑
a∈I

σ(a, ω)δa.

Если I = X, то оператор

Hω = L+
∑
a∈X

σ(a, ω)δa

имеет чисто точечный спектр для P -почти наверное ω при условии, что функция распределе-
ния Fσ(τ) удовлетворяет некоторым условиям регулярности. Это утверждение (теорема о спек-
тральной локализации) впервые появилось в работе Молчанова (Fσ(τ)—распределение Коши),
а затем в более общем виде в двух работах Кричевского. Доказательство по существу основано
на самоподобии Hω.
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Пусть σi(ω) := σ(ai, ω). Предположим, что функция распределения Fσ(x) абсолютно непре-
рывна и имеет ограниченную плотность, поддерживаемую конечным интервалом I . Далее пред-
положим, что

V ω =
∑
i

σi(ω)δai

является разреженным потенциалом, т.е.

lim
n→∞ sup

i�n

∑
j�n:
j 
=i

1

d(ai, aj)
= 0.

Следующая теорема о спектральной локализации дополняет теорему 17 о структуре множества
Spec(Hω). Доказательство этой теоремы основано на абстрактной форме теоремы Саймона—
Вольфа для чисто точечного спектра, технике дробных моментов, лемме Молчанова о расцепле-
нии и рассуждениях типа Бореля—Кантелли.

Теорема 18. Спектр Spec(Hω) является чисто точечным ω-почти наверное (т.е. Specac(H)
и Specsc(H) пустые множества ω-почти наверное) при условии, что

lim
n→∞ sup

i�n

∑
j�n:
j 
=i

1

d(ai, aj)r
= 0 (6)

для некоторого достаточно малого r(скажем, 0 < r < 1/3). Кроме того,

Specess(H
ω) = Spec(L) ∪ I1 ∪ I2 ∪ . . . ,

где Ik —интервалы {λ ∈ (λk+1, λk) : R(λ, a, a) ∈ 1/I}.
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1. Введение. В монографии [16] М. А. Акивис и В. В. Гольдберг разработали теорию подмно-
гообразий в многомерном проективном пространстве. В частности, рассматриваются подмного-
образия грассмановых многообразий. В [2] они изучили многообразия с вырожденным гауссовым
отображением, которые являются многомерными аналогами торсов или развертывающихся по-
верхностей трехмерного евклидова пространства. В последнее время многообразия с вырожден-
ным гауссовым отображением изучаются как с проективной точки зрения, так и с евклидовой.
М. А. Акивис и В. В. Гольдберг написали монографию [17] по проективной дифференциаль-
ной геометрии, в которой были получены некоторые фундаментальные результаты. Например,
что многообразия с вырожденным гауссовым отображением включают в себя не только кону-
сы и торсы, но и достаточно широкий класс гиперповерхностей, которые не являются конусами
или торсами. В своих рассуждениях М. А. Акивис и В. В. Гольдберг систематически использо-
вали фокальные образы: фокальные гиперповерхности и фокальные конусы, ассоциированные
с многообразием с вырожденным гауссовым отображением. Это позволяет авторам представить
геометрию исследуемых многоообразий и провести полную их классификацию.
В фундаментальной монографии [18], наряду с глубоким изучением дифференциальной гео-

метрии конформного и псевдоконформного пространства произвольной размерности и подмного-
образий в этих пространствах, М. А. Акивис и В. В. Гольдберг основательно исследовали диффе-
ренциальную геометрию грассмановых многообразий, многообразий с грассмановой структурой
и многообразий с почти грассмановой структурой. М. А. Акивис рассматривает почти грассма-
нову структуру как расслоение конусов Сегре на многообразии. Результаты, полученные в этой
монографии, имеют фундаментальный характер по проективной и конформной дифференци-
альным геометриям. Эти результаты являются классическими — настолько они глубоки как по
содержанию, так и по форме и полноте изложения.
Указанное определение почти грассмановой структуры использовали в дальнейшем И. М. Гель-

фанд и С. П. Гиндикин в интегральной геометрии Радона—Хелгасона (см. [10]), а также в других
своих работах, решая основную задачу интегральной геометрии для n-мерных допустимых ком-
плексов прямых и n-мерных допустимых комплексов m-мерных плоскостей в проективном про-
странстве Pn. Полученные И. М. Гельфандом и С. П. Гиндикиным формулы обращения лежат
в основе компьютерной томографии. Такие задачи были положены в основу послойного изоб-
ражения внутренней структуры исследуемого объекта. В том числе в этих исследованиях были
получены новейшие научные достижения; в 2003 г. за изобретение метода магнитно-резонансной
томографии — способа получения томографических послойных изображений для исследования
внутренних органов и тканей человека —П. Мэнсфилд и П. Лотербур получили Нобелевскую
премию по физиологии и медицине. В 2010 г. была создана четырехмерная электронная томо-
графия — техника визуализирования динамики трехмерных объектов во времени. Эта техника
позволяет наблюдать за пространственно-временными характеристиками микрообъектов.
Таким образом, М. А. Акивис и В. В. Гольдберг открыли новое поле исследований в проектив-

ной дифференциальной геометрии, в частности, дифференциальной геометрии подмногообразий
грассманова многообразия, которое успешно развивается и применяется в настоящее время. Ак-
туальность таких исследований заключается в том, что дифференциальная геометрия подмно-
гообразий грассмановых многообразий расширяет теорию грассмановых многообразий [11–14],
связана с исследованиями лагранжевых и квантовых грассмановых многообразий [3, 4], а также
применяется в теоретической физике [19, 20].
Предметом исследования настоящей статьи является геометрия комплексов двумерных плоско-

стей в проективном пространстве Pn, содержащих конечное число торсов и характеризующихся
особой конфигурацией их характеристических прямых. Отметим, что некоторые классы допу-
стимых комплексов [10] из изучаемых комплексов двумерных плоскостей исследовались в [5].
Настоящая работа относится к исследованиям в области проективной дифференциальной гео-
метрии на основе метода подвижного репера Э. Картана и метода внешних дифференциальных
форм [16]. Эти методы позволяют с единой точки зрения изучать дифференциальную геомет-
рию подмногообразий различных размерностей грассманова многообразия, а также обобщить
полученные результаты для конкретных многообразий на более широкие классы многообразий
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многомерных плоскостей. Основная задача дифференциальной геометрии подмногообразий грас-
смановых многообразий заключается в проведении единой классификации различных классов
таких подмногообразий, выяснения их строения и связанная с этим задача определения произ-
вола их существования, а также изучение свойств подмногообразий различных классов. Дан-
ные исследования являются продолжением работ [6–9,21]. Для изучения таких подмногообразий
применяется грассманово отображение многообразия G(2, n) на 3(n − 2)-мерное алгебраическое
многообразие Ω(2, n) пространства PN , где N = C3

n+1−1. Заметим, что в дифференциальной гео-
метрии подмногообразий грассманова многообразия операцию суммирования будем производить
по правилу Эйнштейна, как это принято в тензорном анализе, в частности, в его приложениях
к общей теории относительности.
В [1,15] М. А. Акивис отмечает, что пересечение алгебраического многообразия Ω(2, n) с его ка-

сательным пространством TlΩ(2, n) представляет собой конус Сегре C(3, n−2). Этот конус имеет
размерность n и несет плоские образующие размерностей n− 2 и 3, пересекающиеся по прямым.
Проективизация PBl(2) этого конуса есть многообразие Сегре S(2, n − 3). Многообразие Сегре
S(2, n− 3) инвариантно при проективных преобразованиях пространства P 3(n−2)−1 = PTlΩ(2, n),
являющегося проективизацией с центром в точке l касательного пространства TlΩ(2, n) к алгебра-
ическому многообразию Ω(2, n), и его будем использовать для классификации рассматриваемых
подмногообразий грассманова многообразия G(2, n), а также для интерпретации их свойств в тер-
минах проективных алгебраических многообразий. Классификация подмногообразий грассмано-
ва многообразия G(2, n) основана на различных конфигурациях плоскости PTlΩ(2, n) и многооб-
разия Сегре S(2, n− 3).
Так как дифференциальная геометрия грассмановых многообразий далеко еще не изучена,

то такой подход к их исследованию представляется актуальным. Дифференциальная геометрия
грассмановых многообразий представляет самостоятельный интерес для дифференциальной гео-
метрии, а также одновременно является одним из важных средств построения и изучения других
многообразий в проективных пространствах. Одной из наиболее красивых областей дифференци-
альной геометрии, где во всей полноте проявляются преимущества инвариантных бескоординат-
ных методов исследования, является теория комплексов многомерных плоскостей проективного
пространства [5].

2. Отображение и многообразие Сегре. Отображение Сегре определяется как отображе-
ние

ϕ : Pm × Pn → P (m+1)(n+1)−1,

которое переводит упорядоченную пару точек X и Y проективных пространств Pm и Pn в точку
Z, однородные координаты которой — попарные произведения однородных координат точек X
и Y , записанные в лексикографическом порядке:

ϕ : (x0 : x1 : . . . : xm), (y0 : y1 : . . . : yn)→ (x0y
0 :, x0y

1 : . . . : xiy
p : .. : xmy

n).

Образ этого отображения является проективным алгебраическим многообразием, называемым
многообразием Сегре в честь итальянского математика Беньямино Сегре (1903—1977) и обозна-
чается S(m,n). Размерность многообразия Сегре S(m,n) равна m + n. Если координаты точки
Z в пространстве P (m+1)(n+1)−1 обозначить через zua (a, b = 0, 1, . . . ,m и u, v = 0, 1, . . . , n), то
многообразие Сегре S(m,n) представляет собой пересечение квадрик:

zuaz
v
b − zvazub = 0.

Многообразие Сегре S(m,n)— это алгебраическое многообразие порядка Cm
m+n. Запишем одно-

родные координаты точки проективного пространства P (m+1)(n+1)−1 в виде прямоугольной мат-
рицы (zua ) размеров (m+ 1)× (n+ 1). Тогда последняя система уравнений эквивалентна условию
вида

rang(zua ) = 1.

Многообразие Сегре S(m,n) можно определить параметрическими уравнениями

zua = xay
u
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(см. [1, 15]), где zua — однородные координаты точки проективного пространства P (m+1)(n+1)−1.
Из этих параметрических уравнений вытекает, что многообразие Сегре S(m,n) является образом
прямого произведения двух проективных пространств Pm и Pn размерностей соответственно m
и n. Отметим одно важное свойство многообразий Сегре S(m,n), а именно эти многообразия
остаются инвариантными при проективных преобразованиях пространства PN , определяемых
уравнениями

z∗ua = auvb
b
az

v
b .

Многообразие Сегре S(m,n) несет n-параметрическое семейство m-мерных плоских образу-
ющих: α-образующих, для получения параметрических уравнений которых необходимо зафик-
сировать в последних уравнениях однородные координаты yu точки проективного пространства
Pn, а также m-параметрическое семейство n-мерных плоских образующих: β-образующих, для
получения параметрических уравнений которых необходимо зафиксировать в последних уравне-
ниях однородные координаты xa точки проективного пространства Pm. При этом через каждую
точку многообразия Сегре S(m,n) проходит одна плоская образующая одного семейства и одна
плоская образующая другого семейства. Любые две плоские образующие различных семейств
пересекаются в одной точке, а плоские образующие одного семейства не имеют общих точек.
Многообразие Сегре S(m,n) можно представить как семейство (m + n − 1)-мерных алгебраи-

ческих многообразий Сегре Sλ(m,n− 1) для всех гиперплоскостей λ проективного пространства
Pn или как семейство (m+ n− 1)-мерных алгебраических многообразий Сегре Sμ(m− 1, n) для
всех гиперплоскостей μ проективного пространства Pm. Замечая, что пересечение алгебраиче-
ских многообразий Сегре Sλ(m,n − 1) и Sμ(m − 1, n) для двух фиксированных проективных
пространств Pn и Pm представляет собой (m+n− 2)-мерное алгебраическое многообразие Сегре
Sλμ(m − 1, n − 1), можно многообразие Сегре S(m,n) представить как семейство (m + n − 2)-
мерных алгебраических многообразий Сегре Sλμ(m − 1, n − 1) для всех гиперплоскостей λ и μ
проективных пространств Pn и Pm.
Рассмотрим в качестве примера двумерное многообразие Сегре S(1, 1). Многообразие Сегре

S(1, 1) представляет собой невырожденную линейчатую квадрику трехмерного проективного про-
странства, несущую однопараметрическое семейство прямолинейных α-образующих и однопа-
раметрическое семейство прямолинейных β-образующих. Через каждую точку этой квадрики
проходит одна α-образующая и одна β-образующая. При этом две прямолинейные образующие,
принадлежащие различным семействам, пересекаются, а две прямолинейные образующие, при-
надлежащие одному семейству, не имееют общих точек. Квадрика Сегре S(1, 1) определятся урав-
нением

z00z
1
1 − z10z01 = 0.

Многообразие Сегре S(1, 1) можно представить как одномерное многообразие α-образующих
и как одномерное многообразие β-образующих. С другой стороны, это многообразие Сегре S(1, 1)
образуют прямые, пересекающие три фиксированные прямые общего положения трехмерного
проективного пространства. Здесь следует заметить, что в аффинных координатах двумерно-
му многообразию Сегре S(1, 1) соответствуют однополостный гиперболоид и гиперболический
параболоид.

3. Характеристические прямые и трехмерные характеристические плоскости тор-
сов, принадлежащих комплексу двумерных плоскостей. В настоящей работе продол-
жаем исследования, начатые в [6–9, 21]. В проективном пространстве Pn рассмотрим ρ-мер-
ные комплексы Cρ двумерных плоскостей, содержащие конечное число торсов — развертыва-
ющихся поверхностей. Условие, при котором комплексы Cρ содержат конечное число торсов,
определяется из следующих рассуждений. Рассмотрим проективизацию касательной плоскости
TlΩ(2, n) с центром в точке l. Эта проективизация представляет собой проективное пространство
P 3(n−2)−1 = PTlΩ(2, n). На основании теоремы Грассмана в проективном пространстве должно
выполняться следующее равенство:

dimPTlV
ρ + dimSl(2, n − 3) = dimP 3(n−2)−1 + dim(PTlV

ρ ∩ Sl(2, n − 3)).
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Если размерность пересечения плоскости PTlV
ρ и многообразия Сегре Sl(2, n − 3) равна r, то

получим
(ρ− 1) + (2 + (n − 3)) = 3(n− 2)− 1 + r.

Отсюда следует, что
ρ− 1 = 2(n− 3) + r.

Утверждение, что комплекс Cρ двумерных плоскостей в проективном пространстве Pn содер-
жит конечное число торсов, означает равенство нулю размерности пересечения плоскости PTlV ρ

и многообразия Сегре Sl(2, n − 3), т.е. r = 0. Если r = 0, то искомую зависимость размерности
комплекса Cρ, его двумерной образующей и проективного пространства Pn, получаем в виде:

ρ− 1 = 2(n − 3).

Таким образом, комплекс Cρ двумерных плоскостей в проективном пространстве Pn содержит
конечное число торсов тогда и только тогда, когда размерность комплекса Cρ, его двумерной
образующей и проективного пространства Pn связаны соотношением ρ− 1 = 2(n − 3).
Для пятимерных комплексов двумерных плоскостей пятимерного пространства, которые со-

держат конечное число торсов, обнаруживается инвариантная зависимость их строения от кон-
фигурации характеристических трехмерных плоскостей, касательных к торсам, и характеристи-
ческих прямых в двумерной образующей L, по которой пересекаются две соседние образующие
торсов (5). Отсюда возникает вопрос: имеют ли рассматриваемые комплексы Cρ двумерных плос-
костей, содержащие конечное число торсов, подобную инвариантную зависимость. Комплексу Cρ

при грассмановом отображении [16] соответствует ρ-мерное многообразие V ρ, лежащее на алгеб-
раическом многообразии Ω(2, n), являющемся образом многообразия G(2, n) двумерных плоско-
стей проективного пространства Pn. В каждой своей точке l, соответствующей двумерной плос-
кости L проективного пространства Pn, многообразие V ρ имеет ρ-мерную касательную плоскость
TlV

ρ. Проективизация касательной плоскости TlV ρ с центром в точке l представляет собой (ρ−1)-
мерную проективную плоскость PTlV ρ. Различным видам взаимного расположения плоскости
PTlV

ρ и инвариантного многообразия Сегре Sl(2, n − 3) = P 2 × Pn−3, являющимся проективи-
зацией конуса Bl(2) асимптотических направлений второго порядка, соответствуют различные
классы комплексов Cρ ⊂ G(2, n). При этом конус Bl(2) есть конус Сегре C(3, n − 2) и представ-
ляет собой пересечение алгебраического многообразия Ω(2, n) и его касательного пространства
TlΩ(2, n), т.е.

Bl(2) = Ω(2, n) ∩ TlΩ(2, n).

В пространстве Pn рассмотрим семейство точечных реперов AI (I, J,K = 0, 1, . . . , n) и семей-
ство реперов, образованных гиперплоскостями

αI = (−1)I(A0, . . . , AI−1, AI+1, . . . , An).

Уравнения перемещения этих реперов имеют вид:

dAI = ωJ
I AJ , dαI = −ωI

Jα
J ,

где ωJ
I —линейные дифференциальные формы, удовлетворяющие структурным уравнениям про-

ективного пространства Pn:
dωJ

I = ωK
I ∧ ωJ

K .

Пусть L—двумерная плоскость пространства Pn. Свяжем с этой плоскостью семейство точечных
реперов так, чтобы точки Ai, i = 0, 1, 2, принадлежали плоскости L. Тогда

dAi = ωj
iAj + ωp

iAp, dAp = ωi
pAi + ωq

pAq,

где i, j = 0, 1, 2 и p, q = 3, 4, . . . , n. Отсюда видно, что двумерная плоскость L в пространстве Pn

зависит от 3(n − 2) параметров, линейными комбинациями дифференциалов которых являются
формы ωp

i . На многообразии Ω(m,n) асимптотические направления второго порядка, выходящие
из точки l, определяются условием

d2l = 0 (mod TlΩ(m,n)).



36 И. В. БУБЯКИН

Отсюда следует, что уравнения конуса Bl(2) асимптотических направлений второго порядка име-
ют вид

ωp
i ω

q
j − ωq

i ω
p
j = 0. (1)

Из этих уравнений видно, координаты ωp
i точки конуса Bl(2) допускают параметрическое пред-

ставление
ωp
i = aix

p. (2)

Поэтому конус Bl(2) асимптотических направлений второго порядка совпадает с конусом Сегре
Cl(3, n−2). Рассмотрим теперь проективизацию касательной плоскости TlΩ(2, n) с центром в точ-
ке l. Эта проективизация представляет собой проективное пространство P 3(n−2)−1 = PTlΩ(2, n),
в котором формы ωp

i являются однородными координатами произвольной точки. При проективи-
зации асимптотическому конусу Bl(2) соответствует многообразие Сегре Sl(2, n−3) проективного
пространства P 3(n−2)−1, определяемое теми же уравнениями (1), что и конус Bl(2) в касательном
пространстве TlΩ(2, n). Многообразие Сегре Sl(2, n−3) представляет собой (3(n−2)−1)−2(n−3) =
(n− 1)-мерную алгебраическую поверхность порядка C2

n−1 = Cn−3
n−1 (см. [22–24]), несущую два се-

мейства плоских образующих размерностей 2 и n− 3, зависящих соответственно от n− 3 и 2
параметров. При этом две образующие, принадлежащие различным семействам, имеют общую
точку, а две образующие, принадлежащие одному семейству, не пересекаются. Через каждую его
точку проходит по одной образующей из каждого семейства. В пространстве Pn конусу Сегре
Sl(2, n − 3) соответствует совокупность двумерных плоскостей, пересекающих двумерную плос-
кость L по прямым. Каждая из этих плоскостей лежит в одной трехмерной плоскости с плоско-
стью L. Многообразие Сегре Sl(2, n − 3) остается инвариантным при проективных преобразова-
ниях пространства P 3(n−2)−1.
Плоскость PTlV ρ в пространстве P 3(n−2)−1 = PTlΩ(2, n) определяется теми же уравнениями,

что и касательная плоскость TlV ρ в касательном пространстве TlΩ(2, n). Поскольку на комплексе
Cρ двумерная плоскость L зависит от ρ параметров, то среди форм ωp

i лишь ρ линейно незави-
симых. Следовательно, комплекс Cρ задается n− 1 (α = 1, 2, . . . , n − 1) дифференциальными
уравнениями:

Λαi
p ω

p
i = 0, (3)

где ωp
i —линейные дифференциальные формы, обращение в нуль которых фиксирует двумерную

плоскость L на комплексе Cρ.
Рассмотрим однопараметрическое семейство двумерных плоскостей L в пространстве Pn. Та-

кое семейство представляет собой трехмерную поверхность с двумерными плоскими образующи-
ми. Эта поверхность называется торсом [16, 17], если она является тангенциально вырожденной
поверхностью ранга один. Торсу на алгебраическом многообразии Ω(2, n) соответствует кривая,
касательные к которой служат прямолинейными образующими этого многообразия. Данная кри-
вая является асимптотической линией многообразия Ω(2, n), поэтому в произвольной точке этой
линии выполняются уравнения (1). Следовательно, дифференциальные уравнения торсов в про-
странстве Pn можно записать в виде

ωp
i = aix

pdt. (4)

Каждый торс, проходящий через двумерную плоскость L, определяет на ней характеристиче-
скую прямую, которая является пересечением двух бесконечно близких образующих, и харак-
теристическую трехмерную плоскость, касательную плоскость к торсу. Найдем уравнения ха-
рактеристических образов торсов. Пусть M = xiAi (i = 0, 1, 2) — произвольная точка двумерной
плоскости L. Дифференциал этой точки, в силу (4), вычисляется следующим образом:

dM = (dxi + xjωi
j)Ai + (aix

i)(xpAp)dt,

где p = 3, 4, . . . , n. Отсюда видно, что характеристическая прямая в двумерной плоской образу-
ющей L комплекса Cρ определяется уравнением

aix
i = 0,
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а характеристическая трехмерная плоскость, содержащая двумерную плоскую образующую L
комплекса Cρ, определяется двумерной плоскостью L и точкой

S = xpAp.

Из уравнений (3), ввиду (4), получим следующую систему уравнений:

Λαi
p aix

p = 0, α = 1, 2, . . . , n− 1. (5)

Эта система уравнений определяет характеристическую прямую торса, принадлежащего ком-
плексу Cρ, если выполняется условие

rang(Λαi
p ai) = n− 3. (6)

Из этого соотношения определяются характеристические прямые в двумерной образующей L
комплекса Cρ. Условие:

rang(Λαi
p x

p) = 3 (7)
определяет точки S пересечения характеристических трехмерных плоскостей с двойственной
к двумерной плоскости L в пространстве Pn (n− 2)-мерной плоскостью. Эти точки вместе с дву-
мерной плоскостью L определяют трехмерные характеристические плоскости торса.

4. К дифференциальной геометрии комплексов Cρ, определяемых конфигурацией
характеристических прямых торсов. В проективном пространстве Pn рассмотрим ρ-мерный
комплекс Cρ (ρ = 2(n− 3) + 1) двумерных плоскостей L и C2

n−1 различных торсов, принадлежа-
щих этому комплексу Cρ. Комплекс Cρ назовем специальным, если для каждой его образующей
L торса характеристические прямые — прямые пересечения двух бесконечно близких образую-
щих и трехмерные характеристические плоскости — трехмерные касательные плоскости к торсам
имеют специальную конфигурацию [5]. Рассмотрим специальные комплексы двумерных плоско-
стей в проективном пространстве Pn, содержащие конечное число торсов, у которых в каждой
образующей L имеются характеристические прямые, проходящие через одну точку. При этом
характеристические прямые, принадлежащие одному пучку, различны, а трехмерные характери-
стические плоскости соответствующих торсов находятся в общем положении. Если число пучков,
содержащих характеристические прямые торсов, равно α, то рассматриваемый комплекс двумер-
ных плоскостей обозначим через Cρ(α).
Строение комплексов Cρ(1) выясняет следующая теорема.

Теорема 1. Комплекс Cρ двумерных плоскостей явлется комплексом Cρ(1) тогда и только
тогда, когда его образующие касаются тангенциально невырожденной гиперповерхности.

Доказательство. Предположим, что комплекс Cρ двумерных плоскостей явлется комплексом
Cρ(1). Тогда в его образующей L = A0 ∧ A1 ∧ A2 имеются характеристические прямые, принад-
лежащие одному пучку. Свяжем с таким комплексом репер так, чтобы вершина A0 совпадала c
центром пучка прямых. Точки A1, A2, A1+λ1A2, . . . , A1+λn−5A2 поместим на n−2 характеристи-
ческие прямые. Далее расположим в трехмерных характеристических плоскостях, проходящих
через плоскость L соответствующих торсов, вершины A3, A4, . . . , An. Тогда из (5) получим, что

Λα2
3 = 0, Λα1

4 = 0, Λα1
5 − Λα2

5 = 0, (8)

Λα1
4 − λ1Λα2

4 = 0, Λα1
n − λn−5Λ

α2
n = 0, (9)

где α = 1, 2, . . . , n − 1, i = 0, 1, . . . ,m, p = 3, 4, . . . , n. В силу этих соотношений система уравне-
ний (3), определяющая рассматриваемые комплексы, не содержит линейных дифференциальных
форм

ω3
2 , ω4

1, ω5
1 − ω5

2, ω4
1 − λ1ω4

2, . . . , ωn
1 − λn−5ω

n
2 .

Следовательно, все входящие в систему уравнений (3) формы можно выразить через n−3 линейно
независимые формы θr (r = 1, 2, . . . , n − 3), дополняющие до базиса комплекса указанные n − 2
формы. В частности, линейные формы ωp

0 (p = 3, 4, . . . , n) выражаются через базисные формы θr

в виде
ωp
0 = λprθ

r. (10)
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Ввиду (10) дифференциал точки A0 запишется так:

dA0 = ω0
0A0 + ωk

0Ak + (λprAp)θr,

где k = 1, 2, p = 3, 4 . . . , n, r = 1, 2, . . . , n−3. Отсюда видно, что точка A0 описывает тангенциально
невырожденную гиперповерхность, касательная гиперплоскость в точке A0 к которой определя-
ется плоскостью L и точками λprAp. Следовательно, образующие L комплекса Cρ(1) касаются
этой тангенциально невырожденной гиперповерхности.
Докажем теперь обратное утверждение. Пусть все образующие L комплекса Cρ касаются

некоторой тангенциально невырожденной гиперповерхности. Совместим вершину A0 с теку-
щей точкой этой гиперповерхности. В ее касательную гиперплоскость, содержащую плоскость
L = A0 ∧ A1 ∧ A2, поместим вершины A3, A4, . . . , An−1. Тогда уравнение этой гиперповерхности
примет вид

ωn
0 = 0. (11)

Формы ω3
0, ω

4
0 , . . . , ω

n−1
0 , линейно независимые на гиперповерхности (11), будут независимыми

и на комплексе Cρ. Ввиду этого их можно включить в число базисных форм комплекса Cρ.
Дополним их до базиса комплекса Cρ независимыми формами θs, где s = 1, 2, . . . , n− 2.
Однопараметрическое семейство плоскостей L, для которых dA0 ∈ L, определяется уравнени-

ями

ωp
0 = 0, (12)

ωp
k = λpksθ

s, (13)

k = 1, 2, p = 3, 4, . . . , n и s = 1, 2, . . . , n− 2, где

θs = μsdt. (14)

Среди этих семейств имеются торсы, которые в силу (4) определяются уравнениями

ωp
2 = νωp

1. (15)

Согласно (13), (14), (15) получим
(λp2s − νλp1s)μs = 0. (16)

Для того, чтобы эта система имела ненулевое решение относительно μs, необходимо и достаточно
выполнение условия

det(λp2s − νλp1s) = 0. (17)
Это условие представляет собой уравнение степени n−2 относительно ν. Поэтому оно определяет
для каждой образующей комплекса Cρ в общем случае n− 2 торса, характеристические прямые
которых принадлежат одному пучку с центром в точке A0.
В силу (13) и (14) дифференциал точки Ak запишется в виде

dAk = ω0
kA0 + ωl

kAl + (λpksμ
sAp)dt. (18)

Уравнение (17) имеет в общем случае n−2 различных корней. Тогда направления, определяемые
решениями μs системы уравнений (16), соответствующие этим корням, будут линейно независи-
мыми. Ввиду этого из (18) вытекает, что трехмерные характеристические плоскости, касательные
к соответствующим торсам, находятся в общем положении.
Найдем уравнения характеристических прямых, проходящих через точку A0. Дифференциал

точки M = xiAi двумерной плоскости L имеет вид

dM = (dxi + xjωi
j)Ai + xiωp

iAp. (19)

Отсюда видно, что характеристические прямые определяются уравнениями

xiωp
i = 0, (20)

где формы ωp
i удовлетворяют уравнениям (4). Характеристические прямые, проходящие через

точку A0, находятся в силу (12) и (13) из условия

xkλpksμ
s = 0. (21)
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Ввиду (12) имеем, что уравнения
x1 + νx2 = 0 (22)

при различных значениях ν, удовлетворяющих (15), определяют на каждой образующей комплеса
Cρ n − 2 различных характеристических прямых, принадлежащих пучку с центром в точке A0.
Таким образом, построенный комплекс двумерных плоскостей L является комплексом Cρ(1).
Теорема полностью доказана. �
Рассмотрим теперь комплекс Cρ(2), в каждой образующей которого имеется два пучка прямых,

содержащих n − 2 характеристические прямые. В силу доказанной теоремы 1 такие комплексы
представляют собой комплексы Cρ двумерных плоскостей L, касающихся двух тангенциально
невырожденных гиперповерхностей. Точки касания плоскостей L с этими гиперповерхностями
являются центрами указанных выше двух пучков прямых. При этом справедлива следующая
теорема.

Теорема 2. Общие касательные к двум тангенциально невырожденным гиперповерхностям,
порождающим комплекс Cρ(2), являются характеристическими прямыми образующих этого
комплекса.

Доказательство. Совместим вершины A0 и A1 с текущими точками двух тангенциально невы-
рожденных гиперповерхностей, касательные гиперплоскости которых содержат образующую L
комплекса Cρ(2). В (n− 2)-мерную плоскость, по которой пересекаются касательные гиперплос-
кости, поместим вершины A3, A4, . . . , An−2. Вершины A4 и A5 поместим в соответствующие ка-
сательные гиперплоскости. Тогда уравнения гиперповерхностей примут вид

ωn
0 = 0, (23)

ωn−1
1 = 0. (24)

Данные уравнения выполняются на комплексе Cρ(2), а следовательно, совпадают с двумя из
n−1 уравнений (3), определяющих рассматриваемые комплексы Cρ(2). Ввиду этого, условию (6),
определяющему характеристические прямые на двумерной плоскости L, удовлетворяют танген-
циальные координаты прямой A0∧A1 — общей касательной двух тангенциально невырожденных
гиперповерхностей (21) и (22). Следовательно, эта касательная прямая является характеристи-
ческой прямой образующей L комплекса Cρ(2). Теорема доказана. �
Из теоремы 2 вытекает, что у комплексов Cρ(α) в каждой образующей всякие пучки прямых,

содержащих n− 2 характеристических прямых торсов, имееют общую характеристическую пря-
мую. Двумерные плоскости, касающиеся α тангенциально невырожденных гиперповерхностей,
образуют комплекс коразмерности α, произвол существования которого равен соответственно
одной, двум, . . . , n−1 функциям n−3 аргументов. Эти функции определяют тангенциально невы-
рожденные гиперповерхности в пространстве Pn. Поскольку комплексы Cρ(α) представляют со-
бой сечения общего вида комплексов двумерных плоскостей коразмерности α (α = 1, 2, . . . , n−1),
произвол существования комплексов Cρ(1) равен n− 2 функциям 2(n − 3) + 1 аргументов, ком-
плексов Cρ(2) равен n−3 функциям 2(n−3)+1 аргументов, . . . , комплексов Cρ(n−2) равен одной
функции 2(n− 3) + 1 аргументов, комплексов Cρ(n− 1) равен n− 1 функциям n− 1 аргументов.
Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Теорема 3. Комплекс Cρ является комплексом Cρ(α) тогда и только тогда, когда его обра-
зующие L касаются α тангенциально невырожденных гиперповерхностей. При этом комплексы
Cρ(α− 1) определяются с произволом (n−α)− 1 функций 2(n− 3) + 1 аргументов, а комплексы
Cρ(n− 1) определяются с произволом n− 1 функций n− 1 аргументов.

Комплексы Cρ(α) являются сомодвойственными. Рассмотрим, например, комплексы Cρ(1).
Образующие этих комплексов касаются некоторой тангенциально невырожденной гиперповерх-
ности. Совместим вершину A0 с текущей точкой этой гиперповерхности. Поместим вершины
A3, A4, . . . , An−1 в касательную гиперплоскость к этой гиперповерхности, проходящую через об-
разующую L комплекса Cρ(1). Тогда уравнение рассматриваемой гиперповерхности примет вид

ωn
0 = 0. (25)
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Данное уравнение выполняется на комплексе Cρ(1). Тогда одно из уравнений (5) запишется сле-
дующим образом:

a0x
n = 0.

Рассмотрим характеристические прямые на плоскости L, не принадлежащие пучку прямых
с центром в точке A0. Для таких прямых, ввиду последнего равенства, получим

xn = 0.

Это уравнение показывает, что трехмерные характеристические плоскости соответствующих тор-
сов лежат в касательной гиперплоскости к тангенциально невырожденной гиперповерхности (23).
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Если характеристические прямые n− 2 проходящих через двумерную плоскость
L торсов комплекса Cρ(1) принадлежат одному пучку γ, то трехмерные касательные плос-
кости C2

n−2 других торсов лежат в одной гиперплоскости— касательной к гиперповерхности,
описываемой центром пучка γ и наоборот, если трехмерные характеристические плоскости
n− 2 проходящих через плоскость L торсов комплекса Cρ(1), принадлежат одной гиперплоско-
сти π, то характеристические прямые C2

n−2 других торсов принадлежат одному пучку, центр
которого описывает тангенциально невырожденную гиперповерхность, в каждой точке кото-
рой касающуюся гиперплоскости π.
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ЭЛЕКТРОДИНАМИКА В КОМПЛЕКСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Аннотация. В статье рассматривается комплексное пространство-время, реализованное в алгеб-
ре бикватернионов. В этом формализме даются уравнения Максвелла и динамические уравнения
Лоренца. Доказана теорема о тождестве магнитных монополей и тахионов, несущих электриче-
ский заряд.

Ключевые слова: комплексное пространство-время, бикватернионы, условия регулярности,
уравнения Максвелла, обобщённая теорема Стокса.

ELECTRODYNAMICS IN COMPLEX SPACE
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Abstract. In this paper, we examine the complex space-time realized in the biquaternion algebra
and the Maxwell and Lorentz equations in this formalism. Also, we prove a theorem on the identity of
magnetic monopoles and tachyons carrying an electric charge.

Keywords and phrases: complex space-time, biquaternions, regularity conditions, Maxwell
equations, generalized Stokes theorem.
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Кватернионы с комплексными координатами рассматривал ещё У. Гамильтон, он и назвал их
бикватернионами. В двадцатых годах прошлого века эта алгебра (в матричном варианте) была
использована П. Дираком для записи уравнений релятивистского электрона. В данной статье
будет показано, что уравнения Максвелла также можно записать в алгебре бикватернионов, что
позволяет установить идентичность тахионов, несущих электрический заряд, с магнитными мо-
нополями.
Алгебру бикватернионов H(C) можно рассматривать как алгебру альтернионов (см. [8]) над

трёхмерным (вещественным) евклидовым пространством E3. Если e1, e2, e3 — ортонормирован-
ный базис в пространстве E3, то векторы e1, e2, e3, бивекторы e23 = e2 ∧ e3, e31 = e3 ∧ e1,
e12 = e1 ∧ e2, тривектор e123 = e1 ∧ e2 ∧ e3 и единица образуют базис линейного пространства
алгебры альтернионов Al(E3), т.е. произвольным элементом x алгебры Al(E3) будет

x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 + x23e23 + x31e31 + x12e12 + x123e123,

а произведение в Al(E3) задаётся структурными тождествами

ek · eh = (ek, eh) + ek ∧ eh (1)

с дополнительным условием ассоциативности.
Алгебра Al(E3) обладает внутренней комплексификацией: так как e123 ·ek = ek ·e123, а также

e2123 = −1, то полагают e123 = i =
√−1. Тогда легко видеть, что e23 = ie1, e31 = ie2, e12 = ie3,
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т.е. Al(E3) = H(C), и
x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 + x23e23 + x31e31 + x12e12 + x123e123 =

= (x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3) + i(x123 + x23e1 + x31e2 + x12e3).

При этом для векторов x = x1e1 + x2e2 + x3e3, y = y1e1 + y2e2 + y3e3 ∈ E3 ⊂ H(C)

x · y = (x,y) + ix× y. (2)

Псевдоевклидово пространство-время Минковского реализуется на линейном вещественном
пространстве M4, натянутом на векторы e1, e2, e3 и единицу. А фундаментальная форма на
M4 задаётся произведением элемента x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 ∈M4 ⊂ H(C) на сопряжённый
ему элемент x = x0 − x1e1 − x2e2 − x3e3 ∈M4 ⊂ H(C), так как x · x = x20 − x21 − x22 − x23.
Вложение псевдоевклидова пространства Минковского в комплексное пространство алгебры

бикватернионов полезно во многих отношениях. В частности, в пространстве бикватернионов
единообразно описывается динамика материальных тел, движущихся с любой скоростью.
Пусть движение материальной точки с массой покоя m задано бикватернионом

r(τ) = t(τ) + x(τ)e1 + y(τ)e2 + z(τ)e3 ∈M4 ⊂ H(C),

где

dτ =

√
1− v2

c2
dt, v2 = v21 + v22 + v23 , v1 =

dx

dt
, v2 =

dy

dt
, v3 =

dz

dt
и c— скорость света в вакууме. Тогда для импульса p данной материальной точки получим вы-
ражение

p = mu = m
dr(τ)

dτ
=

m√
1− v2

c2

+
m(v1e1 + v2e2 + v3e3)√

1− v2

c2

. (3)

Если v < c, то импульс будет вещественным бикватернионом, а если v > c, то, как видно из (3),
импульс станет чисто мнимым бикватернионом.
Материальные частицы, движущиеся со скоростью большей скорости света, называют тахио-

нами, а частицы движущиеся со скоростью меньшей скорости света — брадионами [2]. Непосред-
ственно тахионы и брадионы не взаимодействуют, что видно из закона сохранения импульса.
Действительно, пусть p1 и p2 импульсы двух материальных частиц; после их столкновения они
приобретут импульсы p′

1 и p′
2, и по закону сохранения

p1 + p2 = p′
1 + p′

2. (4)

Если обе частицы брадионы или тахионы, то p1 �= p′
1 и p1 �= p′

1, но если одна частица будет
тахионом, а другая брадионом, то из равенства (4) следует, что p1 = p′

1 и p1 = p′
1, а это и означает,

что тахионы и брадионы непосредственно не взаимодействуют. Однако их взаимодействие может
быть опосредованным, например, через электромагнитные поля.
Чтобы понять характер электромагнитного взаимодействия брадионов и тахионов, запишем

уравнения Максвелла в гиперкомплексном формализме.

Теорема 1 (об уравнениях Максвелла). Пусть

F = E1e1 + E2e2 + E3e3 +H1ie1 +H2ie2 +H3ie3

бикватернионнозначная функция F : M4 → H(C) и

D+
4 =

1

c

∂

∂t
+

∂

∂x
e1 +

∂

∂y
e2 +

∂

∂z
e3.

Тогда условие левой регулярности функции F относительно оператора D+
4

−→
D+

4 F =

(
1

c

∂

∂t
+

∂

∂x
e1 +

∂

∂y
e2 +

∂

∂z
e3

)
F = 0 (5)

эквивалентно однородным уравнениям Максвелла для векторов

E = E1e1 + E2e2 + E3e3 и H = H1e1 +H2e2 +H3e3
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напряжённости электрического и магнитного поля (см. [5]).

Доказательство. Действительно:

−→
D+

4 F =

(
∂E1

∂x
+
∂E2

∂y
+
∂E3

∂z

)
+ i

(
∂H1

∂x
+
∂H2

∂y
+
∂H3

∂z

)
+

+
1

c

(
∂E1

∂t
e1 +

∂E2

∂t
e2 +

∂E3

∂t
e3

)
+

1

c

(
∂H1

∂t
ie1 +

∂H2

∂t
ie2 +

∂H3

∂t
ie3

)
−

−
(
∂H3

∂y
− ∂H2

∂z

)
e1 −

(
∂H1

∂z
− ∂H3

∂x

)
e2 −

(
∂H2

∂x
− ∂H1

∂y

)
e3+

+

(
∂E3

∂y
− ∂E2

∂z

)
ie1 +

(
∂E1

∂z
− ∂E3

∂x

)
ie2 +

(
∂E2

∂x
− ∂E1

∂y

)
ie3 = 0,

Доказательство утверждения сразу получается, если выражение для
−→
D+

4 F приравнять нулю
и полученные дифференциальные уравнения записать в формализме векторного анализа. В ре-
зультате получим систему однородных уравнений Максвелла:⎧⎨

⎩
divE = 0,

rotH− 1

c

∂E

∂t
= 0;

⎧⎨
⎩

divH = 0,

rotE +
1

c

∂H

∂t
= 0.

�

В классической электродинамике важную роль играют скалярный и векторный потенциалы φ
и A = A1e1 +A2e2 +A3e3 электромагнитного поля, через которые выражаются векторы E и H

E = − gradφ− 1

c

∂A

∂t
, H = rotA, (6)

или в координатах:

E1 = −∂φ
∂x
− 1

c

∂A1

∂t
, E2 = −∂φ

∂y
− 1

c

∂A2

∂t
, E3 = −∂φ

∂z
− 1

c

∂A3

∂t
,

H1 =
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z
, H2 =

∂A1

∂z
− ∂A3

∂x
, H3 =

∂A2

∂x
− ∂A1

∂y
.

Потенциал для электромагнитного поля можно ввести и в гиперкомплексном формализме.
Для этого возьмём линейный дифференциальный оператор

D−
4 =

1

c

∂

∂t
− ∂

∂x
e1 − ∂

∂y
e2 − ∂

∂z
e3,

сопряжённый оператору D+
4 , и рассмотрим функцию Φ = φ−A = φ−A1e1−A2e2−A3e3. Тогда

D−
4 Φ = −∂φ

∂x
e1 − ∂φ

∂y
e2 − ∂φ

∂z
e3 − 1

c

∂A1

∂t
e1 − 1

c

∂A2

∂t
e2 − 1

c

∂A3

∂t
e3+

+

(
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z

)
e23 +

(
∂A1

∂z
− ∂A3

∂x

)
e31 +

(
∂A2

∂x
− ∂A1

∂y

)
e12 +

∂A1

∂x
+
∂A2

∂y
+
∂A3

∂z
+

1

c

∂φ

∂t
.

Если потребовать для компонент векторного и скалярного потенциалов выполнение калибро-
вочного условия Лоренца:

∂A1

∂x
+
∂A2

∂y
+
∂A3

∂z
+

1

c

∂φ

∂t
= 0, (7)

то получим, что
−→
D−

4 Φ = E1e1 +E2e2 +E3e3 +H1e23 +H2e31 +H3e12 = F. (8)

Из представления (8) функции электромагнитного поля F немедленно следует, что, если поле
F удовлетворяет однородным уравнениям Максвелла, то скалярный потенциал φ ≡ A0 и все
компоненты Ak векторного потенциала A электромагнитного поля F удовлетворяют волновому
уравнению

∂2Aα

∂x2
+
∂2Aα

∂y2
+
∂2Aα

∂z2
− 1

c2
∂2Aα

∂t2
= 0. (9)
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Это утверждение сразу получается из того, что
−→
D+

4

−→
D−

4 ≡
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2
, (10)

и потому из условия
−→
D4F = 0 получим
−→
D+

4

−→
D−

4 Φ =
−→
D+

4 F =

(
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2

)
Φ = 0. (11)

Заметим, кстати, что из (8) также следует, что, если напряжённости электрического поля E
и магнитного поля H удовлетворяют однородным уравнениям Максвелла, то вещественные ком-
поненты Ek и Hk бикватернионнозначной функции электромагнитного поля F также удовлетво-
ряют волновому уравнению.
Однородные уравнения Максвелла (уравнения Максвелла без токов и зарядов) представляют

собой условие регулярности бикватернионнозначной функции напряжённости электромагнитно-
го поля F = F(x, y, z, t), т.е. система уравнений Максвелла эквивалентна уравнению (�). В свя-
зи с этим естественно возникает вопрос: как в гиперкомплексном формализме можно записать
неоднородные уравнения для электромагнитного поля, порождённого электрическими зарядами
и токами?
Для этого введём функцию

J = ρ− j1e1 + j2e2 + j3e3
c

≡ ρ− j

c
, (12)

где ρ—плотность электрического заряда, а j = j1e1 + j2e2 + j3e3 —плотность электрического
тока. Тогда имеет место следующее утверждение.

Следствие 1 (об уравнениях Максвелла). Уравнение
−→
DF = 4πJ (13)

эквивалентно системе неоднородных уравнений Максвелла с электрическими зарядами и тока-
ми:

divE = 4πρ

rotH− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
j

⎫⎬
⎭ ;

divH = 0

rotE +
1

c

∂H

∂t
= 0

⎫⎬
⎭ . (14)

Запись неоднородных уравнений Максвелла с токами и зарядами в форме гиперкомплексно-
го дифференциального уравнения (7) имеет много преимуществ по сравнению с традиционной
векторной записью этих великих уравнений (подобно тому как векторная форма записи урав-
нений Максвелла более предпочтительна по сравнению с их координатной записью). Например,
запись однородных уравнений Максвелла в форме (�) позволяет средствами гиперкомплексного
анализа получать законы сохранения динамических величин для электромагнитных полей [5].
В частности, справедливое в силу уравнения (5) интегральное тождество типа Коши∫

∂Θ

F∗ · σ4 · F =

∫

Θ

(F∗←−D+
4 · F + F∗ · −→D+

4 F)dV4 = 0,

где F∗ = E1e1 + E2e2 + E3e3 −H1ie1 −H2ie2 −H3ie3, а

σ4 = −c−1dx ∧ dy ∧ dz + e1dy ∧ dz ∧ dt− e2dz ∧ dx ∧ dt+ e3dx ∧ dy ∧ dt
представляет собой закон сохранения энергии-импульса электромагнитного поля в простран-
ственно-временной области Θ, а интегральное тождество∫

∂Θ

Φ · σ4 · F =

∫

Θ

(Φ
←−
D+

4 · F + Φ · −→D+
4 F)dV4 = 0,

где Φ = ϕ+ A ≡ ϕ+A1e1 +A2e2 +A3e3, ϕ— скалярный и A = A1e1 +A2e2 +A3e3 — векторный
потенциалы электромагнитного поля, является следствием однородных уравнений Максвелла
и формул (�), выражающих напряжённости электрического и магнитного поля из скалярного
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и векторного потенциала. Оно соответствует закону сохранения некоторой динамической вели-
чины для электромагнитного поля.
Чтобы выяснить физический смысл этой динамической величины, возьмём в качестве области

интегрирования Θ полосу пространства-времени, ограниченную гиперплоскостями T1 с уравне-
нием t = t1 и T2 с уравнением t = t2. Тогда, считая электромагнитное поле достаточно быстро
убывающим до нуля на бесконечности, получим следующую интегральную величину

S(T ) =

∫∫∫

T

(Φ · F + F ·Φ)dV3,

которая сохраняет своё значение на всех гиперплоскостях T с уравнением t = const или, что то
же самое, на всём трёхмерном пространстве во все моменты времени. И так как

Φ · F + F ·Φ = (ϕ+ A) · (E + iH) + (E + iH) · (ϕ−A) = 2ϕE− 2A×H + 2iϕH + 2iA×E,

то эта величина имеет смысл собственного момента импульса (спина) электромагнитного поля,
поскольку в калибровке, при которой скалярный потенциал полагают равным нулю, плотность
собственного момента импульса электромагнитного поля равна s ≡ A×E.
Так в самых общих чертах выглядит классическая электродинамика Максвелла в гиперком-

плексном формализме.
Такой формализм позволяет нам не только записывать в бескоординатной форме уравнения

электродинамики, но и вскрывает глубинную связь этих уравнений с геометрической структурой
пространства и времени. И уже поэтому гиперкомплексный подход к описанию электромагнит-
ных полей обладает несомненной ценностью. Но эта ценность многократно увеличивается в связи
с тем, что в этом формализме просто решаются некоторые давние проблемы классической элек-
тродинамики.
Важно ещё то, что те же методы гиперкомплексного анализа, которые применялись к за-

дачам электродинамики, можно использовать и для исследования других физических полей.
В частности, с помощью гиперкомплексного анализа получаем возможность записывать различ-
ные уравнения теории поля в инвариантной форме, учитывающей геометрическую структуру
пространства-времени.
Но, пожалуй, основным достоинством бикватернионной записи уравнений Максвелла с токами

и зарядами является решение одной давней проблемы классической электродинамики при помо-
щи такой формы этих великих уравнений. Речь пойдёт о проблеме магнитных зарядов и о суще-
ствовании частиц, несущих изолированный магнитный полюс. Из практики известно, что любой
магнит всегда имеет два полюса, которые условно называют северным и южным. И если какой-
либо магнит разделить на несколько частей, то каждая часть снова будет иметь по два полюса.
А может ли некоторое материальное тело (например, элементарная частица) иметь единствен-

ный полюс — северный или южный? Такой изолированный полюс получил название магнитного
заряда, а частицы, несущие магнитный заряд, стали называть магнитными монополями. Гипо-
тезу о магнитных монополях ещё в 1931 году высказал знаменитый физик-теоретик Поль Адриен
Морис Дирак в статье «Квантовые сингулярности в электромагнитном поле». Исходя из кванто-
вомеханических соображений, Дирак предположил, что существуют частицы, несущие магнит-
ный заряд и чисто теоретически вывел некоторые свойства этих гипотетических частиц, которые
с тех пор получили название монополей Дирака [10].
Авторитет Дирака был настолько велик, а его рассуждения обладали такой безупречной ло-

гикой, что большинство физиков были уверены в том, что магнитные монополи вскоре будут
обнаружены экспериментально. Но шли годы и десятилетия, а поиск магнитных монополей не
приносил результатов. Другие теоретические предсказания Дирака (например, его гипотеза о су-
ществовании античастиц) находили блестящее подтверждение в экспериментах. А магнитные мо-
нополи упорно ускользали от всех попыток их обнаружить. Так возникла проблема магнитных
монополей, решения которой нет до сего дня.
Как должны выглядеть базовые уравнения электродинамики, если предположить, что маг-

нитные заряды существуют? Теория, в которой как электрические, так и магнитные заряды вы-
ступают в качестве источников электромагнитного поля, базируется на обобщённых уравнениях
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Максвелла, которые в векторном формализме имеют такой вид:

divE = 4πρε

rotH− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
jε

⎫⎬
⎭ ;

divH = 4πρμ

rotE +
1

c

∂H

∂t
=

4π

c
jμ

⎫⎬
⎭ . (15)

где ρε —плотность электрических зарядов, ρμ —плотность магнитных зарядов, jε = jε1e1 + jε2e2 +
jε3e3 —плотность тока электрических зарядов, а jμ = jμ1 e1 + jμ2 e2 + jμ3 e3 —плотность тока маг-
нитных зарядов [10].
Чтобы записать обобщённые уравнения Максвелла в гиперкомплексном формализме, доста-

точно в уравнение (13) вместо (12) подставить следующую бикватернионнозначную функцию
тока:

J = Jε + Jμ ≡ ρε + ρμe123 − jε
c

+
jμ
c
, (16)

тогда обобщённые уравнения Максвелла с электрическими и магнитными зарядами и токами (15)
можно записать в виде (13).
Гиперкомплексная форма записи (13) обобщённых уравнений Максвелла предпочтительнее их

традиционной записи (15). Это становится понятным, если положим e123 = i ≡ √−1. Тогда
плотность электрического тока

Jε = ρε − jε
c
≡ ρε − jε1e1 + jε2e2 + jε3e3

c

будет вещественным 4-вектором, а плотность тока магнитных зарядов будет чисто мнимым 4-
вектором

Jμ = i

(
ρμ − jμ

c

)
≡ i
(
ρμ − jμ1 e1 + jμ2 e2 + jμ3 e3

c

)
.

Рассмотрим одиночный электрический заряд ε, движущийся со скоростью

v = v1e1 + v2e2 + v3e3.

Для него

J = εu =
ε√

1− v2/c2 +
ε(v1e1 + v2e2 + v3e3)√

1− v2/c2 . (17)

Когда v2 = v21 + v22 + v23 < c2, бикватернион J будет вещественным, а если v2 > c2, то биква-
тернион J станет чисто мнимым. Но поскольку любой электрический ток представляет собой
поток электрически заряженных частиц, то можно утверждать, что электрический ток тахионов
выражается чисто мнимым бикватенионом. И подставляя

J = iρ+ (j1ie1 + j2ie2 + j3ie3) (18)

в бикватернионное уравнение (7), получим такую систему уравнений⎧⎨
⎩

divE = 0,

rotH− 1

c

∂E

∂t
= 0;

⎧⎨
⎩

divH = 4πρ,

rotE +
1

c

∂H

∂t
=

4πρ

c
j.

(19)

Эта система уравнений описывает электромагнитные поля, которые порождаются магнитными
зарядами и магнитными токами. И таким образом получается, что токи электрически заря-
женных тахионов создают такие же электромагнитные поля, как и токи брадионов, несущих
магнитный заряд.
Рассмотрим теперь характер взаимодействия с электромагнитным полем брадионов и тахио-

нов. Для этого запишем в гиперкомплексном формализме уравнения Лоренца

d

dt

mv√
1− v2/c2 = ε(E + v ×H/c) (20)
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для движения в электромагнитном поле частиц с электрическим зарядом ε и массой покоя m.
Чтобы это векторное уравнение переписать как бикватернионное уравнение, умножим бикватер-
нион (четырёхмерной) скорости

u = u0 + u1e2 + u2e2 + u3e3 =
ε√

1− v2/c2 +
v1e1 + v2e2 + v3e3√

1− v2/c2
справа на бивектор электромагнитного поля F:

F · u = (E1e1 + E2e2 + E3e3 +H1ie1 +H2ie2 +H3ie3) · (u0 + u1e2 + u2e2 + u3e3) =

= u0(E1e1 + E2e2 + E3e3) + u0(H1ie1 +H2ie2 +H3ie3)+

+ (E1u1 + E2u2 + E3u3) + i(H1u1 +H2u2 +H3u3)+

+ (u2H3 − u3H2)e1 + (u3H1 − u1H3)e2 + (u1H2 − u2H1)e3+

+ (u2E3 − u3E2)ie1 + (u3E1 − u1E3)ie2 + (u1E2 − u2E1)ie3.

Отсюда видно, что динамическое уравнение

m
du(τ)

dτ
= εF · u/c (21)

в своей вещественной векторной части даст уравнение Лоренца (12). Если взять мнимую вектор-
ную часть уравнения (13), то получим динамическое уравнение

d

dt

mv√
v2/c2 − 1

= ε(H− v×E/c), (22)

которому должно подчиняться движение частиц, несущих магнитный заряд. Но этому же урав-
нению подчиняется и движение электрически заряженных тахионов. Таким образом, объединяя
выводы из уравнений (11) и (14), получаем следующее утверждение, которое сформулируем как
теорему.

Теорема 2 (первая теорема о магнитных монополях). Электромагнитное поле, источником
которого являются токи тахионов, несущих электрические заряды, совпадает с электромаг-
нитным полем, порождённым токами брадионов несущих магнитные заряды.

Доказанная теорема утверждает, что поток электрически заряженных тахионов порождает
такое же электромагнитное поле, как и поток магнитно заряженных брадионов. Можно пока-
зать и обратное. А именно то, что электрически заряженные тахионы ведут себя в стороннем
электромагнитном поле как частицы, несущие магнитный заряд. Другими словами, справедливо
следующее утверждение.

Теорема 3 (вторая теорема о магнитных монополях). Электрически заряженный тахион во
внешнем электромагнитном поле движется также как и магнитный монополь.

Для доказательства этой теоремы запишем в гиперкомплексном формализме уравнение Ло-
ренца (20), которому подчиняется движение заряженных частиц c зарядом e в стороннем элек-
тромагнитном поле.
Пусть u = u0+u1e1+u2e2+u3e3 4-скорость заряженной материальной частицы. Умножим этот

вектор справа на бикватернионнозначную функцию F = E1e1+E2e2+E3e3+H1e23+H2e31+H3e12:

F · u = u0(E1e1 + E2e2 + E3e3) + u0(H1e23 +H2e31 +H3e12)+

+ (E1u1 + E2u2 + E3u3) + (H1u1 +H2u2 +H3u3)e123+

+ (u2H3 − u3H2)e1 + (u3H1 − u1H3)e2 + (u1H2 − u2H1)e3−
− (u2E3 − u3E2)e23 − (u3E1 − u1E3)e31 − (u1E2 − u2E1)e12. (23)

Тогда динамическое уравнение

m
du(τ)

dτ
= eF · u/c (24)
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в своей векторной части даст нам уравнение Лоренца (20), так как

u0 =
c√

1− v2

c2

, u1 =
v1√

1− v2

c2

, u2 =
v2√

1− v2

c2

, u3 =
v3√

1− v2

c2

,

vek

(
m
du(τ)

dτ

)
=

1√
1− v2

c2

d

dt

mv(t)√
1− v2

c2

.

Если взять бивекторную часть уравнения (24), то получим такое уравнение

d

dt

mv(t)√
1− v2

c2

= e

(
H− v × E

c

)
, (25)

которому должно подчиняться движение частиц, несущих магнитный заряд. Но этому же урав-
нению подчиняется и движение электрически заряженных тахионов, скорость которых даётся
чисто мнимым вектором. Это и доказывает вторую теорему о магнитных монополях.
Заметим ещё, что нулевая (скалярная) компонента гиперкомплексного уравнения (24) пред-

ставляет собой уравнение изменения кинетической энергии движущегося заряженного брадиона:
d

dt

mv(t)√
1− v2

c2

= v1E1 + v2E2 + v3E3, (26)

а тривекторная (псевдоскалярная) компонента уравнения (24) представляет собой уравнение из-
менения кинетической энергии движущегося заряженного тахиона:

d

dt

mv(t)√
1− v2

c2

= v1H1 + v2H2 + v3H3. (27)

Итак, электромагнитное поле электрически заряженных тахионов совпадает с электромагнитным
полем, порождённым токами магнитных зарядов, и движение электрически заряженных тахионов
подчиняется динамическому уравнению частиц, несущих магнитный заряд.
Утверждение теорем о магнитных монополях объясняет неудачи экспериментаторов, упорно

ищущих частицы, несущие магнитный заряд [5]: пока не будут найдены тахионы, не будут об-
наружены и магнитные монополи. С другой стороны, из этой теоремы следует существование
магнитного фотоэффекта (возможно, обнаруженного в экспериментах Эренгафта). Он помещал
в магнитное поле железные пылинки, которые освещал сильным световым лучом. При этом пы-
линки изменяли траекторию движения таким образом, как если бы свет выбивал из них магнит-
ные заряды. Позднее опыты Эренгафта воспроизводили другие физики, но разумного объяснения
аномальному движению железных пылинок под действием света (эффекта Эренгафта) до сих пор
не получено, как и не обнаружено следов выбитых магнитных зарядов.
Разумное объяснение результатам опытов Эренгафта даёт нам отождествление магнитных мо-

нополей с электрически заряженными тахионами. В таком случае будем наблюдать взаимодей-
ствие железных пылинок со сверхсветовыми электронами, точно такое же, как с магнитными
монополями, но сами тахионы, несущие электрический заряд, нашими приборами обнаружены
быть не могут. Это сразу следует из гиперкомплексной формы уравнений Максвелла, продол-
женных в область сверхсветовых скоростей.
Мир брадионов и мир тахионов разделён барьером скорости света. Если скорость некоторого

брадиона будет расти, приближаясь к скорости света, то многие его геометрические и физиче-
ские характеристики будут стремиться к бесконечности. Например, для релятивистской массы
M любого материального тела с собственной (инвариантной) массой m будем иметь:

M =
m√

1− v2

c2

→∞,

когда v → c. Это же справедливо и для релятивистского импульса, энергии, момента импульса
и т. д.
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Генрих Герц, открывший электромагнитные волны, как-то сказал об уравнениях Максвелла:
«Нельзя изучать эту удивительную теорию, не испытывая по временам такого чувства, буд-
то математические формулы живут собственной жизнью, обладают собственным разумом—
кажется, что эти формулы умнее нас, умнее даже самого автора, как будто они дают нам
больше, чем в своё время было в них заложено» [3]. Это замечательное высказывание выдаю-
щегося физика XIX века не раз оправдывалось в прошлом и не раз ещё будет подтверждаться
в будущем. Стоит нам чуть более внимательно приглядеться к этим великим уравнениям— и они
открывают нам всё новые и новые знания об окружающем мире. И кажется, что все тайны все-
ленной скрыты в иероглифах формул, о которых Оливер Хевисайд написал после первого с ними
знакомства: «Это было нечто великое, и ещё более великое, и наивеличайшее».
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ОСТОВНЫЕ ЛЕСА И СПЕЦИАЛЬНЫЕ ЧИСЛА
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Аннотация. В статье рассмотрены вопросы перечисления некоторых графов специального ви-
да. Получен ряд новых результатов о числе остовных лесов графов, играющих важную роль
в теории информации. Рассмотрены свойства остовных сходящихся лесов ориентированных гра-
фов, участвующих в построении квазиметрики среднего времени первого прохода— обобщенной
метрической структуры, тесно связанной с эргодическими однородными цепями Маркова. Изуче-
ны характеристики остовных корневых лесов и остовных сходящихся лесов неориентированных
и ориентированных графов, необходимых для построения матрицы относительной лесной доступ-
ности — одной из мер близости вершин графовых структур. Рассуждения проведены на основе
нескольких простейших графовых моделей, в том числе на базе простого пути, простого цикла,
графа-гусеницы и их ориентированных аналогов.

Ключевые слова: граф, путь, цикл, граф-гусеница, остовной cходящийcя корневой лес ориен-
тированного графа, остовной корневой лес неориентированного графа, цепь Маркова, среднее
время первого прохода, матрица относительной лесной доступности.

SPANNING FORESTS AND SPECIAL NUMBERS

c© 2023 E. I. DEZA

Abstract. In this paper, we discuss enumerating some graphs of a special type. New results on the
number of spanning forests of graphs playing an important role in information theory are obtained.
We consider properties of convergent spanning forests of directed graphs involved in the construction
of the quasi-metric of the mean time of the first pass, which is a generalized metric structure closely
related to ergodic homogeneous Markov chains. We examine characteristics of spanning root forests
and convergent spanning forests of directed and undirected graphs that are used for constructing the
matrix of relative forest availability, which is one of the proximity measures of vertices of graphs. The
reasonings are illustrated by several simple graph models, including a simple path, a simple cycle, a
caterpillar graph, and their oriented analogs.

Keywords and phrases: graph, path, cycle, caterpillar graph, convergent spanning root forest of a
directed graph, spanning root forest of an undirected graph, Markov chain, mean time of the first pass,
relative forest accessibility matrix.

AMS Subject Classification: 54Е25, 54Е35

1. Введение. Вопросы перечисления тех или иных графовых структур (помеченных, непоме-
ченных, ориентированных, неориентированных и др.) представляют собой хорошо разработанную
часть классической теории графов. Особое место среди перечислительных проблем занимают
утверждения, связанные с подсчетом тех или иных деревьев и, как естественное обобщение, ле-
сов. Так, важное место в прикладных задачах теории информации занимают вопросы, связанные
с исследованием обобщенных метрических структур на цепях Маркова.

Исследование количества сходящихся лесов ориентированных графов, используемых для мо-
делирования марковских процессов, является естественной составной частью указанной пробле-
матики [4,7,10–12]. Полученные нами результаты в этой области — доказательство теорем о числе
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остовных деревьев и остовных 2-деревьевых лесов ориентированных и неориентированных путей,
циклов и графов-гусениц — представлены в разделе 3.

Матрица относительной лесной доступности является одной из известных мер близости меж-
ду вершинами графов и орграфов; особенно часто она используется в приложениях, связанных
с различными аспектами алгебраической теории графов [6, 8]. Для проведения соответствую-
щих исследований важна информация о количестве тех или иных типов остовных лесов графов
и ориентированных графов, использующихся при решении прикладных задач. Полученные нами
результаты в этой области — доказательство теорем о числе остовных лесов ориентированных
и неориентированных путей, циклов и графов-гусениц — представлены в разделе 4.

Раздел 2 носит вспомогательный характер. Он содержит базовую информацию о графовых
структурах, фигурирующих в исследовании, и числах Фибоначчи, существенно использующихся
при доказательстве теорем в случае неориентированных графовых конструкций.

2. Базовые определения. Для формулировки и доказательства основных результатов статьи
вспомним базовые понятия теории неориентированных и ориентированных графов [4, 7].
Неориентированный граф (граф) G—пара 〈V,E〉, где V = {1, 2, 3, . . . , n}—множество, назы-

ваемое множеством вершин графа G, а E ⊂ {(i, j) | i, j ∈ V, i �= j}—некоторое подмножество
множества неупорядоченных пар различных элементов из V , называемое множеством ребер гра-
фа G.

Простейшими графами являются неориентированный путь Pn = (V,E), где V = {1, 2, . . . , n},
E = {(1, 2), (2, 3), . . . , (n − 1, n)}, и неориентированный цикл Cn = (V,E), где V = {1, 2, . . . , n},
E = {(1, 2), (2, 3), . . . , (n − 1, n), (n, 1)}. Несложное преобразование графа Pn дает нам граф-гусе-
ницу Tn = (V,E), где V = {1, 2, . . . , n}, E = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (4, 5), . . . , (n − 1, n)}.
Подграфом графа G называется любой граф, множество вершин которого является подмноже-

ством вершин графа G, а множество ребер является подмножеством множества ребер графа G.
Остовной подграф графа G—подграф, содержащий все вершины графа G.

Граф называется связным, если для любых двух его вершин существует соединяющий их путь.
Компонентой графа G называется максимальный связный подграф графа G.
Дерево — связный граф, не содержащий циклов. Корневое дерево —дерево, в котором выбрана

одна вершина, называемая корнем. Корневое остовное дерево графа G— остовной подграф графа
G, являющийся корневым деревом.
Лес — граф, каждая компонента которого является деревом. Корневой остовной лес графа G—

остовной подграф графа G, все компоненты которого являются корневыми деревьями.
Ориентированный граф (орграф) Γ —пара 〈V,E〉, где V = {1, 2, 3, . . . , n}—множество, назы-

ваемое множеством вершин графа G, а E ⊂ {〈i, j〉 | i, j ∈ V, i �= j}—некоторое подмножество
множества упорядоченных пар различных элементов из V , называемое множеством дуг орграфа
Γ. Другими словами, ориентированный граф— это граф, ребрам которого присвоено направле-
ние.

Простейшими орграфами являются ориентированный путь
−→
Pn = 〈V,E〉, где V = {1, 2, . . . , n},

E = {〈n, n−1〉, 〈n−1, n−2〉, . . . , 〈2, 1〉} и ориентированный цикл −→Cn = 〈V,E〉, где V = {1, 2, . . . , n},
E = {〈n, n − 1〉, 〈n − 1, n − 2〉, . . . , 〈2, 1〉, 〈1, n〉}. Простейшее преобразование ориентированно-
го пути

−→
Pn дает нам ориентированный граф-гусеницу

−→
Tn = 〈V,E〉, где V = {1, 2, . . . , n},

E = {〈n, n − 1〉, 〈n − 1, n− 2〉, . . . , 〈5, 4〉, 〈4, 1〉, 〈3, 1〉, 〈2, 1〉}.
Подорграфом орграфа Γ называется любой орграф, множество вершин которого является под-

множеством вершин орграфа Γ, а множество дуг является подмножеством множества дуг оргра-
фа Γ. Остовной подорграф графа Γ —подорграф, содержащий все вершины орграфа Γ.

Орграф называется слабо связным, если соответствующий неориентированный граф связен.
Слабой компонентой орграфа называется любой его максимальный слабосвязный подграф.
Сходящееся дерево — слабосвязный орграф, в котором одна вершина, называемая корнем, име-

ет нулевое значение для исходящей степени, а оставшиеся вершины имеют для исходящей степени
значение 1.
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Сходящийся лес орграфа Γ — остовной подорграф орграфа Γ, все слабые компоненты которого
являются сходящимися деревьями. Говорят, что сходящийся лес сходится к корням его сходя-
щихся деревьев.
Числами Фибоначчи называются элементы рекуррентно задаваемой последовательности

u1, u2, . . . , un, . . .: un+2 = un+1 + un, в то время как u1 = u2 = 1. Числа Фибоначчи обладают
рядом интересных свойств, которые можно найти, например, в [1]. В частности, они удовлетво-
ряют многочисленным тождествам, некоторые из которых будут использованы в нашей работе:

(i) u1 + u2 + . . . + un = un+2 − 1;
(ii) u2 + u4 + . . . + u2n = u2n+1 − 1;
(iii) u1 + u3 + . . . + u2n−1 = u2n.

3. Перечисление остовных лесов, связанных с квазиметрикой среднего времени пер-
вого прохода. Пусть Γ — взвешенный орграф без петель, вершины которого равны 1, 2, . . . , n,
а веса дуг равны вероятностям перехода некоторой однородной эргодической цепи Маркова. Сред-
нее время первого прохода из состояния i в состояние j в данной цепи Маркова может быть
представлено как

mij = q−1
j ·

{
fij, если i �= j,

q, если i = j,

где fij — суммарный вес входящих лесов орграфа Γ, состоящих из двух деревьев, и имеющих одно
дерево, содержащее i, а другое дерево, сходящееся к j, qj — суммарный вес остовных деревьев,
сходящихся к j в Γ, а

q =

n∑
k=1

qk

(см. [2, 4, 7, 10–12]).
Таким образом, для построения матрицы среднего времени первого прохода нам нужна инфор-

мация о количестве корневых (сходящихся) остовных деревьев и корневых (сходящихся) остовных
2-деревьевых лесов ориентированных и неориентированных графов. В этом разделе представле-
ны доказательства полученных нами результатов для неориентированных и ориентированных
путей и графов-гусениц.

Теорема 1. Для числа корневых остовных деревьев имеют место следующие утверждения:

(i) число остовных корневых сходящихся деревьев ориентированного пути
−→
Pn, n � 2, рав-

но 1;
(ii) число остовных корневых сходящихся деревьев ориентированного графа-гусеницы

−→
Tn,

n � 4, равно 1;
(iii) число остовных корневых деревьев неориентированного пути Pn, n � 2, равно n;
(iv) число остовных корневых сходящихся деревьев неориентированного графа-гусеницы Tn,

n � 4, равно n.

Доказательство. Для ориентированного графа-гусеницы
−→
Tn существует ровно одно остовное кор-

невое дерево: выбирая в качестве корня вершину 1, получаем остовное дерево, сходящееся к 1,
которое совпадает с самим графом

−→
Tn; выбирая в качестве корня любую вершину i �= 1, убежда-

емся, что в графе
−→
Tn не существует остовного дерева, сходящегося к i.

Рассуждения для ориентированного пути совершенно аналогичны.
Для неориентированного графа-гусеницы Tn существует ровно одно остовное дерево с фикси-

рованным корнем i: оно совпадает с Tn. Выбирая вершину i из n вершин графа Tn, получаем n
остовных корневых деревьев графа Tn.

Рассуждения для неориентированного пути совершенно аналогичны. �

Замечание. Для ориентированного цикла
−→
Cn существует n остовных деревьев. Для неориен-

тированного цикла Cn существует n2 остовных деревьев [3].
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Теорема 2. Для числа 2-деревьевых остовных лесов имеют место следующие утверждения:

(i) число остовных 2-деревьевых сходящихся лесов ориентированного пути
−→
Pn, n � 2, рав-

но n− 1;
(ii) число остовных 2-деревьевых сходящихся лесов ориентированного графа-гусеницы

−→
Tn,

n � 4, равно n− 1;
(iii) число остовных 2-деревьевых корневых лесов неориентированного пути Pn, n � 2, равно

n(n2 − 1)/6;
(iv) число остовных 2-деревьевых корневых лесов неориентированного графа-гусеницы Tn, n �

4, равно n(n2 − 7)/6 + 3.

Доказательство. Для подсчета остовных 2-деревьевых сходящихся лесов орграфа
−→
Tn рассмот-

рим две возможности. Сначала предположим, что одно из двух деревьев нашего леса сходится
к вершине 1, а другое — к произвольной вершине j �= 1. Нетрудно убедиться, что в этом случае
два дерева, образующие лес, определены однозначно; искомый 2-деревьевый сходящийся лес по-
лучается уничтожением дуги 〈j, j − 1〉. При этом n − 1 возможный выбор j обеспечивает n − 1
лес. Предположив, что ни одно из двух деревьев 2-деревьевого леса не сходится к 1, т.е. пытаясь
найти два дерева с корнями i �= 1, j �= 1, убеждаемся, что такая ситуация невозможна.

Рассуждения для ориентированного пути совершенно аналогичны.
Для подсчета остовных 2-деревьевых корневых лесов графа Tn выберем две вершины i, j в ка-

честве корней соответствующих деревьев. Заметим, что при фиксированных i, j, 4 � i < j � n,
получаем ровно j − i остовных 2-деревьевых корневых лесов графа Tn. Каждый из этих лесов
может быть получен уничтожением одного из j − i ребер (i, i + 1), (i + 1, i + 2), . . ., (j − 1, j)
графа Tn.

Так, существует ровно 1 остовной 2-деревьевый лес, в котором деревья имеют корни 4 и 5:
одно дерево представляет собой граф-гусеницу на 4 вершинах с выделенной вершиной-корнем 4,
второе — путь на n − 4 вершинах 5, 6, . . . , n с выделенной вершиной-корнем 5. Существует ров-
но 2 остовных 2-деревьевых леса, в которых деревья имеют корни 4 и 6: в первом случае одно
дерево представляет граф-гусеницу на 4 вершинах с выделенной вершиной-корнем 4, второе —
путь на n− 4 вершинах 5, 6, . . . , n с выделенной вершиной-корнем 6; во втором случае получаем
граф-гусеницу на 5 вершинах с выделенной вершиной-корнем 4 и путь на n−5 вершинах 6, . . . , n
с выделенной вершиной-корнем 6. Существует ровно 3 остовных 2-деревьевых леса, в которых
деревья имеют корни 4 и 7: в первом случае одно дерево представляет собой граф-гусеницу на
4 вершинах с выделенной вершиной-корнем 4, второе — путь на n−4 вершине 5, 6, . . . , n с выделен-
ной вершиной-корнем 7; во втором случае получаем граф-гусеницу на 5 вершинах с выделенной
вершиной-корнем 4 и путь на n−5 вершинах 6, . . . , n с выделенной вершиной-корнем 7; в третьем
случае получаем граф-гусеницу на 6 вершинах с выделенной вершиной-корнем 4 и путь на n− 6
вершинах 7, . . . , n с выделенной вершиной-корнем 7. Рассуждения легко продолжить, рассмотрев
любую пару вершин i, j, 4 � i < j � n. Существует ровно j − i остовных 2-деревьевых лесов,
в которых деревья имеют корни i и j: в первом случае одно дерево представляет собой граф-
гусеницу на i вершинах с выделенной вершиной-корнем i, в то время как второе дерево явля-
ется путем на вершинах i + 1, i + 2, . . . , n с выделенной вершиной-корнем j; во втором случае
получаем граф-гусеницу на i + 1 вершине с выделенной вершиной-корнем i и путь на вершинах
i + 2, . . . , n с выделенной вершиной-корнем j; . . . ; в последнем случае получаем граф-гусеницу
на j − 1 вершине с выделенной вершиной-корнем i и путь на вершинах j, . . . , n с выделенной
вершиной-корнем j.

Таким образом, фиксируя вершину i = 4 и меняя вершину j от 5 до n, получим 1+2+. . .+(n−4)
остовных 2-деревьевых корневых лесов; фиксируя вершину i = 5 и меняя вершину j от 6 до n,
получим 1 + 2 + . . . + (n − 5) остовных 2-деревьевых корневых лесов; фиксируя вершину i = 6
и меняя вершину j от 7 до n, получим 1+2+ . . .+(n−6) остовных 2-деревьевых корневых лесов;
. . . ; наконец, фиксируя вершину i = n − 1 и вершину j = n, получим ровно один остовной 2-
деревьевый корневой лес. Непосредственный подсчет позволяет получить для числа 2-деревьевых
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корневых лесов графа Tn красивую формулу 1 · (n− 4) + 2 · (n− 5) + 3 · (n− 6) + . . . + (n− 4) · 1:
1 + 2 + . . . + (n− 6) + (n− 5) + (n− 4) +
1 + 2 + . . . + (n− 6) + (n− 5) +
1 + 2 + . . . + (n− 6) +

. . .
1

=1 · (n− 4) + 2 · (n− 5) + 3 · (n− 6) + . . . + (n− 4) · 1.
Для получения явной формулы произведем формальное суммирование. При k = n− 3 получим:

k∑
i=1

i(k − i) =

k∑
i=1

(ik − i2) = k

k∑
i=1

i−
k∑

i=1

i2 =

=
k2(k + 1)

2
− k(k + 1)(2k + 1)

6
=

k(k + 1)(k − 1)

6
=

k(k2 − 1)

6
.

Другими словами, вклад рассмотренных случаев в общий подсчет равен

(n − 3)((n − 3)2 − 1)

6
.

Фиксируя вершину i = 1 и меняя вершину j от 4 до n, получим

1 + 2 + . . . + (n− 3) =
(n− 3)(n − 2)

2

остовных 2-деревьевых корневых лесов. Фиксируя вершину i = 2 и меняя вершину j от 1 до n,
исключая 3, получим

1 + 2 + . . . + (n− 2) =
(n− 2)(n − 1)

2
остовных 2-деревьевых корневых лесов. То же количество получится при фиксации вершины
i = 3 и последовательном рассмотрении в качестве вершины j всех вершин от 1 до n, исключая 2.

Наконец, фиксируя в качестве корней вершины 2, 3, получим ровно две возможности, уни-
чтожая либо ребро (1, 2), либо ребро (1, 3); в каждом из рассмотренных случаев остовной 2-
деревьевый лес состоит из изолированной вершины-корня (2 и 3, соответственно), и простого
пути, содержащего все остальные верщины графа Tn.

Общий подсчет дает теперь величину

(n − 3)((n − 3)2 − 1)

6
+

(n− 3)(n − 2)

2
+ 2 · (n− 2)(n − 1)

2
+ 2 =

=
(n− 3)(n − 2)(n − 1)

6
+ (n− 2)(n − 1) + 2 =

(n− 2)(n − 1)(n + 3)

6
+ 2 =

n3 − 7n + 18

6
.

Рассуждения для неориентированного пути совершенно аналогичны первой части подсчета,
проведенного при фиксированных i, j, 1 � i < j � n, что дает величину n(n2 − 1)/6. �

Замечание. Для ориентированного цикла
−→
Cn существует n(n− 1)/2 остовных 2-деревьевых

сходящихся лесов. Для неориентированного цикла Cn существует n2(n2 − 1)/12 остовных 2-дере-
вьевых корневых лесов (см. [3]).

4. Перечисление лесов, связанных с матрицей относительной лесной доступности.
Матрица относительной лесной доступности графа G (орграфа Γ) на n вершинах определяется
по закону

((fij))

f
,

где fij —количество остовных корневых (сходящихся) лесов графа G (орграфа Γ), в которых
вершины i и j принадлежат одному дереву с корнем j, а f — общее количество остовных корневых
(сходящихся) лесов графа G (орграфа Γ) [3, 5, 6, 8]. В этом разделе приведены доказательства



56 Е. И. ДЕЗА

теорем, дающих формулы для числа соответствующих остовных конструкций в ориентированных
и неориентированных путях и графах-гусеницах.

Теорема 3. Для числа остовных лесов имеют место следующие утверждения:

(i) число остовных сходящихся лесов ориентированного пути
−→
Pn, n � 2, равно 2n−1;

(ii) число остовных сходящихся лесов ориентированного графа-гусеницы
−→
Tn, n � 4, равно

2n−1;
(iii) число остовных корневых лесов неориентированного пути Pn, n � 2, равно числу Фибо-

наччи u2n;
(iv) число остовных корневых лесов неориентированного графа-гусеницы Tn, n � 4, равно

4u2n−3.

Доказательство. Для ориентированного графа-гусеницы
−→
Tn, n � 4, при получении остовного

корневого сходящегося леса достаточно выбрать и уничтожить любое подмножество множества
{〈2, 1〉, 〈3, 1〉, 〈4, 1〉, 〈5, 4〉, . . . , 〈n, n− 1〉} всех n− 1 дуг данного орграфа. Корни сходящихся дере-
вьев, представляющих собой подорграфы в полученном орграфе, будут определены однозначно.
Поскольку число подмножеств множества из n − 1 элемента равно 2n−1, получим ровно 2n−1

остовных корневых сходящихся лесов ориентированного графа-гусеницы
−→
Tn, n � 4.

Для ориентированного пути рассуждения соверенно аналогичны.
Для неориентированного графа-гусеницы Tn, n � 4, при получении остовного корневого леса

воспользуемся соображениями индукции и представленными выше свойствами чисел Фибоначчи.
Для n = 4 имеем ровно 20 (т.е. 4u5 = 4u2·4−3) корневых лесов графа Tn: 4 леса содержат

по одному дереву (выбираем только корень из четырех имеющихся вершин 1, 2, 3, 4); 9 лесов
содержат по два дерева (одно из которых — изолированная вершина 2, 3 или 4, а другое — путь
на остальных трех вершинах; выбор корня дает три возможности для каждого случая изолиро-
ванной вершины, всего 9 вариантов); 6 лесов содержат по 3 дерева (две изолированные вершины
и путь на остальных двух вершинах; сохранение одного из трех ребер даст три варианта, каждый
из которых будет дублирован тем или иным выбором корня в пути на двух вершинах); наконец,
один лес содержит 4 дерева, каждое из которых представляет собой изолированную вершину.

Для n = 5 имеем ровно 52 (т.е. 4u7 = 4u2·5−3) корневых леса графа Tn. Они получаются сле-
дующим образом. Изолированная вершина-корень 5 «расширяет» предыдущий случай n = 4,
давая 4u5 = 20 возможностей. Вершина 5, связанная с корнем 4, еще раз «расширяет» преды-
дущий случай n = 4, давая 4u5 = 20 возможностей. Наконец, вершина 5, рассматриваемая как
корень и связанная ребром с вершиной 4, дает еще 12 случаев: уничтожив ребро (1, 4), получаем
возможность построить 8 лесов, модифицируя полученный путь на вершинах 2, 1, 3 (три леса,
состоящие из одного дерева, 4 леса, состоящие из двух деревьев и 1 лес, состоящий из трех де-
ревьев); сохраняя ребро (1, 4), получим 4 возможных леса, сохраняя или уничтожая ребра (1, 2)
и (3, 1) (оба сохранены, оба уничтожены, одно их двух сохранено). Замечая, что 8 = 4 · u3, в то
время как 4 = 4 · u1, получаем для n = 5 величину 4(u5 + u5 + u3 + u1). Пользуясь свойствами
чисел Фибоначчи, можем утверждать, что u5 + u3 + u1 = u6 и, следовательно,

4(u5 + u5 + u3 + u1) = 4(u5 + u6) = 4u7 = 42·5−3.

Для доказательства общего случая заметим, что

u2n = u2n−1 + u2n−3 + . . . + u3 + u1.

Воспользуемся этой формулой. Получая граф Tn+1 добавлением к Tn новой вершины n + 1, мы
должны рассмотреть следующие возможности.

Если n + 1—изолированная вершина (и, следовательно, дерево с корнем n + 1), то получаем
ровно столько остовных лесов, сколько лесов было найдено для Tn, другими словами, 4u2n−3.

Если вершина n + 1 связана с вершиной n ребром и не является корнем, то вновь получаем
ровно столько остовных лесов, сколько лесов было найдено для Tn, другими словами, 4u2n−3.

Если n + 1 связана с n ребром и является корнем, то получаем следующие случаи.
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Дерево (путь) на вершинах n + 1, n с корнем n + 1 и любой корневой лес на n − 1 вершине
n−1, . . . , 2, 1 (т.е. любой корневой лес графа Tn−1), всего 4u2(n−1)−3 возможностей. Дерево (путь)
на вершинах n+ 1, n, n− 1 с корнем n+ 1 и любой корневой лес на n− 2 вершинах n− 2, . . . , 2, 1
(т.е. любой корневой лес графа Tn−2), всего 4u2(n−2)−3 возможностей. Дерево (путь) на вершинах
n + 1, n, n − 1, n − 2 с корнем n + 1 и любой корневой лес на n− 3 вершинах n− 3, . . . , 2, 1 (т.е.
любой корневой лес графа Tn−3), всего 4u2(n−3)−3 возможностей . . . Дерево (путь) на вершинах
n+1, n, n−1, . . . , 5 с корнем n+1 и любой корневой лес на 4 вершинах 1, 2, 3, 4 (т.е. любой корневой
лес графа T4), всего 4u2·4−3 = 4u5 возможностей. Дерево (путь) на вершинах n+1, n, n−1, . . . , 5, 4
с корнем n + 1 и любой корневой лес на вершинах 2, 1, 3 (т.е. любой корневой лес графа P3),
всего 8 = 4u3 возможностей. Наконец, дерево на вершинах n+1, n, n−1, . . . , 5, 4, 1 с корнем n+1,
к которому, возможно, «добавлены» вершины 2 и 3 (обе, одна или не одной; в первом случае
получаем лес, состоящий из одного дерева, во втором и третьем — лес из двух деревьев, одно из
которых представляет собой изолированную вершину, в последнем — лес из трех деревьев, два из
которых представляют собой изолированные вершины 2 и 3), всего 4 = 4u1 возможности.

Данный пересчет дает число 4u2(n+1)−3 корневых остовных лесов графа Tn+1:

4u2n−3 + 4u2n−3 + 4u2(n−1)−3 + . . . + 4u5 + 4u3 + 4u1 = 4(u2n−3 + u2n−2) = 4u2n−1 = 4u2(n+1)−3.

Для неориентированного пути рассуждения аналогичны. Учитывая, что для n = 1 имеем ровно
один (т.е. u2 = 1) корневой лес графа Pn, в то время как для n = 2 имеем ровно три (т.е. u4 = 3)
корневых леса графа Pn, построения индукционного шага сводятся к нахождению суммы

2u2n + u2(n−1) + . . . + u4 + u2 + 1 = u2(n+1).

Теорема полностью доказана. �

Замечание. Для ориентированного цикла
−→
Cn существует 2n − 1 остовных сходящихся лесов.

Для неориентированного цикла Cn существует u2n+1 + u2n+3 − 2 остовных корневых лесов [3, 5].

Теорема 4. Для числа остовных лесов имеют место следующие утверждения:

(i) число fij остовных сходящихся лесов ориентированного пути
−→
Pn, n � 2, в которых

вершины i и j принадлежат одному дереву, сходящемуся к j, равно:

fii =

{
2n−1, i = 1,

2n−2, 2 � i � n;
fij =

⎧⎪⎨
⎪⎩

2n−i, j = 1,

2n−i+j−2, 2 � j < i � n,

0, 1 � i < j � n;

(ii) число fij остовных сходящихся лесов ориентированного графа-гусеницы
−→
Tn, n � 4, в ко-

торых вершины i и j принадлежат одному дереву, сходящемуся к j, равно:

fii =

{
2n−1, i = 1,

2n−2, 2 � i � n;
fij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2n−2, j = 1, i = 2, 3,

2n−i+2, j = 1, i = 4, . . . , n,

0, j = 2, 3, i = 1, 4, . . . , n,

2n−i+j−2, 4 � j < i � n,

0, 1 � i < j � n;

(iii) число fij остовных корневых лесов неориентированного пути Pn, n � 2, в которых вер-
шины i и j принадлежат одному дереву с корнем j, равно u2min(i,j)−1 · u2(n+1−max(i,j))−1,
i, j = 1, . . . , n;

(iv) число fij остовных корневых лесов неориентированного графа-гусеницы Tn, n � 4, в ко-
торых вершины i и j принадлежат одному дереву с корнем j, равно:

fii =

⎧⎪⎨
⎪⎩

4u2n−5, i = 1,

u2n−1 − u2n−6, i = 2, 3,

4u2k−4 · u2(n−k)+1, 4 � i � n;

fij = 4u2max(i,j)−2 · u2(n−min(i,j))+1, 4 � i �= j � n.
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Доказательство. Рассмотрим доказательство теоремы для ориентированного графа-гусеницы−→
Tn, n � 4.

Рассмотривая величину f11, нетрудно убедиться в том, что в любом сходящемся остовном лесе
ориентированного графа-гусеницы вершина 1 всегда принадлежит дереву, сходящемуся к вер-
шине 1. Таким образом, f11 равно общему числу остовных сходящихся лесов орграфа

−→
Tn, т.е. 2n−1.

Рассмотрим величину fii, i �= 1. Чтобы получить дерево, сходящееся к i, нужно обязатель-
но отбросить дугу 〈i, i − 1〉. Остальные дуги можно отбрасывать или оставлять произволь-
ным образом. Таким образом, для получения всех сходящихся остовных лесов ориентирован-
ного графа-гусеницы, в которых вершина i принадлежит дереву, сходящемуся к i, необходи-
мо, после уничтожения дуги 〈i, i − 1〉, выбрать и отбросить любое подмножество множества
{〈2, 1〉, 〈3, 1〉, . . . , 〈i − 1, i − 2〉, 〈i + 1, i〉, . . . , 〈n, n − 1〉} оставшихся n − 2 дуг ориентированного
графа

−→
Tn. Это можно сделать 2n−2 способами.

Рассмотрим величину fi1, i �= 1. Если i = 2, то для получения дерева, содержащего 2 и схо-
дящегося к 1, нужно сохранить дугу 〈2, 1〉 между 2 и 1. Остальные дуги можно отбрасывать
или оставлять произвольным образом. Таким образом, для получения всех сходящихся остовных
лесов ориентированного графа-гусеницы, в которых вершина 2 принадлежит дереву, сходящему-
ся к 1, необходимо, сохранив дугу 〈2, 1〉, выбрать и отбросить любое подмножество множества
оставшихся n− 2 дуг ориентированного графа-гусеницы

−→
Tn; это можно сделать 2n−2 способами.

Те же рассуждения имеют место, если i = 3. Чтобы получить дерево, содержащее i, 4 � i � n,
и сходящееся к 1, нужно сохранить все дуги 〈4, 1〉, 〈5, 4〉, . . . , 〈i, i − 1〉 между 1 и i. Остальные
n− i + 2 дуг можно отбрасывать или оставлять произвольным образом.

Это можно сделать 2n−i+2 способами.
Рассмотрим величину fij, 4 � j < i � n. Чтобы получить дерево, содержащее i и сходящееся

к j, нужно сохранить все дуги 〈j + 1, j〉, 〈j + 2, j + 1〉, . . . , 〈i, i− 1〉, между j и i. Кроме того, выбор
корня j требует уничтожения дуги 〈j, j − 1〉. Остальные дуги можно отбрасывать или оставлять
произвольным образом. Таким образом, для получения всех сходящихся остовных лесов ориен-
тированного пути, в которых вершина i принадлежит дереву, сходящемуся к j, 4 � j < i � n,
необходимо, сохранив дуги 〈j+1, j〉, 〈j +2, j+1〉, . . . , 〈i, i−1〉 и уничтожив дугу 〈j, j−1〉, выбрать
и отбросить любое подмножество множества оставшихся n − (i − j) − 2 дуг ориентированного
графа-гусеницы

−→
Tn. Это можно сделать 2n−(i−j)−2 способами.

Рассмотривая величину fij, 1 � i < j � n, нетрудно убедиться в том, что она равна нулю: де-
ревьев, содержащих i и сходящихся к j, в данном случае не существует. Аналогичным образом не
существует деревьев, содержащих i = 1, 3, 4, . . . , n и сходящихся к 2, как и деревьев, содержащих
i = 1, 2, 4, . . . , n и сходящихся к 3.

Рассуждения для ориентированного пути абсолютно аналогичны, если проводить их с учетом
более простой структуры рассматриваемого графа.

Рассмотрим доказательство теоремы для неориентированного графа-гусеницы Tn, n � 4.
Рассмотрим величину f11. Чтобы получить дерево, содержащее 1 и имеющее корень 1, ребра

можно отбрасывать или оставлять произвольным образом. Проведем рассуждения индукцией по
числу вершин n нашего графа.

Для n = 4 имеем ровно 8 (т.е. 4u3 = 4u2·4−5) корневых лесов графа Tn, один из корней кото-
рого равен 1: рассматривая путь на 3 вершинах 2, 1, 3, получим из него 4 корневых леса, одним
из корней которого является 1 (один, содержащий одно дерево, два — содержащих два дерева
и один — содержащий три дерева); добавим вершину 4; изолированная вершина-корень 4 «рас-
ширяет» предыдущий случай, давая 4 возможности; вершина 4, связанная с корнем 1, еще раз
«расширяет» предыдущий случай, давая 4 возможности.

Для n = 5 имеем ровно 20 (т.е. 4u5 = 4u2·5−5) корневых лесов графа Tn, один из корней кото-
рого равен 1. Они получаются так. Изолированная вершина-корень 5 «расширяет» предыдущий
случай n = 4, давая 4u3 = 8 возможностей. Вершина 5, связанная с вершиной 4 и не являющаяся
корнем, еще раз «расширяет» предыдущий случай n = 4, давая 4u3 = 8 возможностей. Наконец,
вершина 5, рассматриваемая как корень и связанная ребром с вершиной 4, дает еще 4 случая:
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уничтожив ребро (1, 4), получаем возможность построить 4 леса, одним из корней которого яв-
ляется 1, так, как описано выше.

Для доказательства общего случая заметим, что

u2n = u2n−1 + u2n−3 + . . . + u3 + u1.

Воcпользуемся этой формулой. Получая граф Tn+1 добавлением к Tn новой вершины n + 1,
должны рассмотреть следующие возможности.

Если n + 1—изолированная вершина (и, следовательно, дерево с корнем n + 1), то получаем
ровно столько остовных лесов, сколько лесов было найдено для Tn, другими словами, 4u2n−5.

Если вершина n + 1 связана с вершиной n ребром и не является корнем, то вновь получаем
ровно столько остовных лесов, сколько лесов было найдено для Tn, другими словами, 4u2n−5.

Если вершина n+1 связана с вершиной n ребром и является корнем, то, отбросив ребро (i, i+1),
4 � i � n− 1, получим дерево на i вершинах с корнем 1 слева, которое можно превращать в лес
любым из u2i−5 способов, и путь на n − i вершинах справа с корнем n + 1. Если слева уберем
ребро (1, 4), получим слева простой путь на 3 вершинах, который даст нам 4 = 4u1 возможности.
Пробегая по всем ребрам (n− 1, n), . . . , (4, 5), (1, 4), получим

4(u1 + u3 + u5 + . . . + u2(n−1)−5)

возможностей.
Суммируя, получим следующий результат:

4(u1 + u3 + u5 + . . . + u2(n−1)−5) + 4u2n−5 + 4u2n−5 =

= 4(u1 + u3 + . . . + u5 + u2n−5) + 4u2n−5 = 4(u2n−4 + u2n−5) = 4u2n−3 = 4u2(n+1)−5.

Рассмотрим величину f22. Чтобы получить дерево, содержащее 2 и имеющее корень 2, ребра
можно отбрасывать или оставлять произвольным образом. Проведем рассуждения индукцией по
числу вершин n нашего графа.

Для n = 4 имеем ровно 12 (т.е. u7−u2) корневых лесов графа Tn, один из корней которого равен
2: рассматривая путь на 3 вершинах 2, 1, 3, получим из него 5 = u5 корневых лесов, один из корней
которых равен 2 (один лес, представляющий собой дерево, три леса из двух деревьев и один лес из
трех деревьев); добавим вершину 4; изолированная вершина-корень 4 «расширяет» предыдущий
случай, давая 5 = u5 возможностей; вершина 4, связанная с вершиной 1 и не являющаяся корнем,
вновь «расширяет» предыдущий случай, давая 5 = u5 возможностей; наконец, вершина-корень
4, связанная с вершиной 1, дает 2 = u2 возможности (один лес, содержащий два дерева, и один —
содержащий три дерева).

Для n = 5 имеем ровно 31 (т.е. u9−u4) корневых леса графа Tn, один из корней которого равен
2. Они получаются так. Изолированная вершина-корень 5 дает 12 = u7 − u2 возможностей. Вер-
шина 5, связанная с вершиной 4 и не являющаяся корнем, вновь дает 12 = u7−u2 возможностей;
наконец, вершина-корень 5, связанная с вершиной 4, дает 5 = u5 возможностей, если уничтожено
ребро (1, 4), и 2 = u2 возможности, если ребро (1, 4) сохранено.

Для доказательства общего случая получим граф Tn+1 добавлением к Tn новой вершины n+1,
рассмотрев следующие возможности.

Если n + 1—изолированная вершина (и, следовательно, дерево с корнем n + 1), то получаем
ровно столько остовных лесов, сколько их существует для Tn, другими словами, u2n−1 − u2n−6.

Если вершина n + 1 связана с вершиной n ребром и не является корнем, то, отбросив ребро
(i, i + 1), 4 � i � n − 1, получим дерево на i вершинах слева, которое можно превращать в лес,
содержащий корень 2, любым из u2i−1−u2i−6 способов, и путь на n− i вершинах справа с корнем
n + 1. Если уберем ребро (1, 4), то получим слева простой путь на 3 вершинах, который даст
нам 5 = u5 возможностей. Если ребро (1, 4) сохранено, то слева получим 2 = u3 возможностей,
уничтожив ребро (1, 2) и произвольным образом обращаясь с ребром (1, 3). Пробегая по всем
ребрам (n− 1, n), . . . , (4, 5), (1, 4), получим

u3 + u5 + (u7 − u2) + (u9 − u4) + . . . + (u2(n−1)−1 − u2(n−1)−6)

возможностей.
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Суммируя, получим следующий результат:

u3 + u5 + (u7 − u2) + (u9 − u4) + . . . + (u2(n−1)−1 − u2(n−1)−6) + 2(u2n−1 − u2n−6) =

= (u3 + . . . + u2n−1)− (u2 + u4 + . . . + u2n−6) + u2n−1 − u2n−6 =

= u2n − 1− (u2n−5 − 1) + u2n−1 − u2n−6 = u2n + u2n−1 − (u2n−5 + u2n−6) =

= u2n+1 − u2n−4 = u2(n+1)−1 − u2(n+1)−6.

Для величины f33 расссуждения абсолютно аналогичны.
Рассмотрим величину fnn. Чтобы получить дерево, содержащее n и имеющее корень n, ребра

можно отбрасывать или оставлять произвольным образом. Проведем рассуждения индукцией по
числу вершин n нашего графа.

Для n = 4 имеем ровно 12 (т.е. 4u4 = 4u2·4−4) корневых лесов графа Tn, один из корней которого
равен n: рассматривая путь на 3 вершинах 2, 1, 3, получим из него 8 = u6 = u2·3 корневых
лесов; добавим вершину 4; изолированная вершина-корень 4 «расширяет» предыдущий случай,
давая 8 возможностей; вершина-корень 4, связанная с вершиной 1, дает 4 возможности (один лес,
содержащий одно дерево, два — содержащих два дерева и один — содержащий три дерева).

Для n = 5 имеем ровно 32 (т.е. 4u6 = 4u2·5−4) корневых леса графа Tn, один из корней кото-
рого равен n. Они получаются так. Изолированная вершина-корень 5 дает 20 = 4u5 = 4u2·4−3

возможностей. Вершина-корень 5, связанная с вершиной 4, не являющейся корнем, дает 8 = 4u3
возможностей, если уничтожено ребро (1, 4), и 4 = 4u1 возможности, если ребро (1, 4) сохранено.

Для доказательства общего случая заметим, что

u2n = u2n−1 + u2n−3 + . . . + u3 + u1.

Воcпользуемся этой формулой. Получая граф Tn+1 добавлением к Tn новой вершины n + 1,
должны рассмотреть следующие возможности.

Если n + 1—изолированная вершина (и, следовательно, дерево с корнем n + 1), то получаем
ровно столько остовных лесов, сколько их существует для Tn, другими словами, 4u2n−3.

Если вершина-корень n + 1 связана с вершиной n ребром, то, отбросив ребро (i, i + 1),
4 � i � n− 1, получим дерево на i вершинах слева, которое можно превращать в лес любым
из u2i−3 способов, и путь на n− i вершинах справа с корнем n+1. Если уберем ребро (1, 4), то по-
лучим слева простой путь на 3 вершинах, который дает 8 = 4u3 возможностей. Если ребро (1, 4)
сохранено, то слева получим 4 = 4u1 возможностей, произвольным образом обращаясь с ребрами
(2, 1) и (3, 1).

Пробегая по всем ребрам (n, n− 1), . . . , (4, 5), (1, 4), получим

4(u1 + u3 + u5 + . . . + u2(n−1)−3)

возможностей. Суммируя, получим следующий результат:

4(u1 + u3 + u5 + . . . + u2(n−1)−3) + 4u2n−3 =

= 4(u1 + u3 + u5 + . . . + u2(n−1)−3 + u2n−3) = 4u2n−2 = 4u2(n+1)−4.

Рассмотрим величину fkk, 4 � k � n−1. Чтобы получить дерево, содержащее k и имеющее ко-
рень k, ребра можно отбрасывать или оставлять произвольным образом. Проведем рассуждения
индукцией по числу вершин n нашего графа.

Для n = 4 такого k не существует.
Для n = 5 имеем k = 4. В этом случае имеем ровно 24 (т.е. 4u4u3) корневых леса графа Tn,

один из корней которого равен 4. Они получаются так. Изолированная вершина-корень 5 дает
12 = 4u4 возможностей. Вершина 5, связанная с вершиной 4 и не являющаяся корнем, также
дает 12 = 4u4 возможностей.

Для доказательства общего случая рассмотрим граф Tn. В этом случае k = 4, 5, . . . , n − 1.
Зафиксировав 4 � k � n− 1, рассмотрим следующие возможности.

Отбросив ребро (k, k + 1), получим дерево на k вершинах слева, которое можно превращать
в лес c корнем k любым из 4u2k−4 способов, и путь на n − k вершинах справа, который мож-
но первращать в лес любым из u2(n−k) способов. Сохранив ребро (k, k + 1) и отбросив ребро
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(k + 1, k + 2), получим слева дерево на k вершинах, которое можно превращать в лес c корнем
k любым из 4u2k−4 способов, с «дополнительным» ребром (k, k + 1), не влияющим на рассмотре-
ние, и путь на n− k− 1 вершинах справа, который можно превращать в лес любым из u2(n−k−1)

способов. Сохранив ребра (k, k + 1), (k + 1, k + 2) и отбросив ребро (k + 2, k + 3), получим слева
дерево на k вершинах, которое можно превращать в лес c корнем k любым из 4u2k−4 способов,
с «дополнительными» ребрами (k, k + 1), (k + 1, k + 2), не влияющими на рассмотрение, и путь
на n − k − 2 вершинах справа, который можно превращать в лес любым из u2(n−k−2) спосо-
бов. . . Сохраняя ребра (k, k + 1), . . . , (n − 2, n − 1) и отбрасывая ребро (n − 1, n), получим слева
дерево на k вершинах, которое можно превращать в лес c корнем k любым из 4u2k−4 способов,
с «дополнительными» ребрами (k, k+1), . . . , (n−2, n−1), не влияющими на рассмотрение, и путь
на одной вершине справа, который можно превратить в лес ровно одним (формально, u2) спосо-
бом. Сохраняя все ребра (k, k + 1), . . . , (n − 1, n), получим слева дерево на k вершинах, которое
можно превращать в лес c корнем k любым из 4u2k−4 способов, с «дополнительными» ребрами
(k, k + 1), . . . , (n− 1, n), не влияющими на рассмотрение. Пробегая таким образом по всем ребрам
(n − 1, n), . . . , (k, k + 1), и учитывая, что числа «правых» и «левых» воозможностей независимы
и, следовательно, перемножаются, получим в итоге

4u2k−4(1 + u2 + . . . + u2(n−k−1) + u2(n−k)) = 4u2k−4u2(n−k)+1

возможностей.
Рассмотрим величину fij, 4 � i < j � n. Чтобы получить дерево, содержащее i и имеющее

корень j, нужно обязательно сохранить все j − i ребер между j и i. Остальные ребра можно
отбрасывать или оставлять произвольным образом.

Посмотрим, какие возможности можем получить, отбрасывая те или иные ребра «справа» от
вершины j.

Если справа от вершины j ничего не убираем, то в качестве искомого леса получаем дерево
с корнем j —путь на вершинах i, i + 1, . . . , j, . . . , n с корнем j; единственная возможность, 1.
Если справа уберем ребро (n− 1, n) и сохраним все ребра (j, j + 1), (j + 1, j + 2), . . ., (n− 2, n− 1),
получим справа единственное дерево на одной вершине n с корнем n; единственная возможность,
1 = u2. Если справа уберем ребро (n − 2, n − 1) и сохраним все ребра (j, j + 1), (j + 1, j + 2), . . .,
(n − 2, n − 1), получим справа две вершины n − 1, n; на них можем построить любые остовные
корневые леса, 3 = u2·2 возможностей. Если, двигаясь по этому пути, уберем ребро (j, j + 1), то
получим справа n − j вершин j + 1, . . . , n; на них можем построить любые остовные корневые
леса, u2(n−j) возможностей. Таким образом, число «правых» преобразований равно u2(n−j)+1:

1 + u2 + u4 + . . . + u2(n−j) = u2(n−j)+1.

Посмотрим, какие возможности можно получить, отбрасывая те или иные ребра «слева» от
вершины i.

Если слева от вершины i ничего не убираем, то в качестве искомого леса получаем дерево
с корнем j — граф на j вершинах 1, 2, . . . , i, . . . , j с корнем j; единственная возможность, 1. Если
уберем ребро (i− 1, i) и сохраним все ребра (2, 1), (3, 1), (4, 1), . . ., (i− 2, i− 1), то получим слева
граф на i − 1 вершине, на которых можно построить любые остовные корневые леса, 4u2(i−1)−3

возможностей. Если, двигаясь по указанному пути, уберем ребро (4, 5) и сохраним все ребра
(5, 6), . . . , (i− 1, i), получим слева граф на 4 вершинах, из которого можно строить любые корне-
вые леса, всего 4u5 возможностей. Если уберем ребро (1, 4) и сохраним все ребра (4, 5), . . . , (i−1, i),
получим слева простой путь на 3 вершинах, на которых можем построить любые остовные кор-
невые леса, всего u2·3 = 4u3 возможностей. Если слева ребро (1, 4) сохранено, как и все ребра
(4, 5), . . . , (i−1, i), то получим 4 = 4u1 возможностей, произвольным образом обращаясь с ребрами
(2, 1) и (3, 1).

Таким образом, число «левых» преобразований равно 4u2(i−2):

4(u1 + u3 + u5 + . . . + u2(i−2)−3 + u2(i−1)−3) = 4u2(i−1)−2 = u2(i−2).
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Поскольку «правые» и «левые» операции осуществляются независимо друг от друга, то для
получения общего числа остовных деревьев числа таких операций необходимо перемножить, что
и даст искомый результат.

Для неориентированного пути рассуждения аналогичны.
Заметим, что аналогичная схема рассуждений позволяет нам получить все возможные значе-

ния для величины fij в случае неориентированного графа-гусеницы, не указанные в формули-
ровке теоремы. Именно,

f12 = f13 = f21 = f31 = 2u2(n−3)+1, f14 = f41 = 4u2(n−4)+1,

f24 = f42 = f34 = f43 = 2u2(n−4)+1.

Мы не рассматриваем доказательства этих утверждений лишь в целях сохранения компактности
текста статьи. �

Замечание. Для ориентированного цикла
−→
Cn имеют место соотношения

fij = 2(j−i)−1, 1 � i < j � n,

fij = 2n−(i−j)−1, 1 � j < i � n.

Для неориентированного цикла Cn имеют место соотношения

fij = u2|j−i| + u2(n−|j−i|), i, j = 1, . . . , n

(см. [3, 5]).
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ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ АЛЛЕРА—ЛЫКОВА

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ КАПУТО

c© 2023 г. М. А. КЕРЕФОВ, С. Х. ГЕККИЕВА, Б. М. КЕРЕФОВ

Аннотация. Исследованы краевые задачи для неоднородного уравнения влагопереноса с пере-
менными коэффициентами с дробной по времени производной Капуто. С помощью метода энерге-
тических неравенств получены априорные оценки для решения первой и третьей краевых задач,
из которых следует единственность решения рассматриваемых задач и их устойчивость по правой
части и начальным данным.

Ключевые слова: краевая задача, уравнение Аллера—Лыкова, априорная оценка, дифферен-
циальное уравнение дробного порядка, регуляризованная дробная производная, производная Ка-
путо.

FIRST BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR THE ALLER–LYKOV

EQUATION WITH THE CAPUTO FRACTIONAL DERIVATIVE

c© 2023 M. A. KEREFOV, S. Kh. GEKKIEVA, B. M. KEREFOV

Abstract. In this paper, we examine boundary-value problems for the inhomogeneous humidity
transport equation with variable coefficients and the Caputo fractional derivative in time. Using the
method of energy inequalities, we obtain a priori estimates for solutions of the first and third boundary-
value problems, which imply the uniqueness and stability of solutions.

Keywords and phrases: boundary-value problem, Aller–Lykov equation, a priori estimate, fractional
differential equation, regularized fractional derivative, Caputo derivative.

AMS Subject Classification: 35Q99

1. Введение. В последние годы в связи с интенсивным исследованием задач оптимального
управления агроэкосистемой, например, задачи долгосрочного прогнозирования и регулирова-
ния уровня грунтовых вод и почвенной влаги, существенно повысился интерес к дифференци-
альным уравнениям дробного порядка [14, 17, 19]. Исследователи при этом концентрируют свое
внимание на возможности отражения в характере исходных уравнений специфических особен-
ностей изучаемых массивов, их структуры, физических свойств, протекающих в них процессов
и т. д. В связи с этим возникает качественно новый класс дифференциальных уравнений со-
стояния и переноса с дробной производной, являющихся основой большинства математических
моделей, описывающих широкий класс физических и химических процессов в средах с фракталь-
ной структурой и памятью [6,16,18,27]. Начально-краевые задачи в ограниченных областях для
диффузионных и диффузионно-волновых уравнений дробного порядка решались методом раз-
деления переменных [5, 22, 26], методами интегральных преобразований [25], с использованием
принципов максимума и априорных оценок [3, 8, 12, 21], а также численными методами [7, 23, 24].
Настоящая работа посвящена исследованию уравнения влагопереноса типа Аллера—Лыкова с

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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переменными коэффициентами с дробной производной Капуто

A1∂
α+1
0t u+ ∂α0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ ∂α0t

∂

∂x

(
η(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t), (1)

где ∂γ0t — оператор дробного дифференцирования Капуто, 0 < α < 1, A1, A = const > 0. Та-
кого рода уравнения с дробными производными Римана—Лиувилля рассматривались в работах
авторов и решались методом разделения переменных, методом априорных оценок. Среди послед-
них отметим работы [2, 9, 13], в которых исследовано уравнение влагопереноса Аллера—Лыкова
с дробной по времени производной с различного рода граничными условиями. В [4] доказано
существование и единственность решения первой краевой задачи для уравнения Аллера—Лыко-
ва с постоянными коэффициентами, в [10] исследована вторая краевая задача. В [11] получены
решения системы разностных уравнений с постоянными коэффициентами, возникающих при ис-
пользовании метода прямых, также найдены априорные оценки, из которых следует сходимость
решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами
дробного порядка.

2. Вспомогательные сведения. Оператор дробного интегродифференцирования в смысле
Римана—Лиувилля Dγ

0y порядка γ определяется следующим образом (см. [17]):

Dγ
ayg(y) =

sign(y − a)

Γ(−γ)

y∫

a

g(y) ds

|y − s|γ+1
, γ < 0;

при γ � 0 оператор Dγ
0y определяется соотношением

Dγ
ayg(y) = sign(y − a)

d

dy
Dγ−1

0y g(y), γ � 0.

Дробная производная Капуто ∂γ0tg(y) порядка γ определяется формулой (см. Kerefov:bib:01)

∂γayg(y) = signn(y − a)Dγ−n
0y g(n)(y), n− 1 < γ � n, n ∈ N,

и, в частности, связана с производной Римана—Лиувилля соотношением

Dγ
ayg(y) =

g(a)(y − a)γ

Γ(1− γ)
+ ∂γayg(y), g(y) ∈ L[a, b], γ ∈ (0, 1).

В дальнейшем нам потребуются следующие леммы.

Лемма 1 (см. [1]). Для любой абсолютно непрерывной на [0, T ] функции g(y) справедливо
неравенство

g(y)∂α0yg(y) � 1

2
∂α0yg

2(y), 0 < α < 1.

Лемма 2 (см. [1]). Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция g(y) удовле-
творяет для почти всех y из [0, T ] неравенству

∂α0yg(y) � c1g(y) + c2(y), 0 < α < 1,

где c1 > 0, c2(y)— суммируемая на [0, T ] неотрицательная функция. Тогда

g(y) � y(0)Eα

(
c1y

α
)

+ Γ(α)Eα,α

(
c1y

α
)
D−α

0y c2(y),

где

Eα(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn + 1)
, Eα,μ(z) =

∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ μ)

—функции Миттаг-Леффлера.
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Лемма 3 (см. [15, c. 152]). Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y(t)
удовлетворяет для почти всех t из [0, T ] неравенству

dy

dt
� c1(t)y(t) + c2(t),

где ci(t)— суммируемые на [0, T ] неотрицательные функции. Тогда

y(t) � exp

⎧⎨
⎩

t∫

0

c1(τ)dτ

⎫⎬
⎭
⎡
⎣y(0) +

t∫

0

c2(ξ) exp

⎛
⎝−

ξ∫

0

c1(τ)dτ

⎞
⎠ dξ

⎤
⎦ �

� exp

⎧⎨
⎩

t∫

0

c1(τ)dτ

⎫⎬
⎭
⎡
⎣y(0) +

t∫

0

c2(τ)dτ

⎤
⎦ .

В дальнейшем будем предполагать существование решения, рассматриваемой в работе задачи.
Далее Mi, i = 1, 2, . . . положительные постоянные, зависящие исключительно только от входных
данных рассматриваемой задачи.
Скалярное произведение и норма определяется следующим образом:

(a, b) =

l∫

0

a(x)b(x) dx, (a, a) = ‖a‖20, a, b ∈ [0, l].

Исследование уравнения (1) будем проводить методом априорных оценок.

3. Постановка первой краевой задачи и формулировка результата. В области ΩT ={
(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T

}
рассмотрим первую краевую задачу для уравнения (1) с краевыми

условиями
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, 0 � t � T, (2)

и начальными условиями

u(x, 0) = τ(x), ut(x, 0) = ν(x), 0 � x � l, (3)

где τ(x), ν(x)— заданные функции.

Теорема 1. Если

kt(x, t), qt(x, t), f(x, t) ∈ C(ΩT

)
, ν(x) ∈ C[0, l], τ(x) ∈ C1[0, l],

0 < c1 � k(x, t), η(x), r(x, t), q(x, t) � c2,
∣∣kt(x, t), qt(x, t)∣∣ � c3

всюду на ΩT , то для решения задачи (1)–(3) справедлива априорная оценка

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖u‖2W 1

2 (0,l)
�M

⎛
⎝

t∫

0

‖f‖20dτ + ‖τ(x)‖2w2
2(0, l)

+ ‖ν(x)‖20

⎞
⎠ , (4)

где ‖u‖2
W 1

2 (0,l)
= ‖u‖20 + ‖ux‖20.

Доказательство. Для вывода априорной оценки умножим уравнение (1) скалярно на ut:(
A1∂

α+1
0t u, ut

)
+
(
∂α0tu, ut

)− ((kux)x, ut
)− (∂α0t(ηux)x, ut

)− (rux, ut)+
(
qu, ut

)
=
(
f, ut

)
. (5)

Преобразуем слагаемые тождества (5), учитывая лемму 1 и граничные условия (2):

(
A1∂

α+1
0t u, ut

)
= A1

l∫

0

ut
Γ(1− α)

t∫

0

uττ (x, τ)dτ

(t− τ)α
dx = A1

l∫

0

ut∂
α
0tut dx � A1

2
∂α0t‖ut‖20,
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(
(kux)x, ut

)
=

l∫

0

ut(kux)xdx = utkux(x, t)
∣∣∣l
0
−

l∫

0

kuxtux dx =

= −1

2

∂

∂t

l∫

0

ku2x(x, t) dx+
1

2

l∫

0

ktu
2
x(x, t) dx,

(
∂α0t(ηux)x, ut

)
= ut∂

α
0t(ηux)

∣∣∣l
0
−

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tux dx = −

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tux dx,

l∫

0

q(x, t)u(x, t)ut(x, t)dx =
1

2

∂

∂t

l∫

0

q(x, t)u2(x, t) dx− 1

2

l∫

0

qt(x, t)u
2(x, t) dx,

(
rux, ut

)
� c2

4ε
‖ux‖20 + c2ε‖ut‖20,

(
f, ut

)
� 1

4ε
‖f‖20 + ε‖ut‖20.

Последние два неравенства получены при помощи неравенства Коши—Буняковского и ε-неравен-
ства (см. [20]):

(
f, ut

)
� 1

4ε
‖f‖20 + ε‖ut‖20, ε > 0.

С учетом полученных неравенств из (5) находим

A1

2
∂α0t‖ut‖20 +

(
∂α0tu, ut

)
+

+
1

2

∂

∂t

⎛
⎝

l∫

0

ku2x(x, t)dx +

l∫

0

q(x, t)u2(x, t)dx

⎞
⎠ +

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tux dx �

�
( c2

4ε
+
c3
2

)
‖ux‖20 + (c2ε+ ε)‖ut‖20 +

1

4ε
‖f‖20 +

c3
2
‖u‖20. (6)

Проинтегрируем (6) по τ от 0 до t с учетом (3):

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖ux‖20 + ‖u‖20 +

t∫

0

dτ

l∫

0

ut∂
α
0tu dx+

t∫

0

dτ

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tux dx �

�M1

⎛
⎝

t∫

0

‖f‖20dτ +

t∫

0

‖ut‖20dτ +

t∫

0

‖u‖20dτ +

t∫

0

‖ux‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ ′(x)‖20 + ‖τ(x)‖20

⎞
⎠ , (7)

Справедлива следующая оценка:
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

dτ

l∫

0

ut ∂
α
0tu dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

l∫

0

uτ (x, τ)

τ∫

0

uη(x, η)

(τ − η)α
dη dx

∣∣∣∣∣∣ �

� 1

2

t∫

0

‖uτ (x, τ)‖20dτ +
1

2Γ2(1− α)

t∫

0

dτ

l∫

0

dx

⎛
⎝

τ∫

0

uη(x, η)

(τ − η)α
dη

⎞
⎠

2

�

� 1

2

t∫

0

‖uτ (x, τ)‖20dτ +
1

2Γ2(2− α)

l∫

0

dx

t∫

0

dτ

⎛
⎝τ1−α

τ∫

0

u2η(x, η)

(τ − η)α
dη

⎞
⎠ �
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� 1

2

t∫

0

‖uτ (x, τ)‖20dτ +
t1−α

2Γ2(1− α)

l∫

0

dx

t∫

0

(t− τ)1−αu2τ (x, τ)dτ �

�
(

1

2
+

t2−2α

2Γ2(2− α)

) t∫

0

‖uτ (x, τ)‖20dτ. (8)

Из (7) с учетом (8) и неравенства

t∫

0

dτ

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tux dx � c2

t∫

0

dτ

l∫

0

uxtD
α−1
0t uxτ dx � 0

(см. [17]) получим

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖u‖20 + ‖ux‖20 �

�M2

⎛
⎝

t∫

0

‖f‖20dτ +

t∫

0

(‖u‖20 + ‖ux‖20
)
dτ +

t∫

0

‖uτ‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

⎞
⎠ . (9)

Воспользуемся леммой 3. Отбросив первое слагаемое в левой части неравенства (9) и введя обо-
значения

y(t) =

t∫

0

‖u‖2W 1
2 (0,l)

dτ, y′(t) = ‖u‖2W 1
2 (0, l)

, y(0) = 0,

получим оценку
t∫

0

‖u‖2W 1
2 (0,l)

dτ �M2

⎛
⎝

t∫

0

‖f‖20dτ +

t∫

0

‖uτ‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

⎞
⎠ . (10)

Отбросив в левой части неравенства (9) второе и третье слагаемые, с учетом (10) приходим к
неравенству

Dα−1
0t ‖ut‖20 �M4

⎛
⎝

t∫

0

‖f‖20dτ +

t∫

0

‖uτ‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

⎞
⎠ . (11)

На основании леммы 2, где

y(t) =

t∫

0

‖uτ‖20dτ, ∂α0ty(t) = Dα−1
0t ‖ut‖20, y(0) = 0

из (11) находим
t∫

0

‖uτ‖20dτ �M5

(
D−α−1

0t ‖f‖20 + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

)
. (12)

В силу неравенства

D−α−1
0t ‖f‖20 �

tα

Γ(1 + α)

t∫

0

‖f‖20dτ

из неравенств (9), (10), (12) получаем искомую априорную оценку (4), которая влечет единствен-
ность решения задачи (1)–(3). �
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4. Постановка третьей краевой задачи и априорная оценка решения. Рассмотрим тре-
тью краевую задачу для уравнения (1) в области ΩT , удовлетворяющее краевым условиям{

Π(0, t) = β1u− μ1(t),x = 0,

−Π(l, t) = β2u− μ2(t),x = l,
(13)

и начальным условиям (3), где

Π(x, t) = k(x, t)ux + ∂α0t(ηux).

Теорема 2. Если дополнительно к условиям теоремы 1 выполняются соотношения

βi, μi ∈ C[0, T ], βi � c4 > 0, i = 1, 2, для всех t ∈ [0, T ],

то для решения задачи (1), (13), (3) справедлива априорная оценка

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖u‖2W 1

2 (0,l)
+ u2(l, t) + u2(0, t) �

�M

⎛
⎝

t∫

0

‖f‖20dτ +

t∫

0

(μ21 + μ22)dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2w2
2(0,l)

+ τ2(l) + τ2(0)

⎞
⎠ . (14)

Доказательство. Повторим те же рассуждения, которые производились при доказательстве тео-
ремы 1. Преобразуя слагаемые (5) с учетом (13), получим:

(
(kux)x, ut

)
=

l∫

0

ut(kux)xdx = utkux(x, t)
∣∣∣l
0
−

l∫

0

kuxtuxdx =

= kux(l, t)ut(l, τ)− kux(0, t)ut(0, τ)− 1

2

∂

∂t

l∫

0

ku2x(x, t)dx+
1

2

l∫

0

ktu
2
x(x, t)dx,

(
∂α0t(ηux)x, ut

)
= ut∂

α
0t(ηux)

∣∣∣l
0
−

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx =

= ut(l, τ)∂α0t
(
η(l)ux(l, τ)

) − ut(0, τ)∂α0t
(
η(0)ux(0, τ)

) −
l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx.

С учетом полученных неравенств из (5) получим

A1

2
∂α0t‖ut‖20 +

(
∂α0tu, ut

)
+

+
1

2

∂

∂t

⎛
⎝

l∫

0

ku2x(x, t)dx +

l∫

0

q(x, t)u2(x, t)dx

⎞
⎠ +

l∫

0

η(x)uxt ∂
α
0tuxdx �

�
( c2

4ε
+
c3
2

)
‖ux‖20 + (c2ε+ ε)‖ut‖20 +

1

4ε
‖f‖20 +

c3
2
‖u‖20 + Π(x, t)ut(x, t)

∣∣∣l
0
. (15)

Оценим последнее слагаемое правой части неравенства (15):

Π(x, t)ut(x, t)
∣∣∣l
0

=

= ut(l, t)
(
kux(l, t) + ∂α0t

(
η(l)ux(l, τ)

))− ut(0, t)
(
kux(0, t) + ∂α0t

(
η(0)ux(0, τ)

))
=

= ut(l, t)
(
μ2(t)− β2u

)− ut(0, t)(β1g − μ1(t)) =

= ut(l, t)μ2(t)− ut(l, t)β2u(l, t)− ut(0, t)β1u(0, t) + ut(0, t)μ1(t) �
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� −c4
2

∂

∂t

(
u2(l, t) + u2(0, t)

)
+ ut(l, t)μ2(t) + ut(0, t)μ1(t). (16)

Из (15) с учетом приведенных преобразований (16), а также в силу неравенства

μ1u(0, t) + μ2u(l, t) � 1

2
(μ21 + μ22) +

1

2

(
(u(0, t))2 + (u(l, t))2

)
�

� 1

2
(μ21 + μ22) +

(
ε
∥∥(u(x, t))x

∥∥2
0

+

(
2

ε
+

1

l

)
‖u(x, t)‖20

)

(см. [15]) приходим к неравенству

A1

2
∂α0t‖ut‖20 +

(
∂α0tu, ut

)
+

1

2

∂

∂t

⎛
⎝

l∫

0

ku2x(x, t)dx+

l∫

0

q(x, t)u2(x, t)dx

⎞
⎠+

+

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx+

c4
2

∂

∂t

(
u2(l, t) + u2(0, t)

)
�

�
( c2

4ε
+
c3
2

)
‖ux‖20 + (c2ε+ ε) ‖ut‖20 +

1

4ε
‖f‖20 +

c3
2
‖u‖20+

+
1

2
(μ21 + μ22) +

(
ε
∥∥(u(x, t))x

∥∥2
0

+

(
2

ε
+

1

l

)
‖u(x, t)‖20

)
. (17)

Проинтегрируем (17) по τ от 0 до t с учетом (3):

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖ux‖20 + ‖u‖20+

+

t∫

0

dτ

l∫

0

ut ∂
α
0tu dx+

t∫

0

dτ

l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx+ u2(l, t) + u2(0, t) �

�M5

( t∫

0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ +

t∫

0

‖f‖20dτ +

t∫

0

(μ21 + μ22)dτ +

t∫

0

‖uτ‖20dτ+

+ ‖ν(x)‖20 + ‖τ ′(x)‖20 + ‖τ(x)‖20 + τ2(l) + τ2(0)

)
. (18)

Аналогично первой краевой задаче, из (18), применяя последовательно леммы 3 и 2, получим
априорную оценку (14) доказывающую единственность решения задачи (1), (13), (3). �
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СТАБИЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ

СПУТНИКА ОКОЛО ЦЕНТРА МАСС

В ГЕОМАГНИТНОМ ПОЛЕ. II

c© 2023 г. В. М. МОРОЗОВ, В. И. КАЛЕНОВА, М. Г. РАК

Аннотация. Рассматриваются задачи стабилизации стационарных движений (положений рав-
новесия и регулярных прецессий) спутника около центра масс в гравитационном и магнитном по-
лях в предположении, что центр масс движется по круговой орбите. Математическими моделями
рассматриваемых задач являются системы дифференциальных уравнений с периодическими ко-
эффициентами. Представлен строгий аналитический подход к изучению этой проблемы, который
позволяет эффективно и корректно строить алгоритмы стабилизации. Метод основан на приво-
димости нестационарных систем, описывающих указанные задачи, к стационарным системам.
Предложены решения ряда задач стабилизации стационарных движений спутника при помощи
магнитных систем. Представлены результаты математического моделирования предложенных ал-
горитмов, подтверждающие эффективность разработанной методики. Настоящая статья являет-
ся второй частью работы. Первая часть: Итоги науки и техники. Современная математика и ее
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Abstract. In this paper, we consider problems of stabilization of stationary motions (equilibrium
positions and regular precessions) of a satellite near the center of mass in gravitational and magnetic
fields under the assumption that the center of mass moves in a circular orbit. Mathematical models of
the problems considered are systems of differential equations with periodic coefficients. We present
a rigorous analytical approach to this problem, which allows efficient and correct construction of
stabilization algorithms. The method is based on the reducibility of nonstationary systems that describe
these problems to stationary systems. Solutions for a number of problems of stabilizing stationary
motions of a satellite with the help of magnetic systems are proposed. We present the results of
mathematical modeling of the algorithms, which confirm the effectiveness of the developed methodology.
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Глава 2

АНАЛИЗ И СИНТЕЗ ПРИВОДИМЫХ ЛИНЕЙНЫХ
НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

В этой главе кратко изложены подходы к решению задач управления и оценивания линейных
нестационарных систем (ЛНС) определенного класса, приводимых к стационарным системам.
Более подробно эта теория изложена в [7].

В разделе 2.1 формулируются основные понятия линейной теории управления.
В разделе 2.2 рассмотрен класс ЛНС, содержащих управления и измерения, которые допускают

приведение к стационарным системам большего порядка, чем исходная система.
В разделе 2.3 рассматриваются алгоритмы управления и оценивания для приводимых неста-

ционарных систем.
В разделе 2.4 приведены методические примеры, иллюстрирующие представленные теорети-

ческие результаты.

2.1. Основные понятия линейной теории управления

Рассматривается динамическая система, поведение которой описывается системой обыкновен-
ных линейных дифференциальных уравнений

dx

dt
= A(t)x+B(t)u, σ = C(t)x. (2.1.1)

Здесь x(t) — n-мерный вектор состояния линейной системы; u(t) — r-мерный вектор входных пе-
ременных (управляющих воздействий или возмущений); σ(t) — -мерный вектор наблюдаемых пе-
ременных системы (или измерений); A(t), B(t), C(t) —известные матрицы с действительными
кусочно-непрерывными элементами размерности (n× n), (n× r), (l × n) соответственно.

Задачи оценивания и управления, часто возникающие на практике, можно сформулировать
следующим образом.

Задача оценивания. По измерениям величин σ(τ) и u(τ) на отрезке τ ∈ [t0, t] определить к мо-
менту времени t вектор состояния системы (2.1.1).

Задача управления. Пусть заданы начальное x(t0) и конечное x(t) состояния системы (2.1.1).
Требуется сформировать такое управление u(τ), t0 � τ � t, которое переводило бы систему из
состояния x(t0) в состояние x(t).

Одной из задач управления является задача стабилизации, т. е. построение управления в виде
обратной связи по состоянию, которое обеспечит асимптотическую устойчивость нулевого реше-
ния системы, замкнутой этим управлением.

Совместная задача оценивания и управления.
По измерениям величины σ(τ), на отрезке τ ∈ [t0, t] сформировать такое управление u(τ)

(t0 � τ � t), которое переводило бы систему из начального состояния x(t0) в некоторое заданное
состояние x(t).
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Очевидно, что приступать к решению указанных задач разумно лишь в случае, когда установ-
лено, что они разрешимы. Разрешимость этих задач математически формализуется при помощи
понятий наблюдаемости и управляемости, введенных Р. Е. Калманом [10,11, 54].

2.1.1. Наблюдаемость. По известному вектору измерений σ(t), t ∈ [t0, t1] требуется опреде-
лить вектор состояния, считая функцию u(t) известной на интервале [t0, t1].

Определение 2.1. Система (2.1.1) называется наблюдаемой в момент времени t, если суще-
ствует конечный момент t0 < t такой, что можно определить состояние системы x(t) по вектору
измерений σ(τ) при τ ∈ [t0, t].

Система
C(t)x(t) = σ(t)

представляет собой систему l уравнений с n неизвестными. В большинстве практических случаев
количество измерений меньше размерности вектора состояния, поэтому l < n,

Знание вектора σ(t) в фиксированный момент времени t не дает достаточной информации для
восстановления вектора состояния x. Для решения поставленной задачи следует учитывать всю
имеющуюся информацию σ(τ) о векторе x(τ) на отрезке времени τ ∈ [t0, t].

Далее при исследовании наблюдаемости рассматривается система
dx

dt
= A(t)x, σ = C(t)x. (2.1.2)

Вектор σ(τ) в момент τ ∈ [t0, t] можно представить в виде

σ(τ) = C(τ)Φ(τ, t)x(t), (2.1.3)

где Φ(t, t0) —переходная матрица, удовлетворяющая уравнению
dΦ(t, t0)

dt
= A(t)Φ(t, t0), Φ(t0, t0) = En.

Уравнение (2.1.3) должно удовлетворяться при единственном значении x(t) для любого τ ∈ [t0, t].
Введем матрицу

G(t, t0) =

t∫

t0

Φ�(τ, t)C�(τ)C(τ)Φ(τ, t)dτ. (2.1.4)

Очевидно, что матрица G(t, t0) является симметрической и неотрицательно определенной (это
означает, что для любого вектора η ∈ R

n квадратичная форма η�Gη � 0).
Имеет место следующий общий критерий наблюдаемости системы (2.1.2) [7, 11, 54].

Теорема 2.1. Система (2.1.2) наблюдаема в момент времени t тогда и только тогда, когда
существует такой момент времени t0 < t, что матрица G(t, t0) является положительно
определенной.

Доказательство этой теоремы можно найти в [11,54].
Основной недостаток критерия наблюдаемости, даваемого этой теоремой, состоит в том, что

фундаментальная матрица Φ(t, t0) системы (2.1.2) должна быть известна. Но, за исключением
специальных случаев, матрица Φ(t, t0) не может быть найдена в замкнутой форме.

Для системы (2.1.2), элементы матриц A(t) и C(t) которой являются непрерывно дифференци-
руемыми функциями n− 2 и n− 1 раз соответственно, существует алгебраический достаточный
критерий наблюдаемости, не требующий знания фундаментальной матрицы системы. Имеет ме-
сто

Теорема 2.2 (см. [7, 13, 43]). Если на отрезке [t0, t] можно указать точку t∗, в которой
rank(N(t∗)) = n, N(t∗) = [L1(t∗), . . . , Ln(t∗)],

L1(t∗) = C�(t∗), Lk(t∗) = A�(t∗)Lk−1(t∗) + L̇k−1(t∗) (k = 2, . . . , n),
(2.1.5)

то система (2.1.2) является наблюдаемой в момент t.
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2.1.2. Управляемость. Рассмотрим систему
dx

dt
= A(t)x+B(t)u. (2.1.6)

Определение 2.2. Система (2.1.6) называется управляемой в момент t0, если для любой пары
точек ξ и η в пространстве состояний {x} существуют конечный момент t � t0 и допустимое
управление u(τ), τ ∈ [t0, t], переводящее систему (2.1.6) из состояния x(t0) = ξ в состояние
x(t) = η.

Управление u(τ) называется допустимым, если оно ограничено и кусочно-непрерывно на [t0, t].

Введем симметричную неотрицательно определенную матрицу (Грамиан управляемости)

W (t, t0) =

t∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)B�(τ)Φ�(t, τ)dτ.

Теорема 2.3 (см. [7, 11, 54]). Система (2.1.6) управляема в момент t0 тогда и только тогда,
когда существует такой конечный момент времени t � t0, для которого матрица W (t, t0)
положительно определена.

Достаточное условие управляемости для класса нестационарных систем (2.1.6), элементы мат-
риц A(t) и B(t) которых являются непрерывно дифференцируемыми функциями соответственно
n− 2 и n− 1 раз, дается следующей теоремой.

Теорема 2.4 (см. [7, 13, 43]). Если на отрезке [t0, t] можно указать такую точку t∗, в кото-
рой

rankU(t∗) = n, U(t∗) =
[
L1(t∗), . . . , Ln(t∗)

]
,

L1(t∗) = B(t∗), Lk(t∗) = A(t∗)Lk−1(t∗)− L̇k−1(t∗) (k = 2, . . . , n),

то система (2.1.6) является управляемой в момент t0.

Доказательство теорем из п. 2.1.1 и п. 2.1.2 можно найти в [13,43].

2.1.3. Принцип двойственности задач наблюдения и управления. Рассмотрим две си-
стемы

dx

dt
= A(t)x+B(t)u, σ = C(t)x, (2.1.7)

dξ

dt
= −A�(t)ξ + C�(t)v, ζ = B�(t)ξ. (2.1.8)

Обозначим их переходные матрицы через Φ(t, t0) и Ψ(t, t0)

dΦ(t, t0)

dt
= A(t)Φ(t, t0), Φ(t0, t0) = En,

dΨ(t, t0)

dt
= −A�(t)Ψ(t, t0), Ψ(t0, t0) = En.

Матрицы управляемости и наблюдаемости систем (2.1.7) и (2.1.8) имеют соответственно вид

Gx(t, t0) =

t∫

t0

Φ�(τ, t)C�(τ)C(τ)Φ(τ, t)dτ,

Wx(t, t0) =

t∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)B�(τ)Φ�(t, τ)dτ,

Gξ(t, t0) =

t∫

t0

Ψ�(τ, t)C�(τ)C(τ)Ψ(τ, t)dτ,
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Wξ(t, t0) =

t∫

t0

Ψ(t, τ)B(τ)B�(τ)Ψ�(t, τ)dτ.

Из свойств сопряженных систем следует

Φ(t, t0)Ψ(t, t0) = En или Φ�(t, t0) = Ψ(t0, t),

откуда
Gx(t, t0) = Wξ(t, t0); Wx(t, t0) = Gξ(t, t0).

Это означает, что справедлива

Теорема 2.5 (см. [25, 54]). Система (2.1.7) управляема (соответственно наблюдаема) то-
гда и только тогда, когда наблюдаема (соответственно управляема) сопряженная ей систе-
ма (2.1.8).

Содержание теоремы составляет принцип двойственности задач наблюдения и управления.
Двойственность этих задач имеет большое значение и в теоретическом, и в практическом отно-

шении, так как позволяет переносить результаты, полученные в задаче наблюдения (управления)
на задачи управления (наблюдения).

В ряде случаев двойственность оказывает существенную помощь при доказательствах. Прин-
цип двойственности может быть эффективен при решении практических задач, так как однотип-
ность математического аппарата позволяет использовать одинаковые вычислительные програм-
мы при решении как задач управления (стабилизации), так и оценивания.

2.1.4. Критерии управляемости и наблюдаемости для стационарных систем. Для ста-
ционарных систем имеют место эффективные критерии управляемости и наблюдаемости, выра-
женные через элементы матриц A, B, C.

Теорема 2.6 (см. [2, 7, 13, 25, 54]). Для наблюдаемости линейной стационарной системы

dx

dt
= Ax, σ = Cx (2.1.9)

необходимо и достаточно, чтобы rankN = n, где

N =

⎡
⎢⎢⎣

C
CA
. . .

CAn−1

⎤
⎥⎥⎦ —

матрица наблюдаемости.

Теорема 2.7 (см. [7, 50]). Линейная стационарная система (2.1.9) наблюдаема тогда и толь-
ко тогда, когда

rank

[
A− λEn

C

]
= n ∀λ ∈ Λ, (2.1.10)

где Λ = {λ : det(λEn −A) = 0}.
Теорема 2.8 (см. [2, 7, 13, 25, 54]). Для управляемости линейной стационарной системы

ẋ = Ax+Bu (2.1.11)

необходимо и достаточно, чтобы ранг

rankU = n,

где U =
[
B AB . . . An−1B

]
—матрица управляемости.

Замечание 2.1. Если в системе (2.1.11) существует линейный интеграл, не зависящий от
управления, то система, очевидно, не является управляемой.
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Теорема 2.9 (см. [7, 50]). Стационарная система (2.1.11) управляема тогда и только тогда,
когда

rank
[
A− λEn B

]
= n ∀λ ∈ Λ, Λ = {λ : det(λEn −A) = 0}. (2.1.12)

Критерии наблюдаемости (2.1.10) и управляемости (2.1.12) особенно удобны, если известны
собственные значения матрицы системы. С их помощью можно устанавливать и достаточные
условия ненаблюдаемости (неуправляемости), т. к. если хотя бы для одного собственного значения
матрицы A нарушаются условия (2.1.10), ((2.1.12)), то система ненаблюдаема (неуправляема).

2.1.5. Критерии управляемости и наблюдаемости для стационарных многомерных
систем второго порядка. Рассмотрим стационарную систему

Mẍ+Dẋ+Kx = Bu,

σ = C1x+C2ẋ. (2.1.13)

Здесь x— вектор (n×1),M ,D,K —постоянные квадратные (n×n)-матрицы, матрицаM является
положительно определенной, u(r×1) — вектор управляющих воздействий, B —постоянная (n×r)-
матрица, σ(l × 1) — вектор измерений, C1, C2 —постоянные (l × n)-матрицы.

Теорема 2.10 (см. [7, 55]). Для управляемости системы (2.1.13) необходимо и достаточно,
чтобы ∀λ ∈ Λ Λ = {λ : det(Mλ2 +Dλ+K) = 0} выполнялось условие

rank
[
Mλ2 +Dλ+K B

]
= n. (2.1.14)

Теорема 2.11 (см. [7, 55]). Для наблюдаемости системы (2.1.13) необходимо и достаточно,
чтобы

rank

[
Mλ2 +Dλ+K

C1 + C2λ

]
= n ∀λ ∈ Λ, Λ = {λ : det(Mλ2 +Dλ+K) = 0}. (2.1.15)

Критерии управляемости (2.1.14) и наблюдаемости (2.1.15) особенно удобны для механиче-
ских систем, так как уравнения движения записываются, как правило, в виде уравнений второго
порядка (уравнения Лагранжа 2-го рода).

Критерии управляемости и наблюдаемости для нестационарных систем, сформулированные
в этом параграфе, достаточно сложны и не очень конструктивны, в отличие от критериев для
стационарных систем, поэтому целесообразно выделить те классы ЛНС, для которых эти крите-
рии будут подобны критериям для стационарных систем. Об этом пойдет речь в разделе 2.2.

2.2. Приведение линейных систем, нестационарных по управлению
и наблюдению к стационарным системам

Понятие приводимости, введенное Ляпуновым для линейных однородных нестационарных си-
стем, было распространено на линейные нестационарные системы, содержащие управления и на-
блюдения [7].

Рассмотрим линейную нестационарную систему

ẋ = Ax+B(t)u, σ = C(t)x, (2.2.1)

где x(n× 1) — вектор состояния системы; u(r× 1) —вектор управляющих воздействий; σ(l× 1) —
вектор измерений; A(n×n) = const, B(t)(n× r), C(t)(l×n) —матрицы, элементы которых непре-
рывно дифференцируемые функции t, t ∈ I, I = [0 � t0 � t <∞).

Нестационарная система (2.2.1) может быть преобразована в полностью стационарную систему
того же порядка в очень редких случаях [7]. Более реалистичным и применимым на практике,
в частности для тех задач, которые рассматриваются в этой реботе, является случай, когда воз-
можно приведение исходной нестационарной системы к стационарной системе большего порядка.

Далее рассмотрим отдельно приведение к стационарным системам, систем, нестационарных по
управлению

ẋ = Ax+B(t)u (2.2.2)
и систем, нестационарных по наблюдению

ẋ = Ax, σ = C(t)x. (2.2.3)
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2.2.1. Приведение систем, нестационарных по управлению. Рассмотрим линейную си-
стему (2.2.2), нестационарную по управлению.

Пусть матрица B(t) представляется в виде

B(t) =
s∑

j=1

βj(t)Bj , (2.2.4)

где Bj(n × r) —постоянные матрицы; βj(t) (j = 1, 2, . . . , s) — линейно независимые непрерывно
дифференцируемые функции времени t.

Будем предполагать, что функции βj(t) таковы, что можно ввести вектор f(t)(m×1), s компо-
нент которого представляют собой функции βj(t), а остальные компоненты fj(t) (j = s+1, . . . ,m)
выбраны так, чтобы поведение вектора f(t) описывалось некоторой линейной системой диффе-
ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами

ḟ(t) = Sf(t), S(m×m) = const. (2.2.5)

Это означает, что к выделенному таким образом классу функций βj(t), входящих в матрицу
B(t), относятся такие функции fi(t) как полиномы, экспоненты, синусы, косинусы произвольных
частот и всевозможные комбинации этих функций.

Замечание 2.2. Вектор-функция β(t) =
[
β1 β2 . . . βs

]� в общем случае не удовлетворяет
системе вида (2.2.5) порядка s (пример см. ниже).

Замена переменных
x = F�(t)y, F�(t) = f�(t)⊗En (2.2.6)

приводит систему (2.2.2) к стационарной системе большей размерности

ẏ = Gy +Byu, y(mn× 1), (2.2.7)

где

G
(mn×mn)

= Em ⊗A− S� ⊗ En, B�
y

(r×mn)

=

[
B�

1
(r×n)

. . . B�
s

(r×n)

O
(r×n)

. . . O
(r×n)

]
;

O
(r×n)

—нулевая матрица; символом ⊗ обозначено кронекеровское произведение [7, 42].

Кронекеровским произведением матриц P
(k×l)

=
[
pij
]

и Q
(k′×l′)

=
[
qij
]

называется — блочная

матрица R = P ⊗Q (kk′ × ll′), определяемая по формуле R =
[
pijQ

]
[42].

Преобразование (2.2.6), в котором вектор y удовлетворяет системе (2.2.7) с начальным усло-
вием y(t0) = y0, дает возможность связать вектор y с вектором состояния x, поведение которого
описывается системой (2.2.2) с начальным условием x(t0) = F�(t0)y(t0).

2.2.2. Приведение систем, нестационарных по наблюдению. Рассмотрим линейную си-
стему (2.2.3), нестационарную по наблюдению.

Пусть матрица C(t) представима в виде

C(t) =

p∑
j=1

αj(t)Cj (p � ln); Cj = const, (2.2.8)

где αj(t) —линейно независимые функции, являющиеся решениями некоторой системы линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Обозначим через f(t) вектор f(t) =
[
f1 f2 . . . fm

]�, первые компонент являются функци-
ями α1(t), . . . , αp(t), который удовлетворяет уравнению вида (2.2.5) с соответствующей матрицей
S.

Замена переменных
y = F (t)x, F (t)

(mn×n)

= f(t)⊗En (2.2.9)
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приводит систему (2.2.3) к стационарной системе большего порядка

ẏ = Gy, σ = Cyy, (2.2.10)

где y(mn× 1) — вектор состояния,

G
(mn×mn)

= S ⊗ En + Em ⊗A, Cy
(l×mn)

=
[
C1 C2 . . . Cp O . . . O

]
.

2.2.3. Приведение линейных нестационарных сиcтем второго порядка. Рассмотрим
систему второго порядка, нестационарную по управлению

ẍ+ 2Dẋ+Nx = B(t)u, (2.2.11)

где x(n×1) — вектор состояния системы; u(r×1) — вектор управляющих воздействий; D(n×n) =
const, N(n×n) = const, B(t)(n×r) —матрица, элементы которой непрерывно дифференцируемые
функции t, t ∈ I, I = [0 � t0 � t <∞).

Матрица B(t) представима в виде (2.2.4):

B(t) =

s∑
j=1

βj(t)Bj , f� =
[
β1 . . . βs fs+1 . . . fm

]
, ḟ(t) = Sf(t), (2.2.12)

где Bj(n × r), S(m × m) = const. Нестационарная по управлению система (2.2.10), в которой
матрица B(t) удовлетворяет условиям (2.2.11), при помощи преобразования

x = F�(t)y, F�(t) = f�(t)⊗En (2.2.13)

приводится к стационарной системе с расширенным mn-мерным вектором состояния y(t) [7, 8]

ÿ + 2Gẏ +My = Qu, (2.2.14)

где

G = S� ⊗ En + Em ⊗D, M = (S�)2 ⊗ En + 2(S� ⊗D) + Em ⊗N,

Q
(r×mn)

� =

[
B�

1
(r×n)

, . . . B�
s

(r×n)

, O
(r×n)

, . . . , O
(r×n)

]
.

Отметим, что управляемость и наблюдаемость приводимых ЛНС можно исследовать, как ис-
ходя из нестационарных систем, так и анализируя соответствующие приведенные стационар-
ные системы. Как уже указывалось, полученные стационарные системы являются избыточными
по отношению к исходным системам. Если приведенная стационарная система управляема (на-
блюдаема), то управляема (наблюдаема) и исходная нестационарная система. Однако, в силу ее
избыточности, неуправляемость (ненаблюдаемость) стационарной системы может и не повлечь
неуправляемость (ненаблюдаемость) исходной нестационарной системы.

2.3. Алгоритмы оценивания и управления

Наличие свойств наблюдаемости и управляемости линейных систем позволяет строить алго-
ритмы оценивания и управления с заранее заданными свойствами.

2.3.1. Алгоритмы оценивания. Рассмотрим систему

ẋ = A(t)x+ q(t), (2.3.1)
z(t) = C(t)x+ r(t). (2.3.2)

Здесь x(t) — n-мерный вектор состояния; z(t) — l-мерный вектор выходных переменных (измере-
ний); A(t), C(t) —известные ограниченные матрицы с действительными кусочно-непрерывными
элементами размерности (n×n), (l×n) соответственно; функции q(t) — n-мерный вектор погреш-
ностей в системе и r(t) — l-мерный вектор погрешностей измерения, состоящие из систематиче-
ских и случайных составляющих.
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Задача оценивания вектора состояния линейной системы (2.3.1) по данным измерениям (2.3.2)
заключается в том, чтобы на некотором интервале времени t ∈ [t0, T ] найти оценку x̃(t), в опре-
деленном смысле близкую к вектору состояния x(t), при этом критерии малости ошибки оценки
Δx = x− x̃ могут быть различными.

Существуют различные типы алгоритмов оценивания вектора состояния, зависящие от моде-
лей погрешностей q(t) и r(t), и выбранного критерия малости ошибок оценки.

Известно, что структура линейного фильтра для нахождения оценок x̃ вектора x имеет вид [2,
7, 54]

˙̃x = A(t)x̃+ L(t)(z −C(t)x̃), x̃(t0) = x̃0. (2.3.3)
Матрица L(t)(n × l) подлежит выбору. Поведение ошибок оценки описывается уравнением

Δẋ = [A(t) − L(t)C(t)]Δx+ q(t)− L(t)r(t), Δx(t0) = Δx0. (2.3.4)

Для работоспособности алгоритма оценивания (2.3.3) необходимо, чтобы имела место асимпто-
тическая устойчивость тривиального решения уравнений ошибок оценки (2.3.4) при q = 0, r = 0.
Если система наблюдаема, то выполнение этого условия при наличии наблюдаемости системы
можно обеспечить путем соответствующего выбора матрицы L(t).

Если в качестве моделей погрешностей принять случайные процессы типа белого шума с ну-
левыми средними и заданными корреляционными матрицами

M
[
q(t) q�(τ)

]
= Q(t)δ(t− τ),

M
[
r(t) r�(τ)

]
= R(t)δ(t− τ)

(где Q(t)(n × n) — симметрическая неотрицательно определенная матрица, R(t)(l × l) — симмет-
рическая положительно определенная матрица, δ(t−τ) —дельта-функция Дирака), то алгоритм,
доставляющий минимум дисперсии ошибок оценки, имеет структуру (2.3.3), в которой матрица
L(t) определяется из соотношений [2, 7, 54]

L(t) = P (t)C�(t)R−1C(t), (2.3.5)

где P (t) —решение матричного уравнения Риккати

Ṗ = A(t)P + PA�(t)− PC�(t)R−1(t)(t)P +Q(t), P (t0) = P0. (2.3.6)

Здесь P (t) = M
[
Δx(t)Δx�(t)

]
—ковариационная матрица ошибок оценки; P0 — заданная неот-

рицательно определенная матрица. Алгоритм, описываемый уравнениями (2.3.3), (2.3.5), (2.3.6)
называется оптимальным фильтром Калмана—Бьюси [2, 7, 11, 25].

2.3.2. Алгоритмы управления. Рассмотрим систему

ẋ = A(t)x+B(t)u+ q(t), (2.3.7)

где x(t) — n-мерный вектор состояния; u(t) — r-мерный вектор входных переменных; q(t) — вектор
возмущений; A(t), B(t) —известные ограниченные при всех t � t0 матрицы с действительными
кусочно-непрерывными элементами размерности (n× n), (n× r) соответственно.

Цель задачи управления — сконструировать такой закон управления, чтобы вектор состояния
соответствующей замкнутой системы обладал желаемыми свойствами.

Рассмотрим линейный закон управления в предположении, что измеряются все компоненты
вектора x(t). Сформируем закон управления в виде

u(t) = −K(t)x(t), (2.3.8)

где K(t)(r × n) —некоторая матрица, подлежащая выбору. Система, замкнутая управлени-
ем (2.3.8), имеет вид

ẋ = [A(t)−B(t)K(t)]x+ q(t). (2.3.9)
Одна из задач управления состоит в выборе u(t), переводящего систему (2.3.7) из произволь-

ного состояния x(t0) в начало координат за конечное время t1 − t0 > 0 при q = 0. Другая задача
(задача стабилизации) состоит в том, чтобы построить такое управление (2.3.8), при котором за-
мкнутая система (2.3.9) при q = 0 была бы асимптотически устойчива в смысле Ляпунова. В этом
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случае говорят, что система (2.3.7) стабилизируема при помощи стабилизирующей обратной свя-
зи (2.3.8).

Предположим теперь, что при формировании закона управления измерению доступны не все
компоненты вектора состояния x, а лишь их l линейных комбинаций (2.3.2). Тогда, если пaра
(A(t), C(t)) наблюдаема, то справедлива оценка x̃(t) вектора состояния x(t), определяемая урав-
нением

˙̃x = A(t)x̃+B(t)u(t) + L(t)(σ − C(t)x̃), (2.3.10)
при этом уравнение ошибок оценки будет асимптотически устойчивым (при q = 0, r = 0).

Далее построим закон управления в форме обратной связи по оценке

u(t) = −K(t)x̃(t). (2.3.11)

Подставив выражение (2.3.11) в систему (2.3.7) и (2.3.10), будем иметь замкнутую систему
размерности 2n относительно переменных x и x̃

ẋ = A(t)x−B(t)K(t)x̃+ q(t),

˙̃x = [A(t)−B(t)K(t)− L(t)C(t)]x̃+ L(t)C(t)x+ L(t)r(t).
(2.3.12)

Введя ошибку оценки Δx = x− x̃, преобразуем систему (2.3.12) к виду

Δẋ = [A(t) − L(t)C(t)]Δx+ q(t)− L(t)r(t), (2.3.13)
ẋ = [A(t)−B(t)K(t)]x+B(t)K(t)Δx+ q(t). (2.3.14)

Поведение решений уравнений (2.3.13), (2.3.14) определяется свойствами матриц A(t)−L(t)C(t)
и A(t)−B(t)K(t), в которых матрицы L(t) и K(t) при сформулированных выше условиях могут
быть независимо выбраны так, что при q = 0, r = 0 уравнения (2.3.13), (2.3.14) будут асимптоти-
чески устойчивы.

2.3.3. Алгоритмы управления и оценивания для стационарных систем. Рассмотрим
стационарную систему

ẋ = Ax+Bu, σ = Cx. (2.3.15)
Здесь x(t)(n × 1) — вектор состояния; u(r × 1) — вектор управляющих воздействий, σ(l × 1) —
вектор измерений (наблюдений); A(n × n), B(n× r), C(l × n) —постоянные матрицы.

Будем предполагать, что система (2.3.15) управляема и наблюдаема. Тогда для нее можно
строить как оптимальные, так и асимптотические алгоритмы управления и оценивания.

Предположим, что вектор состояния x(t) доступен точному измерению в любой момент вре-
мени. Тогда можно реализовать закон управления в виде линейной обратной связи

u(t) = −Kx(t), (2.3.16)

где K(r × n) —постоянная матрица коэффициентов усиления.
Система (2.3.15), замкнутая управлением (2.3.16), имеет вид

ẋ = (A−BK)x. (2.3.17)

При наличии измерения σ(t) оценку x̃(t) вектора состояния x(t) можно строить согласно ал-
горитму

˙̃x = Ax̃+Bu(t) + L(σ − Cx̃), L(n× l) = const. (2.3.18)
Уравнения ошибок оценки Δx = x− x̃ имеют вид

Δẋ = (A− LC)Δx. (2.3.19)

Постоянные матрицы K и L в асимптотических алгоритмах управления (2.3.16) и оценива-
ния (2.3.18) могут быть выбраны на основании следующих утверждений [2, 7, 54].

Тогда постоянную матрицу K в законе управления (2.3.16) можно выбрать так, чтобы ха-
рактеристический многочлен замкнутой системы (2.3.17) совпадал с любым наперед заданным
многочленом n-ой степени с действительными коэффициентами.
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В уравнениях (2.3.18) постоянную матрицу L можно выбрать так, чтобы характеристический
многочлен уравнений ошибок оценки (2.3.19) совпадал с любым наперед заданным многочленом
n-ой степени с действительными коэффициентами.

На основании этих утверждений матрицы K и L можно выбрать так, чтобы обеспечить асимп-
тотическую устойчивость уравнений (2.3.17) и (2.3.19), т. е. так, чтобы x(t)→ 0 и Δx(t)→ 0 при
t→∞ с любой скоростью сходимости.

Другой вариант выбора коэффициентов управления в системе (2.3.15) — выбор из условия ми-
нимума квадратичного функционала

J =
1

2

∞∫

0

[x�(t)Wx(t) + u�(t)Wuu(t)]dt.

Здесь W (n×n), Wu(r× r) —неотрицательно и положительно определенные постоянные матрицы
соответственно.

Если система (2.3.15) управляема, то оптимальное управление имеет вид [2, 7, 54]

u(t) = −Kx(t), K = W−1
u B�P.

Матрица P размерности n× n является положительно определенным решением матричного ал-
гебраического уравнения Риккати

PA+A�P − PBW−1
u B�P +W = 0.

Система (2.3.15), замкнутая этим управлением, будет асимптотически устойчива.

2.3.4. Управление и оценивание нестационарных приводимых систем. Для приводи-
мых нестационарных систем, описанных в разделе 2.2, решение задачи управления состоит из
следующих этапов:
1. приведение данной нестационарной системы к стационарной системе большего порядка;
2. анализ управляемости (наблюдаемости) для полученной стационарной системы;
3. построение алгоритмов управления (оценивания) для полученной стационарной системы;
4. обратный переход к соответствующим исходным переменным.

Рассмотрим построение закона управления в системе

ẋ = Ax+B(t)u, (2.3.20)

матрица B(t) которой удовлетворяет условиям (2.2.4), (2.2.5).
Система (2.3.20), нестационарная по управлению, приводится к стационарной системе ви-

да (2.2.7) к стационарной системе большего порядка

ẏ = Gy +Byu, y(mn× 1), (2.3.21)

где

G
(mn×mn)

= Em ⊗A− S� ⊗ En, B�
y

(r×mn)

=

[
B�

1
(r×n)

. . . B�
s

(r×n)

O
(r×n)

. . . O
(r×n)

]
;

при помощи замены переменных (2.2.6)

x = F�(t)y, F�(t) = f�(t)⊗ En. (2.3.22)

Будем предполагать, что система (2.3.21) управляема. Тогда закон управления в виде обратной
связи имеет вид

u(t) = −Ky(t), (mn× 1)y(t), K
(r×mn)

= const. (2.3.23)

Матрицу K можно выбрать так, чтобы обеспечить любую степень затухания замкнутой систе-
мы

ẏ = Gky, Gk = G−ByK. (2.3.24)
Тогда при указанном выборе элементов матрицы K вектор y(t)→

t→∞
0 и удовлетворяет неравен-

ству
‖y(t)‖ � r1e

−γ1t, t � 0.
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Здесь r1 = const > 0, γ1 > 0 — заданная величина.
Вектор x(t) согласно (2.3.22) подчиняется неравенству

‖x(t)‖ � ‖F�(t)‖ · ‖y(t)‖, t � 0. (2.3.25)

Элементы fij(t) матрицы F (t) есть решения дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами (2.2.5) (ḟ = Sf), поэтому

‖F�(t)‖ � r2e
γ2t, t � 0, r2 = const > 0,

где γ2 —некоторая постоянная величина.
Неравенство (2.3.25) можно переписать в виде

‖x(t)‖ � r1r2e
(γ1+γ2)t, t � 0.

Выбирая γ1 таким образом, чтобы γ1 + γ2 � −γ0 < 0, где γ0 —желаемая степень затухания
переменных xi(t) (i = 1, 2, . . . , n), получаем

‖x(t)‖ � r3e
−γ0t, t � 0.

Таким образом, управление (2.3.23) обеспечивает асимптотическую устойчивость систе-
мы (2.3.24).

Если в законе управления (2.3.23) матрица K выбирается из условия оптимизации функцио-
нала

J =
1

2

∞∫

0

[y�(t)Wyy(t) + u�(t)Wuu(t)]dt

(здесь Wy(mn × mn), Wu(r × r) —неотрицательно и положительно определенные постоянные
матрицы соответственно), тогда K = W−1

u B�
y P .

Матрица P размерности mn×mn является положительно определенным решением матричного
алгебраического уравнения Риккати

PG+G�P − PByW
−1
u B�

y P +Wy = 0.

В таком случае γ∗ — степень затухания y(t) уже не является задаваемой, а определяется видом
функционала.

Тогда
‖y(t)‖ � r10e

−γ∗t, t � 0, r10 = const > 0.

Элементы fij(t) матрицы F (t) ограничены, поэтому

‖F�(t)‖ � r20, t � 0, r20 = const > 0.

Тогда для оценки вектора состояния исходной системы x(t) имеет место неравенство

‖x(t)‖ � r10r20e
γ∗t, t � 0.

Таким образом, и в этом случае управление (2.3.23) обеспечивает асимптотическую устойчивость
системы (2.3.24).

Синтезированное на основе расширенной стационарной системы управляющее воздействие u =
−Ky необходимо вводить непосредственно в исходную систему.

Введем mn-мерный вектор

X =

[
x
xd

]
,

первые n компонент которого представляют собой вектор x, а дополнительный вектор xd имеет
размерность (mn− n)× 1.

Выберем матрицу F�
d (t) размерности ((mn− n)×mn) таким образом, чтобы квадратная мат-

рица

T (t) =

⎡
⎢⎣

F�(t)
(n×mn)

F�
d (t)

((mn−n)×mn)

⎤
⎥⎦ ,
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первые n строк которой составляет матрица F�(t), была невырожденной.
Представим обратную матрицу T−1(t) в блочной форме

T−1(t) =

[
L1(t)
(mn×n)

L2(t)
(mn×(mn−n))

]
.

Из соотношения T (t)T−1(t) = Emn следуют условия для матриц F (t), Fd(t), L1(t), L2(t), а именно

F�L1 = En, F�L2 = On, F�
d L1 = On, F�

d L2 = Emn−n. (2.3.26)

Рассмотрим невырожденное преобразование

X = T (t)y, y = T−1(t)X (2.3.27)

или
x = F�(t)y, xd = F�

d (t)y, y = L1(t)x+ L2(t)xd. (2.3.28)
Учитывая, что

Ḟ� = F�H, H = (S� ⊗ En), (2.3.29)
можно считать, что матрица F�

d (t) подчиняется уравнению

Ḟ�
d = F�

d H. (2.3.30)

Дифференцируя соотношения (2.3.28), используя уравнения (2.3.29), (2.3.30) и свойства кро-
некеровского произведения, получим F�(Em ⊗ A) = (f� ⊗ En)(Em ⊗ A) = A(f� ⊗ En) = AF�,
F�(t)Q = B(t).

Тогда система уравнений, содержащая исходную нестационарную систему и уравнения для
дополнительных переменных, имеет вид

ẋ = Ax+B(t)u,

ẋd = F�
d (t)(Em ⊗A)(L1(t)x+ L2(t)xd) +Bd(t)u, Bd(t) = F�

d (t)Q.
(2.3.31)

Уравнения относительно компонент x, xd системы, замкнутой управлением

u = −Ky = −K(L1(t)x+ L2(t)xd), (2.3.32)

в которой матрица K выбрана из условий асимптотической устойчивости стационарной систе-
мы (2.3.24), имеют вид:

ẋ = Ax−B(t)K(L1(t)x+ L2(t)xd),

ẋd = F�
d (t)[Em ⊗A−ByK](L1(t)x+ L2(t)xd).

(2.3.33)

Решения x(t), xd(t) этой системы стремятся к нулю при t → ∞, причем с заданной степенью
затухания, в силу выбора матрицы K, так как компоненты векторов x(t), xd(t) связаны с компо-
нентами вектора y преобразованием (2.3.28). В самом деле, матрица T (t) допускает в силу (2.3.29),
(2.3.30) оценку ‖T (t)‖ � δeκt, а вектор y(t) → 0 при t → ∞ с любой наперед заданной степенью
затухания.

Замечание 2.3. Следует отметить, что если m = 2, матрицу F�
d (t) можно представить в виде,

аналогичном (2.2.8), F�
d (t) = f�d (t) ⊗ En (fd(t) —двумерный вектор). В этом случае система

уравнений (2.3.31) упрощается и принимает вид
ẋ = Ax+B(t)u,

ẋd = Axd +Bd(t)u.
(2.3.34)

Рассмотрим вопрос о построении оценки вектора состояния системы

ẋ = Ax, σ = C(t)x, A(n× n) = const, (2.3.35)

где матрица C(t)
(l×n)

удовлетворяет условиям

C(t) =

p∑
i=1

αi(t)Ci, f =
[
α1 α2 . . . αp fp+1 . . . fm

]�
, ḟ = Sf. (2.3.36)
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Здесь Ci
(l×n)

(i = 1, 2, . . . , p), Si
(m×m)

—постоянные матрицы. Система (2.3.35) при помощи преобра-

зования (2.2.8)
y = F (t)x, F (t) = (f(t)⊗ En)x (2.3.37)

приводится к стационарной системе

ẏ = Gy, σ = Cyy, (2.3.38)

где y(mn× 1) — вектор состояния,

G
(mn×mn)

= S ⊗ En + Em ⊗A, Cy
(l×mn)

=
[
C1 C2 . . . Cp O . . . O

]
.

Будем предполагать, что стационарная система (2.3.38) является наблюдаемой. Алгоритм оце-
нивания строится на основании стационарной системы (2.3.38)

˙̃y = Gỹ + L(σ − Cy
˙̃y), σ = Cyy, ỹ(t0) = 0. (2.3.39)

Постоянную матрицу L(mn × l) можно выбирать из условий асимптотической устойчивости
с любой степенью затухания ошибки оценки Δy

Δẏ = (G− LCy)Δy, Δy(t0) = y(t0). (2.3.40)

Ошибка оценки Δy удовлетворяет неравенству

‖Δy(t)‖ �M1 exp(γ1t),

где M1 = const > 0, а γ1 < 0 —любое наперед заданное число.
Покажем, что выбор матрицы L можно осуществить так, чтобы обеспечить любую степень

затухания ошибки оценки Δx = x− x̃ вектора состояния исходной системы. Оценки векторов x(t)
и соответствующие им ошибки оценок Δx(t) связаны с ỹ, Δy(t), согласно (2.3.37), соотношениями

ỹ = F (t)x̃, Δy = F (t)Δx. (2.3.41)

Системы (2.3.41) представляют собой переопределенные системы линейных алгебраических
уравнений относительно компонент векторов x̃, Δx. Из соотношений (2.3.41) выразим x̃, Δx

x̃ = D(t)ỹ, Δx = D(t)Δy, (2.3.42)

где D(t) —матрица, удовлетворяющая уравнению D(t)F (t) = En.
В частности,

D(t) = [F�(t)F (t)]−1F�(t). (2.3.43)

Элементы матрицы F (t) являются решениями линейной системы с постоянными коэффициента-
ми (2.2.5). Учитывая соотношение (2.3.43), будем иметь

‖D(t)‖ �M2 exp(γ2t),

где M2 = const > 0, а γ2 —некоторое число.
Тогда

‖Δx(t)‖ � ‖D(t)‖ · ‖Δz(t)‖ �M1M2 exp((γ1 + γ2)t).

Выбирая γ1 < −γ0 − γ2, можно добиться любой наперед заданной степени затухания γ0 > 0
ошибки оценки Δx(t).

Алгоритм оценивания исходной системы размерности n включает в себя:

1. алгоритм оценивания стационарной системы (2.3.39),
2. вычисление матрицы D(t) (в том числе обращение матрицы F�F размерности n× n),
3. переход от оценок ỹ к оценкам x̃ по формулам (2.3.42).



СТАБИЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ СПУТНИКА. II 85

2.4. Методические примеры

Рассмотрим простую систему
ẋ1 = u sinωt,

ẋ2 = u cosωt.
(2.4.1)

Запишем ее в матричном виде

Ẋ = b(t)u, X =

[
x1
x2

]
, b(t) =

[
sinωt
cosωt

]
.

Вектор b(t) представим в виде (2.2.4)

b(t) = sinωt

[
1
0

]
+ cosωt

[
0
1

]
(r = 1, s = 2).

Очевидно, этот вектор удовлетворяет уравнению (2.2.5)

ḃ = Sb, S =

[
0 ω
−ω 0

]

и может быть записан в виде

b(t) = eStb(0), b(0) =

[
0
1

]
.

Замена переменных (2.2.6)
X = eStY (2.4.2)

приводит систему (2.4.1) к стационарной системе

Ẏ = −S�Y + b(0)u

или в скалярной форме
ẏ1 = −ωy2, ẏ2 = ωy1 + u. (2.4.3)

Система (2.4.3), очевидно, управляема.
Управление с виде обратной связи имеет вид

u = −K�
y Y, K�

y =
[
k1 k2

]
.

Замкнутая этим управлением система (2.4.3):

ẏ1 = −ωy2, ẏ2 = (ω − k)1y1 − k2y2. (2.4.4)

Параметры k1, k2 могут быть выбраны из условия асимптотической устойчивости системы (2.4.4).
Управление, которое следует вводить в исходную систему, имеет вид

u(t) = −K�
y e

−StX(t). (2.4.5)

Нестационарная система (2.4.1), замкнутая этим управлением, может быть записана в форме

Ẋ = N(t)X, N(t) = −eStb(0)K�
y e

−StX (2.4.6)

или в скалярном виде

ẋ1 = −[(k1 cosωt+ k2 sinωt)x1 + (−k1 sinωt+ k2 cosωt)x2] sinωt,

ẋ2 = −[(k1 cosωt+ k2 sinωt)x1 + (−k1 sinωt+ k2 cosωt)x2] cosωt.

Однородная нестационарная система (2.4.6) асимптотически устойчива, так как стационарная си-
стема (2.4.4) в соответствии с выбором k1, k2 асимптотически устойчива, а преобразование (2.4.2)
ограничено.

Замечание 2.4. Матрица N удовлетворяет уравнению

Ṅ = SN −NS,
т. е. система (2.4.6) относится к классу приводимых однородных систем [7].
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Теперь рассмотрим другой пример:
ẋ1 = u,

ẋ2 = u cosωt
(2.4.7)

или
Ẋ = b(t)u,

где

X =

[
x1
x2

]
, b(t) =

[
1

cosωt

]
.

Вектор b(t) представляется в виде (2.2.4)

b(t) = 1,0 ·
[
1
0

]
+ cosωt ·

[
0
1

]
.

В представлении (2.2.4) r = 1, s = 2. Но в этом случае вектор-функция b(t) не удовлетворяет
уравнению вида (2.2.5), поэтому добавим функцию sinωt и рассмотрим вектор-функцию

f(t)
(3×1)

=
[
1 cosωt sinωt

]�
,

которая удовлетворяет уравнению (2.2.5) с матрицей

S =

⎡
⎣0 0 0

0 0 −ω
0 ω 0

⎤
⎦ .

Замена переменных (2.2.6) (n = 2, m = 3) в данном случае имеет вид

x
(2×1)

= F�(t)
(2×6)

Y
(6×1)

или
x1 = y1 + cosωty3 + sinωty5, x2 = y2 + cosωty4 + sinωty6. (2.4.8)

Дифференцируя выражения (2.4.8), подставляя их в систему (2.4.7) и приравнивая коэффи-
циенты при функциях: 1, cosωt, sinωt, получим стационарную систему уравнений

Ẏ = GY +Qu. (2.4.9)

Матрица системы уравнений (2.4.7) в данном случае равна нулю (A = 0), поэтому матрицы
стационарной системы (2.4.9), согласно (2.2.7) имеют вид

G
(6×6)

= −S� ⊗E2 =

⎡
⎣O2 O2 O2

O2 O2 −ωE2

O2 ωE2 O2

⎤
⎦ , Q

(1×6)

� =
[
1 0 0 1 0 0

]
. (2.4.10)

В скалярном виде система (2.4.9)

ẏ1 = u, ẏ2 = 0, ẏ3 = −ωy5, ẏ4 = −ωy6 + u, ẏ5 = ωy3, ẏ6 = ωy4. (2.4.11)

Применяя критерий Красовского (см. п. 2.1) легко получить, что исходная нестационарная си-
стема (2.4.7) 2-го порядка управляема. Стационарная система 6-го порядка (2.4.10) расщепляется
на две подсистемы

ẏ1 = u, ẏ4 = −ωy6 + u, ẏ6 = ωy4, (2.4.12)
ẏ2 = 0, ẏ3 = −ωy5, ẏ5 = ωy3. (2.4.13)

Однородная система (2.4.12) относительно переменных y2, y3, y5, очевидно, неуправляема. Под-
система (2.4.11) относительно переменных Y1 = [y1y4y6]

� имеет вид

Ẏ1 = G1Y1 +Q1u, G1 =

⎡
⎣0 0 0

0 0 −ω
0 ω 0

⎤
⎦ , Q1 =

⎡
⎣1

1
0

⎤
⎦ . (2.4.14)
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Эта система управляема, при этом вектор Y1 = [y1y4y6]
� содержит информацию о всех ком-

понентах исходного вектора состояния x1, x2, поэтому переменные y2, y3, y5 можно положить
тождественно равными нулю. В таком случае замена переменных (2.4.2) примет вид

x1 = y1, x2 = y4 cosωt+ y6 sinωt. (2.4.15)

Для системы (2.4.13) можно построить управление в виде обратной связи

u = −K�
y Y, K�

y = [k1k2k3], (ki = const)

или
u = −k1y1 − k2y4 − k3y6, (2.4.16)

которое обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой системы:

Ẏ1 = GkY1, Gk = G1 −QK�
y . (2.4.17)

Чтобы ввести управление (2.4.15) в исходную нестационарную систему (2.4.7), выразим пере-
менные y1, y4, y6 через исходные переменные x1, x2 и дополнительную переменную, введенную
так, чтобы преобразование от переменных x1, x2, xd к переменным y1, y4, y6 было невырожден-
ным. Дополнительную переменную представим в виде xd = − sinωty4 + cosωty6. Эта переменная
подчиняется уравнению

ẋd = −u sinωt. (2.4.18)
Обратное преобразование имеет вид

Y = eStX, y1 = x1, y4 = x2 cosωt− xd sinωt, y6 = x2 sinωt+ xd cosωt. (2.4.19)

Выразим управление, построенное для стационарной системы (2.4.16), при помощи обратного
преобразования (2.4.18) через переменные x1, x2, xd

u = −k1x1 − (k2 cosωt+ k3 sinωt)x2 + (k2 sinωt− k3 cosωt)xd. (2.4.20)

Управление (2.4.19) вводится в расширенную нестационарную систему (соответствующую си-
стеме (2.3.19)), содержащую исходную систему (2.4.7) и уравнение (2.4.17). Это управление обес-
печит асимптотическую устойчивость системы (2.4.7), (2.4.17) замкнутой управлением (2.4.19).

Замечание 2.5. Система (2.4.7), (2.4.17) имеет вид

Ẋ = N(t)u, X =
[
x1 x2 xd

]�
, N(t) =

[
1 cosωt − sinωt

]�
. (2.4.21)

Система, замкнутая управлением (2.4.15), введенным при помощи преобразования (2.4.18), пред-
ставляется в виде

Ẋ = Nk(t)X, Nk = −e−StN0k
�eSt, N0 =

[
1 1 0

]�
. (2.4.22)

Матрица системы (2.4.21) удовлетворяет уравнению

Ṅk = SNk −NkS.

Это означает, что однородная нестационарная система уравнений (2.4.21) относится к классу
приводимых однородных систем, описанному в [7].

Проводилось моделирование двух вариантов стабилизации: оптимальный алгоритм стабилиза-
ции, основанный на линейно-квадратичном функционале J ; алгоритм стабилизации, при котором
постоянные коэффициенты управления выбираются так, чтобы характеристический многочлен
уравнений замкнутой системы (2.4.16) совпадал с любым наперед заданным многочленом с дей-
ствительными коэффициентами.

Значения параметров задачи: ω = 1,0; начальные условия x1(0) = 1,0; x2(0) = 0,0; xd(0) = 0,0.
Параметры функционала J : W = wE3; w = 1,0; R = 0,1.
Поведение переменных yi(t) (i = 1, 2) — компонент вектора состояния стационарной систе-

мы (2.4.11) и переменных xi(t), (i = 1, 2) — вектора состояния исходной нестационарной систе-
мы (2.4.7) при введении управления, построенного на основании оптимального алгоритма пока-
зано на рисунке 2.1.
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(a) yi(t) (i = 1, 2) (b) xi(t) (i = 1, 2)

Рис. 2.1. Поведение переменных yi(t), xi(t) (i = 1, 2) при использовании оптимального алгоритма.

Рис. 2.2. Поведение переменных xi(t) (i = 1, 2) при различных значениях параметра R (красные
кривые R = 1,0, синие R = 0,001).

Влияние параметра R в функционале на поведение компонент вектора состояния можно видеть
на рисунке 2.2.

Коэффициенты управления для стационарной системы, вычисленные по стандартной програм-
ме LQR при R = 0,1, имеют вид K�

y =
[
3,1623 2,1177 3,9390

]
.

Корни характеристического уравнения системы, замкнутой этим управлением, имеют следую-
щие значения λ1 = −4,3029, λ2,3 = −0,48± 0,7045i.

При втором способе стабилизации коэффициенты управления выбираются так, чтобы харак-
теристический многочлен уравнений замкнутой системы (2.4.10) совпадал с любым наперед за-
данным многочленом

Величину затухания можно выбирать из тех или иных соображений, например, в соответствии
с ограничениями на время затухания или на величину перерегулирования в процессах затухания.
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(a) x1(t) (b) x2(t)

Рис. 2.3. Поведение переменных xi(t) (i = 1, 2) при различных значениях λi.

При γ = −4,3 постоянные коэффициенты ki в управлении u = −K�
y y (2.4.9) имеют вид

λ1 = λ2 = λ3 = γ, K�
y =

[
79,5070 −66,6070 54,4700

]
;

λ1 = γ, λ2,3 = γ ± 2,15i, K�
y =

[
99,3837 −86,4837 59,0925

]
.

Сравнение поведения процессов стабилизации, проведенных при использовании указанных спо-
собов выбора коэффициентов управления, представлено на рисунке 2.3.

Здесь введены обозначения: Ky—коэффициенты управления, построенные согласно оптималь-
ному алгоритму; Kyl—коэффициенты выбраны по второму способу при λ1 = λ2 = λ3 = γ;
Kyl1 —коэффициенты выбраны по второму способу при λ̄1 = γ, λ̄2,3 = γ ± βi.
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ПОЧТИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ

И ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

c© 2023 г. Л. РЫПАРОВА, Й. МИКЕШ, П. ПЕШКА

Аннотация. В статье изложены некоторые результаты, полученные для почти геодезических
кривых, геодезических отображений и преобразований. Доказано, что отображение или преобра-
зование, при котором все почти геодезические кривые переходят в почти геодезические кривые,
являются геодезическими. При геодезических отображениях и преобразованиях сохраняются по-
чти геодезические кривые.

Ключевые слова: почти геодезическая кривая, геодезическое отображение, проективное преоб-
разование.

ALMOST GEODESIC CURVES AND GEODESIC MAPPINGS

c© 2023 L. RYPAROVA, J. MIKEŠ, P. PEŠKA

Abstract. In this paper, we present some results obtained for almost geodesic curves and geodesic
mappings and transformations. We prove that a mapping under which all almost geodesic curves pass
to almost geodesic curves is geodesic. Under geodesic mappings and transformations, almost geodesic
curves are preserved.

Keywords and phrases: almost geodesic curve, geodesic mapping, projective transformation.

AMS Subject Classification: 53B05, 53A05

1. Введение. Как известно, геодезические линии играют большую роль не только в матема-
тике, но и в ее приложениях, особенно в механике и физике. Их история связана с именами
классиков как Бернулли, Эйлер и Лагранж. Особенную роль нашли в римановой и псевдо-рима-
новой геометрии, а также в теории пространств аффинной связности и их обобщений.
Обобщением геодезических линий являются многие классы кривых, введенных в рассмотрение

с различных точек зрения. С точки зрения математического моделирования физических полей
ввел в рассмотрение квазигеодезические линии А. З. Петров [96]. Обобщением являются магнети-
ческие траектории, например, [46]. Геометрическим обобщением являются F -планарные кривые,
введенные Й. Микешем и Н. С. Синюковым [23]. Другим направлением, которое исходило от
понятия параллельности, являлось введение Н. С. Синюковым [31] почти геодезических кривых.
С выше введенными классами кривых связаны многие типы отображений, сохраняющие те или

другие свойства. Геодезические отображения сохраняют геодезические линии. Их исследование
началось в работах Э. Бельтрами [52, 53]. Т. Леви-Чивита [81] поставил и решил в специаль-
ной системе координат задачу о нахождении римановых пространств с общими геодезическими.
Примечательно, что она была связана с изучением уравнений динамики механических систем. За-
тем теория геодезических отображений римановых, псевдо-риманновых и пространств аффинной
связности без кручения развивалась в работах Т. Томаса [119,120], Ж. Томаса [118], Г. Вейля [126],
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Л. П. Эйзенхарта [43, 74, 75], П. А. Широкова [42], А. С. Солодовникова [37–39], Н. С. Синюко-
ва [27–30, 32, 34, 35], А. В. Аминовой [2, 45], Й. Микеша [11–18, 34, 76, 77, 82–84, 92, 93, 100, 102, 107]
и других.
Вопросы, поднятые при изучении геодезических отображений, были развиты В. Ф. Кага-

ном [10], Г. Врэнчану [125], Я. Л. Шапиро [41], Д. В. Веденяпиным [9] и др. Перечисленными
авторами найдены специальные классы (n− 2)-проективных пространств.
А. З. Петровым [96] было введено понятие квазигеодезических отображений, при которых гео-

дезические линии отображаются на квазигеодезические линии и выполняются дополнительные
условия, имеющие физикальную сущность. Специальными квазигеодезическими отображениями,
в частности, являются голоморфно-проективные отображения келеровых пространств, рассмот-
ренные Т. Оцуки, Я Тасиро, М. Прванович, Й. Микешем и др. [34, 35, 47, 49–51,78, 84, 93].
Естественным обобщением этих классов отображений являются почти геодезические отобра-

жения, введенные в рассмотрение Н. С. Синюковым (см. [31, 33–35]). Им же выделены три типа
почти геодезических отображений π1, π2, π3. Вопрос о том, полна ли данная классификация по-
чти геодезических отображений, долгое время оставался открытым. Полнота этой классификации
установлена в работе В. Е. Березовского, Й. Микеша [61,62].
Затем теория почти геодезических отображений развивалась, например, в работах В. С. Соб-

чука [36, 108], В. С. Шадного [40], Н. Я. Яблонской [44], В. Е. Березовского, Й. Мике-
ша [3, 5–8, 54–57, 59–64, 64–67, 69, 69–71, 84, 89, 93]. Приложения найдены и в теоретической фи-
зике [79].
Исследования геодезических и почти геодезических отображений обобщенно римановых про-

странств и пространств аффинной связности с кручением продолжили Н. О. Весич, А. М. Вели-
мирович, Л. М. Велимирович, И. Гинтерлейтнер, М. Л. Златанович, С. М. Минчич, М. С. Най-
данович (Чирич), М. З. Петрович и М. С. Станкович [73,94,97–99,109–114,121–124,127–132] и др.
Заметим, что наглядным примером геодезических отображений являются центральные проек-

ции плоскостей и гномоническая проекция полусферы на плоскость, а также построенное отоб-
ражение сферы на себя, см. [18, 83, 93]. В работе [21] при помощи параллельных и центральных
проекций плоскости или сферы на сферу построены наглядные примеры почти геодезических
отображений «в целом». Подобный результат получен для поворотных отображений [20].
Другие исследования в этом направлении можно найти, например, в работах [1,4,19,20,22,46,

58, 67, 68, 72, 80, 85–88,90–93,95, 101,103–106,115–117].
В данной работе показано, что отображение или преобразование является геодезическим тогда

и только тогда, когда все почти геодезические кривые переходят в почти геодезические кривые.

2. Геодезические линии и почти геодезические кривые в пространствах аффинной
связности. Рассмотрим пространство аффинной связности An с объектом аффинной связности
без кручения ∇, отнесенное к локальной системе координат x1, x2, . . . , xn. В этой системе коорди-
нат ∇ определяются компонентами Γh

ij(x), которые симметричны по нижним индексам, т.е. имеет
место Γh

ij(x) = Γh
ji(x).

Определение 1. Кривая � пространства аффинной связности An называется геодезической
линией, если ее касательный вектор вдоль нее параллелен.

Из этого определения вытекает, что кривая �(t) является геодезической тогда и только тогда,
когда ее касательный вектор λ(t) = d�(t)/dt удовлетворяет уравнению ∇λ(t)λ(t) = ρ(t) · λ(t), где
ρ—некоторая функция параметра t.
В локальных координатах основные уравнения геодезической линии �(t): xh = xh(t) можно

записать в следующем виде
λh1(t) = ρ(t) · λh(t), (1)

где λh и λh1 —компоненты касательного вектора λ(t) и вектора ∇λ(t)λ(t), как известно

λh1 ≡ λh,αλα ≡
dλh(t)

dt
+ Γh

αβ(x(t))λα(t)λβ(t), (2)

символ «,» обозначает ковариантную производную по связности ∇ пространства An и Γh
ij —ком-

поненты связности ∇.
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Это определение геодезических и их основные уравнения (1) в согласии с класическими ис-
следованиями, например, Т. Леви-Чивиты [81], Л. П. Эйзенхарта [43, 74], А. П. Нордена [24],
А. З. Петрова [25], П. Рашевского [26], Н. С. Синюкова [34] и других.
Известно, что на геодезической линии можно выбрать параметр t так, что функция ρ(t) ≡ 0.

Этот параметр — канонический или аффинный. См. [24,25,34,43,74,93]. Часто именно уравнение
геодезических линий с каноническим параметром (∇λλ = 0) бывает представляемо в качестве
определения геодезической, что на наш взгляд неправильно, так как понятие геодезических не
должно зависеть от изменения параметра. Детально этот вопрос обсуждается в [93].
Как известно, точкой в данном направлении проходит единственная геодезическая. Но это

верно в случае, когда функции Γh
ij(x) удовлетворяют условиям Лифшица, в частности, когда эти

функции дифференцируемы. В работах [103,104,106] найдены бифуркации геодезических линий,
т.е. случаи, когда точкой в данном направлении проходят как минимум две геодезические динии.
В этих исследованиях компоненты Γh

ij(x) непрерывны.
Пример, который изложен в [93], говорит о том, что обратное утвержнение вообще не верно —

здесь компоненты объектов связности не являются дифференцируемыми, а геодезические имеют
обычные свойства, так как пространство является плоским, а в нем прямые имеют привычные
свщйства и не допускают бифуркаций.
В 1963 г. Н. С. Синюков [31] ввел в рассмотрение следующее обобщение геодезических линий,

см. [35, 71, 84], [34, с. 156–170], [93, с. 456]:

Определение 2. Кривая � пространства аффинной связности An называется почти геодези-
ческой линией, если ее касательный вектор лежит в двумерной площадке, параллельной вдоль
нее.

Кривая �: xh = xh(t) пространства аффинной связности An (n > 2) является почти геодезиче-
ской линией, если ее касательный вектор λh(t) = dxh(t)/dt удовлетворяет уравнению

λh2(t) = a(t) · λh(t) + b(t) · λh1(t), (3)

где

λh2 ≡ λh1,αλα ≡
dλh1(t)

dt
+ Γh

αβ(x(t))λα1 (t)λβ(t), (4)

a(t) и b(t)—некоторые функции указанного аргумента.
С учетом формул (2) и (4) получим уравнения (3) в следующей форме

d2λh

dt2
+ 3Γh

αβ

dλα

dt
λβ + (∂γΓh

αβ + Γh
αδΓ

δ
βγ)λαλβλγ = a(t) · λh + b(t) ·

(
dλh

dt
+ Γh

αβλ
αλβ

)
. (5)

Подобно тому как для геодезических, можно для почти геодезической кривой найти параметр t
так, что либо функция a(t) ≡ 0 либо функция b(t) ≡ 0, см. [34, с. 162]. Здесь на основании этого
факта доказано, что количество почти геодезических кривых существенно зависит только от од-
ной функции a(t) или функции b(t) (другая при этом нулевая), начальной точки x0, направления
λ(x0) и «ускорения» λ1(x0).
Несмотря на то, что в системе уравнений (5) фигурируют первые производные объектов связ-

ности, для существования почти геодезических линий это требование несущественно. Имеет место
следующая теорема.

Теорема 1. Пусть компоненты Γh
ij(x) в координатной области удовлетворяют условиями

Лифшица, тогда для наперед заданных непрерывных функций a(t) и b(t) существует единствен-
ная почти геодезическая кривая, которая проходит заданной точкой, в заданном направлении
и заданном «ускорении».

Доказательство. Вытекает из того, что основные уравнения почти геодезической линии, согласно
формулам (3) и (4), можно записать в виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений
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первого порядка относительно неизвестных функций xh(t), λh(t), λh1(t)

dxh(t)/dt = λh(t);

dλh(t)/dt = −Γh
ij(x(t))λi(t)λj(t) + λh1(t);

dλh1(t)/dt = −Γh
ij(x(t))λi1(t)λj(t) + a(t) · λh(t) + b(t) · λh1(t).

(6)

Для начальных значений Коши

xh(t0) = xh0 , λh(t0) = λh0 , λh1(t0) = λh1|0,

система (6) для заданных непрерывных функций a(t) и b(t) (одна из этих функций может быть
априори обнулена, как уже было отмечено ранее), при условии, что компоненты Γh

ij(x) удовле-
творяют условиям Лифшица, имеет единственное решение. �

3. Геодезические и почти геодезические отображения. Напомним классическое опреде-
ление геодезических отображений.

Определение 3. Отображение f : An → An называют геодезическим, если при этом отоб-
ражении все геодезические линии пространства An переходят в геодезические линии простран-
ства An.

Н. С. Синюков [34] ввел в рассмотрение более общий класс отображений.

Определение 4. Отображение f : An → An называют почти геодезическим, если при этом
отображении все геодезические линии пространства An переходят в почти геодезические линии
пространства An.

Предположим, что пространство аффинной связности An допускает отображение f на про-
странство аффинной связности An и эти пространства отнесены к общей по отображению системе
координат x1, x2, . . . , xn. Тензором деформации связностей отображения f называют тензор

P h
ij(x) = Γ

h
ij(x)− Γh

ij(x), (7)

где Γh
ij(x) и Γ

h
ij(x)—компоненты объектов аффинной связности пространств An и An, соответ-

ственно, в указанной системе координат.
Известно [2, 24, 25, 34, 43, 45, 74, 81, 93], что для того, чтобы отображение пространства An на

пространство An было геодезическим, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению
системе координат x1, x2, . . . , xn тензор деформации связностей P h

ij(x) удовлетворял условиям
(уравнения Леви-Чивиты)

P h
ij(x) = ψi(x)δhj + ψj(x)δhi , (8)

где ψi —произвольный вектор и δhi — символы Кронекера.
Известно [31, 33–35], что для того, чтобы отображение пространства An на пространство An

было почти геодезическим, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению системе
координат x1, x2, . . . , xn тензор деформации связностей P h

ij(x) удовлетворял условиям

Ah
αβγλ

αλβλγ = a · P h
αβλ

αλβ + b · λh,
где λh —произвольный вектор, a и b—некоторые функции переменных x1, x2, . . . , xn и λ1, λ2, . . . , λn,
а тензор Ah

ijk определен следующим образом

Ah
ijk = P h

ij,k + Pα
ijP

h
αk.

Почти геодезические отображения пространств аффинной связности введены в расмотрение
Н. С. Синюковым [31, 33–35]. Им, в соответствии с характером зависимости функций a и b от
координат λ1, λ2, . . . , λn вектора λ, были выделены три типа почти геодезических отображений
π1, π2 и π3.
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Отображения π1, π2 и π3 характеризуются соответственно условиями:

π1 : P h
(ij,k) + P h

α(iP
α
jk) = δh(iajk) + b(iP

h
jk);

π2 : P h
ij = δh(iψj) + F h

(iϕj); F h
(i,j) − F h

αF
α
(iϕj) = δh(iμj) + F h

(iρj);

π3 : P h
ij = δh(iψj) + ϕhaij ; ϕh

,i = ϕhθi + ρδhi ,

где ϕi, ψi, bi, aij, ϕh, θi, ρ, F h
i — тензоры соответствующих валентностей.

Заметим, что геодезические отображения можно рассматривать как тривиальные случаи почти
геодезических отображений всех типов, например, π2 при ϕi = 0 и π3 при aij = 0.
В. Е. Березовский и Й. Микеш доказали полноту этой классификации (см. [61, 62]). Вопросы

пересечения типов почти геодезических отображений изучены в [61].

4. Геодезические отображения и почти геодезические линии.

Теорема 2. При геодезическом отображении f : An → An (n � 3) сохраняются почти геоде-
зические линии.

Доказательство. Пусть пространство аффинной связности An допускает геодезическое отобра-
жение f на пространство An и эти пространства отнесены к общей по отображению f системе
координат x. Рассмотрим кривую � и ее образ �̄ = f(�), которые характеризуются общими урав-
нениями xh = xh(t).
Далее предположим, что �—почти геодезическая линия в пространстве An. Тогда выполняются

уравнения (3), которые запишем в более развернутой форме

λh2 ≡ ∇tλ
h
1 ≡ dλh1(t)/dt + Γh

ij(x(t))λi1(t)λj(t) = a(t)λh(t) + b(t)λh1 (t), (9)

где a(t) и b(t)—некоторые функции параметра t,

λh = dxh(t)/dt и λh1 = ∇tλ
h = dλh(t)/dt + Γh

ij(x(t))λi(t)λj(t). (10)

Напомним классическую запись уравнений Леви-Чивиты

Γ̄h
ij = Γh

ij + δhi ψj + δhj ψi. (11)

Учитывая определение тензора деформации (7) они равносильны условиям (8).
Вычислим соответствующие аналогические объекты пространства An:

λ̄h, λ̄h1 = dλ̄h(t)/dt + Γ̄h
ij(x(t))λ̄i(t)λ̄j(t), λ̄h2 = dλ̄h1(t)/dt + Γ̄h

ij(x(t))λ̄i1(t)λ̄j(t).

Исключая Γ̄h
ij при помощи (11) и учитывая формулы (10), получим

λ̄h = λh, λ̄h1 = λh1 + 2ψiλ
i · λh, λ̄h2 = λh2 + 2ψiλ

i · λh1 + 2d(ψiλ
i)/dt · λh.

После несложных вычислений на основании формул (9) убедимся, что

λ̄h2 = ā(t)λ̄h(t) + b̄(t)λ̄h1 (t),

где ā(t) и b̄(t)—некоторые функции параметра t. Эти формулы— основные уравнения почти гео-
дезических линий (3) в пространстве Ān. Следовательно, кривая �̄—почти геодезическая в про-
странстве Ān. �

5. Отображения, сохраняющие почти геодезические линии. Докажем справедливость
следующей теоремы.

Теорема 3. Отображение f : An → An (n � 3) является геодезическим тогда и только то-
гда, когда при этом отображении все почти геодезические линии пространства An переходят
в почти геодезические линии пространства An.
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Доказательство. Докажем необходимость. Предположим, что при отображении f : An → An все
почти геодезические линии � пространства An переходят в почти геодезические линии �̄ = f(�)
пространства An.
Пространства An и An отнесены к общей по отображению f системе координат x1, x2, . . . , xn.

В этом случае почти геодезические линии � ⊂ An и �̄ ⊂ An определяются идентичными уравне-
ниями xh = xh(t).
Для почти геодезической линии � пространства An выполняются уравнения (9) и (10):

λh2 ≡ ∇tλ
h
1 ≡

dλh1(t)

dt
+ Γh

ij(x(t))λi1(t)λj(t) = a(t)λh(t) + b(t)λh1 (t),

где a(t) и b(t)—некоторые функции параметра t,

λh =
dxh(t)

dt
, λh1 = ∇tλ

h =
dλh(t)

dt
+ Γh

ij(x(t))λi(t)λj(t).

Используя формулу
Γ̄h
ij = Γh

ij + P h
ij ,

которая вытекает из уравнений (7), вычислим

λ̄h, λ̄h1 =
dλ̄h(t)

dt
+ Γ̄h

ij(x(t))λ̄i(t)λ̄j(t), λ̄h2 =
dλ̄h1(t)

dt
+ Γ̄h

ij(x(t))λ̄i1(t)λ̄j(t).

Принимая во внимание формулы (9) и (10), получим

λ̄h = λh, λ̄h1 = λh1 + P h
ijλ

iλj, λ̄h2 = ∇̄λ̄(λ̄h1) = ∇λ(λh1 + P h
αβλ

αλβ) + P h
ij(λ

i
1 + P i

αβλ
αλβ)λj .

Последнее выражение можно записать в виде

λ̄h2 = λh2 + 3P h
αβy

αλβ + (∇γP
h
αβ + P h

αδP
δ
βγ)λαλβλγ . (12)

Если линии � и �̄ = f(�) являются почти геодезическими, то имеют место уравнение (9) и анало-
гичное уравнение

λ̄h2 = ā(t)λ̄h(t) + b̄(t)λ̄h1 (t),

где ā(t) и b̄(t)—некоторые функции параметра t.
Исключая из (12) векторы λh2 и λ̄

h
2 , получим

3P h
αβy

αλβ + (∇γP
h
αβ + P h

αδP
δ
βγ)λαλβλγ = ã · λh + b̃ · yh + c̃ · P h

αβλ
αλβ, (13)

где ã, b̃, c̃—некоторые функции x1, . . . , xn, λ1, . . . , λn и y1, . . . , yn. Здесь yh = λh1 .
Формула (13) выполняется тождественно в любой фиксированной точке x = (x1, x2, . . . , xn)

для произвольных значений переменных λ1, . . . , λn и y1, . . . , yn.
Легко показать, что функции ã, b̃, c̃—дифференцируемы и если их разложить по первым сте-

пеням λ1, . . . , λn и y1, . . . , yn, то сравнением коэффициентов этого полинома при этих переменных
легко убедиться, что имеют место уравнения Леви-Чивиты (7) и отображение — геодезическое.
Детально различные методики доказательства изложены в работе [78] для установления основ-

ных уравнений геодезических и F -планарных отображений новыми методами. Таким образом,
необходимость доказана.
Достаточность, очевидно, вытекает из теоремы 2. Этим теорема полностью доказана. �

6. Преобразования, сохраняющие почти геодезические линии. Аналогичным способом
можно доказать справедливость следующей теоремы.

Теорема 4. Преобразование пространства аффинной связности An (n � 3) является проек-
тивным тогда и только тогда, когда при этом преобразовании все почти геодезические линии
пространства An переходят в почти геодезические линии пространства An.
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Напомним, что преобразование назывется проективным, если при нем сохраняются геодезиче-
ские линии, см. [2,34,45,75,93]. Эти преобразования характеризуются выполнением обобщенных
уравнений Киллинга

LξΓ
h
ij = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i ,

где Lξ —производная Ли вдоль векторного поля ξ, которое называется проективным.
Легко показать, что теоремы 2, 3 и 4 имеют место для пространств аффинной связности с кру-

чением. Это вытекает из факта, что геодезические линии не зависят от кручения аффинной
связности.
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91. Mikeš J., Strambach K. Differentiable structures on elementary geometries// Res. Math. — 2009. — 53,
№ 1-2. — P. 153–172.
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112. Stanković M. S., Zlatanović M. Lj., Velimirović Lj. S. Equitorsion holomorphically projective mappings of
generalized Kählerian space of the second kind// Int. Electron. J. Geom. — 2010. — 3, № 2. — P. 26–39.
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Аннотация. Рассмотрена задача существования одного класса замкнутых выпуклых многогран-
ников в E3 — так называемых несоставных RR-многогранников. Проверка существования заклю-
чается в нахождении уравнения, из которого следует не только существование многогранника,
но и вычисляется угол ромбов ромбической вершины.

Ключевые слова: RR-многогранник второго типа, ромбическая вершина, звезда вершины, несо-
ставной RR-многогранник.

ON NONCOMPOSITE RR-POLYHEDRA OF THE SECOND TYPE
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Abstract. The problem of the existence of one class of closed convex polyhedra in E3—the so-called
noncomposite RR-polyhedra—is examined. The existence test consists of finding an equation which
implies the existence of a polyhedron and allows one to find the angle of rhombuses at a rhombic
vertex.

Keywords and phrases: RR-polyhedron of the second type, rhombic vertex, vertex star,
noncomposite RR-polyhedron.

AMS Subject Classification: 52B15

1. Введение. Вопрос о существовании и перечислении классов многогранников с заданными
комбинаторными или метрическими свойствами — один из важных вопросов классической и со-
временной геометрии многогранников, (см. [1, 2, 9–15,17–19]). Ответ на этот вопрос для каждого
конкретного класса многогранников может быть двояким: либо класс многогранников является
метрически определённым (как, например, класс правильных или архимедовых многогранников),
либо заданные свойства определяют класс многогранников с некоторым метрическим или даже
комбинаторным произволом.

Представляют интерес те классы многогранников, которые могут быть вполне перечислены
путём задания условий симметрии. При этом те условия, которые позволяют полностью перечис-
лить класс многогранников с точностью до подобия каждого представителя этого класса, даже
если этот класс содержит бесконечные серии многогранников, будем называть жёсткими. А те
условия, задание которых даёт по крайней мере комбинаторное перечисление класса многогран-
ников, будем называть сильными.

Например, класс правильногранных замкнутых выпуклых многогранников в E3, изученный
в [2] и [15], определяется жёсткими условиями симметрии — условием правильности граней. Силь-
ные условия симметрии можно найти, например, в работе автора [3], в которой найдены все
многогранники в E3, сильно симметричные относительно вращения граней.

В работе автора [4] вводится класс так называемых RR-многогранников в E3 (от слов «rombic»
и «regular»). В классе RR помимо условия симметрии — наличия правильных граней, есть и усло-
вие симметрии на звёзды некоторых вершин— существование в многограннике так называемых
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симметричных ромбических вершин. Настоящая работа посвящена дальнейшему изучению этого
класса многогранников.

Напомним основные определения.
Замкнутый выпуклый многогранник в E3 называется RR-многогранником (от слов «rombic»

и «regular»), если у него существуют симметричные ромбические вершины, а все грани, не при-
надлежащие звёздам этих вершин, являются правильными многоугольниками.

Таким образом, замкнутый выпуклый многогранник в E3 является RR-многогранником, если
множество всех его граней можно разбить на два непустых непересекающихся класса — класс
граней, образующих гранные звёзды симметричных ромбических вершин и класс правильных
граней.

Если правильные грани RR-многогранника одного типа, то он называется RR-многогранником
первого типа. RR-многогранник относится ко второму типу, если его правильные грани различ-
ного типа. Вершина V при этом называется ромбической, если её гранная звезда Star(V ) состоит
из равных и одинаково расположенных, т.е. сходящихся в вершине V либо своими острыми, либо
тупыми углами ромбов (не квадратов).

Вершина V называется симметричной n-ромбической вершиной, если она расположена на оси
вращения звезды Star(V ) и порядок оси совпадает с числом n ромбов звезды; для краткости вер-
шину V в этом случае будем называть n-ромбической. Случай квадратов в Star(V ) исключается,
так как в этом случае получаем класс многогранников Джонсона—Залгаллера.
Свободными углами ромбической звезды будем называть углы с вершинами, совпадающими

с общей вершиной двух тупых углов двух соседних ромбов.
Если поместить в свободные углы n-ромбической звезды правильные треугольные грани, то

получим многогранную поверхность — ромбическую шапочку. Приклеивая к границе шапочки
правильный n-угольник, получим выпуклый многогранник, который удобно назвать n-ромбиче-
ской пирамидой.
Несоставным будем называть такой RR-многогранник второго типа, который нельзя разбить

плоскостями на части, представляющие собой ромбические пирамиды и выпуклые многогранники
с правильными гранями.

Ранее автором были найдены двадцать три RR-многогранника первого типа и доказана пол-
нота списка таких многогранников [5–7], а в работе [8] найдены пятьдесят четыре составных RR-
многогранника второго типа и также доказана полнота этого списка. При этом условия симмет-
рии для RR-многогранников первого типа и составных RR-многогранников второго типа явля-
ются жёсткими.

В настоящей работе рассматриваются некоторые несоставные RR-многогранники второго типа.
Дан подробный вывод так называемых характеристических уравнений двух RR-многогранников
второго типа. С помощью характеристических уравнений вычисляется угол ромбов при ромби-
ческой вершине и из этих уравнений следует существование и единственность рассматриваемых
многогранников.

2. Основные результаты. Докажем две теоремы о существовании двух несоставных RR-
многогранников.

Теорема 1. Существует несоставной RR-многогранник с одной тупоугольной ромбической
вершиной с тридцать одной гранью, принадлежащий ко второму типу.

Доказательство. К правильному плоскому 6-угольнику присоединим ось L его вращения, пер-
пендикулярную плоскости 6-угольника. Рассмотрим совокупность правильных треугольников
и квадрата, показанных на рис. 1 и отмеченных жирной линией. Отмеченные фигуры совместно
с третьей частью 6-угольника, отмеченной жирным пунктиром, будут являться фундаментальной
областью для группы C3v относительно оси L. При действии этой группы получим многогранную
поверхность с краем Γ. Далее для нас будет основной задачей доказать возможность присоеди-
нения тупоугольной ромбической звезды Star(V ) к краю Γ таким образом, чтобы 3-ромбическая
вершина V принадлежала оси L и чтобы L являлась осью вращения полученного этим построе-
нием RR-многогранника.
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Рис. 1. К доказательству теоремы 1.

Очевидно, для возможной симметричной 3-ромбической вершины V углы KAB (обозначим
его α) и ABH (обозначим β) должны быть равны. Идея доказательства состоит в том, чтобы
выразить оба эти угла как функции одного и того же угла (γ) многогранника и приравнять
их. Из полученного уравнения затем найти величины α = β и затем величины углов ромбов
ромбической вершины.

Пусть (3, 6)′ —двугранный угол с ребром FE между плоскостью FGDE и плоскостью 6-уголь-
ного основания многогранника, γ — угол GCD, а δ—равные тупые углы равнобедренной (в силу
симметрии многогранника) трапеции FGDE. Рассмотрим трёхгранный угол FMGE с верши-
ной F (см. рис. 1(a)). Так как

cos
π

2
= cos δ cos

2π

3
+ sin δ sin

2π

3
cos(3, 6)′,

то, подставляя в это равенство значение

cos δ =
1

2

(
1− 2 sin

γ

2

)
, (1)

которое следует из равнобедренности трапеции FGDE, получим выражение для cos(3, 6)′:

cos(3, 6)′ =
1− 2 sin γ

2√
3
√

3 + 4 sin γ
2 − 4 sin2 γ

2

. (2)
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Пусть (3, 6)′′ —двугранный угол с ребром FE между плоскостью грани FCE и плоскостью
FGDE. Тогда, рассматривая трёхгранный угол FGCE, из равенства

cos
π

3
= cos δ cos

π

3
+ sin δ sin

π

3
cos(3, 6)′′

с учётом (1) найдём:

cos(3, 6)′′ =
1 + 2 sin γ

2√
3
√

3 + 4 sin γ
2 − 4 sin2 γ

2

. (3)

Так как (3, 6)′ + (3, 6)′′ = (3, 6), где (3, 6) —двугранный угол с ребром FE между гранью FCE
и плоскостью 6-угольного основания, то из (2) и (3) следует:

cos(3, 6) = cos

⎛
⎝arccos

⎛
⎝ 1− 2 sin γ

2√
3
√

3 + 4 sin γ
2 − 4 sin2 γ

2

⎞
⎠+ arccos

⎛
⎝ 1 + 2 sin γ

2√
3
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3 + 4 sin γ
2 − 4 sin2 γ

2

⎞
⎠
⎞
⎠ . (4)

Обозначим через κ плоский угол MFC. Тогда из равенства

cos κ = cos
2π

3
cos

π

3
+ sin

2π

3
sin

π

3
cos(3, 6)

получим:

cos κ = −1

4
+

3

4
cos(3, 6). (5)

С другой стороны, обозначая (4, 3) двугранный угол с ребром FG, из равенства

cos κ = cos
π

2
cos

π

3
+ sin

π

2
sin

π

3
cos(4, 3),

используя (5), получим:

cos(4, 3) = − 1

2
√

3
+

√
3

2
cos(3, 6), (6)

где cos(3, 6) определяется из (4).
Пусть λ—тупой угол BGL равнобедренной трапеции KBGL, μ—равные углы BGF и BCF ,

(4, 3)′ —двугранный угол с ребром FG плоскости FGB с плоскостью квадратной грани LGFM .
Тогда из равенства cos λ = cos(π/2) cos μ+ sin(π/2) sin μ cos(4, 3)′ находим:

cos λ = sinμ cos(4, 3)′. (7)

Очевидно,
(4, 3)′ = (4, 3) − ω, (8)

где ω—двугранный угол с ребром FG трёхгранного угла FGBC. Из равенства
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= cos
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3
sin
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находим:
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Равенство (7) с учётом (8), (6), (9) принимает вид:

cosλ = sinμ cos

(
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√
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Далее найдём cosμ как функцию угла γ. Из равенства

cosμ = cos
π

3
cos

π

3
+ sin

π

3
sin

π

3
cos μ̂,

где μ̂—двугранный угол с ребром GC трёхгранного угла GBCF , находим:

cosμ =
1

4
+

3

4
cos μ̂. (11)
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Угол μ̂ = μ̂′ + μ̂′′, где μ̂′ —двугранный угол с ребром GC трёхгранного угла CEGD, а μ̂′′ —
двугранный угол с ребром GC трёхгранного угла CGBD. Из равенства

cos δ = cos
π

3
cos γ + sin

π

3
sin γ cos μ̂′

с учётом (1) получим:

cos μ̂′ =
1− 2 sin γ

2 − cos γ√
3 sin γ

. (12)

Аналогично из равенства
cos
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3
cos γ + sin
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3
sin γ cos μ̂′′

найдём:

cos μ̂′′ =
1− cos γ√
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Подставив из (12) и (13) сумму μ̂ = μ̂′ + μ̂′′ в (11), получим:

cosμ =
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4
cos

(
arccos

1− 2 sin γ
2 − cos γ√

3 sin γ
+ arccos

1− cos γ√
3 sin γ

)
. (14)

В силу равнобедренности трапеции KBGL, аналогично равенству (1) найдём

1− 2 sin
α

2
= 2 cos λ,

откуда

cosα =
1 + 4 cos λ− 4 cos2 λ

2
. (15)

Равенство (15) представляет cosα как функцию угла γ, что можно видеть из (10), если принять
во внимание (14) и (4).

Нашей целью будет теперь найти выражение для β как функции угла γ.
Пусть σ— угол ABC и в силу симметрии равный ему угол CBH. Из симметричного трёхгран-

ного угла CABH находим:
cos β = cos2 σ + (1− cos2 σ) cos â, (16)

где â—двугранный угол при ребре BC.
Пусть σ̂—двугранный угол с ребром BG между гранями ABG и CBG. Имеем σ̂ = σ̂′ + σ̂′′.

Здесь: σ̂′ —двугранный угол с ребром BG между гранью ABG и плоскостью трапеции KBGL,
а σ̂′′ —двугранный угол с ребром BG трёхгранного угла GLBC. Для σ̂′ и σ̂′′ имеем:

cos
(π

2
− α

2

)
= cos

π

3
cosφ+ sin

π

3
sinφ cos σ̂′, (17)

где φ— острый угол KBG трапеции KBGL, для которого

cosφ =
1

2

(
2 sin(

α

2
− 1
)

в силу равнобедренности трапеции;

cos κ = cos
π

3
cos λ+ sin

π

3
sinλ cos σ̂′′. (18)

Из (17) и (18) соответственно находим:

cos σ̂′ =
1 + 2 sin α

2√
3
√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

, cos σ̂′′ =
4 cos κ− 1 + 2 sin α

2√
3
√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

. (19)

Таким образом,

cos σ̂ = cos

⎛
⎝arccos

⎛
⎝ 1 + 2 sin α

2√
3
√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

⎞
⎠+ arccos

⎛
⎝ 4 cos κ− 1 + 2 sin α

2√
3
√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

⎞
⎠
⎞
⎠ , (20)

где cos κ в силу (5) и (4), а sin α
2 — в силу (15), являются функциями γ. Таким образом, cos σ̂

является функцией γ.
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Из трёхгранного угла BAGC находим

cos σ =
1

4
+

3

4
cos σ̂,

или, пользуясь (20),

cosσ =
1

4
+

3

4
cos

⎛
⎝arccos

⎛
⎝ 1 + 2 sin α

2√
3
√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

⎞
⎠ +

+ arccos

⎛
⎝ 4 cos κ− 1 + 2 sin α

2√
3
√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

⎞
⎠
⎞
⎠ . (21)

Рассмотрим трёхгранный угол CABH с двугранным углом â при ребре BC, входящим в ра-
венство (16). Очевидно, что â = ā − 2ρ̂, где ā—двугранный угол с ребром BC между гранями
CGB и DCB, а ρ̂—двугранный угол с ребром BC в симметричном трёхгранном угле BAGC.
Для последнего угла из равенства

cos
π

3
= cos

π

3
cos σ + sin

π

3
sinσ cos ρ̂

найдём

cos ρ̂ = arccos

(
1− cos σ√

3 sinσ

)
. (22)

Двугранный угол ā найдём из равенства

cos γ = cos
π

3
cos σ + sin

π

3
sinσ cos ā

следующим образом:

cos ā =
4 cos γ − 1

3
. (23)

Подставляя (22) и (23) в равенство â = ā− 2ρ̂, получим

â = arccos

(
4 cos γ − 1

3

)
− 2 arccos

(
1− cos σ√

3 sinσ

)
. (24)

Подставляя â из (24) в равенство (16), получим

cos β = cos2 σ + (1− cos2 σ) cos

(
arccos

(
4 cos γ − 1

3

)
− 2 arccos

(
1− cos σ√

3 sinσ

))
, (25)

где cosσ определяется из (21). В равенстве (21) cos κ находится как функция γ из (5) и (4), а угол
α выражается из (15) как функция λ; λ, в свою очередь, является функцией γ, как легко видеть
из (10), учитывая (14) и (4).

Таким образом, cos β и cosα являются функциями γ. Так как для треугольной ромбической
вершины V должно выполняться равенство β = α, то из (15) и (25) находим основное уравнение
для RR-многогранника:

1 + 4 cos λ− 4 cos2 λ

2
= cos2 σ + sin2 σ cos

(
arccos

(
4 cos γ − 1

3

)
− 2 arccos

(
1− cos σ√

3 sinσ

))
. (26)

Здесь левая часть есть cosα, а правая равна cos β.
Численное решение уравнения (26) даёт единственный корень γ = 2,01 . . ., или γ = 115,31◦ . . ..

Следовательно, тупые углы ромбов при вершине V равны α = β = 112,17◦ . . .. Заметим, что
когда α уменьшается от значения, близкого к π, то γ увеличивается от значения, близкого к 108◦,
достигая найденного значения γ = 115,31◦ . . ..

Таким образом, искомый RR-многогранник построен, (см. рис. 1(b)). На рис. 1(c) показан его
вид со стороны 6-угольной грани. Теорема 1 доказана. �

Теорема 2. Существует несоставной RR-многогранник с одной ромбической вершиной сте-
пени 4 и с двадцатью пятью гранями, принадлежащий ко второму типу.
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Рис. 2. (a) — плосконосая квадратная антипризма; (b) — к доказательству теоремы 2; (d) — ром-
бическая плосконосая квадратная «антипризма».

Доказательство. RR-многогранник, существование которого здесь будет доказано, является
в некотором смысле «родственным» построенному в теореме 1.

Рассмотрим один из многогранников Джонсона — J85 —плосконосую квадратную антиприз-
му, рис. 2(a). Удалим четыре треугольных грани, смежные по ребру верхней квадратной грани,
и саму квадратную грань. Получим многогранную поверхность M с треугольными и одной квад-
ратной гранью. Многогранник M ограничен пространственной ломаной, часть BCDEF которой
показана на схематичном рисунке 2(b). Нашей целью будет присоединение к краю . . . BCDEF . . .
этой поверхности симметричной 4-ромбической звезды. Для этого будет дан вывод характери-
стического уравнения, аналогичный выводу характеристического уравнения для многогранника,
связанного с икосаэдром (см. [7]).

Обозначим Γ граничную ломаную . . . BCDEF . . .. Плоский угол между рёбрами CB и CD
ломаной Γ, а также все такие углы, которые эквивалентны ему относительно оси вращения 4-го
порядка, перпендикулярной оставшейся квадратной грани, обозначим α. Плоский угол между
рёбрами CD и ED и между рёбрами, им эквивалентными, обозначим β, (см. рис. 2(b)).

Рассмотрим трёхгранный угол MCDE с вершиной M . Обозначим θ равные в силу симмет-
рии M плоские углы ĈDM и ĈKM . Пусть Φ —двугранный угол с ребром MD трёхгранного
угла MCDE. Справедливо равенство

cos β = cos2 θ + sin2 θ cos Φ. (27)

В силу симметрии многогранника M четырёхугольник ABDM является равнобедренной трапе-
цией: BD ‖ AM , AB = MD; равные тупые углы B̂AM и D̂MA обозначим γ.
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Так как B̂CD = B̂KD = α, то, считая рёбра многогранника M единичными, получаем, что
длина отрезка BD = 2 sin α

2 . Поэтому

cos γ =
1

2

(
1− 2 sin

α

2

)
. (28)

Пусть угол ϕ—двугранный угол при ребре MD трёхгранного угла MADC. Тогда, учитывая, что
ÂMG = π

2 , для ϕ имеем соотношение:

cos
π

2
= cos2 γ + sin2 γ cosϕ,

т.е., учитывая (28):

0 =

(
1− 2 sin α

2

2

)2

+

(
1−

(
1− 2 sin α

2

2

)2
)

cosϕ. (29)

Из (29) находим:

ϕ = arccos
−1 + 4 sin β

2 − 4 sin2 β
2

3 + 4 sin β
2 − 4 sin2 β

2

. (30)

Двугранный угол Φ можно представить в виде:

Φ = ϕ− 2κ, (31)

где κ —двугранный угол между плоскостями CDM и плоскостью трапеции ABDM .
Пусть λ— острый угол плоскости треугольника MKD с плоскостью трапеции ABDM . Тогда

для трёхгранного угла MAKD получим

cos
π

3
= cos

π

3
cos γ + sin

π

3
sin γ cos λ,

откуда

cos λ =
1 + 2 sin α

2√
3
√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

. (32)

Пусть μ— угол между плоскостью треугольника MKD с плоскостью MDC. Тогда, рассматривая
трёхгранный угол MKCD, имеем уравнение

cos

(
π

2
− θ

2

)
= cos

(
π

2
− θ

2

)
cos

π

3
+ sin

(
π

2
− θ

2

)
sin

π

3
cosμ,

из которого находим:

cosμ =
tg θ

2√
3
. (33)

Учитывая (32) и (33), получим выражение для двугранного угла κ:

κ = arccos

(
tg θ

2√
3

)
− arccos

⎛
⎝1

3

(
1 + 2 sin α

2

)√
3√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

⎞
⎠ . (34)

Подставляя выражения ϕ из (30) и κ из (34) в (31), получим:

Φ = arccos
−1 + 4 sin α

2 − 4 sin2 α
2

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

− 2 arccos

(
tg θ

2√
3

)
+ 2 arccos

⎛
⎝1

3

(
1 + 2 sin α

2

)√
3√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

⎞
⎠ . (35)

Теперь осталось найти только выражение угла θ через α. Для этого представим двугранный
угол ω с ребромKD как сумму двух двугранных углов, угла ω1 между плоскостями BKD и CKD
и угла ω2 между плоскостями BKD и KDM . Для трёхгранного угла KBCD имеем выражение

cos
π

3
= cosα cos

π

3
+ sinα sin

π

3
cosω1,

из которого находим

cosω1 =
tg α

2√
3
. (36)
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Рис. 3. Решение уравнения (42).

Аналогично из выражения для трёхгранного угла DBKM
1

2

(
2 sin

α

2
− 1
)

= cos
π

3
cos
(π

2
− α

2

)
+ sin

π

3
sin
(π

2
− α

2

)
cosω2

находим

cosω2 =
sin α

2 − 1√
3 cos α

2

. (37)

Из трёхгранного угла DCKM находим:

cos θ = cos2
π

3
+ sin2 π

3
cosω, cos θ =

1

4
+

3

4
cosω. (38)

Так как ω = ω1 + ω2, то, принимая во внимание (36) и (37), из (38) получим

cos θ =
1

4
+

3

4
cos

(
arccos

sin α
2 − 1√

3 cos α
2

+ arccos
sin α

2√
3 cos α

2

)
. (39)

Можно показать, что углы α и β для остроугольной ромбической вершины связаны соотноше-
нием, вывод которого приведён в [5]. В обозначениях настоящей работы это соотношение имеет
вид

sin
β

2
=

sin α
2

2 sin π(n−2)
2n

, (40)

где n— степень ромбической вершины. Заметим, что для доказательства (40) достаточно срав-
нить два выражения для двугранного угла между двумя соседними ромбами ромбической вер-
шины. В частности, при n = 4 формула (40) принимает вид

sin
α

2
=
√

2 sin
β

2
⇐⇒ cos β = cos2

α

2
. (41)
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a) b) c)

d)

Рис. 4. К замечанию 1: (a) — удлинённая 5-угольная ротонда; (b), (c) —многогранники на основе
удлинённой 5-угольной ротонды; (d) — 10-ромбическая пирамида.

С другой стороны, имеем для угла β соотношение (27). С учетом (41), (35) и (39) уравнение (27)
принимает вид

cos2
α

2
= cos2 θ + sin2 θ cos

⎛
⎝2 arccos

⎛
⎝1

3

(
1 + 2 sin α

2

)√
3√

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

⎞
⎠− 2 arccos

tg θ
2√
3

+

+ arccos
−1 + 4 sin α

2 − 4 sin2 α
2

3 + 4 sin α
2 − 4 sin2 α

2

)
, (42)

где

cos θ =
1

4
+

3

4
cos

(
arccos

sin α
2 − 1√

3 cos α
2

+ arccos
tg α

2√
3

)
. (43)

�
С помощью компьютерного вычисления корня уравнения (42) получаем единственный корень:

α = 114,75◦ . . ., и острый угол ромбов ромбической вершины β = 73,10◦ . . ..
На рис. 3 показано пересечение графиков левой и правой частей уравнения (42).
Таким образом, из решения видим, что искомый многогранник существует и является един-

ственным с точностью до подобия. Искомый многогранник представлен на рис. 2(d).

Замечание 1. При перечислении несоставных RR-многогранников второго типа мы не учи-
тываем известные многогранники с правильными гранями и с условными рёбрами, имеющие
симметричные ромбические вершины, (см. [19]). Напомним, что условные рёбра в списке рабо-
ты [19] — это диагонали ромбических граней, разбивающие ромб на два правильных треугольни-
ка.

Укажем ещё три несоставных RR-многогранника второго типа, у которых существуют ром-
бические вершины как с углами ромбов, равными π/3, так и такие вершины, в которых углы
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ромбов отличны от π/3. Такие многогранники получаются присоединением 10-ромбической пи-
рамиды (d) на рис. 4 к 5-угольной удлинённой ротонде рис. 4(a) и к двум другим многогранникам,
изображённым на рис. 4(b)-(c).

Таким образом, в отличие от RR-многогранников первого типа, многогранники второго типа
могут содержать такие симметричные ромбические вершины, что ромбы одной из них не равны
ромбам другой вершины.

Замечание 2. Из вышеизложенных результатов следует, что RR-многогранники можно рас-
сматривать как обобщение класса правильногранных многогранников с условными рёбрами, при-
ведённого в [19].
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РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

ПОВЫШЕННОЙ ТОЧНОСТИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ

НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация. На основе метода конечных элементов с кусочно-кубической интерполяцией по-
строены и исследованы трехпараметрические разностные схемы повышенной точности для обык-
новенного дифференциального уравнения второго порядка. Доказана устойчивость и сходимость
рассмотренных разностных схем и на их основе получена оценки точности. С помощью вычисли-
тельного эксперимента проведено тестирование схем, а также проведен их сравнительный анализ.

Ключевые слова: нестационарное уравнение, метод конечных разностей, метод конечных эле-
ментов, разностная схема, устойчивость, сходимость, точность.

DIFFERENCE SCHEMES OF THE FINITE ELEMENT METHOD

OF INCREASED ACCURACY FOR SOLVING
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Abstract. Based on the finite element method with piecewise-cubic interpolation, we construct
and examine three-parameter difference schemes of increased accuracy for a second-order ordinary
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1. Введение. В последнее время при численном решении нестационарных уравнений в част-
ных производных чаще используются полудискретные методы, где дифференциальные операто-
ры по пространственным переменным аппроксимируются методом конечных разностей или ме-
тодом конечных элементов, а временная переменная сохраняются в дифференциальной форме. В
результате получается системы обыкновенных дифференциальных уравнений большой размер-
ности. Приведем некоторые примеры.

1.1. Аппроксимация начально-краевых задач для уравнения в частных производных парабо-
лического типа по пространственным переменным приводит к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка

Du̇(t) +Au(t) = f(t), u(0) = u0. (1)

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023
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Здесь u̇ = du/dt, D, A—некоторые операторы (матрицы). В виде (1) записываются также неста-
ционарные задачи переноса, конвекции-диффузии, задачи плановой фильтрации в многопласто-
вых системах, динамики несжимаемой жидкости, процессы тепломассообмена, псевдопараболи-
ческие уравнения соболевского типа и многие другие, когда аппроксимируются только простран-
ственные переменные. При этом система (1) может оказаться жесткой. Кроме того, жесткие зада-
чи часто возникают при математическом моделировании кинетики химических реакции, расчете
электронных схем, в исследовании работы ядерных реакторов, в теории мелкой воды и т. д. Для
решения полученной жесткой полудискретной задачи требуются специальные численные мето-
ды, где в основном возникают проблемы численной устойчивости. В настоящее время достигнут
значительный прогресс в исследовании методов решения жестких систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Однако проблема численного решения жестких систем уравнений
по сей день остается актуальной. Жесткие задачи исследованы во многих работах, в частно-
сти, [5, 14, 15, 17].

1.2. Аппроксимация гиперболических уравнений (задачи акустики, динамической теории упру-
гости, теории внутренних волн, геомеханики, и т.д.) в частных производных по пространственным
переменным приводит к системе обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка

Dü(t) +Au(t) = f(t), u(0) = u0, u̇(0) = u1, (2)

а также многие начально-краевые задачи для неклассических уравнений соболевского типа вы-
сокого порядка тоже приводит к решению системы уравнений (2). Например, основное урав-
нение динамики идеальной несжимаемой стратифицированной жидкости имеет следующий вид
(см. [3]):

∂2

∂t2
[
Δ3u− ρ2u

]
+ ω2

0Δ2u+ θ2
[
Δ1u− ρ2u] = f(x, t), (x, t) ∈ QT , (3)

где

Δ3 =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
, Δ2 =

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
, Δ1 =

∂2

∂x23
,

ω0 —частота Вяйсяля—Брента; ρ, θ—положительные константы,

Ω =
{

0 < xk < lk, k = 1, 2, 3
}
, QT =

{
(x, t) : x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]

}
.

Аппроксимация пространственных переменных в (3) приводит к системе (2).

1.3. Большое значение в приложении имеет уравнение колебания с диссипацией

Dü(t) +Bu̇(t) +Au(t) = f(t), u(0) = u0, u̇(0) = u1. (4)

К решению (4) приводит пространственная аппроксимация многочисленных нестационарных
начально-краевых задач теории волн, задачи диформирования вязкоупругих сред, уравнения
соболевского типа, нагруженные уравнения и т.п. (см. [1,3,12,13,16]). Например, нестационарное
уравнение влагопереноса Аллера—Лыкова (см. [8])

∂u

∂t
+ ρ

∂2u

∂t2
= L1u+ σ

∂

∂t
(L2u) + f(x, t), (x, t) ∈ QT =

{
x ∈ Ω, 0 < t � T

}
(5)

или уравнения Буссинеска—Лява (см. [6]

(λ+ Δ)
∂2u

∂t2
= μ(Δ− λ)

∂u

∂t
+ θ(Δ− λ)u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT . (6)

Здесь

Lqu =

pm∑
α=1

∂

∂xα

(
kqα(x)

∂u

∂xα

)
, x ∈ Ω, pm = 1, 2, . . . , 0 < k0q � kqα(x) � k1q, q = 1, 2,

σ, k01, k02, k11, k12 —положительные постоянные, Δ — оператор Лапласа, μ, θ, λ, λ, λ—постоян-
ные.

Для численного решения одной из этих задач (1), (2), (4) используется, как правило, весовая
аппроксимация, которая приводит к схемам первого или второго порядков точности по времени
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и более высокого порядка точности по пространству. Идея построения схем метода конечных
элементов повышенной точности используется для аппроксимации и по временной переменной
(см. [7,10,11,19,20,22,23,26]). Отметим, что методика построения схем на основе метода конечных
элементов для нестационарных задач по пространственным переменным и временной переменной
дает новое качество в исследовании сложных математических объектов. Она позволяет получить
схемы более высокого порядка точности и по пространственным переменным (достаточно хорошо
изученная теория), и по временной переменной. Кроме того, эта методика играет особую роль
для задач с обобщенными решениями, так как схемы повышенной точности лучше сглаживают
осцилляции решений дифференциальных задач (см. [9]). К разностным схемам, помимо классиче-
ских требований аппроксимации, устойчивости и сходимости, предъявляют требование хорошей
передачи основных особенностей исходной дифференциальной задачи на достаточно грубых сет-
ках. Хорошо известно, что для решения одной и той же задачи можно предложить большое
количество разностных схем. Встает вопрос о критериях отбора схем, удовлетворяющих всем
упомянутым выше требованиям.

Определенное значение имеет краевые условия для рассматриваемых нестационарных уравне-
ний. В частности, кроме локальных краевых условий можно рассмотреть и нелокальные краевые
условия, где вместе классических краевых условий задана определенная связь значений искомой
функции на границе области и/или внутри нее. Общие вопросы однозначной разрешимости и
аналитические свойства таких задач исследованы в [12,13] и др.

В данной работе для общего обыкновенного дифференциального уравнения (4) (при D ≡ 0
получим (1), а при B ≡ 0 получим (2)) построены и исследованы разностные схемы повышенной
точности на основе метода конечных элементов с кусочно-кубической интерполяцией (см. [7]).
Получена условия устойчивости и приведена теорема о точности схемы. Исследованы дисперси-
онные свойства построенных разностных схем в случае B ≡ 0. На основе дисперсионного анали-
за из множества разностных схем одинакового порядка точности отобраны схемы, наилучшие в
смысле передачи основных свойств дифференциальной задачи. Показано, что схемы повышен-
ного порядка точности дают качественное сеточное решение, что подтверждается численными
примерами. Доказана A-устойчивость схемы в случае D ≡ 0. В работе используется обозначения
из [18].

2. Построение схемы. Рассмотрим задачу (4), где u = u(t), t ∈ [0, T ] — абстрактная функция
со значениями в гильбертовом пространстве H со скалярным произведением и нормой

(u, ϑ) =

T∫

0

uϑ dt, ‖u‖ =
√

(u, u).

Пусть D, B, A—постоянные (не зависящие от t) линейные операторы из H в H и f(t) ∈ H.
В случае, когда D, B, A—матрицы размерности N × N , H ∈ EN , u(t) =

(
u1(t), u2(t), . . . ,

uN (t)
)
— вектор-функция, то (4) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных

уравнений.
Обобщенное решение задачи (4) определим как функцию u(t) ∈ C1[0, T ], удовлетворяющую

для любого интервала (tn, tn+1) ∈ [0, T ] тождеству

tn+1∫

tn

(−Du̇ϑ̇+Bu̇ϑ+Auϑ
)
dt+Du̇ϑ

∣∣∣tn+1

tn
=

tn+1∫

tn

f(t)ϑ(t) dt ∀ϑ(t) ∈ C1[0, T ],

u(0) = u0, u̇(0) = u1.

(7)

Пусть ωτ =
{
tn, τ = tn+1 − tn, n = 0, 1, 2, . . .

}
— сетка на отрезке t ∈ [0, T ]. Приближенное

решение задачи (4) ищем в виде эрмитова сплайна третьей степени

y(t) = ynφn00(t) + ẏnφn10(t) + yn+1φn01(t) + ẏn+1φn11(t), (8)
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где

yn = y(tn), ẏn =
dy(tn)

dt
, ξ =

t− tn
τ

,

φn00(t) = 2ξ3 − 3ξ2 + 1, φn01(t) = 3ξ2 − 2ξ3, φn10(t) = τ(ξ3 − 2ξ2 + ξ), φn11(t) = τ(ξ3 − ξ2).

Выбирая весовые функции ϑ(t) в виде линейных комбинаций интерполяционных функций и под-
ставляя их в (7), получим следующую трехпараметрическую разностную схему:

Dγ ẏt +Byt +Ay(0.5) = φ1, Dαyt − τ2

12
Bẏt −Dβ ẏ

(0.5) = φ2, (9)

y0 = u0, ẏ0 = u1. (10)

Здесь

Dm = D −mτ2A, m = α, β, γ, φk =

1∫

0

f(tn + τξ)ϑk(ξ)dξ, k = 1, 2, ξ =
t− tn
τ

,

ϑ1(ξ) = p1ϑ
(1)
1 (ξ) + p2ϑ

(2)
1 (ξ), ϑ

(1)
1 (ξ) = 1, ϑ

(2)
1 (ξ) = ξ2 − ξ, p1 = 6− 60γ, p2 = 30− 360γ,

ϑ2(ξ) = s1ϑ
(1)
2 (ξ) + s2ϑ

(2)
2 (ξ), ϑ

(1)
2 (ξ) = τ

(
ξ − 1

2

)
, ϑ

(2)
2 (ξ) = τ

(
ξ3 − 3

2
ξ2 +

1

2
ξ

)
,

s1 = 180β − 40α, s2 = 1680β − 280α,

Hh —конечномерное пространство для любого момента времени t; операторы D, B, A действуют
из Hh в Hh. Параметры α, β, γ подчиняются условию четвертого порядка аппроксимации

α+ γ = β +
1

6
. (11)

При изучении уравнений соболевского типа операторы D, B, A может оказаться вырожденными.
Для устранения проблемы вырождения операторов D = D∗, B = B∗, A = A∗ применим прин-
цип регуляризации, который для самосопряженных операторов позволяет применить сдвиг по
спектру:

D̃ = D + εE, B̃ = B + εE, Ã = A+ εE.

Здесь ε—малый параметр, задающий величину сдвига операторов по спектру.

3. Устойчивость и сходимость схемы. Проанализируем устойчивости и точности схе-
мы (9), (10). В [11] для доказательства сходимости она записана в виде трехслойных разностных
схем отдельно для y и производной ẏ. Далее получена оценка точности∥∥uh(t)− u(t)

∥∥
A

+
∥∥u̇h(t)− u̇(t)

∥∥
D
�Mτ4,

при взаимной перестановочности операторов A, B, D, т.е. AD = DA, AB = BA, BD = DB.
Для освобождения этого условия вместо y, ẏ введем w = D1/2y, ẇ = D1/2ẏ. Отметим, что
(D1/2)∗ = D1/2 > 0 и существует обратный оператор D−1/2 = (D−1/2)∗ > 0. После очевидных
преобразований из (9), (10) получим

D̃γẇt + B̃wt + Ãw(0.5) = φ̃1, D̃αwt − τ2

12
B̃ẇt − D̃βẇ

(0.5) = φ̃2, (12)

w0 = D1/2u0, ẇ0 = D1/2u1, (13)

где

φ̃1 = D−1/2φ1, φ̃2 = D−1/2φ2, D̃ = E, B̃ = D−1/2BD−1/2, Ã = D−1/2AD−1/2.

Ясно, что

D̃ = D̃∗ > 0, B̃ = B̃∗ > 0, Ã = Ã∗ > 0, D̃Ã = ÃD̃, D̃B̃ = B̃D̃, ÃB̃ = B̃Ã.
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Следовательно, нет необходимости взаимной перестановочности операторов A, B, D. Условие
устойчивости схемы имеет вид

D̃ω = D̃ − ωτ2Ã � δD̃, 0 < δ < 1, ω = max
[
α, β, γ, 1/4

]
. (14)

Далее, поступая как в [11] с учетом взаимной перестановочности операторов установим справед-
ливости следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть A = A∗ > 0, B = B∗ � 0, D = D∗ � 0 и выполнены условия (11), (14).
Тогда решение схемы (12), (13) сходится к достаточно гладкому решению задачи (4) и имеют
место оценки точности

∥∥y(t)− u(t)
∥∥
Ã
�Mτ4 max

t

∥∥∥∥d
6u

dt6
(t)

∥∥∥∥ ,
∥∥ẏ(t)− u̇(t)

∥∥
D̃
�Mτ4 max

t

∥∥∥∥d
6u

dt6
(t)

∥∥∥∥ ∀t ∈ [0, T ].

4. Алгоритм реализации схемы. Для реализации схемы (12), (13) необходимо решить си-
стему двух уравнений относительно неизвестных ŵ, ̂̇w:

m11
̂̇w +m12ŵ = Φ1, m21

̂̇w +m22ŵ = Φ2, (15)

где

m11 = D̃ − γτ2Ã, m12 = B̃ + 0.5τÃ, m21 = −
[
τ2

12
B̃ +

τ

2
(D̃ − βτ2Ã)

]
, m22 = D̃ − ατ2Ã,

Φ1 = τ φ̃1 +

(
B̃ − 1

2
τÃ

)
w + (D̃ − τ2γÃ)ẇ,

Φ2 = τ φ̃2 + (D̃ − ατ2Ã)w − τ2

12
B̃ẇ +

1

2
τ(D̃ − βτ2Ã)ẇ.

Интегралы в φ̃1, φ̃2 вычисляются по формуле Симпсона.
Исключая из (15) ̂̇w, получим уравнение для нахождения ŵ:

Cŵ = F, (16)

где

C = m11m22 −m21m12 =

= D̃2 −
(
α− 1

6

)
τ2ÃD̃ +

(
αγ − β

4

)
τ4Ã2 + τ2γB̃2 +

τ

2
B̃D̃ +

(
γ

2
− β

2

)
τ3ÃB̃,

и F = m12Φ2 −m22Φ1.
Алгоритм реализации схемы(12), (13) состоит в непосредственном решении уравнения (16), а

затем вычисления ŵ из уравнения

(D̃ − τ2γÃ) ̂̇w = Φ1 −
(
B̃ +

1

2
τÃ

)
ŵ.

Второй алгоритм базируется на факторизации оператора C:

C = C1C2 =
(
D̃ − ω1τ

2Ã+ ν1τB̃
)(
D̃ − ω2τ

2Ã+ ν2τB̃
)
.

Сравнивая это с (16), получим условия, связывающие параметры ω1, ω2, ν1, ν2, α, β, γ:

ω1 + ω2 = α− 1

6
, ω1 · ω2 = αγ − β

4
, ν1 + ν2 =

1

2
, ν1 · ν2 = γ, ω1ν2 + ω2ν1 =

β

2
− γ

2
.

Эти условия замыкаются условием четвертого порядка аппроксимации (11). Решения этой систе-
мы зависит от выбора параметров α, β, γ. Реализация уравнения (16) осуществляется в два этапа:
сначала решаем уравнение C1g = F , а затем уравнение C2ŷ = g. После этого из уравнения (15)
находим ̂̇y. При выполнении условия αγ = β/4 схема становится экономичной.
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5. Дисперсионный анализ. Исследуем дисперсионные свойства разностных схем (12), (13)
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка (случай B ≡ 0)

Dγ ẏt +Ay(0.5) = φ1, Dαyt −Dβ ẏ
(0.5) = φ2, y0 = u0, ẏ0 = u1. (17)

Для простоты исследования точности схемы предположим, что A, D—числа, а уравнение (2) —
однородное (f(t) ≡ 0) обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка (тестовое
уравнение), имеющее точное решение

u(t) = a1 cos λt+ a2 sinλt, λ =
√
A/D. (18)

Постоянные параметры a1, a2 определяются начальными условиями.
Решение однородных разностных уравнений (17) (φ1 = φ2 = 0) будем искать в виде

y = yn = Y qn, ẏ = ẏn = Ẏ qn, (19)

с амплитудами Y и Ẏ . Подставляя (19) в (17), получим однородную систему относительно Y и
Ẏ , для которой условие наличия нетривиальных решений (равенство нулю определителя) имеет
вид:

(1− αz2)(1− γz2)(q − 1)2 +
z2

4
(1− βz2)(q + 1)2 = 0, z = τλ.

Последнее уравнение позволяет определить модуль перехода схемы q:

q1,2 =
(1− αz2)(1− γz2)− (z2/4)(1 − βz2)±√d

(1− αz2)(1− γz2) + (z2/4)(1 − βz2)
, (20)

где d = −z2(1− αz2)(1− βz2)(1− γz2).
Условие устойчивости схемы (17) имеет вид

(D − ατ2A)(D − βτ2A)(D − γτ2A) � 0.

Для его выполнения достаточно, чтобы

τ2 � D

mA
, m = max{α, β, γ} > 0.

При этом d � 0 и |q| = 1, так что можно q представить в виде

q1,2 = cosϕ± i sinϕ. (21)

Сравнивая (20) и (21), получим уравнение для определения φ:

cosϕ = 1− (z2/2)(1 − βz2)

(1− αz2)(1− γz2) + (z2/4)(1 − βz2)
.

Отсюда

ϕ = 2 arcsin

[
z

2

√
(1− βz2)

(1− αz2)(1 − γz2) + (z2/4)(1 − βz2)

]
.

Из (19), (21) находим

y = yn = b1 cos
ϕtn
τ

+ b2 sin
ϕtn
τ
. (22)

Различие ϑ точного и приближенного решений характеризуется величиной ϑ = ϕ/(τλ). Чем
ближе ϑ к 1, тем точнее приближенное решение.

Разложим ϑ в ряд по степеням z2:

ϑ = 1 + r1z
2 + r2z

4 +O(z6),

где

r1 =
1

2

(
α+ γ − β − 1

6

)
, r2 =

1

12

(
β − 6αγ +

1

40

)
+

(
α+ γ − β − 1

6

)
r̄2.
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Минимизируя |r1| и |r2|, можно улучшать качество приближенного решения. От всех рассматри-
ваемых далее схем будем требовать выполнения условия r1 = 0. Отсюда получаем условие (11).
При этом

ϑ = 1 + r2λ
4τ4 +O(τ6), r2 =

1

12

(
β − 6βα +

1

40

)
.

В этом случае можно говорить о совпадении скорости распространения гармоники дифференци-
ального уравнения и разностной схемы с точностью до величин четвертого порядка по шагу τ .

Для получения схем шестого порядка точности потребуем выполнения (11) и условия r2 = 0,
т.е.

β − 6αγ +
1

40
= 0. (23)

Рассмотрим примеры схем, удовлетворяющих требованиям точности (11), (23) и экономичности
αγ = β/4.

Схема 1. Схема с параметрами γ = 1/12, α = 1/10, β = 1/60 имеет порядок точности 4
(выполнено условие (11)). Дискриминант квадратного уравнения отрицателен и, следователь-
но, реализация этой схемы в поле действительных чисел по указанному алгоритму невозможна
(естественно, эту схему можно реализовывать, обращая на каждом временном шаге оператор Δ).
Условие устойчивости схемы τ2 � 10/λ2.

Схема 2. Выбирая γ = 1/12 и удовлетворяя (11) и условию экономичности αγ = β/4, получим
схему порядка 4 с β = 1/24, α = 1/8, что совпадает с одной из схем в [10]. Корни уравнения

ω2 −
(
α+ γ − 1

4

)
ω +

(
αγ − β

4

)
= 0

равны ω1 = −1/24, ω2 = 0. Условие устойчивости схемы τ2 � 8/λ2.

Схема 3. Приведем новую схему четвертого порядка точности. Уникальность ее состоит в
том, что для ее реализации по алгоритму необходимо «обращать» только один оператор D, так
как ω1 = ω2 = 0. Выбор параметров подчиним условию (11) и условию экономичности αγ = β/4.
Отсюда β = 1/12, α+γ = 1/4, а γ, α являются корнями квадратного уравнения x2−x/4+1/48 = 0.
Поэтому можно выбрать γ = x1, α = x2, либо α = x1, γ = x2, где x1,2 = 1/8 ± i√3/24. Таким
образом, параметры схемы α, γ комплексные.

Схема 4. Рассмотрим теперь схему порядка 6, которая бы удовлетворяла условию экономич-
ности αγ = β/4. Параметры ее определяются из системы

α+ γ = β +
1

6
, β − 6αγ +

1

40
= 0, αγ − β

4
= 0

и равны β = 1/20, α+ γ = 13/60, αγ = 1/80. Корни уравнения относительно α и γ комплексные.
Схема может быть реализована в поле комплексных чисел.

Схема 5. Укажем еще одну схему 6-го порядка точности: α = 7/60, β = 1/30, γ = 1/12.
Для этих значений параметров выполнены условия (11), (23), причем ω1,2 = −1/40 ± i√11/120.
Условие устойчивости схемы τ2 � 12/λ2.

6. A-устойчивость. Исследуем A-устойчивость схемы (9), (10) в случае D ≡ 0:

Byt − τ2γAẏt +Ay(0.5) = ϕ1, τ2γBẏt + τ2αAyt − τ2βAẏ(0.5) = −ϕ2, (24)

y0 = u0, ẏ0 = D−1(f0 −Au0), (25)

где γ = 1/12. При этом из (11) получим α = β + 1/12, однопараметрическое (параметр β) семей-
ство схем. Эта схема для тестового уравнения du/dt = λu имеет вид

B̃Yt + ÃY = 0, Y 0 = (y0, ẏ0), (26)

где

B̃ =

(
1− τλ/2 τ2γλ
−αλ γ − τβλ/2

)
, Ã =

(−λ 0
0 −βλ

)
.
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Перепишем эту схему в виде разностного уравнения

Ỹ = SnY, Y (0) = Y 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Здесь Sn = E − τB−1A— оператор перехода. Составим характеристическое уравнение для Sn:

a0μ
2 + a1μ+ a2 = 0, (27)

где

a0 = Δ2 =

[(
γ +

βz

2

)(
1 +

z

2

)
+ αγz2

]2
, a1 = −zΔ(β + γ − βz) − 2Δ2,

a2 = Δ2 + Δ(β + γ)z, Δ =
(

1 +
z

2

)(
γ +

βz

2

)
+ αγz2, z = τλ.

Когда z—комплексное число, непосредственное исследование корней уравнения (27) затрудни-
тельно. Поэтому сделаем замену

μ =
W + 1

W − 1

(преобразование Кэли, см. [2, 4]); после которого уравнение (27) примет вид

W 2 + cW + d = 0, (28)

где

c =
γ + β

βz
, d =

4γ

βz2
+

α

3β
, z = z0 + iz1.

При этом условие A-устойчивости схемы (26) выполнено, если ReW < 0. Пусть W1 и W2 —корни
уравнения (28); тогда по теореме Виета

W1 +W2 = c, W1 ·W2 = d. (29)

Здесь

W1 = a0 + ia1, W2 = b0 + ib1, c = c0 + ic1, d = d0 + id1.

Для того, чтобы выполнялось условие ReWk < 0, k = 1, 2, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись условия a0 + b0 < 0, a0 · b0 > 0, т.е. a0 < 0, b0 < 0. Из конкретного вида (29)
получаем уравнение

(a0b0)2 − pa0b0 + q = 0,

где p = c20+4d1 +c21, q = d0c
2
0+c0c1d1+d21. Отсюда a0 ·b0 > 0, если p > 0 и q > 0. Непосредственное

вычисление показывает, что p и q положительны, если выполняется неравенство γ2−14γβ+β2 � 0.
С учетом условия аппроксимации четвертого порядка увидим, что это условие будет выполнено,
если

α > 0, 0 < β � α

2

(
2√
3
− 1

)
. (30)

Условие a0 · b0 > 0 означает, что a0 и b0 имеют одинаковый знак. Из конкретного вида W1 и
W2 и неравенства Reλ < 0 заключаем, что a0 < 0, b0 < 0. Таким образом, доказана следующая
теорема.

Теорема 2. Если выполнены условия (30), то схема (26) A-устойчива.

Замечание 1. Непосредственным вычислением корней уравнения (26) можно показать, что:

(a) если Re z = 0 (z = iz1), то схема (26) A-устойчива при тех же условиях (30);
(b) если Im z = 0 (z = z0), то схема (26) A-устойчива при условиях α > 0, β > 0 и λ > 0.
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7. Применение к уравнению в частных производных. Рассмотрим первую краевую за-
дачу для уравнения колебаний мембраны, являющегося простейшим представителем уравнений
гиперболического типа второго порядка, которому присущи все характерные особенности этих
уравнений. Поэтому проверка качества численных методов на этом уравнений является необхо-
димым условием применения их к более сложным уравнениям.

Рассмотрим задачу

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
+ f(x, t), (x, t) ∈ QT =

{
x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]

}
,

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω =

{
0 < xα < lα, α = 1, 2

}
,

u = 0, x ∈ Γ = ∂Ω, 0 < t � T.

(31)

Задаче (31) соответствует следующая слабая постановка:(
∂2u

∂t2
, ϑ

)
+ a (u, ϑ) = (f, ϑ) ∀ϑ ∈ V,

где

V =
◦
W 1

2(0, l), (u, ϑ) =

l1∫

0

l2∫

0

uϑ dx, a(u, ϑ) =

l1∫

0

l2∫

0

(
∂u

∂x1

∂ϑ

∂x1
+

∂u

∂x2

∂ϑ

∂x2

)
dx1dx2.

Система базисных функций для этой задачи на каждом прямоугольном конечном элементе вы-
брана в виде произведения базисных функций для одномерной задачи. Для двумерной задачи
более экономным является базис, построенный по -сплайнам, так как количество неизвестных ко-
эффициентов в этом случае в четыре раза меньше, чем при выборе системы на основе эрмитовых
сплайнов.

Введем разбиение области Ω на N1N2 прямоугольников:

Ωij =
{

(i− 1)h1 � x1 � ih1, (j − 1)h2 � x2 � jh2

}
, i = 1, N1, j = 1, N2.

Выберем систему базисных функций Φij(x1, x2) = φi(x1)φj(x2), i = 1, N1 − 1, j = 1, N2 − 1, где
φi(x) —базисная функция для одномерной задачи, построенная на основе B3-сплайна.

Приближенное решение тогда представимо в виде

uh(x1, x2) =

N1−1∑
i=1

N2−1∑
j=1

aij(t)φi(x1)φj(x2).

По построению
Vh =

{
uh(x) : uh(x) = 0, x = (x1, x2) ∈ Γ

}
.

Графики функций Φij(x1, x2) = φi(x1)φj(x2) при N1 = N2 = 8 и разных значениях i, j представ-
лены на рис. 1.

Введем вектор

uh(t) = �u(t) =
(
a11(t), a21(t), . . . , aN1−2,N2−1(t), aN1−1,N2−1(t)

)T
,

что соответствует нумерации неизвестных коэффициентов ak = aij в последовательности «стро-
ка-столбец»: k = i + (j − 1)(N1 − 1). Матрица жесткости, соответствующая вектору �u(t), вычис-
ляется так:

G =
{
a
(
Φk(x1, x2),Φm(x1, x2)

)}N

k,m=1
,

где
N = (N1 − 1)(N2 − 1), k = i+ (j − 1)(N1 − 1), m = p+ (q − 1)(N1 − 1),

i, p = 1, N1 − 1, j, q = 1, N2 − 1. Аналогично вычисляется матрица массы:

M =
{(

Φk(x1, x2),Φm(x1, x2)
)}N

k,m=1
.
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(a) i = 1, j = 1 (b) i = 5, j = 1
)

(c) i = 5, j = 5

Рис. 1. Сплайн-функция Φij(x1, x2) = φi(x1)φj(x2).

8. Вычислительный эксперимент.

Пример 1. Рассмотрим следующую тестовую задачу для (31):

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
, t > 0, x ∈ Ω, Ω =

{
0 < xα < 1, α = 1, 2

}
,

u(x, 0) = 0,
∂u

∂t
(x, 0) = 0,

x1 = 0 : u = x2(1− x2), u = 0, x ∈ Γ \ (x1 = 0).

(32)

Введением новой искомой функции v(x, t), u = v + (1 − x1)x2(1 − x2). Тогда задача (32) сво-
дится к задаче с однородными краевыми условиями. Решение задачи (32), полученное методом
разделения переменных, имеет вид:

u(x1, x2, t) =

∞∑
k=1

∞∑
p=1

{
16

π4k(2p − 1)

[( −1

(2p − 1)2
+

1

k2 + (2p − 1)2

)
cos

(
π
√
k2 + (2p− 1)2t

)
−

− 1

k2 + (2p − 1)2

]
sin(πkx1) sin(πpx2)

}
+ (1− x1)x2(1− x2).

При вычислении решения бесконечная сумма заменяется конечной по индексу k доM1, по индексу
p доM2. На рис. 2–4 представлены результаты расчетов в виде 3D графиков решения задачи (32).
Явно видно преимущество схемы метода конечных элементов (схема 5) в сравнении с явной
схемой второго порядка аппроксимации по времени и по пространству [18]. Заметим, что сетка
для схемы метода конечных элементов значительно более грубая, чем сетка для разностной схемы
второго порядка точности.

Пример 2. Пусть в (6) n = 1, λ = λ = −1, λ = 0, μ = θ = 1, f(x, t) = 2(1 − 6π2) sin(2πx)et,
l = 1. Тогда получим задачу

(1 + Δ)ü+ (1 + Δ)u̇+ Δu = −f(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, 0 < t � T,

u(x, 0) = sin(2πx), u̇(x, 0) = sin(2πx), 0 < x < 1.

Пространственную переменную аппроксимируем методом конечных разностей с погрешностью
аппроксимации h2.

Точное решение имеет вид u(x, t) = sin(2πx)et. Рассмотрены точные и приближенные решения
схемы (12), (13) с параметрами α = 1/8, β = 1/24, γ = 1/12:

ω1 = 0, ω2 = −0,0416667, ν1 = 0,25 + i0,144338, ν2 = 0,25− i0,144338.
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(a) t = 0 (b) t = 0,5 (c) t = 1,0

Рис. 2. Точное решение при M1 = 40, M2 = 20.

(a) t = 0,5 (b) t = 1,0

Рис. 3. Численное решение, полученное по явной схеме,
при N1 = N2 = 40, h1 = h2 = 0,025, τ = 0,0125.

(a) t = 0,5 (b) t = 1,0

Рис. 4. Численное решение, полученное по схеме метода конечных элементов,
при N1 = N2 = 16, h1 = h2 = 0,0625, τ = 0,02.

Теперь определим скорости сходимости вдоль пространственного и временного направления
по формулам log(z(2h, τ)/z(h, τ)) и log(z(h, 2τ)/z(h, τ)). Результаты по схеме с параметрами γ =
1/12, α = 1/8, β = 1/24, ω1 = 0, ω2 = −0,0416667 отражены в таблицах 1 и 2.

При таком выборе параметров получаем, что ω̄ = 1/4. Пусть δ = 1/2. Тогда условия устой-
чивости (14) с учетом наибольшего собственного значение оператора Лапласа принимает вид
τ2 � 3(4 + h2)/2.

Оценки скорости сходимости и точности разностных схем метода конечных элементов для
уравнения (3) в классах обобщенных решений получены в [21]. В [24,25] на основе вычислитель-
ного эксперимента проведено тестирование схем, а также проведено их сравнительный анализ.
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Таблица 1. Скорости сходимости по пространственному направлению

Шаг по пространству Шаг по времени Погрешность Сходимость
h = 0,01 τ = 0,01 2,31 · 10−08

h = 0,005 τ = 0,01 5,68 · 10−09 2,02393

h = 0,0025 τ = 0,01 1,42 · 10−09 2

h = 0,00125 τ = 0,01 3,53 · 10−10 2,008151

Таблица 2. Скорости сходимости по временному направлению

Шаг по пространству Шаг по времени Погрешность Сходимость
h = 0,01 τ = 0,01 2,31 · 10−08

h = 0,01 τ = 0,005 1,44 · 10−09 4,006259

h = 0,01 τ = 0,0025 9,00 · 10−11 3,997493

h = 0,01 τ = 0,00125 5,61 · 10−12 4,004013

Оценки скорости сходимости и точности разностных схем метода конечных элементов для урав-
нения (5) в классах обобщенных решений в случае ρ ≡ 0 (уравнение Аллера) получены в [27].
Получению оценки скорости сходимости и точности разностных схем метода конечных элементов
для обобщенного уравнения Аллера—Лыкова (5) в классах обобщенных решений и численному
моделированию будут посвящены отдельные работы.

9. Выводы. Построен новый класс многопараметрических разностных схем высокого порядка
точности для абстрактной задачи Коши для уравнений перового и второго порядков. Наличие
параметров в схеме позволяет произвести регуляризацию схем с целью оптимизации алгоритма
реализации и точности схемы. Доказана устойчивость и сходимость рассмотренных разностных
схем и на их основе получена оценка точности. С помощью вычислительного эксперимента про-
ведено тестирование схем, а также проведен их сравнительный анализ. Полученные результаты
могут найти дальнейшие применение при исследовании других аналогичных начально-краевых
задач, в том числе задач с нелокальными краевыми условиями. Схемы имеют определенные
преимущества перед другими схемами: схемы высокого порядка точности (выше двух); кроме
самого решения, одновременно находится и её производная (скорость) с той же точностью. В
практических задачах, например, волновых движениях в сплошных средах, эта производная со-
ответствует скоростям движения; используя интерполяционное представление решения (8), при
необходимости можно получить решение и его производную в любой момент времени; посколь-
ку схемы двухслойные, можно без потери точности использовать переменный шаг; схема условно
устойчивая и требует в четыре раза больше арифметических операции, чем обычные, но эта схема
для достижения определенной точности позволяет выбрать большие шаги по времени. Численное
моделирование различных задач показали, что для достижения необходимой точности решения
нестационарных задач существенной вклад вносить шаг по времени, что оправдывают построе-
ния схемы высокого порядка точности по времени [18–26].
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непрерывную среду, а интегральное уравнение Орнштейна—Цернике для системы случайно рас-
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1. Вселенная как фрактальная пыль.

1.1. Фрактальная астростатистика. Нет нагляднее образа точечного распределения, чем
звездное небо в безлунную ночь. Накопленные к настоящему времени базы данных астроно-
мических наблюдений распределения видимой материи во Вселенной сосредоточены в обзорах,
содержащих разнообразную информацию о миллионах и миллионах космических объектов — пла-
нет, звёзд, галактик, скоплений галактик, скоплений скоплений галактик, объектов специальных
типов — квазаров, пульсаров, радиогалактик и др. Строго говоря, современная космология (нау-
ка о возникновении и эволюции Вселенной) должна опираться на всю эту информацию, однако
это представляется сегодня невозможным, как невозможен учет всех индивидуальных координат
и скоростей молекул газа или жидкости, заключённых в сосуде. Вместо этого в статистической
физике используется сжатие информации и представление её в виде некоторой последователь-
ности функций с возрастающим числом аргументов. Функция с нулевым числом аргументов
(то есть просто число) ρ представляет собой плотность массы (или плотность числа молекул),
функция одной переменной ξ(r)—корреляционную функцию и т. д [3]. Подобный подход ши-
роко используется и при описании вещества в космических масштабах (космографии). В извест-
ной серии первоначальных работ по статистике гравитационного поля, порождаемого случайным
распределением звезд, Чандрасекар и фон Нейман (1941—1943) представляли их распределение
однородным пуассоновским ансамблем, заимствовав эту модель из работы Хольтсмарка (1919),
изучавшего флуктуации электрического поля в плазме. Вследствие экранирования усредненные
корреляции быстро спадали с расстоянием, и Хольтсмарк пренебрег ими, приняв распределение
источников поля пуассоновским. Гравитационные поля не подвержены экранированию, и у Чанд-
расекара с Нейманом было меньше оснований пренебречь корреляциями. Позднее, когда внима-
ние астрономов переключилось со звезд на галактики, выяснилось, что корреляционная функция
распределения галактик в широком диапазоне расстояний имеет степенной вид

ξ(r) = (r/r0)
−γ ,

где γ = 1,77± 0,04 и r0— корреляционная длина. Оказалось также, что скопления галактик (кла-
стеры) и крупномасштабного распределения галактик (КРГ), скопления скоплений (суперкласте-
ры), рассматриваемые как точечные объекты, положения которых определяются координатами
центров масс, характеризуются корреляциями того же самого степенного типа.
При этом для галактик r0 оказывается равным 5h−1 Мпс, тогда как для кластеров r0 �

25h−1 Мпс и значительно больше для суперкластеров. Это озадачивает: кластеры представля-
ются более коррелированными структурами, чем галактики, из которых они состоят! Другими
словами, распределение галактик можно ожидать близким к однородному на расстояниях 10-
15h−1 Мпс, тогда как кластеры и суперкластеры наблюдаются на существенно больших рас-
стояниях [25, 30]. Кроме того, kорреляционная длина возрастает с размером выборки (глубиной
обзора) [12,13]. Тогда как обзоры [17,31] не свидетельствуют о достижении однородности, а скорее
всего наводят на мысль о самоподобии наблюдаемых распределений.
Концепция самоподобия и была реализована Б. Мандельбротом в его фрактальной модели

распределения галактик, основанной на блужданиях Леви [21, 22]. Используя в качестве опре-
деляющего свойство масштабной инвариантности (самоподобия), можно сказать, что фрактал —
это геометрическая структура, которая всегда выглядит одинаково (по крайней мере, в стати-
стическом смысле), независимо от разрешения, с каким она наблюдается [8, с. 49].
Более формальное определение фрактального множества, данное Мандельбротом (см. [22]),

таково: это математический объект, фрактальная (хаусдорфова) размерность DH которого
строго больше, чем его топологическая размерность DT . Таким образом, для фрактального то-
чечного распределения в d-мерном пространстве, названного Мандельбротом фрактальной пы-
лью, DT = 0 и 0 < DH � d. Фрактальная размерность DH = d характеризует однородное
распределение, заполняющее пространство. В качестве примера последнего можно рассмотреть
однородный пуассоновский ансамбль, для которого

〈N(R)〉 =
4

3
πρR3, ξ(r) = 0,
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а среднее число локальных объектов (частиц, галактик) в единице объема (концентрация) n(r)
не зависит ни от точки наблюдения r, ни от выбора начала системы координат в пространстве.
В случае фрактального распределения началом координат выбирается точка, принадлежащая
фрактальному множеству, скажем, точка r0. Концентрацию же объектов в точке наблюдения r
будем обозначать g(r0 → r) и называть концентрацией соседей (не обязательно ближайших, если
все-таки, ближайших, то это специально оговаривают). Интеграл∫

UR

g(r0 → r)dr = 〈N(r0 → UR)〉

по шару UR радиусом R с центром в точке r0 дает среднее число объектов в этом шаре (объект
в точке r0 не входит в это число). В вероятностной терминологии это — условное математическое
ожидание. Поведение этого числа с увеличением радиуса шара, представленное в виде степенной
функции

〈N(r0 → UR)〉 � RD, R→∞, 0 < D � d, (1)
как раз и свидетельствует о том, что распределение, с которым мы имеем дело, является фрак-
тальным с фрактальной размерностью D. Очевидно, есть некоторые проблемы в интерпретации
этой модели применительно к распределению галактик. Во-первых, даже если игнорировать раз-
личие в массах, как это первоначально сделал Мандельброт, мы тут же вынуждены будем огра-
ничиться относительно малыми размерами шара, ибо с увеличением его размера в занимаемую
им область войдут новые галактики со своими соседями и тем самым изменят чисто степен-
ное поведение условной плотности. Если же распространить фрактальный признак (1) на все
возможные расстояния, то уже в случае трех произвольно расположенных галактик мы стал-
киваемся с неопределенностью: концентрация галактик в любой из этих точек зависит от того,
какую из двух оставшихся мы выберем в качестве r0. Еще одно обстоятельство, требующее вы-
яснения, связано с выполнением космологического принципа — гипотезы о том, что Вселенная
пространственно однородна и изотропна [1].
Заметим, что в этом случае не имеет значения, помещается ли центр сферы, в которой произ-

водится подсчёт, в любую точку множества или в любую другую точку пространства.
Это значит, что переменив точку, взятую в качестве начала координат, мы должны вновь по-

лучить изотропное относительно нового начала координат распределение с плотностью числа
окружающих её галактик, убывающей относительно неё по тому же степенному закону. Воз-
можно ли это? Нет, если речь идёт о «застывшем» детерминированном распределении: центр
симметрии останется на прежнем месте, не совпадающим с новым началом координат. Да, если
под плотностью понимать среднюю плотность, то есть плотность, усреднённую по статистиче-
скому ансамблю таких распределений, а космологический принцип заменить его слабой формой:
усреднённое таким образом распределение вещества во Вселенной должно выглядеть одинаково
в любой системе координат, центр которой совпадает с одной из галактик. Введённый Б. Ман-
дельбротом слабый космологический принцип [21] восстановил (в ограниченном виде) идею рав-
ноправия различных систем координат ценой нарушения эквивалентности пустых и занятых
веществом точек Вселенной.

1.2. Интегральное уравнение для плотности соседей. Для исследования структуры таких сто-
хастических фракталов мы применили аппарат производящих функционалов [35] (см. так-
же первую часть обзора [3]). Производящий функционал случайного точечного распределения
{X1,X2,X3, . . .}, генерируемого частицей, рождённой в точке r, определяется соотношением

G(r → u(·)) = 〈u(X1)u(X2)u(X3) . . .〉,
где u(r) � 1—пробная функция. Для дальнейших преобразований удобно представить это функ-
ционал с помощью интеграла по случайной мереN(r → dx), равной случайному числу точек в dx,
образованных частицей, рождённой в точке r:

G(r → u(·)) =

〈
exp

{∫
N(r → dx) lnu(x)

}〉
.
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Интегрирование здесь ведётся по всему пространству, но функция u(x) отлична от 1 лишь в огра-
ниченной области пространства, так что интеграл предполагается сходящимся (в вероятностном
смысле).
Очевидно,

G(r → 1) = 1.

Первая функциональная производная при u(x) = 1 даёт условную плотность числа галактик
в точке x1, порожденных траекторией с началом в точке r:

δG(r → u(·))
δu(x1)

∣∣∣∣
u=1

=

〈
exp

{∫
N(r → dx) lnu(x)

}
δ

δu(x1)

{∫
N(r → dx) lnu(x)

}〉
u=1

=

=

〈
exp

{∫
N(r → dx) lnu(x)

}{∫
N(r → dx)

δ(x− x1)

u(x)

}〉
u=1

=

=
N(r → dx1)

dx1
≡ g1(r → x1).

Функциональная производная порядка n даёт плотность n-го факториального момента:

D(n)
u (x1, . . . , xn)G(r → u(·))∣∣

u=1
≡ δnG(r → u(·))
δu(x1) . . . δu(xn)

∣∣∣∣
u=1

= gn(r → x1, . . . ,xn).

Напомним, что факториальным моментом случайного числа точек в измеримой области назы-
вают величину

〈N [n](A)〉 ≡
〈
N(A)

[
N(A)− 1

]
. . .
[
N(A)− n+ 1

]〉
,

так что∫

A

. . .

∫

A

gn(r → x1, . . . ,xn)dx1 . . . dxn =

=
〈
N(r → A)

[
N(r → A)− 1

]
. . .
[
N(r → A)− n+ 1

]〉
, n = 1, 2, 3, . . . .

Обозначив через p(r → x) = p(x− r) плотность перехода блуждающей частицы, запишем урав-
нение для производящего функционала необрывающегося процесса:

G(r → u(·)) =

∫
dxp(r → x)u(x)G(x→ u(·)).

Выполнив функциональное дифференцирование по u и положив u = 1, получим интегральное
уравнение для плотности числа галактик в точке x относительно начала траектории блуждающей
частицы:

g(x) =

∫
dyp(x− y)g(y) + p(x).

Формальное его решение представляет собой бесконечную сумму многократных свёрток переход-
ных плотностей

g(x) =

∞∑
j=1

p�j(x).

Каждое слагаемое здесь даёт распределение координат блуждающей частицы после соответству-
ющего перехода. Собственно движение нас в данном случае не интересует, мы рассматриваем
лишь след, оставленный частицей в виде бесконечного множества точек в пространстве — тех
самых точек, где воображаемая частица испытала столкновения. Образ блуждающей частицы
просто позволяет лучше представить себе общую картину корреляций в этом множестве случай-
ных точек и воспользоваться готовым математическим аппаратом теории многократного рассе-
яния [2].
Из предыдущего должно быть ясно, что g(x) характеризует плотность числа частиц (в данном

случае, галактик) в точке x при условии, что начало координат выбрано в одной из галактик.
Наглядности ради, называют ее плотностью соседей, хотя это не означает, что они находятся
близко от этой «нулевой» галактики. Точнее говоря, g(x) есть плотность числа галактик в точке x
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при условии, что начало координат выбрано в одной из других галактик (в отсутствие корреляций
эта плотность не зависела бы от выбора начала координат даже в случае неоднородной среды).

1.3. Моменты соседей галактики. Чтобы найти высшие моменты случайного числа N(R), ха-
рактеризующие его флуктуации свойства, возьмем n-ю функциональную производную от обеих
частей уравнения для производящего функционала,

D(n)
u (x1, . . . ,xn)G(r → u(·)) =

∫
dxp(r → x)D(n)

u (x1, . . . ,xn)[u(x)G(x→ u(·))].

Производная от произведения двух сомножителей, стоящая под интегралом в правой части, за-
пишется в виде (напомним: символ s означает симметризацию по всем n переменным правой
части):

D(n)
u (x1, . . . ,xn)[u(x)G(x→ u(·))] s

=
s
= u(x)G(n)(x→ x1, . . . ,xn, u(·)) + nδ(x− x1)G

(n−1)(x→ x2, . . . ,xn, u(·)).
Подставляя это выражение в предыдущее уравнение, полагая u = 1 и используя свойство дельта-
функции при интегрировании по x во втором слагаемом, приходим к интегральному уравнению
относительно плотности n-го факториального момента:

g[n](r → x1, . . . ,xn) =

∫
dxp(r → x)g[n](r → x1, . . . ,xn) + np(r → x1)g[n−1](x1 → x2, . . . ,xn).

Прямой подстановкой можно убедиться, что этой системе уравнений удовлетворяют решения

g[n](r → x1, . . . ,xn)
s
= n!g(r → x1)g(x1 → x2) . . . g(xn−1 → xn).

Факториальные моменты случайного числа узлов траектории, начинающейся в начале коор-
динат, в шаре UR радиуса R с центром в начале координат, запишутся в виде

〈N [n]〉 = n!

∫

UR

. . .

∫

UR

g(0→ x1) . . . g(xn−1 − xn)dx1 . . . dxn ∼ n!(4πA/3)nRαnKn(α), R→∞,

где

K0(α) = 1, K1(α) = (3/4π)

∫

U1

r−3+αdx,

Kn(α) = (3/4π)n
∫

U1

. . .

∫

U1

(r1r1,2 . . . rn−1,n)−3+αdx1dx2 . . . dxn, rij = |xi − xj |, n > 1.

Для вычисления входящих в это выражение кратных интегралов введем систему функций [34]

v(α)n (r) =

∫

U1

. . .

∫

U1

(|r − r1|r1,2 . . . rn−1,n)−3+αdr1dr2 . . . drn,

так что
Kn(α) = (3/4π)nv(α)n (0).

Функции эти связаны друг с другом реккурентным образом:

v(α)n (r) =

∫

U1

F (α)(r − r′)v(α)n−1(r′)dr′, F (α)(r) = r−3+α, v
(α)
0 (r) = 1.

Учитывая сферическую симметрию функций F (α) и v(α)n , мы можем представить это соотношение
в виде

w(α)
n (r) =

1∫

0

F (α)(r, r′)w(α)
n−1(r′)dr′, w(α)

n (r) = rv(α)n (r),
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где

F (α)(r, r′) =
2π

α− 1
[(r + r′)α−1 − |r − r′|α−1], α 
= 1,

F (1)(r, r′) = 2π[ln(r + r′)− ln |r − r′|].
Легко видеть, что Kn(α) выражается через w(α)

n следующим образом:

Kn(α) =

(
3

4
π

)n
[
dw

(α)
n (r)

dr

]

r=0

.

Это представление удобно для последовательного вычисления Kn(α) для α > 1 с использованием
стандартной техники численного интегрирования. Ситуация упрощается в случае α=1:

v(1)n (r) =
2π

r

1∫

0

ln
|r′ + r|
|r′ − r|v

(1)
n−1(r

′)dr′,

v
(1)
1 (r) =

2π

r

{
r +

1

2
(1− r2) ln

|1 + r|
|1− r|

}
.

Разлагая v(1)n (r) в степенной ряд, можно найти следующее рекуррентное соотношение

v(1)n (r) = 2πv
(1)
n−1(0)

(
2−

∑
i = 1∞r2i

(
1

2i− 1
− 1

2i+ 1

))
− (4π)2v

(1)
n−2(0)

∞∑
i=1

1

(2i− 1)(2i + 1)2
,

откуда

v(1)n (0) = 4πv
(1)
n−1(0)− (4π)2v

(1)
n−2(0)

∞∑
i=1

1

(2i− 1)(2i + 1)2
,

v
(1)
0 (0) = 1, v

(1)
1 (0) = 4π.

При α � 1 подынтегральная функция имеет сингулярность в точке r′ = r, вызывающую рост
ошибки при численном интегрировании. Чтобы избежать этой проблемы, мы преобразуем рекур-
рентное соотношение к виду

r∫

0

w(α)
n (r′)dr′ = W (α)

n (r)− 4π

α(α − 1)

1∫

0

r′αw(α)
n−1(r

′)dr′,

где

W (α)
n (r) =

2π

α(α − 1)

1∫

0

[(r + r′)α − (r − r′)|r − r′|α−1]w
(α)
n−1(r′)dr′,

так что
Kn(α) = (3/4π)n[d2W (α)

n (r)/dr2]r=0.

Результаты всех этих вычислений представлены в Таблице 1.

2. Мезофрактальная модель КРГ.

2.1. Спаренные траектории Леви—Мандельброта. Рассматриваемая здесь схема построения
случайных распределений точек в пространстве не должна ассоциироваться с какими-то физиче-
скими процессами во Вселенной и с её эволюцией. Схема марковских блужданий является лишь
способом описания наблюдаемых корреляций, а вовсе не объяснением их происхождения и эволю-
ции. Но для количественной теории развития крупномасштабной структуры необходимо сжатие
имеющейся наблюдательной информации, и схема блужданий может рассматриваться как один
из возможных инструментов такого сжатия. Это — модель, содержащая всего два параметра —
α и A. Далекая от моделей, описывающих динамику Вселенной, она выражает высшие корре-
ляционные функции через низшую (двухчастичную), то есть обладает свойством, наблюдаемым
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Таблица 1. Коэффициенты Kn(α) для единичной траектории. Значения в скобках взяты из [27]
(звёздочкой отмечены значения для α = 1,23).

Kn α

0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

K1 12,0 6,00 4,00 3,00 2,40 2,00 1,71 1,50

K2 140 34,0 14,6 7,80 4,88 3,31 2,42 1,88

(34,0) (7,82) (5,02)∗ (3,31) (1,88)
K3 163 · 10 185 50,4 19,1 9,38 5,22 3,30 2,29

(9,5)∗

K4 188 · 102 985 168 45,8 17,7 8,13 4,46 2,78

K5 215 · 103 516 · 10 554 108 33,2 12,6 6,03 3,38

(приближенно) в эксперименте. Однако, вытекающие из этой модели относительные флуктуации
числа галактик N(R) оказываются существенно выше наблюдаемых значений.
Следующие соображения позволяют уменьшить модельные флуктуации, сохранив остальные

свойства модели (эта модификация была предложена и развита в работах [4,34]). Предположим,
что строим случайное распределение точек на оси, организуя блуждание из начала координат
только в одном (положительном) направлении. Вторая половина оси при этом остаётся пустой.
Естественный способ заполнить всю ось — это построить аналогичным образом левую часть фрак-
тала, двигаясь от начала координат влево. Построение это не просто завершает фрактал, оно
придаёт равноправие всем его атомам: теперь слева и справа от каждого атома есть соседи,
и расстояние до каждого из них является случайной величиной с одним и тем же законом рас-
пределения. Можно интерпретировать полученный фрактал как результат блуждания не двух
(гипотетических) частиц в противоположных направлениях, а одной частицы в одном из направ-
лений, то есть, считать, например, что она всё время двигалась в положительном направлении
оси x, придя из −∞ и уйдя в∞. У такой траектории и построенного на её основе фрактала нет ни
начала, ни конца, нарушающих симметрию, все его точки в статистическом смысле равноправны.
Перенесём теперь этот прямолинейный фрактал в трёхмерное пространство, совместив

один из атомов с началом координат, а направление каждого из отрезков, соединяю-
щих пару соседних атомов, заменим на случайное, выбранное из изотропного распределе-
ния независимо от длины отрезка и его номера. Полученное множество случайных точек
{. . . ,X−3,X−2,X−1, 0,X1,X2,X3, . . .} может рассматриваться как след бесконечной траекто-
рии, изотропно блуждающей из бесконечности в бесконечность, но технически (при моделиро-
вании и аналитических вычислениях) удобнее рассматривать его как след двух независимых
траекторий с общим началом в начале координат. Переход от одиночной траектории к спаренной
сразу уменьшает относительные флуктуации модели

δN(R) =
σN(R)

〈N(R)〉 =

√
〈N [2](R)〉/〈N(R)〉2 − 1 + 1/〈N(R)〉

в
√

2 раз, существенно приближая их к наблюдаемым значениям.
При больших радиусах обзоров R числа N велики, и факториальные моменты в асимптотике

совпадают с обычными, так что следует ожидать выполнения соотношения

〈N [n]
p 〉 ≈

n∑
k=0

(
n

k

)
〈N [k]〉〈N [n−k]〉 ∼

(
4

3
πA

)n

RαnQn(α), R→∞,
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Таблица 2. Моменты 〈Zn〉 для спаренной траектории. Нижние значения относятся к результатам
моделирования методом Монте-Карло.

〈Zn〉 α

0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75

Z2 1,49 1,44 1,41 1,37 1,35 1,33 1,33

1,51 ±0,07 1,40± 0,06 1,36± 0,06

Z3 2,93 2,70 2,55 2,36 2,29 2,22 2,22

3,04 ± 0,25 2,52± 0,21 2,38± 0,21

Z4 7,18 6,18 5,59 4,95 4,71 4,51 4,54

7,5± 1,0 5,7± 0,8 5,3± 0,9

Z5 21,0 16,7 14,4 12,2 11,4 10,8 11,0

22± 4 16± 3 15± 5

где N [n]
p — случайное число точек, от пары траекторий, а

Qn(α) =

n∑
k=0

Kk(α)Kn−k(α).

В этом приближении моменты нормированной случайной величины

Z =
Np(R)

〈Np(R)〉
не зависят от радиуса R

〈Zn〉 ∼ n!
Qn(α)

(Q1(α))n
, R→∞.

Еще одно обстоятельство, зафиксированное при анализе результатов моделирования рассмат-
риваемых цепей методом Монте-Карло: вследствие негауссовости Леви-статистики, которой под-
чиняются расстояния между узлами траектории, возникает эффект перемежаемости, аналогич-
ный одномерным траекториям, рассмотренным в I части обзора. Эффект состоит в том, что
вследствие степенного характера асимптотики переходных плотностей распределение узлов вдоль
траектории цепи крайне неравномерно, длинные отрезки сменяются группами коротких (тоже
изотропно распределенных), а соединяющие их узлы образуют кластеры. Вот к этим-то узлам
и относится введенная выше Z-статистика, демонстрирующая их фрактальный характер. Кла-
стеры эти образуют своего рода облака (в космологии — скопления), хаотически разбросанные
в пространстве. Общая картина распределения такого типа является следствием конкуренции
трех длин: короткой, характеризующей размеры кластеров, промежуточной, характеризующей
расстояния между ними, и длинной, характеризующей размеры цепи в целом. С изменением мас-
штаба изображения кластеров превращаются в точечно-подобные объекты, образующие в целом
картину, подобную либо пуассоновскому распределению затравочных объектов (если в данном
масштабе объектами стали скопления узлов независимых реализаций), либо фрактальному рас-
пределению узлов отдельной реализации цепи. Это и есть то, что мы называем мезофракталом.
Нетривиальность этого понятия в том, что речь идет не о том, что часть системы, находяща-
яся на малых расстояниях от начала координат, выглядит неоднородной, а удаленная от нее —
однородной: в этом нет ничего особенного, такое бывает «сплошь и рядом». Речь идет об одной
и той же системе, рассматриваемой, скажем, оптическим прибором с фиксированным разрешени-
ем. По мере увеличения изображения мы видим превращение нечетко локализованных объектов
в структурные образования и начинаем различать составляющие их конституенты, в обратном
процессе мы увидим слияние их в скопления, превращающихся снова в точечные объекты. Та-
ким образом, на оси масштабов мезофрактала мы имеем две зоны: фрактальную и однородную.
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Рис. 1. Плотность распределения скейлинговой характеристики Z = N(R)/〈N(R)〉 для кластеров:
(a) α = 0,5; (b) α = 1,0; (c) α = 1,5. Гистограммы— результаты моделирования 1000 реализаций
с помощью метода Монте-Карло (a = 10−3): для R = 0,05— сплошная линия, для R = 0,1—
пунктир, R = 0,2— точки. Гладкие сплошные кривые показывают гамма-распределение Ψα(z).

Не совсем тривиальна и идея использовать ансамбль независимых реализаций траекторий (Ман-
дельброт использовал лишь одну реализацию. Имея дело с таким ансамблем и выбирая наугад
какой-нибудь узел в качестве положения референтной галактики, мы тем самым выбираем и всю
эту траекторию, и именно множество ее реализаций при фиксированном положении узла обес-
печивает нужный закон спада корреляций, остальные траектории не зависят от его положения
и участия в усреднении не принимают. Именно в этом причина разделения мезофрактала на две
фазы—фрактальную и однородную.
В табл. 2 представлены результаты вычислений по этим формулам и по методу Монте-Карло.

Оказалось, что для моментов 〈Zn〉 выполняется следующее соотношение
〈Zn〉 = (A(α)n +B(α))〈Zn−1〉.

Такое соотношение является характерным свойством гамма-распределения

Ψα(z) =
1

Γ(λ)
λλzλ−1e−λz

с моментами

〈Zn〉 =

(
n

λ
+ 1− 1

λ

)
〈Zn−1〉.

Параметр λ(α) выражается через квадрат относительных флуктуаций δ2N(R) ≡ σ2N/〈N〉2 соотно-
шением:

λ(α) =
1

δ2N(R)

.

На рис. 1 показано, что гамма-аппроксимация Ψα(z) удовлетворительно согласуется с данными
наблюдений [11], и, что очень важно, прямые расчеты методом Монте-Карло подтвердили предпо-
ложение о слабой (почти, не проявляющейся) зависимости перенормированной множественности
Z от радиуса сферы при двадцатикратном его изменении.

2.2. Условная статистика КРГ. Теперь возникает два вопроса:
1. Можно ли построить случайное точечное распределение, которое являлось бы фрактальным
на малых масштабах и однородным на больших?

2. Можно ли построить такие распределения с фрактальной размерностью 2 < D < 3, которые
наблюдаются, например, в задачах турбулентности [32]?
Начнём с первого вопроса. П. Колман (P. Coleman) и Л. Пьетронеро (L. Pietronero) пишут,

в приложении к моделированию Вселенной: «Выборка, которая является фрактальной на малых
масштабах и однородной на больших строится следующим образом: в большом объёме случай-
ным образом выбирается некоторое число точек (положений). Поскольку точки распределены
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по закону Пуассона, то средние расстояния между ними λ0 . . . Каждая из этих точек являет-
ся стартовой точкой для построения фрактала, который обладает масштабами длин вплоть до
некоторого предельного значения λ0» [10, p. 334].
Вообще говоря, этот большой объём должен быть бесконечным, иначе будут наблюдаться гра-

ничные эффекты. Однако, если объём бесконечен, то возможны только два случая: либо c < 1
и тогда g′(r) ∝ r−3−α, либо c = 1 и тогда g′(r) ∝ r−3+α, но∫

g′(r)dr =∞.
Первый случай не является фракталом на всех масштабах, во втором случае мы не можем
использовать стандартный корреляционный анализ из-за расходимости множителя

ρ =
ρ0

1− c →∞, c→ 1.

Чтобы исследовать эту проблему подробнее, были выполнены численные расчёты для g′(r) при
значениях c, близких к 1 (см. [35]). В качестве ядра p(r) были использованы сферически сим-
метричные устойчивые распределения. Эти расчёты показывают (см. рис. 2–4), что существует
некоторая конечная область, внутри которой функция g′(r; c) численно совпадает с g′(r; 1) при c,
достаточно близком к 1. Таким образом, наблюдается весьма примечательный факт: чем больше
среднее число шагов на траектории (1− c)−1, тем больше область, где может приближенно при-
меняться асимптотическая формула g′(r, 1) для бесконечной траектории. Другими словами, если
вероятность выживания c близка к 1, то играет роль промежуточной асимптотики, интервал
применимости которой тем больше, чем ближе c к 1. Таким образом, конечная траектория мо-
жет рассматриваться, как обладающая, в некоторой области, свойствами бесконечной, то есть
возможно построить случайные точечные распределения с фрактальными свойствами на боль-
ших масштабах и с конечной средней плотностью частиц ρ = ρ0(1− c)−1.
На рис. 5(a)–5(c) приведены статистические реализации двумерной проекции пуассоновско-

го (5(a)), фрактального (5(b)) и мезофрактального (5(c)) точечных распределений. На рис. 5(b)
показан увеличенный в размерах кластер, выделенный кружком на рис. 5(c), изображающем
мезофрактал.
Ответ на второй вопрос также положительный. Чтобы показать это, необходимо вернуться

к рассмотрению ветвящихся каскадов. Выберем k[2](r → r1, r2) в виде

k[2](r → r1, r2) = c2k(r1 − r)k(r2 − r)

и двухчастичная функция принимает вид

θ2(r1, r2) = ρ

{
g′(r1 → r2) + g′(r2 → r1) + c2

∫
g′(r → r1)g

′(r → r2)dr

}
= 2ρg′(r12)+c2ρg

′[2](r12),

где использована симметрия функции g′(r1−r2) = g′(r12). При c = 1 и устойчивом распределении
p(r) с характеристической функцией e−kα , преобразование Фурье функции g′(r) имеет вид

g̃′(k) =
e−kα

1− e−kα
.

Свёртка

g′(2)(r12) =

∫
g′(r → r1)g′(r → r2)dr

выглядит как квадрат преобразования Фурье:

g̃′(2)(k) =
e−2kα

(1− e−kα)2
∼ k−2αe−2kα , k → 0.

Таким образом, для больших r мы получим

g′(2)(r) ∼ 2

(2π)2r2

∞∫

0

sin kre−2kαk1−2αdk =
1

2π2
Γ(2(1 − α)) sin(απ)r2α−3, r →∞.
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Рис. 2. Функция g′c(r) (сплошные кривые) и её основной асимптотический член (пунктир) для
α = 0,5 и следующих значений c: (1) c = 1; (2) c = 0,9; (3) c = 0,99. Эти графики можно интерпре-
тировать как усредненные по ансамблю профили кластеров, образуемых каскадом с указанными

параметрами α и c.

Рис. 3. То же, что на рис. 2, для α = 1 и следующих значений c: (1) c = 1; (2) c = 1 − 10−1;
(3) c = 1− 10−2; (4) c = 1− 10−3; (5) c = 1− 10−4.
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Рис. 4. То же, что на рис. 3, для α = 1,5.

(a) (b) (c)

Рис. 5. (a) Двумерное однородное пуассоновское распределение. (b) Двумерное фрактальное рас-
пределение (α = 1) один из членов кластерного ансамбля. (c)Двумерное мезофрактальное рас-
пределение (α = 1), представляющее наложение независимых кластеров, равномерно распреде-
ленных на плоскости. Кружком выделена фрактальная часть, увеличенное изображение которой

показано на рис. 5(b).

Здесь α, как и ранее, принадлежит интервалу (0, 2), и в случае α ∈ (1, 3/2) мы получим фрак-
тальную размерность D = 2α ∈ (2, 3).
Таким образом, для построения случайных точечных распределений с фрактальной размер-

ностью D > 2 необходимо использовать ветвящийся процесс Леви с α = D/2.
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2.3. Корреляции и спектр мощности. Важной статистической характеристикой крупномас-
штабной структуры Вселенной является двухчастичная корреляционная функция [27], опреде-
ляющая совместную вероятность

δP = n̄2[1 + ξ(r)]δV1δV2

найти по одной галактике в объемах δV1 и δV2, находящихся на расстоянии r = |x2 − x1|, и n̄)
друг от друга (n— среднее число галактик в единице объема, т. е. концентрация).
Согласно предположению об однородности и изотропии распределения материи во Вселенной,

средняя плотность галактик n не должна зависеть от координат, а ξ(r) зависит только от рассто-
яния между выбранными точками. Вместо функции ξ(r) часто используется её преобразование
Фурье P (k), называемое спектром мощности.

P (k) = V −1

∫
ξ(r)eik·xd3x,

ξ(r) = (V/8π3)

∫
P (k)e−ik·xd3k.

Существует несколько аппроксимаций спектра мощности. Простейшая из них — спектр Гарри-
сона—Зельдовича

P (k) = Akn, n ∈ (−3, 0), k = |k|,
полученный в рамках канонического инфляционного сценария [19,20].
Как показано Пиблсом, HZ-спектр генерирует корреляционную функцию асимптотически сте-

пенного вида
ξ(r) ∼ r−α,

Хотя общепринятой оценкой индекса α считается 1,8, в аппроксимациях разных каталогов его
значение варьируется от 1,15 до 2,99 (см. колонку D2 табл. 1 обзора [15]).
Вариации индекса в разных обзорах могут быть вызваны несоответствием теоретической моде-

ли реальной Вселенной, неточной интерпретацией наблюдаемых событий, погрешностями мате-
матической обработки данных. Наиболее важные из допущений, используемых в ряде обработок
алгоритмов, является пуассоновским типом пространственного распределения галактик. С ма-
тематической точки зрения, распределение Пуассона предполагает независимость непересекаю-
щихся областей, но в случае единственной выборки, каковой является наблюдаемая Вселенная,
мы не можем проверить независимость наблюдаемых областей и, строго говоря, не имеем ос-
нований применять предельные теоремы теории вероятностей. Этим мотивируются дальнейшие
исследования в этом направлении.
На рис. 7 изображен важнейший участок расстояний, вокруг которого велись оживленные

споры на протяжении нескольких десятилетий, в которых в свое время принимал участие и Эйн-
штейн (см. [7, 9]). В настоящее время показанное поведение корреляционной функции интер-
претируется как переход от фрактальной зоны масштабов к однородной. В [33] такие точечные
распределения предложено называть мезофракталами. Следует подчеркнуть, что мезофрактал
представляет собой однородную (в статистическом смысле) структуру, свойства которой не за-
висят от выбора начала системы координат (требуется только, чтобы оно совпадало с одной из
галактик).

2.4. Уравнение Орнштейна—Цернике. Очевидно, простой спектр Гаррисона—Зельдовича более
или менее согласуется с наблюдательными данными лишь в ограниченной области волновых
чисел и по этой причине было предложено несколько модификаций. Одной из последних является
аппроксимация Золотарева—Учайкина, предложенная в книге [37]. Она имеет вид

P (k) = A
e−(bk)α

1− ce−(bk)α
, (2)

где постоянные A, b > 0, 0 < α � 2 и 0 < c < 1 определяются по наблюдательным данным.
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Рис. 6. Спектр мощности каталога Лик-
ской обсерватории (штриховая линия—HZ-

спекстр с n = −1,41; см. [14]).

Рис. 7. Cтруктурная функция по разным катало-
гам. Ясно видно разделение на две зоны: фрак-
тальную (слева) и однородную (справа) (см. [15]).

Рис. 8. Аппроксимация спектра мощности ка-
талога 2dFGRS (см. [9]) (точки) формулой 2
(кривая 2 с параметрами A = 17,1, b = 0,036,

c = 0,9998, q = 0,99980, α=1,06).

Рис. 9. Аппроксимация сглаженного спектра то-
го же обзора, взятого из той же работы. Пара-
метры кривой A = 39,1, b = 1,94, c = 0,984,

α = 1,87.

Чтобы понять происхождение этого анзаца, достаточно умножить обе части уравнения 2 на
знаменатель в его правой части и выполнить обратное преобразование Фурье. В результате мы
придем к выведенному в первой части обзора уравнению Орнштейна—Цернике для ξ(r)

ξ(r) = Ap(x/b)/b3 + (c/b3)

∫
ξ(|x− x′|)p(x′/b)dx′

с ядром

p(x) =
1

8π3

∫
e−ik·x−kαdk,
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Рис. 10. Аппроксимация спектра мощности
каталога 2dFGRS [28] формулой 2 с парамет-
рами A = 586, b = 1,23, c = 0,99, α = 1,53.
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Рис. 11. Аппроксимация спектра мощности
того же каталога, сглаженного методом сфе-
рических гармоник [29] (параметры A = 35,9,

b = 0,88, c = 0,999, α = 2.58).

являющимся плотностью трехмерного устойчивого изотропного распределения Леви—Фельдгей-
ма. Уравнение это можно рассматривать как полуэмпирическую модификацию соответствующего
уравнения (1) для гравитационной плазмы [5].
Четыре параметра, содержащиеся в новом анзаце, делают его не только гибким инструмен-

том для более тонкой настройки модели, но и (своей связью с интегральным уравнением, легко
интерпретируемым в терминах теории случайных блужданий) дают основу для статистическо-
го моделирования таких ансамблей. Полезно иметь в виду, что материальные параметры A и b
относятся к масштабным характеристикам неоднородностей, тогда как безразмерные α и c опре-
деляют фрактальную размерность фрактальной зоны мезофрактала и (вкупе с b) размер этой
зоны. Преимущество УЗ-аппроксимации перед ГЗ-аналогом демонстрирует рис. 6. Рисунки 8—11
дают убедительную картину высокой адаптивности УЗ-аппроксимации.
Численное исследование этой аппроксимации спектра мощности выполнено в нашей статье [36]

на реальных спектрах мощности. Входящие в аппроксимацию постоянные определялись путем
минимизации функционала

Φ(c, q, α) = A2
∑
i

p2i − 2A
∑
i

Pipi +
∑
i

P 2
i

по этим параметрам. Поскольку ∑
i

p2i > 0,

графики P (k) представляются частями U -параболы, значения параметров указаны в подрису-
ночных подписях.

3. Мультифракталы. Чтобы избежать смешения понятия мезофрактал с родственным ему
по смыслу и звучанию термином мультифрактал, остановимся кратко на последнем.

3.1. Метод ячеек и статсумма. Рассмотрим множество изолированных точек, представляю-
щих положения галактик в трехмерном евклидовом пространстве. Основное положение метода
ячеек заключается в разбиении пространства на N ячеек одинаковых размеров ε×ε×ε, покрыва-
ющих в совокупности заданную систему n точек (галактик). Ячейке с номером j приписывается
вероятностная мера

p̄j(ε) = nj/n, j = 1, 2, 3, . . . , N,
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где nj —число галактик в этой ячейке,

N∑
j=1

nj = n.

Если бы речь шла о сосуде с идеальным газом, все ячейки были бы заполнены его молекулами
почти (с точностью до пуассоновых флуктуаций) одинаково. Однако наблюдаемое распределение
галактик имеет иной вид: часть из них группируется в скопления (кластеры) разных размеров,
перемежаемые большими полостями (войдами) с пониженными концентрациями материи. В про-
цессе измельчения сети ячеек (т. е. при ε → 0) все большая часть из них оказывается пустой.
Обозначим число занятых ячеек при уровне измельчения ε через M(ε) и введем в рассмотрение
фрактальный аналог статистической суммы

Z(q, ε) =

N∑
j=1

[p̄j(ε)]
q =

M∑
j=1

[p̄j(ε)]
q−1p̄j(ε).

Введем новую зависимую переменную τ = τ(q), определив ее через показатель масштабного
множителя статсуммы в формуле

Γ1(q, τ, ε) = ε−τZ(q, ε) = ε−τ
M∑
j=1

[p̄j(ε)]
q. (3)

Нетрудно видеть, что при измельчении ячеек

lim
ε→0

Γ1(q, τ, ε) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
∞, τ > τ(q),

C, τ = τ(q),

0, τ < τ(q),

(4)

где C 
= 0—конечное число. Таким образом, операция (4) определяет новую функцию τ(q),
для которой (точнее, для выражения Γ1, содержащего эту функцию) указанный предел конечен.
Поскольку соответствующие значения

Dq = (q − 1)−1τ(q)

фактически обобщают понятие размерности, предложенного Хаусдорфом в 1919 г. для множеств,
явно не являющихся однородными фракталами, эти величины называются обобщенными раз-
мерностями. В частности, значения D1 и D2 называются информационной и корреляционной
размерностями.

3.2. Мультифрактальная мера. В методе ячеек только небольшая область r имеет значение
при вычислении суммы разбиений (3) из-за дискретности выборки. Если r слишком мало, на
ячейку приходится только точка; если r слишком велико, представляющие галактики точки рас-
пределены по ячейке почти равномерно, статистика плохая. Эти соображения привели к поиску
других алгоритмов, одним из которых является корреляционный [18]. Для каждой галактики
с индексом i подсчитывается число галактик ni(r), находящихся в сфере радиусом r вокруг этой
галактики и определяется отношение

pi(r) =
ni(r)

N
=

1

N

N∑
j=1

1+(rij − r),

где N —полное число галактик в выборке, rij = |ri−rj|, а 1+(x)— ступенчатая функция Хэвисай-
да. Совокупность чисел pi показывает относительную заселенность ячеек: чем меньше ее размер,
тем меньше её заселенность. Для самоподобных множеств зависимость pi от размера ячейки r
имеет степенной характер,

pi(r) ≈ rαi ,
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где αi —показатели степени (разные, вообще говоря, для разных ячеек). Для однородного фрак-
тала все они одинаковы и равны фрактальной размерности D (по этой причине он часто назы-
вается монофракталом). Статсумма монофрактала

Z(q, r) =
1

N

N∑
i=1

[pi(r)]
q−1.

Если эти моменты зависят степенным образом от r, такую меру называют мультифрактальной,
ее статсумма

Z(q, r) = rτ(q)Z0(q),

а

τ(q) =
d lnZ(q, r)

d ln r
.

В аналитическом отношении удобно показатели αi в выражении pi(r) = rαi . Представляя эти
значения плотно распределенными, Grassberger et al.1988 ввели α-спектр f(α), определяемый
соотношением

N(αi ∈ (α,α + dα)) ∼ N | ln r|1/2rα−f(α)dα.

3.3. Мультифрактальные спектры и обобщенные размерности. Статистические свойства ши-
рокого класса фрактальных точечных множеств с равным успехом могут быть описаны как с по-
мощью спектральной функции f(α), так и с применением обобщенных размерностей Dq. В случае
однородного фрактала спектр f(α) вырождается в изолированную точку α0 = f(α0) = D0. Чтобы
убедиться в этом, представим статсумму в виде интеграла

Z(q, r) =
1

N

N∑
i=1

[pi(r)]
q−1 =

1

N

∫
r(q−1)αn(α)dα =

∫
| ln r|1/2rαq−f(α)dα.

Вычисление интеграла методом перевала дает

rα(q)q−f(α(q))

(
π

2f ′′[α(q)]

)1/2

,

где α и τ связаны условием перевала

τ(q) = αq − f ′′(α), α(q) = dτ/dq, (5)

откуда

α(q) =
dτ

dq
.

Два последних уравнения связывают пары переменных (q, τ) и (α, f) преобразованием Лежандра,
что обеспечивает эквивалентность представляемой ими информации о системе. Функция f(α) вы-
пуклая и имеет единственный максимум в точке α0, представляющей наиболее часто встречаемое
значение показателя автомодельности (скейлинга). Из уравнений (4) и (5) следует, что это слу-
чается при q = 0, где f(α0) = −τ(0) = D0. Предельные же значения показателя α определяются
соотношениями

αmin = lim
q→∞Dq, αmax = lim

q→−∞Dq.

Важная информация о степени неоднородности точечного распределения содержится во второй
производной f(α)

d2f

dα2
=

(
d2τ

dq2

)−1

=
1

τ ′′
.

Кривизна графика τ(q) является мерой его отклонения от линейного закона, соответствующе-
го однородному фракталу. Если τ ′′(q) = 0, распределение точек является простым фракталом,
а |τ ′′(q)| является мерой разнообразия структур, наблюдаемых в мультифрактальном множестве.
Согласно [23] спектральная функция f(α) содержит исчерпывающую информацию о подробно-
стях точечного распределения и может стать эффективным инструментом для статистического
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анализа распределения галактик в пространстве. В цитируемой статье приведено несколько по-
учительных примеров, демонстрирующих это подход в действии.
При моделировании точечных распределения часто используют мультифракталы с дискрет-

ным спектром. Мультифрактал, спектр которого характеризуется одним значением, называют
textitмонофракталом. К их числу относятся модели фрактальной пыли и дробного пуассонов-
ского процесса, рассмотренные в первой части обзора. Во второй части мы ввели мезофрактал —
точечное распределение, состоящее из непрерывно перемешанных двух зон: фрактальной с по-
казателем α, и однородной, которой естественно приписать показатель α = 3. Таким образом,
наш мезофрактал оказался частным случаем мультифрактала, спектр которого состоит из двух
значений. Такие мультифракталы естественно назвать бифракталами. Математический анализ
бифрактальной модели проведен в работах [6, 16] и др.

4. Заключение. В завершение обзора приведем несколько соображений по этой теме, выска-
занных в тематическом издании [24].
Существование фрактальной зоны в распределении галактик, по-видимому, не подвергается со-

мнению, хотя некоторые авторы предпочитают использовать такие термины, как «самоподобная
зона» или «зона скейлинга», которые имеют то же значение, но звучат менее определенно. Другие
авторы говорят, что у них есть доказательства того, что фрактальная модель не работает, но они
умышленно ограничивают область применения «фрактальной модели» «чисто математическим»
случаем бесконечных фракталов. Доказательства в пользу фракталов в основном следующие.
С одной стороны, модели Мандельброта поразительно легко адаптируются не только к наблюда-
емым корреляционным свойствам, но и к визуальным образам, доставляемым астрономическими
средствами. С другой стороны, предположим, что геометрическая модель распределения не мо-
жет быть фракталом. Может ли она соответствовать наблюдаемым степенным функциям корре-
ляции и иметь правильный внешний вид, воспроизводимый с помощью лишь небольшого числа
параметров? Вряд ли можно найти математическое доказательство утверждения того, что это
невозможно, но неизвестны, однако, и его опровержения. По этой причине исследователю крупно-
масштабных структур полезно помнить о свойствах фракталов, стремиться узнать больше о пора-
зительно богатом разнообразии паттернов, появляющихся в простых фрактальных построениях,
и ближе познакомиться с основами фрактального анализа. Частые ссылки на фракталы могут
создать впечатление, что фрактальная геометрия сводится к нескольким простым примерам ав-
томодельности структур, но это далеко не так: негауссова статистика и нелокальные процессы,
сейсмодинамика и турбулентная диффузия, системы с памятью и термодинамика фуллеренов,
кинетические процессы в живых тканях и космологии в пространствах дробных размерностей —
вот далеко не полный перечень направлений, в которых мы можем встретить эффективные при-
ложения фрактального, как и некоторых его модификаций типа мезофракталов, рассмотренных
в настоящем обзоре.
И еще два замечания из статьи [26], авторы которой тяготеют к парадигме безграничного са-

моподобия фрактальной Вселенной, и даже допуская противное, признают актуальность нетра-
диционных методов статистического анализа, которым посвящен настоящий обзор.
Нельзя пока исключить, что распределение видимой материи действительно становятся одно-

родными начиная с какого-то крупного масштаба, который еще не наблюдается. Однако, даже
если это окажется и так, лучший способ определить возможный кроссовер — использовать мето-
ды, которые мы описали, а не обычные. С теоретической точки зрения диапазон фрактальных
флуктуаций, простирающийся не менее чем на три порядка, в любом случае следует рассматри-
вать с помощью новых теоретических концепций. Затем следует изучить (возможный) переход
к однородности как дополнительную проблему. На данный момент, однако, нет явных экспери-
ментальных данных, однозначно указывающих на существование кроссовера, и в теоретическом
плане допустимо пользоваться монофрактальной моделью, по крайней мере, для светящейся ма-
терии.
Второе замечание касается более фундаментальной проблемы— темной материи. Предыдущие

рассуждения относятся к светящейся материи, и было бы очень хорошо, если бы новая картина
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видимой Вселенной могла в какой-то степени прояснить значение темной материи в эволюции
этой структуры. Пока ситуация остается неясной. Есть, впрочем, два возможных варианта.

(i) Темная материя существенно связана со светящейся материей. Это не обязательно означает
отсутствие расширения или большого взрыва. Это означает, однако, что эти явления должны
описываться более сложными моделями, нежели FRW.

(ii) Если же темная материя является однородной, а светящаяся материя — монофракталом,
то в больших масштабах темная материя будет доминировать над гравитационным полем
и метрика FRW снова становится оправданной.

Однако видимая материя остается самоподобной. и неаналитический, и ее анализ по-прежнему
требует новых теоретических методов, излагаемых в настоящем обзоре.
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32. Takayasu H. Stable distribution and Lévy process in fractal turbulence// Progr. Theor. Phys. — 1984. —
72. — P. 471–478.

33. Uchaikin V. V. The mesofractal universe driven by Rayleigh–Levy walk// Gen. Relat. Grav. — 2004. —
36, № 7. — P. 1689–1718.

34. Uchaikin V., Gismjatov I., Gusarov G., Svetukhin V. Paired Lévy–Mandelbrot trajectory as a homogeneous
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