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СИНГЛЕТНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ОДНОЧАСТИЧНОЙ

ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В СТАТИСТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ

ПОВЕРХНОСТНЫХ ЯВЛЕНИЙ В ЖИДКОСТЯХ

c© 2022 г. Ю. В. АГРАФОНОВ, И. С. ПЕТРУШИН, Д. В. ХАЛАИМОВ

Аннотация. Предложен алгоритм решения линейного интегрального уравнения Фредгольма
второго рода для одночастичной функции распределения молекулярной системы твердых сфер
вблизи твердой поверхности. Ядро и правая часть уравнения вычисляются на основе аналити-
ческой аппроксимации Перкуса—Йевика, заданной на ограниченном интервале для простран-
ственно-однородной макроскопической жидкости. Решение для одночастичной функции ищется
в классе кусочно-непрерывных функций. Сформулирован метод аналитического вычисления на
каждом интервале в области определения функции.

Ключевые слова: жидкость твердых сфер, частичные функции распределения, уравнения
Орнштейна—Цернике, интегральное уравнение Фредгольма второго рода, граничные слои жид-
костей.

SINGLET LINEAR EQUATION FOR ONE-PARTICLE

DISTRIBUTION FUNCTION IN STATISTICAL PHYSICS

OF SURFACE PHENOMENA IN LIQUIDS

c© 2022 Yu. V. AGRAFONOV, I. S. PETRUSHIN, D. V. KHALAIMOV

Abstract. In this work we suggest the algorithm to solve the linear Fredholm integral equation of
the second kind for the one-particle distribution function of simple liquid near the hard surface. The
core and the right part of the equation are guessed using Percus-Yevick approximation defined on finite
interval for spatial macroscopic liquid. We suggest an approach to solve the equation analytically for
each interval where function is defined.

Keywords and phrases: supercooled liquid, ideal glass, partial distribution function, replicas, chaotic
phase transition of the first kind, Fredholm equation of the second kind.

AMS Subject Classification: 45B05, 45G15

1. Введение. В классической статистической физике систем сильно взаимодействующих ча-
стиц математический аппарат частичных функций распределения является одним из основных
способов реализации канонического распределения Гиббса, которое в общем виде определяет
вероятностное распределение молекул в пространстве (микроструктура вещества), а также все
макроскопические характеристики, однозначно вытекающие из него.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 18-02-00523а).
Авторы признательны А. А. Гаврилюку за проявленный к работе интерес.
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4 Ю. В. АГРАФОНОВ, И. С. ПЕТРУШИН, Д. В. ХАЛАИМОВ

Отметим, что метод функций распределения сводит задачу к рассмотрению функций от
небольшого числа переменных и соответственно открывает новые возможности выявлении ло-
кальных характеристик, изначально скрытых в полном распределении Гиббса для большой си-
стемы взаимодействующих частиц (при N ≈ 1023).

Перечислим некоторые из современных проблем. До недавнего времени остается до конца нере-
шенной задача описания метастабильных состояний в системе твердых сфер, несмотря на достиг-
нутый прогресс в этой области в работах [6, 8–14], отмеченных Нобелевской премией по физике
за 2021 г. Более того, непонятно как описывать термодинамически-равновесные системы. В част-
ности, в системе твердых сфер существует возможность перейти в кристаллическую структуру
с разной сингонией: либо в гранецентрированную кубическую, либо в гексагональную. В этих
структурах первые координационные числа полностью совпадают; тонкие различия проявляются
лишь в дальних координационных сферах. Открыты для изучения такие проблемы, как поведе-
ние жидких систем вблизи твердой поверхности, поведение в ограниченных объемах, структура
дальних корреляций, структура жидкости в переходной области и т. д. Одной из принципиальных
задач теории жидкостей является исследование особенностей ближнего порядка и формулировка
уравнений, наиболее точно описывающих эти особенности.

Основной тренд решения всех перечисленных проблем — это применение метода частичных
функций распределения. Важнейшими из этих функций являются одночастичная G1(�r1) и двух-
частичная G12(�r1, �r2) функции распределения. Обе эти функции находятся совместным решением
системы нелинейных интегральных уравнений Орнштейна—Цернике (ОЦ) [8, 15, 17]

ω1 = n

∫
G2C

1
12d(2) + μ,

h12 = C
(2)
12 + n

∫
G3C

(2)
13 h23d(3).

(1)

Здесь d(i) ≡ dri означает интегрирование по координатам i-й частицы; n—плотность жидкости;
Gi = exp{−Φi/kT + ωi}— однoчастичная функция распределения, описывающая положение ча-
стицы в лабораторной системе координат; Φi —потенциальная энергия частицы во внешнем поле;
ωi — одночастичный термический потенциал, учитывающий взаимодействие частицы с окружаю-
щей средой; химический потенциал μ находится из условия перехода к пространственно-однород-
ной системе; парная корреляционная функция hij = exp{−Φij/kT + ωij} связана с двухчастич-
ной функцией распределения соотношением Gij = GiGj(1 + hij); ωij —двухчастичный термиче-
ский потенциал, учитывающий коллективное взаимодействие двух частиц через их окружение;
Cij(k) —прямые корреляционные функции:

C
(1)
ij = hij − ωij − 1/2hij(ωij +M

(1)
ij ),

C
(2)
ij = hij − ωij −M

(2)
ij ,

(2)

где M (1)
ij , M (2)

ij — бесконечные функциональные ряды от искомых функций распределения.

При решении конкретных задач эти ряды M
(1)
ij , M (2)

ij аппроксимируют простыми аналитиче-
скими выражениями, что приводит к нелинейным интегральным уравнениям. Наиболее извест-
ными из них являются гиперцепное, Перкуса—Йевика, Мартынова—Саркисова, Роджера—Янга.
Однако методическая погрешность данных аппроксимаций неизвестна. Как правило, уравнения
решаются численно, а полученное решение сравнивается с данными численного эксперимента,
являющегося эталоном точности. Отметим, что для отталкивающих потенциалов, в особенности
для потенциала твердых сфер, приближение Перкуса—Йевика лучше, чем гиперцепное. Однако
при низких температурах и умеренной плотности для более реалистичных парных потенциалов,
имеющих притягивающую часть, уравнение ГПЦ дает лучшие результаты, чем уравнение ПЙ.
Однако оба замыкания являются термодинамически несогласованными: характеристики, вычис-
ленные по уравнению состояния и сжимаемости дают ошибку 10% и более. Роджер и Янг пред-
ложили обеспечивать термодинамическую согласованность посредством введения подгоночных
параметров. В частности, в их замыкании подгоночный параметр подбирается так, чтобы на ма-
лых расстояниях между частицами реализовывалось приближение Перкуса—Йевика, а на боль-
ших расстояниях — гиперцепное приближение. Термодинамическое согласование осуществляется
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по вириальному уравнению и уравнению сжимаемости. Замыкание Роджера—Янга оказалось
весьма удачным для чисто отталкивательных потенциалов (мягкие сферы). В других случаях
оно менее удовлетворительно. Однако наилучшим термодинамически согласованным является
замыкание Мартынова—Саркисова: его ошибка для системы твердых сфер не превышает 2%.

Подчеркнем, что приближение Перкуса—Йевика является единственным, которое допускает
аналитическое решение для пространственно-однородных трехмерных молекулярных систем [15].
В последние годы разрабатываются аналитические методы решения для одномерных и двумер-
ных молекулярных систем [18]. Отметим также интенсивно развивающееся направление по амор-
физации макроскопических растворов, упоминавшееся выше [6, 8–14].

В методе частичных функций распределения термодинамически-равновесных систем макро-
скопическое тело рассматривается как бесконечно большое число одинаковым образом устро-
енных подсистем (копий). В каждой из копий межмолекулярное взаимодействие задается оди-
наковым образом, что обеспечивает однородность тела на микроскопическом уровне. Статисти-
ческое распределение каждой подсистемы по различным состояниям описывается гиббсовской
экспонентой. Это является следствием эргодической гипотезы, согласно которой средние значе-
ния макроскопических величин равны их средним значениям по ансамблю Гиббса. С помощью
распределения Гиббса может быть вычислено среднее значение любой физической величины ли-
бо непосредственно с помощью статистического интеграла, либо с помощью частичных функ-
ций между одновременными положениями нескольких частиц в заданных точках пространства.
Для метастабильных состояний эргодическая гипотеза не выполняется. Хаотическое располо-
жение частиц в фиксированных точках пространства приводит к локальной микроскопической
неоднородности.

Модернизация заключается в том, что рассматриваются одинаковые копии подсистем (репли-
ки). Внутри каждой из них, как и в термодинамически-равновесных системах, межмолекулярное
взаимодействие задается одинаковым образом. Однако между репликами теперь существует вза-
имодействие. Параметры взаимодействия подбираются так, чтобы среднее расстояние между ча-
стицами было меньше, чем в жидкости. По существу, это является критерием отличия переохла-
жденной жидкости от идеального стекла. В результате удается описать переход из начального
равновесного состояния в конечное метастабильно состояние, не прибегая к рассмотрению про-
межуточных кинетических процессов. В англоязычной литературе теория реплик «хаотического
фазового перехода первого порядка» и его реализация для практически важных молекулярных
систем (многокомпонентные жидкости с различными потенциалами межмолекулярного взаимо-
действия, гелеобразные системы и т. д.) получили бурное развитие. Теория реплик по значимости
стоит в одном ряду с формулировкой канонического распределения Гиббса и метода интеграль-
ных уравнений статистической теории термодинамически равновесных жидкостей. Однако важно
подчеркнуть, что теория реплик не дает никакого представления о релаксационных процессах.
Интегральные уравнения для частичных функций распределения дают только представление
о структурных характеристиках термодинамически равновесных и метастабильных состояний,
достигаемых на бесконечно больших временных интервалах.

Для пространственно-однородных жидкостей двухчастичная функция распределения зависит
от расстояния между частицами r12 = |�r1− �r2|. В этом случае уравнение для одночастичной функ-
ции распределения удовлетворяется тождественно. Система двух уравнений ОЦ сворачивается
к одному уравнению для двухчастичной функции распределения G

(0)
12 (r12). Для пространствен-

но-неоднородных систем функции необходимо решать оба уравнения ОЦ для функций G1(�r1)
и G12(�r1, �r2). Заметим, что решение уравнений (1) и (2) для этих функций многих переменных
является сложной вычислительной задачей. Эту проблему обходят заменой прямой корреляци-
онной функции C

(0)
12 (�r1, �r2) ее граничным значением C

(0)
12 (r12). В зависимости от применяемой

аппроксимации получают то или иное нелинейное интегральное уравнение на одночастичную
функцию распределения (синглетное приближение), описывающую профиль локальной плотно-
сти n(z1) = nG1(z1) = n exp{ω1(z1)} вблизи твердой поверхности. Все они являются нелинейны-
ми интегральными уравнениями и решаются численно. Тем не менее, методическая погрешность
синглетного приближения также остается неизвестной, и полученное решение вновь приходится
сравнивать с численным экспериментом. Анализ численных решений приведен в работе [7]. Таким
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образом, описание структуры жидкостей в контакте с твердой поверхностью остается актуальной
задачей.

В наших работах [2, 3, 16] было предложено переопределить неприводимые функциональные
диаграммы в одночастичном уравнении так, чтобы нелинейности компенсировались, и в синглет-
ном приближении получилось линейное интегральное уравнение в классификации Фредгольма
второго рода. Проведен анализ литературы по аналитическому и численному решению уравнений
Фредгольма второго рода с целью реализации алгоритма, требующего наименьших вычислитель-
ных ресурсов.

2. Линейное интегральное уравнение физики жидкостей на границе с твердой по-
верхностью. Для вычисления локальной микроструктуры граничных слоев жидкостей и тер-
модинамических параметров необходимо знать одночастичную функцию распределения G1(�r1) =
exp{−Φ1(�r1)/kT+ω1(�r1)}, которая определяет вероятность нахождения частицы во внешнем поле
Φ1(�r1) вблизи точки с координатами �r1. Одночастичный термический потенциал ω1(�r1) учитывает
взаимодействие частицы с окружающей средой. Линейное интегральное уравнение Фредгольма
для функции распределения exp{ω1(z1)} для жидкости вблизи твердой поверхности (Φ1(�r1) = 0)
было получено в [2, 3, 16]:

(eω1(z1) − 1) − 2πn

∞∫

0

dz2(eω1(z2) − 1)

∞∫

|z12|

r12dr12C12(r12) = −2πn

∞∫

z1

dz12

∞∫

z12

r12dr12C12(r12). (3)

Здесь учтено, что взаимодействие частиц жидкости с поверхностью осуществляется как вза-
имодействие твердых сфер. Прямая корреляционная функция C12(r12) должна быть предвари-
тельно вычислена. Учтем, что (3) есть уравнение Фредгольма второго рода. Ядро уравнения
и правая часть предварительно вычисляются из соответствующего интегрального уравнения для
двухчастичной функции распределения макроскопической жидкости [8, 15, 17]. В том случае,
когда параметры уравнения вычисляются аналитически, данное уравнение также может быть
решено аналитически. В частности, для замыкания Перкуса—Йевика [8] внутренние интегралы
уравнения (3) можно представить в виде

K(|z|) = −θ(1 − |z|)Ψ(|z|),

Ψ(|z|) =

1∫

|z|

r12dr12(α+ βr12 + γr312),
(4)

где α = (2η + 1)2/(η − 1)4, β = −3η(2 + η)2/2(η − 1)4, γ = η(2η + 1)2/2(η − 1)4.
Непосредственное вычисление показывает, что

Ψ(z) = Ψ(0) +
Ψ(2)(0)

2!
z2 +

Ψ(3)(0)

3!
z2 +

Ψ(5)(0)

5!
z2, (5)

Ψ(0) =
a

2
+
b

3
+
c

5
, Ψ(2)(0) = −a, Ψ(3)(0) = −2b, Ψ(5)(0) = −24c. (6)

Соответственно, можно найти значение производной Ψ(i)(z) (i = 0, . . . , 5) в точке z = 1. В ре-
зультате уравнение (3) принимает вид

f(z1) = −12η

1+z1∫

0

dz2f(z2)Ψ(|z1 − z2|) + 12η

1∫

z1

dz2Ψ(z2), (7)

f(z1) = −12η

z1+1∫

z1−1

dz2f(z2)Ψ(|z1 − z2|), (8)

где η = πn/6 и f(z1) = exp(ω1(z1)) − 1.
Асимптотическое поведение функции f(z1) при больших значениях аргумента вычислено в на-

ших работах [1,4]. Было показано, что решение имеет осциллирующий, затухающий вид, однако
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амплитуда колебаний оставалась неизвестной, так как для ее определения необходимо знать ре-
шение на малых расстояниях. Тем не менее, было показано, что волновые числа, определяющие
скорость затухания и период осцилляций, находятся численным решением двух трансцендент-
ных уравнений. Численное решение системы трансцендентных уравнений проводилось методом
последовательных приближений для плотностей жидкости в диапазоне от 0,26 до 0,785. Было
показано, что при малой плотности молекулярной системы затухание носит короткодействую-
щий характер. Однако с ростом плотности осцилляции носят дальнодействующий характер, что
обусловлено эффектами плотной упаковки твердых сфер. Полученное решение можно распро-
странить на молекулярные системы с реалистичными потенциалами межчастичного взаимодей-
ствия. В данной работе мы рассмотрим решение системы уравнений (7), (8) при малых значениях
аргумента.

Из уравнения (7) следует, что интегрирование искомой функции нужно вести на интервале
1 � z � 2. Но для этого, как следует из (6), необходимо знать ее поведение на интервале 2 � z � 3
и т. д. Таким образом, получается бесконечная последовательность функций fn(z1), n � z1 �
n + 1 (n = 0, 1, 2, 3, . . .). Решение уравнений (7), (8) будем искать в классе кусочно-непрерывных
функций. Поскольку второе слагаемое в (7) есть полином шестой степени, то полагаем

f(z) =

6∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn, f(1) =

6∑
n=0

f (n)(0)

n!
, 0 � z � 1. (9)

Соответственно можно найти все производные функции f(z) в точке z = 1. Все они будут выра-
жаться через производные f (n)(0). Точно также полагаем, что

f(z) =
6∑

n=0

f (n)(1)

n!
(z − 1)n, f(2) =

6∑
n=0

f (n)(1)

n!
, 1 � z � 2. (10)

Из (10) можно найти все производные функции f(z) в точке z = 2, которые будут выражаться
через производные f (n)(1). Аналогично можно записать разложение функции f(z) в ряд по сте-
пеням z на остальных интервалах. Таким образом последовательно вычисляется функция f(z)
на всем интервале 0 � z <∞.

Теперь рассмотрим уравнение (7), которое с учетом высказанных соображений, запишем в виде

f(z1) = −12η

⎡
⎣

1∫

0

dz2f(z2)Ψ(|z1 − z2|) +

1+z1∫

1

dz2f(z2)Ψ(z2 − z1)

⎤
⎦+ 12η

1∫

z1

dz2Ψ(z2). (11)

Дифференцируя обе части уравнения (11) и полагая затем z1 = 0, получим систему уравнений,
в которую входят функция f(z) и ее производные f (n)(z) в точках z1 = 0 и z1 = 1. Например,

f(0) = −12η

1∫

0

dz2f(z2)Ψ(z2) + 12η

1∫

0

dz2Ψ(z2), (12)

f (1)(0) = 12η

⎛
⎝

1∫

0

dz2f(z2)Ψ
(1)(z2) − Ψ(0)

⎞
⎠ , (13)

f (2)(0) = −12η

⎛
⎝

1∫

0

dz2f(z2)Ψ
(2)(z2) − f(1)Ψ(1)(1)

⎞
⎠ , (14)

f (3)(0) = 12η

⎡
⎣

1∫

0

dz2f(z2)Ψ
(3)(z2) − f(1)Ψ(2)(1) + f (1)(1)Ψ(1)(1) − Ψ(2)(0)

⎤
⎦ , (15)

и т. д., вплоть до f (6)(z). В результате получается система линейных алгебраических уравнений
шестого порядка, решение которой позволяет вычислить функцию f(z) на интервалах 0 � z � 1
и 1 � z � 2.
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Перейдем далее к решению уравнения (8). Значение функции f(z1) в левой части уравнения
на интервале 1 � z � 2, позволяет вычислить ее на следующем интервале 2 � z � 3. С этой
целью, выделив по отдельности интегрирование на разных интервалах, перепишем уравнение (8)
в виде

η

z1+1∫

2

dz2f(z2)Ψ(z2 − z1) =

= −η
⎡
⎣

1∫

z1−1

dz2f(z2)Ψ(z1 − z2) +

z1∫

1

dz2f(z2)Ψ(z1 − z2) +

2∫

z1

dz2f(z2)Ψ(z2 − z1)

⎤
⎦ − f(z1). (16)

В правой части (14) все слагаемые вычисляются на интервале 0 � z � 2 и являются задан-
ными величинами. В результате получается интегральное уравнение Вольтерра первого рода,
решение которого определяет функцию f(z) на интервале 2 � z � 3. Рассмотренный в уравнени-
ях (12)—(16) алгоритм позволяет последовательно находить решение уравнения (6) на интервале
3 � z � 4 и т. д. Подстановка полученного решения в (8) для z > 4 приводит к уравнениям Воль-
терра для старших функций, которые также могут быть решены аналитически. Заметим, что
для численного решения уравнения (3) с другими параметрами межмолекулярного взаимодей-
ствия и замыканиями необходимо предварительно их вычислить на основе решения нелинейных
интегральных уравнений Орнштейна—Цернике.

3. Заключение. В настоящее время все нелинейные интегральные уравнения физики мак-
роскопических жидкостей получаются суммированием приводимых диаграмм в формально точ-
ных уравнениях Орнштейна—Цернике. Неприводимые диаграммы попросту не учитываются, что
приводит к приближенным уравнениям, методическая погрешность которых неизвестна. Оценка
погрешности осуществляется сравнением с результатами численного эксперимента, который слу-
жит эталоном точности. Такая же ситуация наблюдается и при описании поверхностных явлений
в жидкостях — так называемое синглетное приближение.

Разрабатываемый нами подход к статистической физике поверхностных явлений основан на
предположении, что учет неприводимых диаграмм в бесконечных функциональных рядах для
прямых корреляционных функций, можно проводить так, чтобы осуществлялась компенсация
всех нелинейностей. Данный подход применен для модификации синглетного приближения од-
ночастичной функции распределения жидкости в контакте с твердой поверхностью. В результате
получается стандартное уравнение Фредгольма второго рода, ядро и правая часть которого на-
ходятся предварительно решением для прямой корреляционной функции одного из нелинейных
интегральных уравнений макроскопической жидкости. В качестве такого мы выбрали уравне-
ние Перкуса—Йевика, которое допускает аналитическое решение для прямой корреляционной
функции. Соответственно решение уравнение Фредгольма второго рода также допускает анали-
тическое решение. Нами предложен алгоритм аналитического решения посредством разложения
искомого решения в степенные ряды по малому параметру, характеризующему удаление частицы
от твердой поверхности. Решение представлено полиномом шестой степени по этому параметру.

Для других прямых корреляционных функций ядро и правую часть уравнения Фредгольма
второго рода необходимо предварительно определить численно. Соответственно уравнение также
придется решать численно. Однако это требует меньших вычислительных затрат, чем решение
нелинейного синглетного уравнения для одночастичной функции распределения. Заметим, что
методическую погрешность предложенного нами уравнения все-таки придется сопосталять с дан-
ными численного эксперимента. Такое сопоставление позволит выяснить, у какого уравнения
методическая погрешность меньше.

Другим достоинством линейного уравнения является возможность обобщить его для описания
тонких аморфных пленок на основе теории хаотического фазового перехода первого порядка.
Заметим, что идеология этой теории до сих пор применялась для описания пространственно-од-
нородных систем (в отсутствии внешних полей и вдали от ограничивающих поверхностей). Одна-
ко возможно применить теорию хаотического фазового перехода первого порядка для описания
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структуры жидкости, граничащей с твердой поверхностью на основе уравнения (3). Предвари-
тельно ядро и правая часть уравнения (3) должны быть вычислены с помощью данной идеологии,
а затем стандартными способами можно решать линейное интегральное уравнение. В результате
появляется возможность описывать методами статистической физики поверхностную аморфиза-
цию переохлажденных граничных слоев жидкостей.
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2. Интегрирование уравнений Эйзенхарта

Так как всякая r-мерная алгебра Ли обязательно содержит одномерную подалгебру, а уравне-
ния, определяющие одномерную проективную алгебру Ли в (M5, g), имеют вид

LXg = h, ∇h(Y,Z,W ) = 2g(Y,Z)Wϕ + g(Y,W )Zϕ+ g(Z,W )Y ϕ, (2.1)

где последнее уравнение после замены h = a+ 2ϕg равносильно

∇a(Y,Z,W ) = g(Y,W )Zϕ+ g(Z,W )Y ϕ,
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Y,Z,W ∈ TM , (n + 1)ϕ = DivX, то в первую очередь необходимо определить те простран-
ства, для которых эти уравнения имеют решения (g, h, ϕ). Первое из уравнений (2.1) называет-
ся обобщенным уравнением Киллинга, а второе — уравнением Эйзенхарта. Если ϕ = const, т.е.
DivX = const, то проективное движение является аффинным.

Классификация пространств, допускающих негомотетические проективные движения, основа-
на на разбиении их по типам в соответствии с алгебраической структурой производной Ли LXg
метрики g в направлении проективного движения X, определяемой в каждой точке p ∈ V ⊆ M
характеристикой Сегре χ тензора h = LXg. Тип тензора LXg определяет тип проективного дви-
жения X и тип метрики g в области V . Такие метрики называются h-метриками типа χ, а
соответствующие пространства — h-пространствами типа χ (см. [12, 13]).

В данном разделе мы интегрируем уравнения Эйзенхарта и находим пятимерные жесткие h-
метрики всех допустимых типов (??).

2.1. Коэффициенты вращения Риччи пятимерных жестких h-пространств в косо-
нормальном репере. В данном разделе для каждой характеристики билинейной формы h в
пространстве M5 мы находим формы связности и коэффициенты вращения Риччи, удовлетворя-
ющие уравнениям Эйзенхарта в косонормальном репере.

Пусть θh —каноническая 1-форма, сопряженная с Yh, (Yh)—косонормальный репер в области
V ⊆M , в котором билинейные формы g и h = a+ 2ϕg имеют канонический вид:

g
∣∣
V

=

k∑
p=1

gp, h
∣∣
V

=

k∑
p=1

(λp + 2ϕ)gp + h0 ≡ a+ 2ϕg, 2ϕ =

k∑
p=1

λp,

где λ1, . . . , λk —попарно различные характеристические числа билинейной формы a = h − 2ϕg
кратностей соответственно r1, . . . , rk, и при n = 5 для разных невырожденных характеристик
(??) определяются следующими формулами:

χ221 = {221} : g = e1(θ1θ2 + θ2θ1) + e2(θ3θ4 + θ4θ3) + e3θ5θ5,

h0 = a0 = e1(θ1θ1) + e2(θ3θ3);
(2.2)

āpq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 e1f1 0 0 0
e1f1 e1 0 0 0

0 0 0 e2f2 0
0 0 e2f2 e2 0
0 0 0 0 e3f3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , ḡpq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 e1 0 0 0
e1 0 0 0 0
0 0 0 e2 0
0 0 e2 0 0
0 0 0 0 e3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.3)

χ32 = {32} : g = e1(θ1θ3 + θ2θ2 + θ3θ1) + e2(θ4θ5 + θ5θ4),

h0 = a0 = e1(θ1θ2 + θ2θ1) + e2(θ4θ4);
(2.4)

āpq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 e1f1 0 0
0 e1f1 e1 0 0

e1f1 e1 0 0 0
0 0 0 0 e2f2
0 0 0 e2f2 e2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , ḡpq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 e1 0 0
0 e1 0 0 0
e1 0 0 0 0
0 0 0 0 e2
0 0 0 e2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.5)

χ41 = {41} : g = e1(θ1θ4 + θ2θ3 + θ3θ2 + θ4θ1) + e2(θ5θ5),

h0 = a0 = e1(θ1θ3 + θ2θ2 + θ3θ1);
(2.6)

āpq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 e1f1 0
0 0 e1f1 e1 0
0 e1f1 e1 0 0

e1f1 e1 0 0 0
0 0 0 0 e2f2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , ḡpq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 e1 0
0 0 e1 0 0
0 e1 0 0 0
e1 0 0 0 0
0 0 0 0 e2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (2.7)

χ5 = {5} : g = e(θ1θ5 + θ2θ4 + θ3θ3 + θ4θ2 + θ5θ1),

h0 = a0 = e(θ1θ4 + θ2θ3 + θ3θ2 + θ4θ1);
(2.8)
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(āpq) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 ef
0 0 0 ef e
0 0 ef e 0
0 ef e 0 0
ef e 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (ḡpq) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 e
0 0 0 e 0
0 0 e 0 0
0 e 0 0 0
e 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.9)

здесь e, e1, e2, e3 равны ±1.
Помимо перечисленных, при n = 5 возможны характеристики χν = {ν1, . . . , 1}, ν = 1, 2, 3,

относящиеся к лоренцевой сигнатуре; они были подробно исследованы в работах А. В. Аминовой
[12,13], поэтому здесь не рассматриваются.

Подставив в уравнение Эйзенхарта (??) вместо ḡpq и āpq соответствующие канонические зна-
чения и учитывая, что

1̃ = 2, 2̃ = 1, 3̃ = 4, 4̃ = 3, 5̃ = 5 в случае {221};
1̃ = 3, 2̃ = 2, 3̃ = 1, 4̃ = 5, 5̃ = 4 в случае {32};
1̃ = 4, 2̃ = 3, 3̃ = 2, 4̃ = 1, 5̃ = 5 в случае {41};
1̃ = 5, 2̃ = 4, 3̃ = 3, 4̃ = 2, 5̃ = 1 в случае {5},

получим системы n2(n+ 1)/2 уравнений, которые после ряда преобразований приводят к следу-
ющим соотношениям.

H-пространства H221 типа χ221 = {221}:

Y1ϕ = Y3ϕ = 0, dλ1 = e1(Y2ϕ)θ1, dλ2 = e2(Y4ϕ)θ3, dλ3 = 2e3(Y5ϕ)θ5,

ω14 =
Y4ϕ

λ2 − λ1
θ1, ω15 =

Y5ϕ

λ3 − λ1
θ1, ω21 = (Y2ϕ)θ2, ω23 =

Y2ϕ

λ2 − λ1
θ3,

ω24 =
Y4ϕ

(λ2 − λ1)2
θ1 +

Y4ϕ

λ2 − λ1
θ2 − Y2ϕ

(λ2 − λ1)2
θ3 +

Y2ϕ

λ2 − λ1
θ4,

ω25 =
Y5ϕ

(λ3 − λ1)2
θ1 +

Y5ϕ

λ3 − λ1
θ2 +

Y2ϕ

λ3 − λ1
θ5,

ω35 =
Y5ϕ

λ3 − λ2
θ3, ω43 = (Y4ϕ)θ4, ω45 =

Y5ϕ

(λ3 − λ2)2
θ3 +

Y5ϕ

λ3 − λ2
θ4 +

Y4ϕ

λ3 − λ2
θ5.

(2.10)

H-пространства H32 типа χ32 = {32}:

Y1ϕ = Y2ϕ = Y4ϕ = 0, dλ1 =
2

3
e1(Y3ϕ)θ1, dλ2 = e2(Y5ϕ)θ4,

ω12 =
1

3
(Y3ϕ)θ1, ω13 = −(Y3ϕ)θ2, ω15 =

Y5ϕ

λ2 − λ1
θ1,

ω25 =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
θ1 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
θ2, ω32 = (Y3ϕ)θ3, ω34 =

Y3ϕ

λ2 − λ1
θ4,

ω35 =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
θ1 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
θ2 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
θ3 − Y3ϕ

( λ2 − λ1)2
θ4 +

Y3ϕ

λ2 − λ1
θ5.

(2.11)
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H-пространства H41 типа χ41 = {41}:

Y1ϕ = Y2ϕ = Y3ϕ = 0, dλ1 =
1

2
(Y4ϕ)θ1, dλ2 = 2(Y5ϕ)θ5,

ω13 =
1

2
(Y4ϕ)θ1, ω14 = −(Y4ϕ)θ2, ω15 =

Y5ϕ

λ2 − λ1
θ1,

ω24 = −(Y4ϕ)θ3, ω25 =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
θ1 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
θ2,

ω34 = −(Y4ϕ)θ4, ω35 =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
θ1 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
θ2 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
θ3,

ω45 =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)4
θ1 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
θ2 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
θ3 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
θ4 +

Y4ϕ

λ2 − λ1
θ5.

(2.12)

H-пространства H5 типа χ5 = {5}:

Y1ϕ = Y2ϕ = Y3ϕ = Y4ϕ = 0, dλ =
2

5
(Y5ϕ)θ1,

ω32 = −1

5
(Y5ϕ)θ1, ω41 = −3

5
(Y5ϕ)θ1, ω51 = (Y5ϕ)θ2,

ω52 = (Y5ϕ)θ3, ω53 = (Y5ϕ)θ4, ω54 = (Y5ϕ)θ5.

(2.13)

Отсюда, используя формулу (??), найдем коэффициенты вращения Риччи γijk для рассматрива-
емых h-пространств.

Тип {221}:

γ121 = −γ211 = e1Y2ϕ, γ142 = −γ412 =
e1Y4ϕ

λ1 − λ2
, γ152 = −γ512 =

e1Y5ϕ

λ1 − λ3
,

γ234 = −γ324 =
e2Y2ϕ

λ1 − λ2
, γ241 = −γ421 =

e2Y4ϕ

λ1 − λ2
, γ242 = −γ422 = − e1Y4ϕ

(λ2 − λ1)2
,

γ243 = −γ423 =
e2Y2ϕ

λ1 − λ2
, γ244 = −γ422 =

e2Y2ϕ

(λ2 − λ1)2
, γ251 = −γ521 =

e1Y5ϕ

λ1 − λ3
,

γ522 = −γ252 = − e1Y5ϕ

(λ3 − λ1)2
, γ255 = −γ522 =

e3Y2ϕ

λ1 − λ3
, γ343 = −γ433 = e2Y4ϕ,

γ354 = −γ534 =
e2Y5ϕ

λ2 − λ3
, γ453 = −γ543 =

e2Y5ϕ

λ2 − λ3
,

γ544 = −γ454 =
e2Y5ϕ

(λ3 − λ2)2
, γ455 = −γ545 =

e3Y4ϕ

λ2 − λ3
.

Тип {32}:

γ213 = −γ123 =
1

3
e1Y3ϕ, γ231 = −γ321 = e1Y3ϕ, γ312 = −γ132 = −e1Y3ϕ,

γ435 = −γ345 =
e1Y3ϕ

λ2 − λ1
, γ513 = −γ153 =

e1Y5ϕ

λ2 − λ1
, γ522 = −γ252 =

e1Y5ϕ

λ2 − λ1
,

γ523 = −γ253 =
e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
, γ531 = −γ351 =

e1Y5ϕ

λ2 − λ1
, γ532 = −γ352 =

e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
,

γ533 = −γ353 =
e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
, γ534 = −γ354 =

e2Y3ϕ

λ2 − λ1
,

γ535 = −γ355 = − e2Y3ϕ

(λ2 − λ1)2
, γ544 = −γ454 = −e2Y5ϕ.
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Тип {41}:

γ314 = −γ134 =
1

2
e1Y4ϕ, γ413 = −γ143 = −e1Y4ϕ, γ422 = −γ242 = −e1Y4ϕ,

γ431 = −γ341 = −e1Y4ϕ, γ514 = −γ154 =
e1Y5ϕ

λ2 − λ1
, γ523 = −γ253 =

e1Y5ϕ

λ2 − λ1
,

γ524 = −γ254 =
e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
, γ532 = −γ352 =

e1Y5ϕ

λ2 − λ1
, γ533 = −γ353 =

e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
,

γ534 = −γ354 =
e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
, γ541 = −γ451 =

e1Y5ϕ

λ2 − λ1
, γ542 = −γ452 =

e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
,

γ543 = −γ453 =
e1Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
, γ544 = −γ454 =

e1Y5ϕ

λ2 − λ1
, γ545 = −γ455 =

e2Y4ϕ

λ2 − λ1
.

Тип {5}:

γ145 = −γ415 = −3

5
eY5ϕ, γ154 = −γ514 = eY5ϕ, γ235 = −γ325 = −1

5
eY5ϕ,

γ253 = −γ523 = eY5ϕ, γ352 = −γ532 = eY5ϕ, γ451 = −γ541 = eY5ϕ.

Во всех четырех случаях невыписанные коэффициенты ωij и γijk равны нулю.

2.2. H-пространства типа {221}. В этом разделе будут определены тензоры gij и hij для
h-пространств типа {221}, когда тензор hij имеет три главных направления, два из которых
изотропные.

Из (2.10) следуют равенства

Yiλ1 = δi2Y2ϕ, Yiλ2 = δi4Y4ϕ, Yiλ3 = δi5Y5ϕ, i = 1, . . . , 5. (2.14)

Используя полученные соотношения и формулу (??), составим всевозможные скобки Ли вектор-
ных полей Y1, . . . , Y5:

[Y1, Y2] = −(Y2ϕ)Y2, [Y1, Y3] = 0, [Y1, Y4] =
Y4ϕ

λ2 − λ1
Y1,

[Y1, Y5] =
Y5ϕ

λ3 − λ1
Y1, [Y2, Y3] =

Y2ϕ

λ2 − λ1
Y3,

[Y2, Y4] =
Y4ϕ

(λ2 − λ1)2
Y1 +

Y4ϕ

λ2 − λ1
Y2 − Y2ϕ

(λ2 − λ1)2
Y3 − Y2ϕ

λ1 − λ2
Y4,

[Y2, Y5] =
Y5ϕ

(λ3 − λ1)2
Y1 +

Y5ϕ

λ3 − λ1
Y2 − Y2ϕ

λ1 − λ3
Y5, [Y3, Y4] = −(Y4ϕ)Y4,

[Y3, Y5] =
Y5ϕ

λ3 − λ2
Y3, [Y4, Y5] =

Y5ϕ

(λ3 − λ2)2
Y3 +

Y5ϕ

(λ3 − λ2)
Y4 − Y4ϕ

λ2 − λ3
Y5.

(2.15)

Напомним, что система линейных дифференциальных уравнений в частных производных с неиз-
вестной функцией u

Ysu ≡ ξ
s

i(x1, . . . , xn)
∂u

∂xi
= 0, s = 1, . . . , p; i = 1, . . . , n,

где ξ
s

i —компоненты p векторных полей косонормального репера (Y1, . . . , Yn), является вполне

интегрируемой, т.е. допускает n − p независимых решений u1, . . . , up, если и только если все
коммутаторы операторов системы

[Ys, Yt] ≡ YsYt − YtYs =
n∑

r=1

er(γrst − γrts)Yr, s, t = 1, . . . , p, (2.16)

где
γijk = ξ

i
l,mξ

j

lξ
k

m (2.17)
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—коэффициенты вращения Риччи, линейно выражаются через операторы системы Y1, . . . , Yp
(см. [62, с. 143], [61, c. 12]).

Из (2.15) видно, что системы дифференциальных уравнений

Y1u = Y3u = Y4u = Y5u = 0, Y3u = Y4u = Y5u = 0

являются вполне интегрируемыми и имеют соответственно одно и два решения. Обозначим ре-
шение первой системы и одно из двух независимых решений второй системы через u1, еще одно
решение второй системы обозначим u2.

В новых координатах x1′ = u1(x), x2′ = u2(x), опустив штрихи, получим

ξ
1

2 = ξ
3

p = ξ
4

p = ξ
5

p = 0

при p = 1, 2. Так же найдем
ξ
3

4 = ξ
2

q = ξ
4

q = ξ
5

q = 0

при q = 3, 4 и
ξ
1

5 = ξ
2

5 = ξ
3

5 = ξ
4

5 = 0.

После этого из (2.10), (2.14) следует, что λ1 зависит только от x2, λ2 зависит только от x4 и λ3
зависит только от x5:

λ1 ≡ f1(x
2), λ2 ≡ f2(x

4), λ3 ≡ f3(x
5).

Приравнивая в каждой координатной окрестности U координаты векторных полей в правых и
левых частях уравнений (2.15), с помощью формулы (??) получим следующую систему из 21
нелинейного уравнения в частных производных с неизвестными ξ

i

j:

1◦ ξ
1

1∂1ξ
2

1 − ξ
2

1∂1ξ
1

1 − ξ
2

2∂2ξ
1

1 = −ξ
2

2f ′1ξ
2

1;

2◦ ξ
1

1∂1ξ
2

2 = −f ′1(ξ
2

2)2;

3◦ ξ
3

3∂3ξ
1

1 = ξ
1

1∂1ξ
3

3 = ξ
1

1∂1ξ
5

5 = ξ
3

3∂3ξ
5

5 = 0;

4◦ ξ
4

3∂3ξ
3

3 + ξ
4

4∂4ξ
3

3 − ξ
3

3∂3ξ
4

3 = ξ
4

4f ′2ξ
4

3;

5◦ ξ
3

3∂3ξ
4

4 = −f ′2(ξ
4

4)2;

6◦ ∂4ξ
1

1 = − f ′2
f2 − f1

ξ
1

1;

7◦ ξ
1

1∂1ξ
4

3 = ξ
1

1∂1ξ
4

4 = 0;

8◦ ∂5ξ
1

1 = −1

2

f ′3
f3 − f1

ξ
1

1;

9◦ ξ
3

3∂3ξ
2

1 = ξ
3

3∂3ξ
2

2 = 0;

10◦ ∂2ξ
3

3 = − f ′1
f1 − f2

ξ
3

3;

11◦ ∂5ξ
3

3 = −1

2

f ′3
f3 − f2

ξ
3

3;

12◦ −ξ
4

3∂3ξ
2

1 − ξ
4

4∂4ξ
2

1 =
1

(f2 − f1)2
ξ
4

4f ′2ξ
1

1 +
1

f2 − f1
ξ
4

4f ′2ξ
2

1;

13◦ −ξ
4

4∂4ξ
2

2 =
1

f2 − f1
ξ
4

4f ′2ξ
2

2;

14◦ ξ
2

1∂1ξ
4

3 + ξ
2

2∂2ξ
4

3 = − 1

(f2 − f1)2
ξ
2

2f ′1ξ
3

3 − 1

f1 − f2
ξ
2

2f ′1ξ
4

3;

15◦ ξ
2

2∂2ξ
4

4 =
1

f2 − f1
ξ
2

2f ′1ξ
4

4;

16◦ ∂5ξ
2

1 = − 1

(f3 − f1)2
1

2
ξ
5

5f ′3ξ
1

1 − 1

f3 − f1

1

2
ξ
5

5f ′3ξ
2

1;
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17◦ −ξ
5

5∂5ξ
2

2 =
1

f3 − f1

1

2
ξ
5

5f ′3ξ
2

2;

18◦ ∂2ξ
5

5 =
f ′1

f3 − f1
ξ
5

5;

19◦ ∂5ξ
4

3 = −1

2

f ′3
(f3 − f2)2

ξ
3

3 − 1

2

f ′3
f3 − f2

ξ
4

3;

20◦ ∂5ξ
4

4 =
1

2

f ′3
f2 − f3

ξ
4

4;

21◦ ∂4ξ
5

5 =
f ′2

f3 − f2
ξ
5

5.

Штрих здесь и далее означает производную функции одного переменного по ее аргументу, на-
пример, f ′1 ≡ df1/dx

2, f ′2 ≡ df2/dx
4, f ′3 ≡ df3/dx

5).
Из уравнения 3◦ следует

∂3ξ
1

1 = ∂1ξ
3

3 = ∂1ξ
5

5 = ∂3ξ
5

5 = 0.

Интегрируя уравнения 6◦, 8◦, 10◦, 11◦, 18◦ и 21◦, найдем

ξ
1

1 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2
R1(x1, x2),

ξ
3

3 =
1

(f1 − f2)(f3 − f2)1/2
R3(x3, x4),

ξ
5

5 =
1

(f1 − f3)(f2 − f3)
R5(x5),

где R1, R3, R5 —ненулевые функции указанных переменных. После преобразования координат

x1
′

=

∫
R−1

1 dx1, x2
′

= x2, x3
′

=

∫
R−1

3 dx3, x4
′

= x4, x5
′

=

∫
R−1

5 dx5,

не меняющего полученных ранее равенств, опустив штрихи, получим

ξ
1

1 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2
, ξ

3

3 =
1

(f1 − f2)(f3 − f2)1/2
, ξ

5

5 =
1

(f1 − f3)(f2 − f3)
.

Из уравнения 9◦ следует ∂3ξ
2

2 = 0. Проинтегрировав уравнения 2◦, 13◦ и 17◦, найдем

ξ
2

2 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2(f ′1x1 + τ(x2))
.

Возможны два случая: f ′1 �= 0 и f ′1 = 0.
В первом случае сделаем преобразование координат

x2
′

= f1(x
2), xp

′
= xp, p �= 2,

и положим τ = (f ′1)−1τ ; тогда

ξ
2

2′ = (x3
′
+ τ)−1ξ

1

1′ , ξ
2

p′ = ξ
2

p, p �= 2.

Во втором случае сделаем замену

x̄2 =

∫
τdx2.

В итоге, опустив черту, объединим оба случая формулами

f1 = ε1x
2 + (1 − ε1)c1, c1 = const,

ξ
2

2 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2A
, A ≡ ε1

(
x1 + τ(x2)

)
+ 1 − ε1,

где ε1 равно 0 или 1.
Подобно этому, из уравнений 5◦, 7◦, 15◦ и 20◦ имеем

f2 = ε2x
4 + (1 − ε2)c2, c2 = const,
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ξ
4

4 =
1

(f1 − f2)(f3 − f2)1/2B
, B ≡ ε2

(
x3 + ω(x4)

)
+ 1 − ε2,

где ε2 равно 0 или 1.
Интегрируя уравнения 1◦, 9◦, 12◦ 16◦ 4◦, 7◦, 14◦ и 19◦, получим

ξ
2

1 =
1

2A(f2 − f1)(f3 − f1)1/2
(Aσ1 +N(x2)),

ξ
4

3 =
1

2B(f1 − f2)(f3 − f2)1/2
(Bσ2 +M(x4)),

где
σ1 ≡ 2

f2 − f1
+

1

f3 − f1
, σ2 ≡ 2

f1 − f2
+

1

f3 − f2
.

После преобразования координат

x1
′

= x1 − 1

2

∫
Ndx2, x3

′
= x3 − 1

2

∫
Mdx4, xk

′
= xk, k �= 1, 3,

опустив штрихи, имеем

ξ
2

1 =
1

2(f2 − f1)(f3 − f1)1/2
σ1, ξ

4

3 =
1

2(f1 − f2)(f3 − f2)1/2
σ2.

Используя найденные значения компонент векторов косонормального репера:

ξ
1

1 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2
, ξ

2

1 =
1

2(f2 − f1)(f3 − f1)1/2
σ1,

ξ
2

2 =
1

(f2 − f1)(f3 − f1)1/2 (ε1 (x1 + τ(x2)) + 1 − ε1)
,

ξ
3

3 =
1

(f1 − f2)(f3 − f2)1/2
, ξ

4

3 =
1

2(f1 − f2)(f3 − f2)1/2
σ2,

ξ
4

4 =
1

(f1 − f2)(f3 − f2)1/2 (ε2 (x3 + ω(x4)) + 1 − ε2)
, ξ

5

5 =
1

(f1 − f3)(f2 − f3)

(2.18)

(выписаны только ненулевые компоненты), по формулам (??), (??) вычислим компоненты кано-
нических 1-форм в натуральном репере (Xi):

θ1 = (f2 − f1)(f3 − f1)
1/2Adx2, θ2 = (f2 − f1)(f3 − f1)

1/2
(
dx1 − σ1

2
Adx2

)
,

θ3 = (f1 − f2)(f3 − f2)
1/2Bdx4, θ4 = (f1 − f2)(f3 − f2)

1/2
(
dx3 − σ2

2
Bdx4

)
,

θ5 = (f1 − f3)(f2 − f3)dx
5,

и затем по формулам (2.2) — компоненты метрики g и билинейной формы h в натуральном репере.
Вычислив символы Кристоффеля найденной метрики g, непосредственной проверкой убедимся

в том, что тензорные поля g, h и ϕ удовлетворяют уравнению Эйзенхарта. В итоге получим
следующий результат.

Теорема 2.1. Пусть M —пятимерное многообразие с метрикой g и связностью Леви-Чи-
вита ∇. Пусть 0-форма ϕ и симметричная билинейная форма h характеристики χ221 = {221}
определены в M или в некоторой области V ⊆ M и пусть f1, f2, f3—попарно различные ха-
рактеристические корни билинейной формы h− 2ϕg кратностей соответственно 2, 2 и 1. Для
того чтобы h, g и ϕ удовлетворяли уравнению Эйзенхарта, т.е. для того чтобы M было h-
пространством типа χ221 = {221}, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

g = e1(f2 − f1)
2(f3 − f1)g1 + e2(f1 − f2)

2(f3 − f2)g2 + e3(f1 − f3)
2(f2 − f3)

2g3,

h = (2f1 + 2f2 + f3)g + e1(f2 − f1)
2(f3 − f1) (f1g1 + Λ1) +

+ e2(f1 − f2)
2(f3 − f2) (f2g2 + Λ2) + e3(f1 − f3)

2(f2 − f3)
2f3 g3,

ϕ = f1 + f2 +
1

2
f3

(2.19)
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и вокруг каждой точки p ∈ V ⊆M существовала каноническая карта (x,U), в которой

g1
∣∣
U

= A

(
2dx1dx2 −A

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
(dx2)

2
)
,

g2
∣∣
U

= B

(
2dx3dx4 −B

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
(dx4)

2
)
,

g3
∣∣
U

= (dx5)
2
, Λ1

∣∣
U

= A2(dx2)2, Λ2

∣∣
U

= B2(dx4)2,

(2.20)

где

f1 = ε1x
2 + (1 − ε1)c1, f2 = ε2x

4 + (1 − ε2)c2, f3 = f3(x
5) ≡ μ(x5),

c1 = const, c2 = const, A = ε1(x1 + τ(x2)) + 1 − ε1, B = ε2(x3 + ω(x4)) + 1 − ε2,

ε1, ε2 принимают независимо значения 0 или 1, e1, e2, e3 = ±1, τ —функция x2, ω—функция x4.

Отсюда вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.2. Векторное поле X ∈ TM5 тогда и только тогда является (локальным) проек-
тивным движением типа {221} на пятимерном псевдоримановом многообразии (M5, g), когда
выполняется равенство LXg = h, где метрика g и билинейная форма h определены формулами
(2.19) и (2.20) (см. теорему 2.1).

2.3. H-пространства типа {32}. В этом разделе будут определены метрики h-пространств
типа {32}, когда тензор hij имеет два изотропных главных направления. Так как

d = θhYh =
∑
h

ehθh̃Yh,

из (2.11) следуют равенства

Yiλ1 =
2

3
δi3Y3ϕ, Yiλ2 = δi5Y5ϕ, i = 1, . . . , 5. (2.21)

Используя соотношения (2.11) и формулу (??), составим скобки Ли векторных полей Y1, . . . , Y5
и выпишем те из них, которые отличны от нуля:

[Y1, Y3] = −2

3
(Y3ϕ)Y2, [Y1, Y5] =

Y5ϕ

λ2 − λ1
Y1, [Y2, Y3] = −4

3
(Y3ϕ)Y3,

[Y2, Y5] =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
Y1 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
Y2, [Y3, Y4] =

Y3ϕ

λ2 − λ1
Y4,

[Y3, Y5] =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
Y1 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
Y2 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
Y3 − Y3ϕ

(λ2 − λ1)2
Y4 +

Y3ϕ

λ2 − λ1
Y5,

[Y4, Y5] = −(Y5ϕ)Y5.

(2.22)

Из (2.22) следует, что системы дифференциальных уравнений

Y1u = Y2u = Y4u = Y5u = 0, Y1u = Y4u = Y5u = 0, Y4u = Y5u = 0

являются вполне интегрируемыми (см. раздел 2.2). Обозначим (единственное) решение первой
системы и одно из двух независимых решений второй системы через u3, еще одно решение второй
системы через u2, решения третьей системы — через u1, u2, u3.

Системы
Y1u = Y2u = Y3u = Y4u = 0, Y1u = Y2u = Y3u = 0

также вполне интегрируемы; решения первой системы обозначим u5, второй — u4 и u5.
В новых координатах xi′ = ui, опустив штрихи, получим

ξ
i1

j2 = ξ
i2

j1 = 0, ξ
1

i = Q(x)δi1, ξ
4

i = P (x)δi4, ξ
2

3 = ξ
4

5 = 0, i1, j1 = 1, 2, 3; i2, j2 = 4, 5.

Из (2.11) и (2.21) следует, что λ1 зависит только от x3, а λ2 — только от x5:

λ1 ≡ f1(x
3), λ2 ≡ f2(x

5);
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при этом

ϕ =
1

2
(3f1 + 2f2).

Приравняв в каждой карте U координаты векторов в обеих частях уравнений (2.22), с помощью
формулы (??) получим систему 25 нелинейных уравнений в частных производных с неизвестными
ξ
i

j :

1◦ ξ
1

1∂1ξ
2

1 − ξ
2

1∂1ξ
1

1 − ξ
2

2∂2ξ
1

1 = 0;

2◦ ξ
1

1∂1ξ
2

2 = 0;

3◦ ξ
1

1∂1ξ
3

1 − ξ
3

1∂1ξ
1

1 − ξ
3

2∂2ξ
1

1 − ξ
3

3∂3ξ
1

1 = −ξ
3

3f ′1ξ
2

1;

4◦ ξ
1

1∂1ξ
3

2 = −ξ
3

3f ′1ξ
2

2;

5◦ ξ
1

1∂1ξ
3

3 = ξ
4

4∂4ξ
3

3 = 0;

6◦ ξ
4

4∂4ξ
1

1 = 0;

7◦ ξ
5

5∂5ξ
1

1 = − 1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
1

1;

8◦ ξ
2

1∂1ξ
3

1 + ξ
2

2∂2ξ
3

1 − ξ
3

1∂1ξ
2

1 − ξ
3

2∂2ξ
2

1 − ξ
3

3∂3ξ
2

1 = −2ξ
3

3f ′1ξ
3

1;

9◦ ξ
2

1∂1ξ
3

2 + ξ
2

2∂2ξ
3

2 − ξ
3

1∂1ξ
2

2 − ξ
3

2∂2ξ
2

2 − ξ
3

3∂3ξ
2

2 = −2ξ
3

3f ′1ξ
3

2;

10◦ ξ
2

2∂2ξ
3

3 = −2f ′1(ξ
3

3)2;

11◦ ξ
4

4∂4ξ
2

1 = ξ
4

4∂4ξ
2

2 = 0;

12◦ ξ
1

1∂1ξ
4

4 = ξ
2

2∂2ξ
4

4 = 0;

13◦ ξ
5

5∂5ξ
2

1 = − 1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
1

1 − 1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
2

1;

14◦ ξ
5

5∂5ξ
2

2 = − 1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
2

2;

15◦ ξ
1

1∂1ξ
5

4 = ξ
2

2∂2ξ
5

4 = 0;

16◦ ξ
1

1∂1ξ
5

5 = ξ
2

2∂2ξ
5

5 = 0;

17◦ ξ
4

4∂4ξ
3

1 = ξ
4

4∂4ξ
3

2 = 0;

18◦ ξ
3

3∂3ξ
4

4 = −3

2

1

f1 − f2
ξ
3

3f ′1ξ
4

4;

19◦ ξ
4

4∂4ξ
5

4 − ξ
5

4∂4ξ
4

4 − ξ
5

5∂5ξ
4

4 = −ξ
5

5f ′2ξ
5

4;

20◦ ξ
4

4∂4ξ
5

5 = −f ′2(ξ
5

5)2;

21◦ ξ
5

5∂5ξ
3

1 = − 1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
3

1 − 1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
2

1 − 1

(f2 − f1)3
ξ
5

5f ′2ξ
1

1;

22◦ ξ
5

5∂5ξ
3

2 = − 1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
3

2 − 1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
2

2;

23◦ ξ
5

5∂5ξ
3

3 = − 1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
3

3;

24◦ ξ
3

3∂3ξ
5

4 =
3

2

1

f2 − f1
ξ
3

3f ′1ξ
5

4 − 3

2

1

(f2 − f1)2
ξ
3

3f ′1ξ
4

4;

25◦ ξ
3

3∂3ξ
5

5 =
3

2

1

f2 − f1
ξ
3

3f ′1ξ
5

5;

здесь f ′1 ≡ df1/dx
3, f ′2 ≡ df2/dx

5.
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Из уравнений 6◦, 2◦, 11◦ и 12◦ системы с учетом неравенства det
(
ξ
i

j
) �= 0) получим

∂4ξ
1

1 = ∂1ξ
2

2 = ∂4ξ
2

2 = ∂1ξ
4

4 = ∂2ξ
4

4 = 0.

Интегрируя уравнения 7◦, 14◦ и 18◦, найдем

ξ
1

1 =
1

f2 − f1
Ω1(x

1, x2, x3), ξ
2

2 =
1

f2 − f1
Ω2(x2, x3), ξ

4

4 =
1

(f1 − f2)3/2
Ω4(x

4, x5).

После замены координат

x1
′

=

∫
dx1

Ω1
, x2

′
=

∫
dx2

Ω2
, x4

′
=

∫
dx4

Ω4
, xk

′
= xk, k = 3, 5,

не меняющей полученных ранее результатов, опустив штрихи, будем иметь

ξ
1

1 = ξ
2

2 =
1

f2 − f1
, ξ

4

4 =
1

(f1 − f2)3/2
.

Интегрируя уравнения 1◦, 13◦ и учитывая, что, в силу 11◦, ξ
2

1 не зависит от переменной x4,
получим

ξ
2

1 =
1

2(f2 − f1)
(Υ1 + 2D(x2, x3)),

где D—произвольная функция переменных x2, x3 и введено обозначение

Υ1 ≡ 2

f2 − f1
.

Выполнив преобразование координат

x1
′

= x1 −
∫
D(x2, x3)dx2, xk

′
= xk, k �= 1,

опустив штрихи, будем иметь

ξ
2

1 =
Υ1

2(f2 − f1)
.

Интегрирование уравнений 23◦, 5◦ и 10◦ дает

ξ
3

3 =
1

2(f2 − f1)(f ′1x2 + τ(x3))
.

Здесь возможны два случая: f ′1 �= 0 и f ′1 = 0.
В первом случае сделаем замену координат

x̄3 = f1(x
3), x̄k = xk, k �= 3,

и введем обозначение τ̄ = (f ′1)−1τ ; тогда

ξ̄
3

3 =
1

2(f2 − f1)(x2 + τ̄)
, ξ̄

3

k = ξ
3

k, k �= 3.

Во втором случае положим

x̄3 =

∫
τdx3.

После опускания черты оба случая описываются формулами

f1 = ε1x
3 + (1 − ε1)c1, c1 = const,

ξ
3

3 =
1

2(f2 − f1)A
, A ≡ ε1

(
x2 + τ(x3)

)
+ 1 − ε1,

где ε1 равно 0 или 1.
Аналогично из уравнений 20◦, 16◦ и 25◦ получим

f2 = ε2x
5 + (1 − ε2)c2, c2 = const,
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ξ
5

5 =
1

(f1 − f2)3/2B
, B ≡ ε2

(
x4 + μ(x5)

)
+ 1 − ε2),

где ε2 равно 0 или 1.
Из уравнения 17◦ следует ∂4ξ

3

1 = 0. Интегрируя уравнения 21◦, 3◦ и 8◦, найдем

ξ
3

1 =
1

8(f2 − f1)A
(2AΥ2 +A(Υ1)2 + 4Φ(x3)),

где Φ—произвольная функция x3,

Υ2 ≡ 2

(f2 − f1)2
.

В новых координатах

x1
′

= x1 − 1

2

∫
Φ(x3)dx3, xk

′
= xk, k �= 1,

опустив штрихи, имеем

ξ
3

1 =
1

4(f2 − f1)

(
Υ2 +

1

2
Υ 2
1

)
.

Интегрирование уравнений 22◦, 4◦ и 9◦ дает

ξ
3

2 =
1

2(f2 − f1)A
(AΥ1 + 2Ψ(x3) − ε1x

1),

где Ψ—произвольная функция x3. Сделаем замену координат

x2
′

= x2 −
∫

Ψ(x3)dx3, xk
′

= xk, k �= 2

и опустим штрихи; тогда

ξ
3

2 =
1

2(f2 − f1)

(
Υ1 − ε1x

1

A

)
.

Разрешая уравнения 15◦, 24◦ и 19◦, найдем

ξ
5

4 =
1

2B(f1 − f2)3/2
(BΥ3 + F (x5)),

где F —произвольная функция x5 и введено обозначение

Υ3 ≡ 3

f1 − f2
.

После преобразования координат

x4
′

= x4 −
∫
F (x5)dx5, xk

′
= xk, k �= 4,

опустив штрихи, будем иметь

ξ
5

4 =
Υ3

2(f1 − f2)3/2
.

Выпишем ненулевые значения компонент векторов найденного косонормального репера:

ξ
1

1 = ξ
2

2 =
1

f2 − f1
, ξ

2

1 =
Υ1

2(f2 − f1)
, ξ

3

1 =
1

4(f2 − f1)

(
Υ2 +

1

2
Υ 2
1

)
,

ξ
3

2 =
1

2(f2 − f1)

(
Υ1 − ε1x

1

A

)
, ξ

3

3 =
1

2(f2 − f1)A
, ξ

4

4 =
1

(f1 − f2)3/2
,

ξ
5

4 =
Υ3

2(f1 − f2)3/2
, ξ

5

5 =
1

(f1 − f2)3/2B
,

(2.23)

и по формулам (??), (??) вычислим компоненты канонических 1-форм в натуральном репере (Xi):

θ1 = 2e1(f2 − f1)Adx
3, θ2 = e1(f2 − f1)

(
dx2 − (AΥ1 − ε1x

1)dx3
)
,
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θ3 = e1(f2 − f1)

(
dx1 − 1

2
Υ1dx

2 −
(

1

2
AΥ2 − 1

4
AΥ 2

1 +
1

2
Υ1ε1x

1

)
dx3
)
,

θ4 = e2(f1 − f2)
3/2Bdx5, θ5 = e2(f1 − f2)

3/2

(
dx4 − 1

2
Υ3Bdx

5

)
.

Затем по формулам (2.4) определим компоненты метрики g и билинейной формы h в натуральном
репере.

Подсчитав символы Кристоффеля найденной метрики g, можно непосредственной проверкой
убедиться в том, что тензорные поля g, h и ϕ удовлетворяют уравнению Эйзенхарта. Итак, до-
казана следующая теорема.

Теорема 2.3. Пусть M —пятимерное многообразие с метрикой g и связностью Леви-Чи-
вита ∇. Пусть 0-форма ϕ и симметричная билинейная форма h характеристики χ32 = {32}
определены вM или в некоторой области V ⊆M и пусть f1, f2—попарно различные характери-
стические корни билинейной формы h−2ϕg кратностей соответственно 3 и 2. Для того чтобы
h, g и ϕ удовлетворяли уравнению Эйзенхарта, т.е. для того чтобы M было h-пространством
типа χ32 = {32}, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

g = e1(f2 − f1)
2g1 + e2(f1 − f2)

3g2,

h = (3f1 + 2f2)g + e1(f2 − f1)
2 (f1g1 + Λ1) + e2(f1 − f2)

3 (f2g2 + Λ2) ,

ϕ =
3

2
f1 + f2

(2.24)

и вокруг каждой точки p ∈ V ⊆M существовала каноническая карта (x,U), в которой

g1
∣∣
U

= 4Adx1dx3 +
(
dx2
)2

+ 2

(
ε1x

1 − 4A

f2 − f1

)
dx2dx3+

+

(
ε1
(
x1
)2 − 8Aε1x

1

f2 − f1
+

4A2

(f2 − f1)2

)(
dx3
)2
,

g2
∣∣
U

= 2Bdx4dx5 − 3B2

f1 − f2

(
dx5
)2
,

Λ1

∣∣
U

= 4Adx2dx3 + 4A

(
ε1x

1 − 2A

f2 − f1

)(
dx3
)2
, Λ2

∣∣
U

= B2
(
dx5
)2
, ϕ =

3

2
f1 + f2,

(2.25)

где

f1 = ε1x
3 + (1 − ε1)c1, f2 = ε2x

5 + (1 − ε2)c2, c1 = const, c2 = const,

A = ε1
(
x2 + τ(x3)

)
+ 1 − ε1, B = ε2

(
x4 + μ(x5)

)
+ 1 − ε2,

ε1 и ε2 принимают независимо значения 0 или 1, e1, e2 = ±1, τ —функция x3, μ—функция x5.

Из теоремы 2.3 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.4. Векторное поле X ∈ TM тогда и только тогда является (локальным) про-
ективным движением типа {32} на пятимерном псевдоримановом многообразии (M,g), когда
выполняется равенство LXg = h, где метрика g и билинейная форма h определены формула-
ми (2.24) и (2.25) (см. теорему 2.3).

2.4. H-пространства типа {41}. В этом разделе определяются метрики h-пространств типа
{41}, когда тензор hij имеет два главных направления, одно из которых изотропное. Из (2.12)
следуют равенства

Yiλ1 =
1

2
δi4Y4ϕ, Yiλ2 = 2δi5Y5ϕ, i = 1, . . . , 5. (2.26)
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Пользуясь уравнениями (2.12) и формулой (??), составим скобки Ли векторных полей Y1, . . . , Y5:

[Y1, Y2] = 0, [Y1, Y3] = 0, [Y1, Y4] = −1

2
(Y4ϕ)Y2,

[Y1, Y5] =
Y5ϕ

λ2 − λ1
Y1, [Y2, Y3] = 0, [Y2, Y4] = −(Y4ϕ)Y3,

[Y2, Y5] =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
Y1 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
Y2, [Y3, Y4] = −3

2
(Y4ϕ)Y4,

[Y3, Y5] =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
Y1 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
Y2 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
Y3,

[Y4, Y5] =
Y5ϕ

(λ2 − λ1)4
Y1 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)3
Y2 +

Y5ϕ

(λ2 − λ1)2
Y3 +

Y5ϕ

λ2 − λ1
Y4 +

Y4ϕ

λ2 − λ1
Y5;

(2.27)

остальные скобки Ли равны нулю.
Из приведенных выше формул следует, что системы дифференциальных уравнений

Y1u = Y2u = Y3u = Y5u = 0, Y1u = Y2u = Y5u = 0, Y1u = Y5u = 0

являются вполне интегрируемыми (см. раздел 2.2). Обозначим решение первой системы и одно из
двух независимых решений второй системы через u4, еще одно решение второй системы— через
u3; пусть решения третьей системы будут u2, u3 и u4, а решения уравнения Y5u = 0 — u1, u2, u3 и
u4. Система Y1u = Y2u = Y3u = Y4u = 0 также является вполне интегрируемой, ее единственное
решение обозначим u5.

В новых координатах xi′ = ui, опустив штрихи, получим

ξ
1

i = Q(x)δi1, ξ
5

i = P (x)δi5, ξ
2

3 = ξ
2

4 = ξ
2

5 = ξ
3

4 = ξ
3

5 = ξ
4

5 = 0.

Из (2.12) и (2.26) следует, что λ1 зависит только от x4, а λ2 — только от x5:

λ1 ≡ f1(x
4), λ2 ≡ f2(x

5);

при этом

ϕ =
1

2
(4f1 + f2).

Записав в координатах векторные уравнения (2.27), с учетом формулы (??) получим систему 34
нелинейных уравнений в частных производных с неизвестными ξ

i

j:

1◦ ξ
1

1∂1ξ
2

1 − ξ
2

1∂1ξ
1

1 − ξ
2

2∂2ξ
1

1 = 0;

2◦ ξ
1

1∂1ξ
2

2 = 0;

3◦ ξ
1

1∂1ξ
3

1 − ξ
3

1∂1ξ
1

1 − ξ
3

2∂2ξ
1

1 − ξ
3

3∂3ξ
1

1 = 0;

4◦ ξ
1

1∂1ξ
3

2 = 0;

5◦ ξ
1

1∂1ξ
3

3 = 0;

6◦ ξ
1

1∂1ξ
4

1 − ξ
4

1∂1ξ
1

1 − ξ
4

2∂2ξ
1

1 − ξ
4

3∂3ξ
1

1 − ξ
4

4∂4ξ
1

1 = −ξ
4

4f ′1ξ
2

1;

7◦ ξ
1

1∂1ξ
4

2 = −ξ
4

4f ′1ξ
2

2;

8◦ ξ
1

1∂1ξ
4

3 = 0;

9◦ ξ
1

1∂1ξ
4

4 = 0;

10◦ ξ
5

5∂5ξ
1

1 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
1

1;

11◦ ξ
1

1∂1ξ
5

5 = 0;

12◦ ξ
2

1∂1ξ
3

1 + ξ
2

2∂2ξ
3

1 − ξ
3

1∂1ξ
2

1 − ξ
3

2∂2ξ
2

1 − ξ
3

3∂3ξ
2

1 = 0;
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13◦ ξ
2

1∂1ξ
3

2 + ξ
2

2∂2ξ
3

2 − ξ
3

1∂1ξ
2

2 − ξ
3

2∂2ξ
2

2 − ξ
3

3∂3ξ
2

2 = 0;

14◦ ξ
2

1∂1ξ
3

3 + ξ
2

2∂2ξ
3

3 = 0;

15◦ ξ
2

1∂1ξ
4

1 + ξ
2

2∂2ξ
4

1 − ξ
4

1∂1ξ
2

1 − ξ
4

2∂2ξ
2

1 − ξ
4

3∂3ξ
2

1 − ξ
4

4∂4ξ
2

1 = −2ξ
4

4f ′1ξ
3

1;

16◦ ξ
2

1∂1ξ
4

2 + ξ
2

2∂2ξ
4

2 − ξ
4

1∂1ξ
2

2 − ξ
4

2∂2ξ
2

2 − ξ
4

3∂3ξ
2

2 − ξ
4

4∂4ξ
2

2 = −2ξ
4

4f ′1ξ
3

2;

17◦ ξ
2

1∂1ξ
4

3 + ξ
2

2∂2ξ
4

3 = −2ξ
4

4f ′1ξ
3

3;

18◦ ξ
2

1∂1ξ
4

4 + ξ
2

2∂2ξ
4

4 = 0;

19◦ ξ
2

1∂1ξ
5

5 + ξ
2

2∂2ξ
5

5 = 0;

20◦ ξ
5

5∂5ξ
2

1 = −1

2

1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
1

1 − 1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
2

1;

21◦ ξ
5

5∂5ξ
2

2 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
2

2;

22◦ ξ
3

1∂1ξ
4

1 + ξ
3

2∂2ξ
4

1 + ξ
3

3∂3ξ
4

1 − ξ
4

1∂1ξ
3

1 − ξ
4

2∂2ξ
3

1 − ξ
4

3∂3ξ
3

1 − ξ
4

4∂4ξ
3

1 = −3ξ
4

4f ′1ξ
4

1;

23◦ ξ
3

1∂1ξ
4

2 + ξ
3

2∂2ξ
4

2 + ξ
3

3∂3ξ
4

2 − ξ
4

1∂1ξ
3

2 − ξ
4

2∂2ξ
3

2 − ξ
4

3∂3ξ
3

2 − ξ
4

4∂4ξ
3

2 = −3ξ
4

4f ′1ξ
4

2;

24◦ ξ
3

1∂1ξ
4

3 + ξ
3

2∂2ξ
4

3 + ξ
3

3∂3ξ
4

3 − ξ
4

1∂1ξ
3

3 − ξ
4

2∂2ξ
3

3 − ξ
4

3∂3ξ
3

3 − ξ
4

4∂4ξ
3

3 = −3ξ
4

4f ′1ξ
4

3;

25◦ ξ
3

1∂1ξ
4

4 + ξ
3

2∂2ξ
4

4 + ξ
3

3∂3ξ
4

4 = −3f ′1(ξ
4

4)2;

26◦ ξ
5

5∂5ξ
3

1 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
3

1 − 1

2

1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
2

1 − 1

2

1

(f2 − f1)3
ξ
5

5f ′2ξ
1

1;

27◦ ξ
5

5∂5ξ
3

2 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
3

2 − 1

2

1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
2

2,

28◦ ξ
5

5∂5ξ
3

3 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
3

3;

29◦ ξ
3

1∂1ξ
5

5 + ξ
3

2∂2ξ
5

5 + ξ
3

3∂3ξ
5

5 = 0;

30◦ ξ
5

5∂5ξ
4

1 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
4

1 − 1

2

1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
3

1 − 1

2

1

(f2 − f1)3
ξ
5

5f ′2ξ
2

1 − 1

2

1

(f2 − f1)4
ξ
5

5f ′2ξ
1

1;

31◦ ξ
5

5∂5ξ
4

2 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
4

2 − 1

2

1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
3

2 − 1

2

1

(f2 − f1)3
ξ
5

5f ′2ξ
2

2;

32◦ ξ
5

5∂5ξ
4

3 = −1
2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
4

3 − 1

2

1

(f2 − f1)2
ξ
5

5f ′2ξ
3

3;

33◦ ξ
5

5∂5ξ
4

4 = −1

2

1

f2 − f1
ξ
5

5f ′2ξ
4

4;

34◦ ξ
4

1∂1ξ
5

5 + ξ
4

2∂2ξ
5

5 + ξ
4

3∂3ξ
5

5 + ξ
4

4∂4ξ
5

5 =
2

f2 − f1
ξ
4

4f ′1ξ
5

5;

здесь f ′1 ≡ df1/dx
4, f ′2 ≡ df2/dx

5.
Интегрируя уравнения 10◦, 2◦, 20◦, 5◦, 14◦, 27◦, 11◦, 19◦, 29◦ и 34◦, найдем

ξ
1

1 =
1

(f2 − f1)1/2
T1(x1, x2, x3, x4), ξ

2

2 =
1

(f2 − f1)1/2
T2(x2, x3, x4),

ξ
3

3 =
1

(f2 − f1)1/2
T3(x3, x4), ξ

5

5 =
1

(f1 − f2)2
T5(x

5),

где T1, T2, T3 и T5 —произвольные функции указанных переменных. После преобразования ко-
ординат

x1
′

=

∫
T−1
1 dx1, x2

′
=

∫
T−1
2 dx2, x3

′
=

∫
T−1
3 dx3, x4

′
= x4, x5

′
=

∫
T−1
5 dx5,
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которое не меняет приведенных выше результатов, опустив штрихи, получим

ξ
1

1 = ξ
2

2 = ξ
3

3 =
1

(f2 − f1)1/2
, ξ

5

5 =
1

(f1 − f2)2
. (2.28)

Интегрируя с учетом этих равенств уравнения 9◦, 18◦, 25◦ и 33◦, найдем

ξ
4

4 =
1

3(f2 − f1)1/2(f ′1(x3) + ω(x4))
.

Здесь так же, как в предыдущих разделах, возможны два варианта: f ′1 �= 0 и f ′1 = 0. В первом
случае сделаем замену координат

x̄4 = f1(x
4), x̄k = xk, p �= 4

и положим ω̄ = (f ′1)−1ω; в итоге

ξ̄
4

4
=

1

3(f2 − f1)1/2(x3 + ω̄)
, ξ̄

4

p
= ξ

4

p, p �= 4.

Во втором случае сделаем замену

x̄4 = 3

∫
ωdx4.

Оба случая объединяют формулы

f1 = ε1x
4 + (1 − ε1)c1, c1 = const,

ξ
4

4 =
1

(f2 − f1)1/2A
, A ≡ 3ε1

(
x3 + ω(x4)

)
+ 1 − ε1,

где ε1 равно 0 или 1 (штрихи опущены).
Интегрирование уравнений 1◦ и 20◦ дает

ξ
2

1 =
1

2(f2 − f1)1/2
(Σ1 +D(x2, x3, x4)),

где D—произвольная функция указанных переменных и введено обозначение

Σ1 ≡ 1

f2 − f1
.

После замены координат

x1
′

= x1 − 1

2

∫
Ddx2, xp

′
= xp, p �= 1,

опуская штрихи, получим

ξ
2

1 =
1

2(f2 − f1)1/2
Σ1. (2.29)

Из уравнений 3◦, 12◦ и 26◦ выводим

ξ
3

1 =
1

8(f2 − f1)1/2

(
2Σ2 + (Σ1)

2 + 2Λ(x3, x4)
)
,

где Λ—произвольная функция x3 и x4,

Σ2 ≡ 1

(f2 − f1)2
.

В новых координатах

x1
′

= x1 − 1

2

∫
Λdx3, xp

′
= xp, p �= 1,

опустив штрихи, имеем

ξ
3

1 =
1

8(f2 − f1)1/2
(
(Σ1)2 + 2Σ2

)
. (2.30)

Интегрирование уравнений 4◦, 13◦ и 27◦ дает

ξ
3

2 =
1

2(f2 − f1)1/2

(
Σ1 + F (x3, x4)

)
,
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где F —произвольная функция x3, x4. Сделав замену координат

x2
′

= x2 −
∫
Fdx3, xp

′
= xp, p �= 2,

будем иметь

ξ
3

2 =
1

2(f2 − f1)1/2
Σ1. (2.31)

В результате интегрирования уравнений 8◦, 17◦, 24◦ и 32◦ получим

ξ
4

3 =
1

2A(f2 − f1)1/2
(
AΣ1 + 3P (x4) − 4ε1x

2
)
,

где P —произвольная функция x4. В новых координатах

x3
′

= x3 −
∫
Pdx4, xp

′
= xp, p �= 3,

опустив штрихи, имеем

ξ
4

3 =
1

2A(f2 − f1)1/2
(
AΣ1 − 4ε1x

2
)
. (2.32)

Интегрируя уравнения 7◦, 16◦, 23◦ и 31◦, найдем

ξ
4

2 =
1

8A(f2 − f1)1/2

(
2AΣ2 +A(Σ1)

2 + 3Q(x4) − 8ε1x
1
)
,

где Q—произвольная функция x4. Выполнив замену координат

x2
′

= x2 −
∫
Qdx4, xp

′
= xp, p �= 2,

получим

ξ
4

2 =
1

8A(f2 − f1)1/2
(
2AΣ2 +A(Σ1)2 − 8ε1x

1
)
. (2.33)

Из уравнений 6◦, 15◦, 22◦ и 30◦ следует

ξ
4

1 =
1

6(f2 − f1)1/2

(
Σ3 +

3

4
Σ1Σ2 +

1

8
(Σ1)

3

)
, (2.34)

где
Σ3 ≡ 1

(f2 − f1)3
.

Используя найденные векторы косонормального репера с компонентами

ξ
1

1 = ξ
2

2 = ξ
3

3 =
1

(f2 − f1)1/2
, ξ

2

1 =
1

2(f2 − f1)3/2
,

ξ
3

1 =
3

8(f2 − f1)5/2
, ξ

3

2 =
1

2(f2 − f1)3/2
,

ξ
4

1 =
5

16(f2 − f1)7/2
, ξ

4

2 =
1

8(f2 − f1)1/2

(
3

(f2 − f1)2
− 8

A
ε1x

1

)
,

ξ
4

3 =
1

2(f2 − f1)1/2

(
1

f2 − f1
− 4

A
ε1x

2

)
,

ξ
4

4 =
1

A(f2 − f1)1/2
, ξ

5

5 =
1

(f1 − f2)2
,

A = 3ε1
(
x3 + ω(x4)

)
+ 1 − ε1,

(2.35)

по формулам (??), (??) вычислим канонические 1-формы:

θ1 = (f2 − f1)
1/2Adx4, θ2 = (f2 − f1)

1/2

(
dx3 −

(
1

2

A

f2 − f1
− 2ε1x

2

)
dx4
)
,

θ3 = (f2 − f1)
1/2

(
dx2 − 1

2

dx3

f2 − f1
−
(

1

8

A

(f2 − f1)2
− ε1x

1 +
ε1x

2

f2 − f1

)
dx4
)
,
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θ4 = (f2 − f1)
1/2

(
dx1 − 1

2

dx2

f2 − f1
− 1

8

dx3

(f2 − f1)2
−
(

1

16

A

(f2 − f1)3
+

1

2

ε1x
1

f2 − f1
+

1

4

ε1x
2

(f2 − f1)2

)
dx4
)
,

θ5 = (f1 − f2)
2dx5,

и затем, по формулам (2.6), найдем компоненты метрики g и билинейной формы h. Непосред-
ственной проверкой убедимся в том, что тензорные поля g, h и ϕ удовлетворяют уравнению
Эйзенхарта. Ввиду этого справедлива следующая теорема.

Теорема 2.5. Пусть M —пятимерное многообразие с метрикой g и связностью Леви-Чи-
вита ∇. Пусть 0-форма ϕ и симметричная билинейная форма h характеристики χ41 = {41}
определены в M или в некоторой области V ⊆ M и пусть f1, f2— различные характеристи-
ческие корни билинейной формы h − 2ϕg кратностей соответственно 4 и 1. Для того чтобы
h, g и ϕ удовлетворяли уравнению Эйзенхарта, т.е. для того чтобы M было h-пространством
типа χ41 = {41}, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

g = g1 + g2,

h = (4f1 + f2)g + f1g1 + f2g2 + h0,

ϕ = 2f1 +
1

2
f2

(2.36)

и вокруг каждой точки p ∈ V ⊆M существовала каноническая карта (x,U), в которой

e1g1
∣∣
U

= 2A(f2 − f1)dx
1dx4 + 2(f2 − f1)dx

2dx3+

+ 2
(
2ε1(f2 − f1)x

2 −A
)
dx2dx4 − (dx3)2 + 2ε1

(
(f2 − f1)x

1 − 2x2
)
dx3dx4+

+ 4ε1

(
(f2 − f1)x

1x2 − (x2)2 − 1

2
Ax1

)
(dx4)2,

e2g2
∣∣
U

= (f1 − f2)
4(dx5)2,

e1h0
∣∣
U

= 2A(f2 − f1)dx
2dx4 + (f2 − f1)(dx

3)2 + 2
(
2ε1(f2 − f1)x

2 −A
)
dx3dx4+

+ 4ε1

(
(f2 − f1)

(
(x2)2 +

1

2
Ax1

)
−Ax2

)
(dx4)2,

(2.37)

где
f1 = ε1x

4 + (1 − ε1)c1, f2 = μ(x5), c1 = const, A = 3ε1
(
x3 + ω(x4)

)
+ 1 − ε1,

ε1 принимает значения 0 или 1, e1, e2 = ±1, ω—функция x4.

Отсюда вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.6. Векторное поле X ∈ TM тогда и только тогда является (локальным) про-
ективным движением типа {41} на пятимерном псевдоримановом многообразии (M,g), когда
выполняется равенство LXg = h, где метрика g и билинейная форма h определены формулами
(2.36)–(2.37) (см. теорему 2.5).

2.5. H-пространства типа {5}. Найдем метрики h-пространств типа {5}. Из (2.13) следуют
равенства

Yiλ =
2

5
δi5Y5ϕ, i = 1, . . . , 5. (2.38)

С помощью формулы (??) составим скобки Ли векторных полей Y1, . . . , Y5:

[Y1, Y2] = 0, [Y1, Y3] = 0, [Y1, Y4] = 0, [Y1, Y5] = −2

5
(Y5ϕ)Y2,

[Y2, Y3] = 0, [Y2, Y4] = 0, [Y2, Y5] = −4

5
(Y5ϕ)Y3, [Y3, Y4] = 0,

[Y3, Y5] = −6

5
(Y5ϕ)Y4, [Y4, Y5] = −8

5
(Y5ϕ)Y5.

(2.39)

Отсюда видно, что каждая из четырех систем дифференциальных уравнений

Y1u = Y2u = Y3u = Y4u = 0, Y1u = Y2u = Y3u = 0, Y1u = Y2u = 0, Y1u = 0,
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является вполне интегрируемой (см. раздел 2.2). Обозначим решения первой системы u5. Одно
из двух независимых решений второй системы выберем равным u5, а второе обозначим u4. Неза-
висимые решения третьей системы выберем в виде u3, u4, u5, а независимые решения последней
системы — в виде u2, u3, u4, u5 и обозначим через u1 какую-либо функцию, не зависящую от u2,
u3, u4 и u5.

В новых координатах xi′ = ui, опустив штрихи, получим

ξ
1

i = Q(x)δi1, ξ
2

3 = ξ
2

4 = ξ
2

5 = ξ
3

4 = ξ
3

5 = ξ
4

5 = 0. (2.40)

С учетом этих равенств из (2.13) и (2.38) следует, что λ зависит только от x5: λ ≡ f(x5), при этом

ϕ =
5

2
f(x5).

Заметив, что из (2.40) ввиду условия det
(
ξ
j

i
)

�= 0 следует ξ
i

i �= 0 при i = 1, . . . , 5, приравняем

в каждой координатной окрестности U координаты векторных полей слева и справа в уравне-
ниях (2.39) и с помощью формулы (??) получим следующую систему 34 дифференциальных
уравнений с неизвестными ξ

i

j:

1◦ ξ
1

1∂1ξ
2

1 − ξ
2

1∂1ξ
1

1 − ξ
2

2∂2ξ
1

1 = 0;

2◦ ξ
1

1∂1ξ
2

2 = ξ
1

1∂1ξ
3

2 = ξ
1

1∂1ξ
3

3 = 0;

3◦ ξ
1

1∂1ξ
3

1 − ξ
3

1∂1ξ
1

1 − ξ
3

2∂2ξ
1

1 − ξ
3

3∂3ξ
1

1 = 0;

4◦ ξ
1

1∂1ξ
4

1 − ξ
4

1∂1ξ
1

1 − ξ
4

2∂2ξ
1

1 − ξ
4

3∂3ξ
1

1 − ξ
4

4∂4ξ
1

1 = 0;

5◦ ξ
1

1∂1ξ
4

2 = ξ
1

1∂1ξ
4

3 = ξ
1

1∂1ξ
4

4 = 0;

6◦ ξ
1

1∂1ξ
5

1 − ξ
5

1∂1ξ
1

1 − ξ
5

2∂2ξ
1

1 − ξ
5

3∂3ξ
1

1 − ξ
5

4∂4ξ
1

1 − ξ
5

5∂5ξ
1

1 = −f ′ξ
2

1ξ
5

5;

7◦ ξ
1

1∂1ξ
5

2 = −f ′ξ
2

2ξ
5

5;

8◦ ξ
1

1∂1ξ
5

3 = ξ
1

1∂1ξ
5

4 = ξ
1

1∂1ξ
5

5 = 0;

9◦ ξ
2

1∂1ξ
3

1 + ξ
2

2∂2ξ
3

1 − ξ
3

1∂1ξ
2

1 − ξ
3

2∂2ξ
2

1 − ξ
3

3∂3ξ
2

1 = 0;

10◦ ξ
2

1∂1ξ
3

2 + ξ
2

2∂2ξ
3

2 − ξ
3

1∂1ξ
2

2 − ξ
3

2∂2ξ
2

2 − ξ
3

3∂3ξ
2

2 = 0;

11◦ ξ
2

1∂1ξ
3

3 + ξ
2

2∂2ξ
3

3 = 0;

12◦ ξ
2

1∂1ξ
4

1 + ξ
2

2∂2ξ
4

1 − ξ
4

1∂1ξ
2

1 − ξ
4

2∂2ξ
2

1 − ξ
4

3∂3ξ
2

1 − ξ
4

4∂4ξ
2

1 = 0;

13◦ ξ
2

1∂1ξ
4

2 + ξ
2

2∂2ξ
4

2 − ξ
4

1∂1ξ
2

2 − ξ
4

2∂2ξ
2

2 − ξ
4

3∂3ξ
2

2 − ξ
4

4∂4ξ
2

2 = 0;

14◦ ξ
2

1∂1ξ
4

3 + ξ
2

2∂2ξ
4

3 = 0;

15◦ ξ
2

1∂1ξ
4

4 + ξ
2

2∂2ξ
4

4 = 0;

16◦ ξ
2

1∂1ξ
5

1 + ξ
2

2∂2ξ
5

1 − ξ
5

1∂1ξ
2

1 − ξ
5

2∂2ξ
2

1 − ξ
5

3∂3ξ
2

1 − ξ
5

4∂4ξ
2

1 − ξ
5

5∂5ξ
2

1 = −2f ′ξ
3

1ξ
5

5;

17◦ ξ
2

1∂1ξ
5

2 + ξ
2

2∂2ξ
5

2 − ξ
5

1∂1ξ
2

2 − ξ
5

2∂2ξ
2

2 − ξ
5

3∂3ξ
2

2 − ξ
5

4∂4ξ
2

2 − ξ
5

5∂5ξ
2

2 = −2f ′ξ
3

2ξ
5

5;

18◦ ξ
2

1∂1ξ
5

3 + ξ
2

2∂2ξ
5

3 = −2f ′ξ
3

3ξ
5

5;

19◦ ξ
2

1∂1ξ
5

4 + ξ
2

2∂2ξ
5

4 = 0;

20◦ ξ
2

1∂1ξ
5

5 + ξ
2

2∂2ξ
5

5 = 0;

21◦ ξ
3

1∂1ξ
4

1 + ξ
3

2∂2ξ
4

1 + ξ
3

3∂3ξ
4

1 − ξ
4

1∂1ξ
3

1 − ξ
4

2∂2ξ
3

1 − ξ
4

3∂3ξ
3

1 − ξ
4

4∂4ξ
3

1 = 0;

22◦ ξ
3

1∂1ξ
4

2 + ξ
3

2∂2ξ
4

2 + ξ
3

3∂3ξ
4

2 − ξ
4

1∂1ξ
3

2 − ξ
4

2∂2ξ
3

2 − ξ
4

3∂3ξ
3

2 − ξ
4

4∂4ξ
3

2 = 0;
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23◦ ξ
3

1∂1ξ
4

3 + ξ
3

2∂2ξ
4

3 + ξ
3

3∂3ξ
4

3 − ξ
4

1∂1ξ
3

3 − ξ
4

2∂2ξ
3

3 − ξ
4

3∂3ξ
3

3 − ξ
4

4∂4ξ
3

3 = 0;

24◦ ξ
3

1∂1ξ
4

4 + ξ
3

2∂2ξ
4

4 + ξ
3

3∂3ξ
4

4 = 0;

25◦ ξ
3

1∂1ξ
5

1 + ξ
3

2∂2ξ
5

1 + ξ
3

3∂3ξ
5

1 − ξ
5

1∂1ξ
3

1 − ξ
5

2∂2ξ
3

1 − ξ
5

3∂3ξ
3

1 − ξ
5

4∂4ξ
3

1 − ξ
5

5∂5ξ
3

1 = −3f ′ξ
4

1ξ
5

5;

26◦ ξ
3

1∂1ξ
5

2 + ξ
3

2∂2ξ
5

2 + ξ
3

3∂3ξ
5

2 − ξ
5

1∂1ξ
3

2 − ξ
5

2∂2ξ
3

2 − ξ
5

3∂3ξ
3

2 − ξ
5

4∂4ξ
3

2 − ξ
5

5∂5ξ
3

2 = −3ξ
5

5f ′ξ
4

2;

27◦ ξ
3

1∂1ξ
5

3 + ξ
3

2∂2ξ
5

3 + ξ
3

3∂3ξ
5

3 − ξ
5

1∂1ξ
3

3 − ξ
5

2∂2ξ
3

3 − ξ
5

3∂3ξ
3

3 − ξ
5

4∂4ξ
3

3 − ξ
5

5∂5ξ
3

3 = −3ξ
5

5f ′ξ
4

1;

28◦ ξ
3

1∂1ξ
5

4 + ξ
3

2∂2ξ
5

4 + ξ
3

3∂3ξ
5

4 = −3ξ
5

5f ′ξ
4

4;

29◦ ξ
3

1∂1ξ
5

5 + ξ
3

2∂2ξ
5

5 + ξ
3

3∂3ξ
5

5 = 0;

30◦ ξ
4

1∂1ξ
5

1 + ξ
4

2∂2ξ
5

1 + ξ
4

3∂3ξ
5

1 + ξ
4

4∂4ξ
5

1 − ξ
5

1∂1ξ
4

1 − ξ
5

2∂2ξ
4

1 − ξ
5

3∂3ξ
4

1 − ξ
5

4∂4ξ
4

1 − ξ
5

5∂5ξ
4

1 = −4f ′ξ
5

1ξ
5

5;

31◦ ξ
4

1∂1ξ
5

2 + ξ
4

2∂2ξ
5

2 + ξ
4

3∂3ξ
5

2 + ξ
4

4∂4ξ
5

2 − ξ
5

1∂1ξ
4

2 − ξ
5

2∂2ξ
4

2 − ξ
5

3∂3ξ
4

2 − ξ
5

4∂4ξ
4

2 − ξ
5

5∂5ξ
4

2 = −4f ′ξ
5

2ξ
5

5;

32◦ ξ
4

1∂1ξ
5

3 + ξ
4

2∂2ξ
5

3 + ξ
4

3∂3ξ
5

3 + ξ
4

4∂4ξ
5

3 − ξ
5

1∂1ξ
4

3 − ξ
5

2∂2ξ
4

3 − ξ
5

3∂3ξ
4

3 − ξ
5

4∂4ξ
4

3 − ξ
5

5∂5ξ
4

3 = −4f ′ξ
5

3ξ
5

5;

33◦ ξ
4

1∂1ξ
5

4 + ξ
4

2∂2ξ
5

4 + ξ
4

3∂3ξ
5

4 + ξ
4

4∂4ξ
5

4 − ξ
5

1∂1ξ
4

4 − ξ
5

2∂2ξ
4

4 − ξ
5

3∂3ξ
4

4 − ξ
5

4∂4ξ
4

4 − ξ
5

5∂5ξ
4

4 = −4f ′ξ
5

4ξ
5

5;

34◦ ξ
4

1∂1ξ
5

5 + ξ
4

2∂2ξ
5

5 + ξ
4

3∂3ξ
5

5 + ξ
4

4∂4ξ
5

5 = −4f ′
(
ξ
5

5
)2
;

здесь f ′ ≡ df/dx5.
Из уравнений 2◦, 5◦, 11◦, 15◦ и 24◦ следуют равенства

∂1ξ
2

2 = ∂1ξ
3

3 = ∂2ξ
3

3 = ∂1ξ
4

4 = ∂2ξ
4

4 = ∂3ξ
4

4 = 0.

С учетом этого имеем
ξ
1

1 = Φ1, ξ
2

2 = Φ2, ξ
3

3 = Φ3, ξ
4

4 = Φ4,

где Φ1 = Φ1(x
1, x2, x3, x4, x5), Φ2 = Φ2(x

2, x3, x4, x5), Φ3 = Φ3(x
3, x4, x5) и Φ4 = Φ4(x

4, x5)—произ-
вольные ненулевые функции указанных переменных. После преобразования координат

x1
′

=

∫
dx1

Φ1
, x2

′
=

∫
dx2

Φ2
, x3

′
=

∫
dx3

Φ3
, x4

′
=

∫
dx4

Φ4
, x5

′
= x5,

опустив штрихи, получим
ξ
1

1 = ξ
2

2 = ξ
3

3 = ξ
4

4 = 1.

Из уравнений 8◦, 20◦ и 29◦ следует

∂1ξ
5

5 = ∂2ξ
5

5 = ∂3ξ
5

5 = 0.

Интегрируя уравнение 34◦, найдем

ξ
5

5 =
1

4(f ′x4 + η(x5))
.

Возможны два случая: f ′ �= 0 и f ′ = 0. В первом случае сделаем замену координат

x̄5 = f(x5), x̄k = xk, k �= 5,

и положим η̄ = (f ′)−1η; тогда

ξ̄
5

5 =
1

4(x4 + η̄)
, ξ̄

5

k = ξ
5

k, k �= 5.

Во втором случае сделаем замену переменной

x̄5 = 4

∫
ηdx5.

Опустив черту, объединим оба случая формулами

f = εx5 + (1 − ε)c, c = const,
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ξ
5

5 =
1

A
, A ≡ 4ε

(
x4 + η(x5)

)
+ 1 − ε,

где ε равно 0 или 1.
Из уравнения 1◦ следует ∂1ξ

2

1 = 0; вследствие этого получаем

ξ
2

1 = χ(x2, x3, x4, x5),

где χ—произвольная функция указанных переменных. Выполнив замену координат

x1
′

= x1 −
∫
χdx2, xp

′
= xp, p �= 1,

и опустив штрихи, найдем
ξ
2

1 = 0.

Из уравнений 2◦, 3◦, 9◦ и 10◦ следует

∂1ξ
3

1 = ∂2ξ
3

1 = ∂1ξ
3

2 = ∂2ξ
3

2 = 0,

поэтому
ξ
3

1 = Ψ(x3, x4, x5), ξ
3

2 = N(x3, x4, x5),

где Ψ и N —произвольные функции указанных переменных. После преобразования координат

x1
′

= x1 −
∫
Ψdx3, xp

′
= xp, p �= 1,

x2
′

= x2 −
∫
Ndx3, xp

′
= xp, p �= 2;

опустив штрихи, получим
ξ
3

1 = ξ
3

2 = 0.

Из уравнений 4◦, 5◦, 12◦, 13◦, 14◦, 21◦, 22◦ и 23◦ вытекают равенства

∂1ξ
4

1 = ∂2ξ
4

1 = ∂3ξ
4

1 = ∂1ξ
4

2 = ∂2ξ
4

2 = ∂3ξ
4

2 = ∂1ξ
4

3 = ∂2ξ
4

3 = ∂3ξ
4

3 = 0,

поэтому
ξ
4

1 = D(x4, x5), ξ
4

2 = G(x4, x5), ξ
4

3 = Z(x4, x5),

где D, G и Z —произвольные функции указанных переменных. Произведя замену переменных

x1
′

= x1 −
∫
Ddx4, xp

′
= xp, p �= 1,

x2
′

= x2 −
∫
Gdx4, xp

′
= xp, p �= 2,

x3
′

= x3 −
∫
Zdx4, xp

′
= xp, p �= 3,

и опустив штрихи, получим
ξ
4

1 = ξ
4

2 = ξ
4

3 = 0.

Учитывая равенства
∂1ξ

5

1 = ∂2ξ
5

1 = ∂3ξ
5

1 = 0,

вытекающие из уравнений 6◦, 16◦ и 25◦, проинтегрируем уравнение 30◦:

ξ
5

1 =
4W (x5)

A
;

здесь W —произвольная функция x5. Выполнив замену координат

x1
′

= x1 − 4

∫
Wdx5, xp

′
= xp, p �= 5,
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получим (штрихи опущены)
ξ
5

1 = 0.

Из уравнений 7◦, 17◦, 26◦ и 31◦ найдем

ξ
5

2 =
1

A
(4Q(x5) − εx1),

где Q—произвольная функция x5. После преобразования координат

x2
′

= x2 − 4

∫
Q(x5)dx5, xp

′
= xp, p �= 5,

получим
ξ
5

2 = −εx1A−1.

С учетом равенств
∂1ξ

5

3 = ∂3ξ
5

3 = 0,

вытекающих из уравнений 8◦ и 27◦, интегрирование уравнений 18◦, 32◦ дает

ξ
5

3 =
1

A
(4M(x5) − 2εx2),

где M —произвольная функция x5. Замена координат

x3
′

= x3 − 4

∫
Mdx5, xp

′
= xp, p �= 5,

приводит к равенству
ξ
5

3 = −2εx2A−1.

Из уравнений 8◦ и 19◦ следует
∂1ξ

5

4 = ∂2ξ
5

4 = 0.

Интегрирование уравнений 28◦, 33◦ дает

ξ
5

4 =
1

A
(4K(x5) − 3εx3),

где K —произвольная функция x5. В новых координатах

x4
′

= x4 − 4

∫
K(x5)dx5, xp

′
= xp, p �= 5,

опустив штрихи, имеем
ξ
5

4 = −3εx3A−1.

В итоге ненулевые компоненты векторов косонормального репера имеют вид

ξ
1

1 = ξ
2

2 = ξ
3

3 = ξ
4

4 = 1, ξ
5

2 = −εx1A−1,

ξ
5

3 = −2εx2A−1, ξ
5

4 = −3εx3A−1, ξ
5

5 = A−1.
(2.41)

По формулам (??), (??) вычислим компоненты канонических 1-форм в натуральном репере:

θ1 = Adx5, θ2 = dx4 + 3εx3dx5,

θ3 = dx3 + 2εx2dx5, θ4 = dx2 + εx1dx5, θ5 = dx1

и затем по формулам (2.8) — компоненты метрики g и билинейной формы h. Далее непосред-
ственной проверкой убеждаемся в том, что тензорные поля g, h и ϕ удовлетворяют уравнению
Эйзенхарта. Доказана следующая теорема.
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Теорема 2.7. Пусть M —пятимерное многообразие с метрикой g и связностью Леви-Чи-
вита ∇. Пусть 0-форма ϕ и симметричная билинейная форма h характеристики χ5 = {5}
определены в M или в некоторой области V ⊆ M и пусть f —характеристический корень
билинейной формы h − 2ϕg кратности 5. Для того чтобы h, g и ϕ удовлетворяли уравнению
Эйзенхарта, т.е. для того чтобы M было h-пространством типа χ5 = {5}, необходимо и до-
статочно, чтобы выполнялись равенства

h = 6fg + h0, ϕ =
5

2
f (2.42)

и вокруг каждой точки p ∈ V ⊆M существовала каноническая карта (x,U), в которой

eg
∣∣
U

= 2Adx1dx5 + 2dx2dx4 + 6εx3dx2dx5 + (dx3)2 + 4εx2dx3dx5+

+ 2εx1dx4dx5 + 2ε
(

3x1x3 + 2(x2)2
)

(dx5)2,

eh0
∣∣
U

= 2Adx2dx5 + 2dx3dx4 + 6εx3dx3dx5 + 4εx2dx4dx5 + 2ε
(
Ax1 + 6x2x3

)
(dx5)2,

(2.43)

где
f = εx5 + (1 − ε)c, c = const, A = 4ε

(
x4 + τ(x5)

)
+ 1 − ε,

ε принимает значения 0 или 1, e = ±1, τ —функция x5.

Из теоремы 2.7 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.8. Векторное поле X ∈ TM тогда и только тогда является (локальным) про-
ективным движением типа {5} на пятимерном псевдоримановом многообразии (M,g), когда
выполняется равенство LXg = h (??), где метрика g и билинейная форма h определены форму-
лами (2.42)–(2.43) (см. теорему 2.7).
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телеграфных [11], диффузионных уравнений [8, 13] такого вида, различные уравнения в локаль-
но выпуклых (или просто в банаховых) пространствах с приложениями к уравнениям в частных
производных [1, 7, 9, 12, 14]. В то же время обратные коэффициентные задачи рассматривались
для разлиных уравнений с дробной производной [2, 3, 10, 15].
В этой работе исследуются вопросы корректности линейной обратной задачи для уравнения

более сложного вида— с несколькими дробными производными Герасимова—Капуто в банаховых
пространствах

Dα
t Lx(t) =

n∑
j=1

MjD
αj

t x(t) + ϕ(t)u, t ∈ [0, T ], (1)

где n ∈ N\{1}, 0 < α1 < α2 < . . . < αn < α,mn−1 < αn � mn ∈ N,m−1 < α � m, L,Mj ∈ L(X ;Y)
(линейные непрерывные операторы из банахова пространства X в банахово пространство Y),
j = 1, 2, . . . , n − 1, Mn ∈ Cl(X;Y) (линейный замкнутый оператор, плотно определенный в X ,
действующий в Y), ϕ ∈ C([0, T ];C), u ∈ Y, T > 0, с начальными условиями

x(l)(0) = xl ∈ X , l = 0, 1, . . . ,mn − 1, (Px)(l)(0) = xl ∈ X 1, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1, (2)

где P —проектор в пространстве X вдоль подпространства вырождения X 0 (см. в п. 3) на под-
пространство X 1, и с условием переопределения

T∫

0

x(t)dμ(t) = xT ∈ X , (3)

где функция μ имеет ограниченную вариацию на отрезке [0, T ], а условие задается интегралом
Римана—Стилтьеса. Неизвестными в обратной задаче (1)—(3) являются коэффициент u и функ-
ция x : [0, T ] → X .
Во втором разделе сформулирована полученная теорема из работы [6] об однозначной разре-

шимости прямой задачи (1), (2) для разрешенного относительно старшей дробной производной
уравнения, когда X = Y, L = I и поэтому P = I, содержащего ограниченные операторы при млад-
ших производных. Формула решения из этой теоремы использована для исследования обратной
задачи (1)—(3) для этого уравнения. Получен критерий ее корректности в терминах обратимости
оператора, построенного по данным задачи.
В разделе 3 рассмотрена обратная коэффициентная задача (1)—(3) для вырожденного эво-

люционного уравнения, т.е. при kerL �= {0}. В предположении (L, 0)-ограниченности оператора
Mn исходная вырожденная задача редуцирована к двум обратным задачам на двух взаимно до-
полняющих друг друга подпространствах для уравнений, разрешенных относительно старшей
производной. На основе результата второго параграфа получен критерий корректности обратной
задачи для вырожденного уравнения.
В последнем разделе полученные абстрактные результаты использованы при исследовании

класса обратных задач для уравнений с многочленами от эллиптического дифференциального по
пространственным переменным оператора. Приведены примеры, иллюстрирующие полученные
результаты.

2. Oбратная задача для уравнения, разрешенного относительно старшей производ-
ной. Пусть m − 1 < α � m ∈ N, Dm

t — обычная производная порядка m, J0
t := I, дробный

интеграл Римана—Лиувилля Jβ
t порядка β > 0 и дробная производная Герасимова—Капуто Dα

t

порядка α > 0 определяются соотношениями соответственно

Jβ
t z(t) :=

t∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)
z(s)ds, Dα

t z(t) := Dm
t J

m−α
t

(
z(t) −

m−1∑
k=0

z(k)(0)
tk

k!

)
.
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Пусть Z —банахово пространство. Рассмотрим обратную задачу для уравнения с несколькими
дробными производными Герасимова—Капуто

Dα
t z(t) =

n∑
j=1

AjD
αj

t z(t) + ϕ(t)u, t ∈ [0, T ], (4)

где n ∈ N \ {1}, 0 < α1 < α2 < . . . < αn < α, mj − 1 < αj � mj ∈ N, j = 1, 2, . . . , n, m− 1 < α � m,
Aj ∈ L(Z) (линейные непрерывные операторы в банаховом пространстве Z), j = 1, 2, . . . , n,
ϕ ∈ C([0, T ];C), u ∈ Y, T > 0, с начальными условиями Коши

z(l)(0) = zl ∈ Z, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (5)

и с условием переопределения
T∫

0

x(t)dμ(t) = xT ∈ X , (6)

где μ—функция ограниченной вариации на отрезке [0, T ]. Неизвестными в обратной зада-
че (1)—(3) являются коэффициент u и функция x : [0, T ] → X .
Обозначим nl := n+ 1 при l > mn − 1 или nl := min{j ∈ {1, 2, . . . , n} : l � mj − 1} в противном

случае,

R := max

{
1

2n
, ‖Aj‖L(Z) : j = 1, 2, . . . , n

}
, r0 := (2Rn)

1
α−αn ,

γ1 := {λ ∈ C : |λ| = r0, arg λ ∈ (−π, π)}, γ2 := {λ ∈ C : arg λ = π, λ ∈ [−r0,−∞)},

γ3 := {λ ∈ C : arg λ = −π, λ ∈ (−∞,−r0]}, γ :=

3⋃
k=1

γk,

Zl(t) :=
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑
j=1

λαjAj

)−1(
λα−l−1I −

n∑
j=nl

λαj−l−1Aj

)
eλtdλ, t > 0,

при l = 0, 1, . . . ,m− 1,

Z(t) :=
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑
j=1

λαjAj

)−1

eλtdλ, t > 0.

Решением прямой задачи (4), (5) (с известным u ∈ Z) называется функция z ∈ Cm−1([0, T ];Z),
для которой Dα

t z,D
αj

t Ajz ∈ C([0, T ];Z), j = 1, 2, . . . , n, и выполняются равенства (4) при всех
t ∈ [0, T ] и (5).

Теорема 1 (см. [6]). Пусть Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . , n, ϕ ∈ C([0, T ];C), u ∈ Z, zl ∈ Z, l =
0, 1, . . . ,m − 1. Тогда существует единственное решение задачи (4), (5), при этом оно имеет
вид

z(t) =

m−1∑
l=0

Zl(t)zl +

t∫

0

Z(t− s)ϕ(s)uds. (7)

Введем также обозначения

ψ := zT −
T∫

0

m−1∑
l=0

Zl(t)zldμ(t), χ :=

T∫

0

dμ(t)

t∫

0

Z(t− s)ϕ(s)ds.

Решением обратной задачи (4)—(6) (с неизвестным u ∈ Z) называется пара (z(t), u), где u ∈ Z,
функция z является решением задачи (4), (5) с этим u, удовлетворяющее условию переопределе-
ния (6). Часто для краткости решением обратной задачи будем называть только соответствующее
u ∈ Z.
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Задачу (4)—(6) назовем корректной, если для любых zl ∈ Z, l = 0, 1, . . . ,m − 1, zT ∈ Z суще-
ствует единственное решение (z(t), u), для которого

‖u‖Z � C

(m−1∑
l=0

‖zl‖Z + ‖zT ‖Z
)
,

где константа C не зависит от zl ∈ Z, l = 0, 1, . . . ,m− 1, zT ∈ Z.
Теорема 2. Пусть Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . , n, ϕ ∈ C([0, T ];R), μ : [0, T ] → R—функция

ограниченной вариации. Тогда задача (4)—(6) корректна в том и только в том случае, когда
χ−1 ∈ L(Z). При этом решение имеет вид u = χ−1ψ.

Доказательство. По теореме 1 решение задачи Коши (4), (5) существует для любых zl ∈ Z,
l = 0, 1, . . . ,m− 1, u ∈ Z и имеет вид (7). Подставив (7) в (6), получим равенство

T∫

0

⎛
⎝m−1∑

l=0

Zl(t)zl +

t∫

0

Z(t− s)ϕ(s)dsu

⎞
⎠ dμ(t) = zT ,

которое имеет вид χu = ψ, т.е. задача (4)—(6) эквивалентна этому уравнению. Поэтому задача
однозначно разрешима при любом ψ ∈ Z тогда и только тогда, когда существует обратный
оператор χ−1 ∈ L(Z). Из вида решения u = χ−1ψ следует корректность обратной задачи в случае
χ−1 ∈ L(Z). �

3. Обратная задача для вырожденного эволюционного уравнения. Пусть X , Y — бана-
ховы пространства, L(X ;Y)—пространство линейных непрерывных операторов, действующих из
X в Y, Cl(X ;Y)—множество всех линейных замкнутых операторов с областью определения, плот-
ной в X , действующих в Y. Будем предполагать, что n ∈ N \ {1}, L,M1,M2, . . . ,Mn−1 ∈ L(X ;Y),
kerL �= {0}, Mn ∈ Cl(X ;Y), DMn — область определения оператора Mn, на которой задана норма
графика ‖ · ‖DMn

:= ‖ · ‖X + ‖Mn · ‖Y . Обозначим ρL(Mn) := {μ ∈ C : (μL −Mn)−1 ∈ L(Y;X )},
RL

μ(Mn) := (μL−Mn)−1L, LL
μ(Mn) := L(μL−Mn)−1.

Оператор Mn называется (L, σ)-ограниченным, если

∃a > 0 ∀μ ∈ C (|μ| > a) ⇒ (μ ∈ ρL(Mn)).

В случае (L, σ)-ограниченности оператора Mn определим проекторы

P :=
1

2πi

∫

Γ

RL
μ(Mn)dμ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫

Γ

LL
μ(Mn)dμ ∈ L(Y),

где Γ := {μ ∈ C : |μ| = r > a} (см. [16, с. 89, 90]). Положим X 0 := kerP , X 1 := imP , Y0 := kerQ,
Y1 := imQ. Обозначим для краткости P0 := I − P , Q0 := I − Q, через Lr (Mj,r) — сужение
оператора L (Mj) на X r (DMn,r

:= DMn ∩ X r при j = n), r = 0, 1, j = 1, 2, . . . , n. При этом
известно (см. [16, с. 90, 91]), что LP = QL,MnPx = QMnx для x ∈ DMn ,Mn,1 ∈ L(X 1;Y1),Mn,0 ∈
Cl(X 0;Y0), Lr ∈ L(X r;Yr), r = 0, 1, существуют операторы M−1

n,0 ∈ L(Y0;X 0), L−1
1 ∈ L(Y1;X 1).

Дополнительно потребуем в дальнейших рассуждениях выполнения условий коммутирования

MjP = QMj , j = 1, 2, . . . , n − 1. (8)

Далее будем предполагать также, что Mn (L, 0)-ограничен, т.е. L0 —нулевой оператор.
Рассмотрим обратную задачу для вырожденного эволюционного уравнения

Dα
t Lx(t) =

n∑
j=1

D
αj

t Mjx(t) + ϕ(t)u, t ∈ [0, T ], (9)

где 0 < α1 < α2 < . . . < αn < α, mj − 1 < αj � mj ∈ N, j = 1, 2, . . . , n, m − 1 < α � m,
ϕ ∈ C([0, T ];R), u ∈ Y, T > 0, с начальными условиями

x(l)(0) = xl ∈ X , l = 0, 1, . . . ,mn − 1, (Px)(l)(0) = xl ∈ X 1, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1, (10)



42 К. В. БОЙКО, В. Е. ФЕДОРОВ

и условием переопределения
T∫

0

x(t)dμ(t) = xT ∈ X . (11)

Решением задачи (9), (10) (при заданном u ∈ Y) будем называть функцию x : [0, T ] → DMn , для
которой x ∈ Cmn−1([0, T ];X ), Px ∈ Cm−1([0, T ];X ), Dα

t Lx,D
αj

t Mjx ∈ C([0, T ];X ), j = 1, 2 . . . , n,
выполняются равенства (9) при всех t ∈ [0, T ] и (10).
Решением задачи (9)—(11) (при неизвестном u ∈ Y) будем называть пару (x(t), u), где u ∈ Y,

функция x(t) является решением задачи (9), (10) при этом u ∈ Y, удовлетворяющее условию
переопределения (11). Для краткости решением также будем называть соответствующее u.
Задача (9)—(11) называется корректной, если для любых xl ∈ X , l = 1, 2, . . . ,mn − 1, xl ∈ X 1,

l = mn,mn +1, . . . ,m−1, xT ∈ X существует единственное решение (x(t), u) задачи (9)—(11), при
этом

‖u‖Y � C

(m−1∑
l=1

‖xl‖X + ‖xT ‖X
)
,

где C не зависит от xl ∈ X , l = 1, 2, . . . ,mn − 1, xl ∈ X 1, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1.
Если оператор Mn (L, 0)-ограничен, то задача (9)—(11) эквивалентна системе двух задач на

дополняющих друг друга подпространствах X 0 и X 1:

Dα
t v(t) =

n∑
j=1

D
αj

t L−1
1 Mj,1v(t) + ϕ(t)L−1

1 u1, t ∈ [0;T ], (12)

v(l)(0) = vl, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (13)
T∫

0

v(t)dμ(t) = vT , (14)

и

Dαn
t w(t) = −

n−1∑
j=1

D
αj

t M−1
n,0Mj,0w(t) − ϕ(t)M−1

n,0u
0, t ∈ [0, T ], (15)

w(l)(0) = wl, l = 0, 1, . . . ,mn − 1, (16)
T∫

0

w(t)dμ(t) = wT , (17)

где v(t) = Px(t), w(t) = P0x(t), vl = Pxl, l = 0, 1, . . . ,m − 1, wl = P0xl, l = 0, 1, . . . ,mn − 1, vT =
PxT , wT = P0xT , u1 = Qu, u0 = Q0u. При этом учитывается, что в силу условий (8)Mj : X r → Yr,
r = 0, 1, j = 1, 2, . . . , n − 1. Таким образом, обе обратные задачи (12)—(14) и (15)—(17) являются
невырожденными, а следовательно, по теореме 2 они корректны тогда и только тогда, когда
существует χ−1

0 ∈ L(X 0;Y0) и χ−1
1 ∈ L(X 1;Y1) соответственно. При этом решения имеют вид

u0 = χ−1
0 ψ0, u1 = χ−1

1 ψ1,

где

ψ0 = wT −
T∫

0

mn−1∑
l=0

Xl,0(t)wldμ(t), χ0 = −
T∫

0

dμ(t)

t∫

0

X0(t− s)M−1
n,0ϕ(s)ds,

ψ1 = vT −
T∫

0

m−1∑
l=0

Xl,1(t)vldμ(t), χ1 =

T∫

0

dμ(t)

t∫

0

X1(t− s)L−1
1 ϕ(s)ds,
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для t > 0

Xl,0(t) :=
1

2πi

∫

γ0

(
λαnI +

n−1∑
j=1

λαjM−1
n,0Mj,0

)−1(
λαn−l−1I +

n−1∑
j=(n−1)l

λαj−l−1M−1
n,0Mj,0

)
eλtdλ,

при (n− 1)l = min{j ∈ {1, 2, . . . , n − 1} : l � mj − 1}, l = 0, 1, . . . ,mn − 1,

X0(t) :=
1

2πi

∫

γ0

(
λαnI +

n−1∑
j=1

λαjM−1
n,0Mj,0

)−1

eλtdλ,

Xl,1(t) :=
1

2πi

∫

γ1

(
λαI −

n∑
j=1

λαjL−1
1 Mj,1

)−1(
λα−l−1I −

n∑
j=nl

λαj−l−1L−1
1 Mj,1

)
eλtdλ

при nl = min{j ∈ {1, 2, . . . , n} : l � mj − 1}, l = 0, 1, . . . ,m− 1,

X1(t) :=
1

2πi

∫

γ1

(
λαI −

n∑
j=1

λαjL−1
1 Mj,1

)−1

eλtdλ.

Здесь контуры γ0, γ1 строятся так же, как контур γ для невырожденного случая, но с использо-
ванием в качестве радиуса r0 константы

r0,0 :=

(
2(n − 1) max

{
1

2(n − 1)
, ‖M−1

n,0Mj,0‖L(X 0) : j = 1, 2, . . . , n − 1

}) 1
αn−αn−1

,

r0,1 :=

(
2nmax

{
1

2n
, ‖L−1

1 Mj,1‖L(X 1) : j = 1, 2, . . . , n

}) 1
α−αn

соответственно.
Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть L,Mj ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . , n−1,Mn ∈ Cl(X ;Y) (L, 0)-ограничен, MjP =
QMj , j = 1, 2, . . . , n−1, ϕ ∈ C([0, T ];R). Тогда задача (9)—(11) корректна в том и только в том
случае, когда существуют χ−1

0 ∈ L(X 0;Y0), χ−1
1 ∈ L(X 1;Y1). При этом решение имеет вид

u = χ−1
0 ψ0 + χ−1

1 ψ1.

4. Приложение. Пусть заданы многочлены

Pp(λ) =

p∑
j=0

cjλ
j , Qk

p(λ) =

p∑
j=0

dkjλ
j, cj , d

k
j ∈ C, j = 0, 1, . . . , p, k = 1, 2, . . . , n, cp �= 0,

Ω ⊂ R
d —ограниченная область с гладкой границей ∂Ω,

(Λw)(s) =
∑
|q|�2r

aq(s)
∂|q|w(s)

∂sq11 ∂s
q2
2 . . . ∂sqdd

, aq ∈ C∞(Ω),

(Blw)(s) =
∑
|q|�rl

blq(s)
∂|q|w(s)

∂sq11 ∂s
q2
2 . . . ∂sqdd

, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , r,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ N
d
0, |q| = q1 + . . . + qd, операторный пучок Λ, B1, B2, . . . , Br регулярно эллип-

тичен [4]. Пусть оператор Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) с областью определения

DΛ1 = H2r
{Bl}(Ω) := {w ∈ H2r(Ω) : Blw(s) = 0, l = 1, 2, . . . , r, s ∈ ∂Ω}

действует согласно равенству Λ1w = Λw. Предположим, что Λ1 — самосопряженный оператор,
тогда спектр σ(Λ1) оператора Λ1 действительный и дискретный [4]. Пусть, кроме того, спектр
σ(Λ1) ограничен справа и не содержит нуля, {ϕk : k ∈ N}— ортонормированная в L2(Ω) си-
стема собственных функций оператора Λ1, занумерованных по невозрастанию соответствующих
собственных значений {λk : k ∈ N} с учетом их кратности.
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Рассмотрим обратную задачу

∂lv

∂tl
(s, 0) = vl(s), l = 0, 1, . . . ,m− 1, s ∈ Ω, (18)

BlΛ
kv(s, t) = 0, k = 0, 1, . . . , p− 1, l = 1, 2, . . . , r, (s, t) ∈ ∂Ω × [0, T ], (19)

Dα
t Pp(Λ)v(s, t) =

n∑
j=1

D
αj

t Qj
p(Λ)v(s, t) + ϕ(t)h(s), (s, t) ∈ Ω × [0, T ], (20)

T∫

0

v(s, T )dμ(t) = vT (s), s ∈ Ω, (21)

где n ∈ N \ {1}, 0 � α1 < α2 < . . . < αn < α, mn − 1 < αn � mn ∈ N, m − 1 < α � m ∈ N,
неизвестные функции – v : Ω × [0, T ] → R и h : Ω → R.
Возьмем

X = {w ∈ H2rp(Ω) : BlΛ
kw(s) = 0, k = 0, 1, . . . , p− 1, l = 1, 2, . . . , r, s ∈ ∂Ω},

Y = L2(Ω), L = Pp(Λ) ∈ L(X ;Y), Mj = Qj
p(Λ) ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . , n.

Пусть Pp(λk) �= 0 для всех k ∈ N, тогда существует обратный оператор L−1 ∈ L(Y;X ) и за-
дача (18)—(21) представима в виде (4)—(6), где Z = X , Aj = L−1Mj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . , n,
zl = vl(·), l = 0, 1, . . . ,m − 1, u = L−1h(·). По теореме 2 необходимым и достаточным условием
корректности обратной задачи (18)—(21) является условие существования такого c > 0, что при
всех k ∈ N ∣∣∣∣∣∣

T∫

0

t∫

0

∫

γ

(
λαPp(λk) −

n∑
j=1

λαjQj
p(λk)

)−1

Pp(λk)eλ(t−τ)dλϕ(τ)dτdμ(t)

∣∣∣∣∣∣ � c, (22)

поскольку

χ =
1

2πi

∞∑
k=1

〈·, ϕk〉ϕk

T∫

0

t∫

0

∫

γ

(
λαPp(λk) −

n∑
j=1

λαjQj
p(λk)

)−1

Pp(λk)eλ(t−τ)dλϕ(τ)dτdμ(t),

где 〈·, ·〉— скалярное произведение в L2(Ω).

Пример 1. Возьмем P2(λ) = λ2, n = 2, Q1
2(λ) = a, Q2

2(λ) = 1 + λ, d = 1, Ω = (0, π), r = 1,
Λw = ∂2w

∂s2
, B1 = I, α1 = 1/4, α2 = 4/3, α = 5/2, ϕ ≡ 1, μ(t) = 0 при t ∈ (0, T ), μ имеет единичный

скачок в точке t = T . Тогда m = 3, λk = −k2 при k ∈ N и задача (18)—(21) имеет вид

D
5/2
t

∂4v

∂s4
(s, t) = aD

1/4
t v(s, t) +D

4/3
t

(
1 +

∂2

∂s2

)
v(s, t) + h(s), (s, t) ∈ (0, π) × [0, T ],

v(0, t) = v(π, t) =
∂2v

∂s2
(0, t) =

∂2v

∂s2
(π, t) = 0, t ∈ [0, T ],

v(s, 0) = v0(s),
∂v

∂t
(s, 0) = v1(s),

∂2v

∂t2
(s, 0) = v2(s), s ∈ (0, π),

v(s, T ) = vT (s), s ∈ (0, π),

а условие корректности после некоторых упрощений примет следующий вид:∣∣∣∣∣∣
∫

γ

(λ3/2 − ak−4λ−3/4 − (k−4 − k−2)λ1/3)−1(eλt − eλ(t−T ))dλ

∣∣∣∣∣∣ � c.

Теперь рассмотрим вырожденный случай. Предположим, что Pp(λk) = 0 при некоторых k ∈ N,
тогда операторMn (L, 0)-ограничен при условии, что многочлены Pp и Qn

p не имеют общих корней
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на множестве {λk} (см. [5]), при этом проекторы имеют вид

P =
∑

Pp(λk)�=0

〈·, ϕk〉ϕk, Q =
∑

Pp(λk)�=0

〈·, ϕk〉ϕk.

Имеем
Qj

pP =
∑

Pp(λk)�=0

Qj
p(λk)〈·, ϕk〉ϕk = QQj

p, j = 1, 2, . . . , n − 1.

Начальные условия (10) можно задать в виде

∂lv

∂tl
(s, 0) = vl(s), l = 0, 1, . . . ,mn − 1, s ∈ Ω,

∂lPp(Λ)v

∂tl
(s, 0) = yl(s), l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1, s ∈ Ω,

(23)

где vl ∈ X , l = 0, 1, . . . ,mn − 1, yl ∈ Y1, l = mn,mn + 1, . . . ,m − 1. Действительно, поскольку
оператор Mn (L, 0)-ограничен, то kerP = kerL, и условия (Px)(l) = xl, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1,
эквивалентны условиям (Lx)(l) = yl = L1xl, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1.
Задача (19)—(21), (23) представима в виде (9)—(11) с выбранными выше пространствами X ,

Y и операторами L, Mj, j = 1, 2, . . . , n, xl = vl(·), l = 0, 1, . . . ,mn − 1, xl = L−1
1 yl(·), l = mn,mn +

1, . . . ,m− 1, u = h(·). По теореме 3 задача (19)—(21), (23) корректна тогда и только тогда, когда
существует такое c > 0, что при всех k ∈ N, для которых Pp(λk) �= 0,∣∣∣∣∣∣∣

T∫

0

t∫

0

∫

γ1

(
λαPp(λk) −

n∑
i=1

λαiQi(λk)

)−1

Pp(λk)eλ(t−τ)dλϕ(τ)dτdμ(t)

∣∣∣∣∣∣∣
� c, (24)

а при всех k ∈ N, для которых Pp(λk) = 0,

T∫

0

t∫

0

∫

γ0

( n∑
i=1

λαiQi(λk)

)−1

Qn(λk)eλ(t−τ)dλϕ(τ)dτdμ(t) �= 0. (25)

При этом учитывается конечность числа условий (25), следующая из конечнократности спектра
оператора Λ1.

Пример 2. Пусть P2(λ) = λ(λ + 9), n = 2, Q1
2(λ) = a, Q2

2(λ) = 1 + λ, d = 1, Ω = (0, π), r = 1,
Λw = ∂2w

∂s2
, B1 = I, α1 = 1/4, α2 = 4/3, α = 5/2, ϕ ≡ 1, μ(t) = 0 при t ∈ (0, T ), μ имеет единичный

скачок в точке t = T . Тогда m = 3, m2 = 2, λk = −k2 при k ∈ N, P2(λ3) = 0 и задача (19)—(21),
(23) имеет вид

D
5/2
t

(
∂4

∂s4
+ 9

∂2

∂s2

)
v(s, t) = aD

1/4
t v(s, t) +D

4/3
t

(
1 +

∂2

∂s2

)
v(s, t) + h(s), (s, t) ∈ (0, π) × [0, T ],

v(0, t) = v(π, t) =
∂2v

∂s2
(0, t) =

∂2v

∂s2
(π, t) = 0, t ∈ [0, T ],

v(s, 0) = v0(s),
∂v

∂t
(s, 0) = v1(s),

∂2

∂t2

(
∂4

∂s4
+ 9

∂2

∂s2

)
v(s, 0) = v2(s), s ∈ (0, π),

v(s, T ) = vT (s), s ∈ (0, π),

где v0, v1, vT ∈ X , v2 ∈ Y1.
Необходимые и достаточные условия (24), (25) ее разрешимости есть∣∣∣∣∣∣∣
∫

γ1

((k4 − 9k2)λ3/2 − aλ−3/4 − (1 − k2)λ1/3)−1(k4 − 9k2)(eλt − eλ(t−T ))dλ

∣∣∣∣∣∣∣
� c, k ∈ N \ {3},
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∫

γ0

(−aλ−3/4 + 8λ1/3)−1(eλt − eλ(t−T ))dλ �= 0.
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Аннотация. Рассматриваются новые конструктивные формы известных условий оптимально-
сти управления в управляемых системах с ограничениями в форме задач о неподвижной точке
в пространстве управлений. Построенные формы условий оптимальности позволяют применить
теорию и методы неподвижных точек для разработки новых итерационных алгоритмов поиска
экстремальных управлений в рассматриваемом классе задач оптимального управления с ограни-
чениями.
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Abstract. New constructive forms of well-known optimality conditions for constrained controlled
systems in the form of fixed point problems in the control space are considered. Optimality conditions
proposed allows one to apply the theory and methods of fixed points to develop new iterative algorithms
for finding extremal controls in the class of constrained optimal control problems.
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1. Введение. Известные необходимые условия оптимальности управления в форме принципа
максимума в задачах оптимального управления с ограничениями формулируются на основе пере-
хода к вспомогательным задачам без ограничений с функционалами Лагранжа. При этом поиск
экстремальных, то есть удовлетворяющих необходимым условиям оптимальности, управлений,
существенно осложняется вопросом подбора соответствующих множителей Лагранжа. Классиче-
ский подход в задачах с ограничениями, основанный на решении краевой задачи принципа мак-
симума в пространстве состояний, имеет теоретическое значение и редко применяется в расчетах
прикладных задач. Основной подход состоит в построении релаксационных последовательностей
управлений на базе конструируемых условий улучшения управления, сходящихся при опреде-
ленных условиях к экстремальным управлениям. В частности, широкую известность получили
градиентные методы и их модификации [3, 4], являющиеся локальными методами улучшения
управления.
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Нелокальные методы улучшения управления в задачах оптимального управления в послед-
ние десятилетия активно развивались в иркутской школе методов оптимизации и оптимального
управления под руководством профессоров В. И. Гурмана и В. А Срочко [5,7], а также в Москве
под руководством профессора В. Ф. Кротова [11].
В [1, 2, 9, 10] были разработаны новые методы нелокального улучшения управления на основе

представления условий улучшения управления в форме задач о неподвижной точке операторов
управления в пространстве управлений в различных классах задач оптимального управления,
в [1] — в классе полиномиальных по состоянию задач, в [2] — в классе задач со смешанными управ-
ляющими функциями и параметрами, в [9, 10] — в классах задач с ограничениями, в том числе
с нефиксированным временем. Эти подходы неподвижных точек в пространстве управлений ос-
новываются на построении нестандартных формул приращения функционалов задачи, не содер-
жащих остаточных членов разложений, и являются развитием подхода нелокального улучшения
управления в пространстве состояний, первоначально разработанного в линейных и линейно-
квадратичных по состоянию задачах оптимального управления без ограничений [7].
В настоящей работе рассматривается новый подход к поиску экстремальных управлений в за-

дачах с ограничениями, который основывается на представлении необходимых условий оптималь-
ности в форме задач о неподвижной точке операторов управления в пространстве управлений
в отличие от известной краевой задачи принципа максимума в пространстве фазовых и сопря-
женных состояний. Предлагаемый подход неподвижных точек дает возможность применить и мо-
дифицировать хорошо развитые методы неподвижных точек для решения систем необходимых
условий оптимальности в задачах с ограничениями. Предлагаемые формы и методы принципа
максимума являются расширением и обобщением рассмотренных моделей и методов принципа
максимума в задачах без ограничений [8].

2. Задача с ограничениями. Рассматривается класс задач оптимального управления с огра-
ничениями, приводимых к следующему каноническому виду:

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0, (1)
u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1],

Φ0(u) = ϕ0(x(t1)) +

∫

T

F0(x(t), u(t), t) → inf
u∈V

, (2)

Φ1(u) = ϕ1(x(t1)) = 0, (3)

в которой x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)))— вектор состояния, u(t) = (u1(t), . . . , um(t))— вектор управля-
ющих функций, U ⊆ R

m — замкнутое выпуклое множество. Интервал T фиксирован. В качестве
доступных управляющих функций рассматривается множество V кусочно-непрерывных на T
функций со значениями в множестве U : V = {v ∈ PC(T ) : v(t) ∈ U, t ∈ T}. Функции ϕ0(x),
ϕ1(x) непрерывно дифференцируемы на R

n, функции F0(x, u, t), f(x, u, t) и их частные производ-
ные по x, u непрерывны по совокупности аргументов на множестве Rn×U×T . Функция f(x, u, t)
удовлетворяет условию Липшица по x в R

n × U × T с константой L > 0:

‖f(x, u, t) − f(y, u, t)‖ � L‖x− y‖.
К виду (1)—(3) стандартными способами штрафования за нарушение ограничений могут быть
сведены многие задачи оптимального управления с фазовыми и терминальными ограничениями.
Доступное управление u ∈ V называется допустимым, если выполняется функциональное огра-

ничение (3). Множество допустимых управлений обозначим

D = {v ∈ V : Φ1(v) = ϕ1(x(t1)) = 0}.
Рассмотрим вспомогательную задачу без ограничений на основе функционала Лагранжа:

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0, (4)
u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1],

Lλ(u) = λ0Φ0(u) + λ1Φ1(u) → inf
u∈V

, λ = (λ0, λ1) ∈ R
2, λ �= 0. (5)
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Функция Понтрягина с сопряженной переменной ψ ∈ R
n и стандартная сопряженная система

в задаче Лагранжа (4)—(5) имеют вид

Hλ(ψ, x, u, t) = 〈ψ, f(x, u, t)〉 − λ0F0(x, u, t),

ψ̇(t) = −Hλ
x (ψ(t), x(t), u(t), t), t ∈ T, (6)

ψ(t1) = −ϕλ
x(x(t1)), ϕλ(x) = λ0ϕ0(x) + λ1ϕ1(x).

Для доступного управления v ∈ V обозначим через x(t, v), t ∈ T , решение системы (1) при
u(t) = v(t), а через ψλ(t, v), t ∈ T , — решение стандартной сопряженной системы (6) при x(t) =
x(t, v) и u(t) = v(t).
Известное необходимое условие оптимальности (принцип максимума) для допустимого управ-

ления v ∈ V в задаче (1)—(3) при некотором λ �= 0 в введенных обозначениях записывается
в виде:

v(t) = arg max
w∈U

Hλ(ψλ(t, v), x(t, v), w, t), t ∈ T. (7)

В качестве следствия отсюда следует известное ослабленное необходимое условие (дифферен-
циальный принцип максимума), которое в проекционной форме представляется в виде:

v(t) = PU (v(t) + αHλ
u (ψλ(t, v), x(t, v), v(t), t)), t ∈ T, α > 0. (8)

Здесь вводится обозначение PU для оператора проектирования на множество U ⊂ R
m в евклидо-

вой норме.
Отметим, что условие (8) достаточно проверить хотя бы для одного α > 0. В линейной по

управлению задаче (1)—(3) (функции f(x, u, t), F0(x, u, t) линейны по аргументу u) условия (7)
и (8) являются эквивалентными.
Используя отображение

u∗(ψ, x, t) = arg max
w∈U

Hλ(ψ, x,w, t), ψ ∈ R
n, x ∈ R

n, t ∈ T,

условие (7) может быть представлено в следующем виде:

v(t) = u∗(ψλ(t, v), x(t, v), t), t ∈ T.

Вводя отображение для α > 0

wα(ψ, x,w, t) = PU (u+ αHλ
u (ψ, x,w, t)), ψ ∈ R

n, x ∈ R
n, w ∈ U, t ∈ T,

условие (8) можно записать в форме

v(t) = wα(ψλ(t, v), x(t, v), v(t), t), t ∈ T, α > 0.

Вырожденный случай (λ0 = 0) необходимых условий оптимальности в конкретных задачах
оптимального управления, как правило, исследуется аналитически с учетом ограничения (3).
В регулярном случае (λ0 = 1) для поиска экстремальных управлений к указанным необходимым
условиям оптимальности присоединяется условие ограничения (3), и полученные системы урав-
нений (3), (7) и (3), (8) относительно пары неизвестных (v, λ1) ∈ V × R решаются численными
методами.
В данной работе для регулярного случая предлагается новый подход для поиска экстремаль-

ных управлений на основе конструируемых условий принципа максимума в форме операторных
задач о неподвижной точке.

3. Операторные формы принципа максимума. Определим отображение X с помощью
соотношения

X(v) = x, v ∈ V, x(t) = x(t, v), t ∈ T.

Второе отображение Ψ сконструируем аналогичным образом:

Ψ(v) = ψ, v ∈ V, ψ(t) = ψλ(t, v), t ∈ T.

Третье отображение V ∗ построим в виде

V ∗(ψ, x) = v∗, ψ ∈ C(T ), x ∈ C(T ),
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v∗(t) = u∗(ψ(t), x(t), t) = arg max
w∈U

Hλ(ψ(t), x(t), w, t), t ∈ T,
где C(T )—пространство непрерывных на T функций. Здесь зависимость отображения Ψ, V ∗
и других вводимых далее отображений от множителя Лагранжа явно не указывается, чтобы не
загромождать вводимые обозначения.
В результате условие (7) можно представить как операторное уравнение в форме задачи о непо-

движной точке в пространстве управлений:

v = V ∗(Ψ(v),X(v)) = G∗
1(v), v ∈ V. (9)

Построим новые операторные уравнения, эквивалентные условию (7).
Введем отображение X∗ следующим образом:

X∗(ψ) = x, ψ ∈ C(T ), x ∈ C(T ),

где x(t), t ∈ T , является решением специальной задачи Коши

ẋ(t) = f(x(t), u∗(ψ(t), x(t), t), t), x(t0) = x0.

Рассмотрим операторное уравнение

v = V ∗(Ψ(v),X∗(Ψ(v))) = G∗
2(v), v ∈ V. (10)

Построим следующее отображение:

Ψ∗(x) = ψ, x ∈ C(T ), ψ ∈ C(T ),

в котором ψ(t), t ∈ T является решением специальной сопряженной задачи Коши

ψ̇(t) = −Hλ
x (ψ(t), x(t), u∗(ψ(t), x(t), t), t), ψ(t1) = −ϕλ

x(x(t1)).

Рассмотрим операторное уравнение

v = V ∗(Ψ∗(X(v)),X(v)) = G∗
3(v), v ∈ V. (11)

В соответствии с работой [8], операторные уравнения (9)—(11) в рассматриваемой регулярной
задаче Лагранжа (4), (5) без ограничений являются эквивалентными на множестве доступных
управлений. Таким образом, получаем следующее утверждение.

Теорема 1. Уравнения (9)—(11) являются эквивалентными условию принципа максиму-
ма (7).

Условие дифференциального принципа максимума в проекционной форме (8) можно также
представить в виде эквивалентных операторных уравнений на множестве доступных управлений.
Введем вспомогательный оператор V α, α > 0 соотношением

V α(ψ, x, v) = vα, ψ ∈ C(T ), x ∈ C(T ), v ∈ V,

vα(t) = wα(ψ(t), x(t), v(t), t) = PU (v(t) + αHλ
u (ψ(t), x(t), v(t), t)), t ∈ T.

Определим оператор Xα, α > 0:

Xα(ψ, v) = xα, ψ ∈ C(T ), v ∈ V, xα(t) = xα(t, ψ, v), t ∈ T.

где xα(t, ψ, v), t ∈ T —решение задачи Коши:

ẋ(t) = f(x(t), wα(ψ(t), x(t), v(t), t), t), x(t0) = x0.

Построим оператор Ψα, α > 0:

Ψα(x, v) = ψα, x ∈ C(T ), v ∈ V, ψα(t) = ψα(t, x, v),

где ψα(t, x, v), t ∈ T —решение сопряженной задачи Коши:

ψ̇(t) = −Hλ
x (ψ(t), x(t), wα(ψ(t), x(t), v(t), t), t), ψ(t1) = −ϕλ

x(x(t1)).

Рассмотрим три операторных уравнения:

v = V α(Ψ(v),X(v), v) = Gα
1 (v), v ∈ V, α > 0, (12)

v = V α(Ψ(v),Xα(Ψ(v), v), v) = Gα
2 (v), v ∈ V, α > 0, (13)
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v = V α(Ψα(X(v), v),X(v), v) = Gα
3 (v), v ∈ V, α > 0. (14)

Аналогично, в соответствии с работой [8], эти уравнения являются эквивалентными в регуляр-
ной задаче Лагранжа на множестве доступных управлений. Таким образом, имеет место следу-
ющее утверждение.

Теорема 2. Уравнения (12)—(14) являются эквивалентными условию дифференциального
принципа максимума (8).

4. Операторные методы принципа максимума. Для численного решения задачи о непо-
движной точке оператора G : VE → VE, действующего на множестве VE в полном нормированном
пространстве E с нормой ‖ · ‖E ,

v = G(v), v ∈ VE ,

можно применить метод простой итерации с индексом k � 0, имеющий форму итерационного
процесса:

vk+1 = G(vk), v0 ∈ VE .
Сходимость процесса простой итерации в полном нормированном пространстве можно анали-

зировать с помощью известного принципа сжимающих отображений [6].
Каждое операторное уравнение из соотношений (9)—(14), дополненное условием ограниче-

ния (3), можно рассматривать как специальную задачу о неподвижной точке на множестве до-
ступных управлений с дополнительным алгебраическим уравнением следующего вида:

v = G(v), v ∈ V, (15)
Φ1(v) = ϕ1(x(t1, v)) = 0. (16)

Для решения задачи (15), (16) предлагается итерационный процесс с индексом k � 0:

vk+1 = G(vk), v0 ∈ V, (17)

Φ1(v
k+1) = ϕ1(x(t1, v

k+1)) = 0. (18)

Таким образом, в регулярной задаче оптимального управления (λ0 = 1) на каждой итера-
ции предлагаемого процесса решается неявно заданное уравнение (18) относительно скалярного
множителя Лагранжа λ1 ∈ R. Предполагается, что такое решение существует. В результате, ите-
рационные приближения процесса (17), (18), начиная с индекса k = 1, принадлежат множеству
допустимых управлений. При этом начальное приближение процесса v0 ∈ V при k = 0 может вы-
бираться недопустимым. Указанные свойства предлагаемого итерационного процесса являются
важными для практической реализации поиска экстремальных управлений. В частности, итера-
ционный процесс (17), (18) можно использовать для поиска приемлемых на практике допустимых
управлений для достижения заданных значений критерия оптимальности.
В соответствии с [8] в качестве примеров предлагаемого вида (17), (18), выпишем итерационные

процессы для решения соответствующих задач о неподвижной точке на основе уравнений (13)
и (14).
Для решения задачи о неподвижной точке

v = V α(Ψ(v),Xα(Ψ(v), v), v) = Gα
2 (v), v ∈ V, α > 0,

Φ1(v) = ϕ1(x(t1, v)) = 0,

применяется итерационный процесс

vk+1 = V α(Ψ(vk),Xα(Ψ(vk), vk), vk) = Gα
2 (vk), v0 ∈ V, α > 0, t ∈ T, (19)

Φ1(v
k+1) = ϕ1(x(t1, v

k+1)) = 0. (20)

Для решения задачи о неподвижной точке

v = V α(Ψα(X(v), v),X(v), v) = Gα
3 (v), v ∈ V, α > 0,

Φ1(v) = ϕ1(x(t1, v)) = 0,
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применяется итерационный процесс:

vk+1 = V α(Ψα(X(vk), vk),X(vk), vk) = Gα
3 (vk), v0 ∈ V, α > 0, t ∈ T, (21)

Φ1(v
k+1) = ϕ1(x(t1, v

k+1)) = 0. (22)

Для оценки вычислительной эффективности указанных итерационных процессов важно отме-
тить, что трудоемкость решения уравнений (19) и (21) относительно управления vk+1(t), t ∈ T
составляет две задачи Коши для фазовых и сопряженных переменных.
Действительно, на k-й итерации при k � 0 процесса (19) после вычисления решения задачи

Коши ψ(t, vk), t ∈ T находится решение x(t), t ∈ T специальной задачи Коши для фазовой
системы:

ẋ(t) = f(x(t), wα(ψ(t, vk), x(t), vk(t), t), t), x(t0) = x0.

Затем строится выходное управление по правилу:

vk+1(t) = wα(ψ(t, vk), x(t), vk(t), t), t ∈ T.

При этом, по построению, выполняется соотношение:

x(t) = x(t, vk+1), t ∈ T.

В силу этого равенства итерационный процесс (19), (20) в поточечной форме можно записать
в следующем неявном виде:

vk+1(t) = wα(ψ(t, vk), x(t, vk+1), vk(t), t), t ∈ T,

Φ1(v
k+1) = ϕ1(x(t1, v

k+1)) = 0.

Аналогично, на k-й итерации процесса (21) после вычисления x(t, vk), t ∈ T находится решение
ψ(t), t ∈ T специальной задачи Коши для сопряженной системы:

ψ̇(t) = −Hx(ψ(t), x(t, vk), wα(ψ(t), x(t, vk), vk(t), t), t), ψ(t1) = −ϕx(x(t1, v
k)).

Затем строится выходное управление по правилу:

vk+1(t) = wα(ψ(t), x(t, vk), vk(t), t), t ∈ T.

Отметим, что в линейной по состоянию задаче (1)—(3) (функции f(x, u, t), F0(x, u, t), ϕ0(x),
ϕ1(x) линейны по переменной x) решение специальной задачи Коши ψ(t), t ∈ T удовлетворяет
соотношению:

ψ(t) = ψ(t, vk+1), t ∈ T.

Следовательно, в этом линейном по состоянию случае процесс (21), (22) можно записать в сле-
дующем неявном поточечном виде:

vk+1(t) = wα(ψ(t, vk+1), x(t, vk), vk(t), t), t ∈ T,

Φ1(v
k+1) = ϕ1(x(t1, v

k+1)) = 0.

Также отметим, что только на начальной итерации процесса (19) при k = 0 при вычислении
решения ψ(t, v0), t ∈ T требуется решить дополнительную задачу Коши для получения x(t, v0),
t ∈ T .
Условия сходимости итерационных процессов (19), (20) и (21), (22) при достаточно малых па-

раметрах проектирования α > 0 можно обосновать в полном пространстве непрерывных или
измеримых функций аналогично работе [1] на основе определения требований, обеспечивающих
известное свойство «сжимания» для оператора правой части соответствующих задач о неподвиж-
ной точке.
В построенных проекционных методах неподвижных точек, в отличие от стандартного мето-

да проекции градиента, параметр проектирования α > 0 фиксируется в итерационном процессе
последовательных приближений управления. Таким образом, на каждой итерации предлагае-
мых методов релаксация по целевому функционалу не гарантируется. Свойство релаксации ком-
пенсируется нелокальностью последовательных приближений управления; отсутствием операции
варьирования управления в окрестности текущего приближения для обеспечения улучшения
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управления, характерной для градиентных методов; возможностью получения экстремальных
управлений при достаточно малых параметрах проектирования, обеспечивающих принципиаль-
ную сходимость итерационных процессов.
В задачах с ограничениями предлагаемые методы неподвижных точек для поиска экстремаль-

ных управлений обеспечивают удовлетворение ограничений задачи на каждой итерации последо-
вательных приближений управления за счет выбора множителя Лагранжа. Это позволяет решить
принципиальную проблему выбора множителей Лагранжа в задачах с ограничениями и сузить
размерность пространства поиска экстремальных управлений в задачах с ограничениями до про-
странства допустимых управлений.

5. Заключение. В рассматриваемом классе задач оптимального управления с ограничениями
предложены новые операторные формы принципа максимума в виде задач о неподвижной точ-
ке в пространстве управлений, которые позволяют эффективно применить и модифицировать
известный аппарат теории и методов неподвижных точек для конструирования итерационных
алгоритмов поиска экстремальных управлений.
Разработанные итерационные операторные методы поиска экстремальных управлений харак-

теризуются свойствами нелокальности и допустимости последовательных приближений управле-
ния; отсутствием трудоемкой процедуры игольчатого или выпуклого варьирования управления
в малой окрестности рассматриваемого приближения, характерной для градиентных методов;
наличием в проекционных методах одного основного настроечного проекционного параметра,
регулирующего сходимость итерационного процесса.
Указанные свойства предлагаемого подхода поиска экстремальных управлений являются важ-

ными факторами для повышения эффективности численного решения задач оптимального управ-
ления с ограничениями.
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Аннотация. В статье рассмотрена система «реакция-диффузия» с нелинейностями общего вида
в случаях цилиндрической и сферической симметрии. Для указанной системы построено реше-
ние типа диффузионных волн, имеющих конечную скорость распространения по нулевому фону.
Решение представлено в виде рядов Тейлора с рекуррентно определяемыми коэффициентами.
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1. Введение. В статье рассматривается система нелинейных параболических уравнений вто-
рого порядка следующего вида:

Tt = [Φ(T )Tx]x + Γ(T, S),

St = [Ψ(S)Sx]x + Λ(S, T ).
(1)

Здесь t, x—независимые переменные; T (t, x) и S(t, x)—искомые функции; Φ(T ), Ψ(S), Γ(T, S),
Λ(S, T )—известные достаточно гладкие функции, причем Γ(0, 0) = Λ(0, 0) = 0.
Системы вида (1) используются для описания тепломассопереноса [21], а также диффузионных

и реакционно-диффузионных процессов [8, 10]. Уравнения, составляющие систему (1), использу-
ются также при описании механизмов лучистой теплопроводности [1], фильтрации жидкостей
и газов [13, 22], популяционной динамики [9, 20] и др.
Отметим, что при Φ(0) = Ψ(0) = 0 параболический тип уравнений (1) вырождается. Такое

вырождение, в частности, наблюдается в случае степенных функций

Φ(T ) = T σ, Ψ(S) = Sδ, σ, δ > 0— const. (2)

Системы (1) со степенными нелинейностями (2) применяются в химической кинетике для опи-
сания процессов «реакция-диффузия» [14, 19], они удобны тем, что дают хорошее приближение
к реальности при сравнительной простоте исследования.
Интересный класс решений системы (1) составляют диффузионные (фильтрационные, теп-

ловые) волны, распространяющиеся по нулевому фону с конечной скоростью. В случае одного
уравнения такие волны представляют собой тривиальное и нетривиальное решения, непрерывно
состыкованные на некоторой кривой или поверхности (фронт волны). Среди работ, посвященных
построению и исследованию таких решений можно отметить монографии Я. Б. Зельдовича [1]
и А. А. Самарского [6]. Особо выделим исследования, проводимые в научной школе А. Ф. Сидо-
рова [7], в которых, в частности, предложены постановки краевых задач, предполагающих ини-
циирование волны по известному заранее компоненту (например, фронту), а также алгоритмы
построения решений этих задач в виде специальных [11] и характеристических рядов [12] и др.
Исследования разрешимости подобных одномерных и неодномерных задач также проводились ав-
торами, при этом рассматривались как отдельные уравнения [3,17], так и системы [4,16]. В ряде
работ авторов также предложены алгоритмы построения численных решений уравнений [17, 18]
и систем [4, 5] на основе метода граничных элементов (МГЭ) и разложений по радиальным ба-
зисным функциям (РБФ).
В развитие результатов, полученных авторами ранее [4,5], в настоящей статье изучена задача

с заданным фронтом для обобщенной системы «реакция-диффузия» в случаях цилиндрической
и сферической симметрии [15]. Доказана теорема существования ее аналитического решения.
Последнее построено в виде рядов Тейлора по степеням пространственных переменных. Пред-
ложен пошаговый алгоритм построения численного решения на заданном промежутке времени,
основанный на разложении по РБФ. Выполнен вычислительный эксперимент.

2. Постановка задачи. Систему (1) в случае простейших пространственных симметрий мож-
но привести (см. [4]) к виду

ut = uuxx + P (u)u2x +
μ

x
uux + F (u, v),

vt = vvxx +Q(v)v2x +
μ

x
vvx +G(v, u),

(3)

Здесь u, v—искомые функции; P , Q, F , G—известные достаточно гладкие функции, такие, что
P (0), Q(0) > 0 и F (0, 0) = G(0, 0) = 0; μ—параметр, который принимает значения 1, 2 в случаях
цилиндрической и сферической симметрии соответственно. Плоскосимметричный случай μ = 0
был рассмотрен ранее в статье [4].
Систему (3) будем рассматривать вкупе с краевым условием

u(t, x)|x=a(t) = v(t, x)|x=a(t) = 0, (4)

предполагая, что фронт волны x = a(t) задан достаточно гладкой функцией a(t), причем a(0) > 0,
a′(0) �= 0.
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Будем строить решение задачи (3), (4) в виде характеристических рядов. Для удобства постро-
ения сделаем замену переменной z = x−a(t), после которой характеристические ряды становятся
рядами Тейлора. Задача (3), (4) примет вид

ut − a′uz = uuzz + P (u)u2z +
μ

z + a
uuz + F (u, v),

vt − a′vz = vvzz +Q(v)v2z +
μ

z + a
vvz +G(v, u),

(5)

u(t, z)|z=0 = v(t, z)|z=0 = 0. (6)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть P (u), Q(v), F (u, v), G(v, u), a(t)—функции, аналитические при u = 0,
v = 0, u = v = 0, t = 0 соответственно. Пусть также выполняется одно из следующих
условий:

uz(t, 0), vz(t, 0) �≡ 0, (7)
uz(t, 0), vz(t, 0) ≡ 0. (8)

Тогда
(i) задача (5), (6), (7) имеет единственное аналитическое решение (нетривиальное);
(ii) задача (5), (6), (8) имеет единственное аналитическое решение (тривиальное).

Отметим, что упомянутые в теореме нетривиальное и тривиальное решения соединяются на
фронте z = 0 и образуют диффузионную волну.
Доказательство теоремы делится на два этапа: построение формальных рядов и доказательство

их сходимости.

3. Построение решения. На первом этапе строится решение задачи (5), (6) в виде рядов
Тейлора

u(t, z) =
∞∑
n=0

un(t)
zn

n!
, un(t) =

∂nu

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

v(t, z) =

∞∑
n=0

vn(t)
zn

n!
; vn(t) =

∂nv

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

(9)

коэффициенты которых определяются по рекуррентной процедуре.
Из краевого условия (6) следует тождество u0, v0 ≡ 0. Чтобы определить коэффициенты u1(t)

и v1(t), положим в каждом уравнении системы (5) z = 0. Полученная система

−a′u1 = P (0)u21, −a′v1 = Q(0)v21

имеет четыре решения, только два из которых подпадают под условия (7), (8). Конкретно, это
решения ⎡

⎣
u1 ≡ 0, v1 ≡ 0,

u1 = − a′

P (0)
, v1 = − a′

Q(0)
.

(10)

Применив к каждому уравнению системы (5) оператор
∂n

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

получим равенства

u′n − a′un+1 =

n∑
k=0

Ck
nukun+2−k +

n∑
k=0

Ck
nPn−k

k∑
l=0

C l
kul+1uk+1−l+

+ μ
n∑

k=0

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑
l=0

C l
kuluk+1−l + Fn, (11a)
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v′n − a′vn+1 =

n∑
k=0

Ck
nvkvn+2−k +

n∑
k=0

Ck
nQn−k

k∑
l=0

C l
kvl+1vk+1−l+

+ μ

n∑
k=0

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑
l=0

C l
kvlvk+1−l +Gn, (11b)

в которых использованы обозначения

Pn−k =
∂n−kP (u)

∂zn−k

∣∣∣∣
z=0

, Qn−k =
∂n−kQ(v)

∂zn−k

∣∣∣∣
z=0

, Fn =
∂nF (u, v)

∂zn

∣∣∣∣
z=0

, Gn =
∂nG(v, u)

∂zn

∣∣∣∣
z=0

.

Положив n = 1 в (11), получим формулы

u2 =
1

a′ + u1 + 2P0u1

(
u′1 − P1u

2
1 −

μ

a
u21 − F1

)
,

v2 =
1

a′ + v1 + 2Q0v1

(
v′1 −Q1v

2
1 −

μ

a
v21 −G1

)
,

(12)

из которых при известных u1, v2 однозначно определяются u2, v2.
Аналогично, положив n = 2 в (11), получим формулы коэффициентов u3 и v3. Следуя такому

алгоритму, выведем общую формулу для n � 3:

un+1 =
1

a′ + nu1 + 2P0u1

[
u′n −

n∑
k=2

Ck
nukun+2−k − P0

n−1∑
l=1

C l
nul+1un+1−l−

−
n−1∑
k=0

Ck
nPn−k

k∑
l=0

C l
kul+1uk+1−l − μ

n∑
k=1

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑
l=1

C l
kuluk+1−l − Fn

]
, (13a)

vn+1 =
1

a′ + nv1 + 2Q0v1

[
v′n −

n∑
k=2

Ck
nvkvn+2−k −Q0

n−1∑
l=1

C l
nvl+1vn+1−l−

−
n−1∑
k=0

Ck
nQn−k

k∑
l=0

C l
kvl+1vk+1−l − μ

n∑
k=1

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑
l=1

C l
kvlvk+1−l −Gn

]
. (13b)

Таким образом, коэффициенты рядов (9) определяются согласно формулам u0, v0 ≡ 0, (10), (12),
(13).
Несложно показать, что выбор u1, v1 ≡ 0 (см. (10)) дает нам тривиальное решение задачи (5),

(6), (8). При выборе u1 = −a′/P (0), v1 = −a′/Q(0) мы можем говорить лишь о том, что если ана-
литическое решение задачи (5), (6), (7) существует, то оно нетривиально и единственно. Для за-
вершения доказательства теоремы нам осталось доказать сходимость формальных рядов (9).

4. Построение мажорантной задачи. Сходимость будем доказывать методом мажорант.
Перед построением мажорантной задачи сделаем в (5), (6) замену

u(t, z) = u1z + z2U(t, z), v(t, z) = v1z + z2V (t, z), (14)

которая представляет собой частичное разложение искомых функций в ряды Тейлора (9). При та-
кой замене отпадает необходимость рассматривать краевое условие (6), так как оно выполняется
автоматически. После приведения подобных и деления на z, задачу (5), (6) можно свести к си-
стеме

2U(1 + P0) + (4 + P0)zUz + z2Uzz =

= f0(t) + zf1(t, U, Ut, V ) + z2f2(t, U, V, Uz) + z3f3(t, z, U, V, Uz , Uzz), (15a)

2V (1 +Q0) + (4 +Q0)zVz + z2Vzz =

= g0(t) + zg1(t, V, Vt, U) + z2g2(t, V, U, Vz) + z3g3(t, z, V, U, Vz , Vzz), (15b)
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в которой fi, gi, i = 0, 1, 2, 3—известные аналитические функции своих переменных. Более по-
дробно вывод системы (15) представлен в статье [4].
Решения уравнений можно представить в виде рядов Тейлора

U(t, z) =

∞∑
n=0

Un(t)
zn

n!
, Un =

un+2

(n + 1)(n + 2)
;

V (t, z) =
∞∑
n=0

Vn(t)
zn

n!
, Vn =

vn+2

(n + 1)(n + 2)
.

(16)

Так как все эти коэффициенты, а также функции fi, gi, i = 0, 1, 2, 3, аналитичны, то для них
можно построить мажоранты. При выполнении мажорантных оценок

U0(t), V0(t) �W0(t); U1(t), V1(t) �W1(t);

f1(t, U, Ut, V ), g1(t, V, Vt, U) � h1(t,W,Wt,W ); f2(t, U, V, Uz), g2(t, U, V, Uz) � h2(t,W,W,Wz);

f3(t, z, U, V, Uz , Uzz), g3(t, z, U, V, Uz , Uzz) � h3(t, z,W,W,Wz ,Wzz)

решение задачи

Wzz =
∂h1(t,W,Wt,W )

∂z
+ h2(t,W,W,Wz) + zh3(t, z,W,W,Wz ,Wzz), (17)

W (t, z)|z=0 = W0(t), Wz(t, z)|z=0 = W1(t) (18)

мажорирует решение задачи (15), в чем можно убедиться, построив его в виде ряда Тейлора

W (t, z) =
∞∑
n=0

Wn(t)
zn

n!
.

Отсюда следует, что задача (17), (18) будет мажорантной для (15). Сводя (17), (18) к задаче ти-
па Ковалевской, продифференцируем уравнение (17) по z, разрешим его относительно Wzzz и до-
бавим третье краевое условиеWzz(t, 0) = W2(t). При этом, чтобы не возникло путаницы, по какой
именно переменной идет дифференцирование, используем обозначение h3 = h3(t, y1, y2, y3, y4, y5).
Задача (17), (18) примет вид

Wzzz =
1

1 − z ∂h3
∂y5

(
∂2h1
∂z2

+
∂h2
∂z

+ h3 + z
∂h3
∂y1

+ z
∂h3
∂y2

Wz + z
∂h3
∂y3

Wz + z
∂h3
∂y4

Wzz

)
, (19)

W (t, z)|z=0 = W0(t), Wz(t, z)|z=0 = W1(t), Wzz(t, z)|z=0 = W2(t). (20)

Теперь мы имеем задачу (19), (20) типа Ковалевской с аналитическими входными данными.
По теореме Коши—Ковалевской получаем, что ряды (16) и (9) имеют ненулевой радиус сходимо-
сти. Теорема доказана.

5. Построение численного решения. Построенное решение задачи (3), (4) является локаль-
ным, причем оценить радиус сходимости рядов (т.е. область существования решения) в общем
случае невозможно. В связи с этим является актуальной задача построения приближенных ре-
шений на заданном промежутке времени t ∈ [0, T ]. При этом для тестирования последних могут
быть использованы отрезки рядов, для которых показана численная сходимость.
В произвольный момент времени t > 0 задача (3), (4) может быть представлена в виде задачи

Коши для системы двух уравнений Пуассона

uxx =
1

u

[
ut − P (u)u2x −

μ

x
uux − F (u, v)

]
,

vxx =
1

v

[
vt −Q(u)u2x +

μ

x
vvx −G(u, v)

]
,

(21)

u|x=a(t) = v|x=a(t) = 0, ux|x=a(t) = − a′(t)
P (0)

, vx|x=a(t) = − a′(t)
Q(0)

. (22)

Условия для производных в (22) следуют из (10).
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Разобьем отрезок [0, T ] на шаги размером h. Решение задачи (3), (4) на шаге t = tk = kh будем
искать в виде

u(tk, x) = U(x) + Up(x), v(tk, x) = V (x) + Vp(x), (23)
где (Up(x), Vp(x))—частное решение системы (21) в момент времени t = tk, а (U(x), V (x))—
решение следующей задачи Коши для однородной системы:

U ′′ = 0, V ′′ = 0,

U |x=L = −Up(L), U ′|x=L = −a
′(tk)

P (0)
− U ′

p(L),

V |x=L = −Vp(L), V ′|x=L = −a
′(tk)

Q(0)
− V ′

p(L).

(24)

Здесь L = a(tk), решение (23) строится на отрезке x ∈ [0, L]. При найденном частном решении
(Up(x), Vp(x)) решение задачи (24) в виде двух линейных функций определяется однозначно.
Следуя подходу, предложенному в [5], выберем некоторую систему РБФ fi(x) = fi(|x − xi|),

i = 1, . . . ,m, где x1, x2, . . . , xm — точки коллокации, лежащие на отрезке [0, L]. Для каждой функ-
ции fi(x) существует такая функция ûi, что fi = ∂2ûi/∂x

2. Определять частное решение будем
итерационно, при нулевых начальных приближениях (U

(0)
p ≡ 0, V

(0)
p ≡ 0). На (n + 1)-й итерации

правые части уравнений (21) для n-й итерации разложим по системе РБФ

1

u(n)

[
u
(n)
t − 1

σ
(u(n)x )2 − F (u(n), v(n))

]
=

m∑
i=1

α
(n+1)
i fi(x),

1

v(n)

[
v
(n)
t − 1

σ
(v(n)x )2 −G(u(n), v(n))

]
=

m∑
i=1

β
(n+1)
i fi(x),

(25)

где

u(n) = U (n) + U (n)
p , U (n) = −

(
a′(tk)

P (0)
+ U (n)′

p (L)

)
x− U (n)

p (L),

v(n) = V (n) + V (n)
p , V (n) = −

(
a′(tk)

Q(0)
+ V (n)′

p (L)

)
x− V (n)

p (L).

Записав равенства (25) во всех точках коллокации, получим две системы линейных алгебраи-
ческих уравнений для коэффициентов α(n+1)

i , β(n+1)
i , i = 1, . . . ,m. Найденные коэффициенты

определят (n+ 1)-ю итерацию частного решения

U (n+1)
p (x) =

m∑
i=1

α
(n+1)
i ûi(x), V (n+1)

p (x) =

m∑
i=1

β
(n+1)
i ûi(x).

Итерационный процесс останавливается тогда, когда выполнены следующие условия:

|U (n+1)
p − U

(n)
p |

|U (n+1)
p |

< ε,
|V (n+1)

p − V
(n)
p |

|V (n+1)
p |

< ε,

где ε > 0— заданная точность. Тогда в качестве решения задачи (3), (4) в момент t = tk прини-
маются функции u(tk, x) = u(n+1)(x), v(tk, x) = v(n+1)(x), непрерывные по x.

6. Примеры. В качестве первого примера рассмотрим задачу (3), (4) с цилиндрической сим-
метрией (μ = 1) при P (u) = σ/(σ + u), Q(v) = δ/(δ + v), где σ, δ—положительные константы,
F (u, v) = v3, G(u, v) = u, a(t) = R + ct. Данный вид функций P (u) и Q(v) соответствует показа-
тельным функциям Φ(T ) и Ψ(S).
Приближенные решения были построены при следующих значениях параметров: σ = 3, δ = 1,

R = 1, c = 1. В табл. 1 приведены значения искомых функций при t = 1 в точке x = a(0) = 1, где
наблюдается наибольшее различие решений, что соответствует виду заданного граничного усло-
вия. Сравнение значений функций u и v, полученных с использованием отрезков рядов различных
степеней N , и РБФ-решений при различных размерах шага по времени h и количествах точек
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Таблица 1. Сравнение численных решений с отрезками рядов, mu = 1.

Решение u(1, 1) v(1, 1)

Ряд, N = 3 1,26119 1,09144

Ряд, N = 5 1,21205 1,11159

Ряд, N = 10 1,21444 1,11594

Ряд, N = 15 1,21445 1,11600

Численное, h = 0,1, m = 17 1,19674 1,10956

Численное, h = 0,1, m = 33 1,19846 1,11039

Численное, h = 0,05, m = 17 1,20294 1,11186

Численное, h = 0,05, m = 33 1,20499 1,11290

Численное, h = 0,025, m = 17 1,20665 1,11306

Численное, h = 0,025, m = 33 1,20884 1,11420

Численное, h = 0,01, m = 17 1,20902 1,11374

Численное, h = 0,01, m = 33 1,21141 1,11497

Таблица 2. Сравнение численных решений с отрезками рядов, mu = 2.

Решение u(1, 1) v(1, 1)

Ряд, N = 3 1,46142 1,32407

Ряд, N = 5 1,45943 1,40775

Ряд, N = 10 1,45891 1,43331

Ряд, N = 15 1,45853 1,43403

Численное, h = 0,1, m = 17 1,42469 1,39890

Численное, h = 0,1, m = 33 1,42767 1,40117

Численное, h = 0,05, m = 17 1,43692 1,41214

Численное, h = 0,05, m = 33 1,44046 1,41505

Численное, h = 0,025, m = 17 1,44417 1,41999

Численное, h = 0,025, m = 33 1,44793 1,42317

Численное, h = 0,01, m = 17 1,44843 1,42503

Численное, h = 0,01, m = 33 1,45291 1,42853

коллокации m, приводит к следующим выводам. На рассмотренном интервале времени наблюда-
ется численная сходимость рядов, что позволяет использовать их для верификации численных
решений. Численные решения сходятся к аналитическому относительно шага по времени и числа
точек коллокации, что свидетельствует о корректности предложенного численного алгоритма,
основанного на разложении по РБФ.
Аналогичные расчеты были проведены для задачи (3), (4) со сферической симметрией (μ = 2)

для аналогичных функций P , Q, R, G, a и тех же значениях числовых параметров. Результаты
решения, приведенные в табл. 2, подтверждают заключения, сделанные для первого примера.
Таким образом, численный алгоритм, использующий радиальные базисные функции, позволя-

ет с хорошей точностью строить приближенные решения рассмотренной задачи.
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7. Заключение. Подводя итог, отметим, что главным результатом проведенного исследования
является то, что авторам удалось обобщить результаты, полученные ранее в плоскосимметрич-
ном случае [4], на случаи цилиндрической и сферической симметрии. Доказана новая теорема
существования решений, имеющих тип диффузионной волны, для нелинейной вырождающейся
параболической системы достаточно общего вида. Предложен пошаговый алгоритм построения
численного решения, основанный на разложении по радиальным базисным функциям, для те-
стирования которого использованы отрезки построенных сходящихся рядов. Тем самым усовер-
шенствован математический и алгоритмический инструментарий исследования нелинейных вы-
рождающихся задач математической физики, которые имеют многочисленные содержательные
приложения.
Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть посвящены построению точных

решений [2] задачи (3), (4), которые являются более гибким инструментом для тестирования
численных алгоритмов, чем отрезки рядов, а также позволяют описать качественное поведение
соответствующих диффузионных волн. Кроме того, могут быть рассмотрены более общие поста-
новки задач, например, когда усложняются краевые условия, или система имеет более высокую
размерность.
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Аннотация. Исследованы вопросы разрешимости задачи синтеза распределенного и гранично-
го управлений при минимизации кусочно линейного функционала в случае управления коле-
бательными процессами, описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями в частных
производных с интегральным оператором Фредгольма. Для функционала Беллмана получено
интегро-дифференциальное уравнение специфического вида. Описан алгоритм построения реше-
ния задачи синтеза распределенного и граничного управлений, изложена процедура определения
управлений как функций (функционалов) от состояния управляемого процесса.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, оператор Фредгольма, обобщенное
решение, функционал Беллмана, дифференциал Фреше, синтез оптимального управления.

ON THE SOLVABILITY OF CONTROL SYNTHESIS PROBLEMS

FOR NONLINEAR OSCILLATORY OPTIMIZATION PROCESSES

DESCRIBED BY INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Abstract. The solvability of synthesis problems for distributed and boundary controls in minimizing
problems for piecewise linear functionals for oscillatory processes described by partial integro-
differential equations with Fredholm integral operators are examined. For the Bellman functional, a
specific integro-differential equation is obtained. An algorithm for constructing a solution of the control
synthesis problem of distributed and boundary controls is described. A procedure for determining
controls as functions (functionals) of the state of the controlled process is constructed.

Keywords and phrases: integro-differential equation, Fredholm operator, generalized solution,
Bellman functional, Fréchet differential, optimal control synthesis.

AMS Subject Classification: 49K20

1. Введение. Методы теории оптимизации систем с распределенными параметрами, разрабо-
танные при исследовании задач программного управления или задачи синтеза, все более проника-
ют в различные области науки и техники. Об этом свидетельствует большой поток исследований
задач оптимального управления процессами описываемыми уравнениями в частных производ-
ных [1–5,11–16,22].

Задачи управления процессами, описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями
в частных производных с интегральным оператором Фредгольма (Вольтерра), также начинают
привлекать исследователей. В этом направлении по исследованиям задач программного управ-
ления выполнено значительное количество работ [8–10,18–21,24,25]. По изучению задачи синтеза
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можно отметить лишь работы [6,7,17–23], где на основе схемы Беллмана-Егорова изложена мето-
дика вывода уравнения типа Беллмана, которое является нелинейным интегро-дифференциаль-
ным уравнением специфического вида. В работах [6,7] А. Керимбековым предложена структура
его решения, согласно которой это уравнение распадается на два уравнения, одно из которых яв-
ляется независимым уравнением в частных производных. Это обстоятельство существенно упро-
щает процедуру построения решения задачи синтеза для управляемых процессов, описываемых
интегро-дифференциальными уравнениями.

В данной статье исследованы вопросы разрешимости задачи синтеза распределенного и гра-
ничного управлений при минимизации кусочно-линейного функционала, в случае управления
колебательными процессами, описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями с инте-
гральным оператором Фредгольма. Функции внешнего и граничного воздействий нелинейны по
управлению, которое является функциональной переменной. Описан алгоритм построения ре-
шения задачи синтеза распределенного и граничного управлений, то есть изложена процедура
определения управлений как функций (функционалов) от состояния управляемого процесса.

2. Постановка задачи синтеза. Рассмотрим задачу минимизации кусочно-линейного функ-
ционала

I
[
u(t, x), ϑ(t, x)

]
=

∫

Q

[
(v(T, x) − ξ1(x))2 + (vt(T, x) − ξ2(x))2

]
dx+

+

T∫

0

⎛
⎜⎝α

∫

Q

|u(t, x)|dx+ β

∫

γ

|ϑ(t, x)|dx

⎞
⎟⎠ dt, α, β > 0 (1)

на множестве обобщенных решений краевой задачи

vtt −Av = λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)], x ∈ Q, 0 < t < T, (2)

v(0, x) = ψ1(x), vt(0, x) = ψ2(x), x ∈ Q, (3)

Γv(t, x) ≡
n∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x) cos(ν, xi) + a(x)v(t, x) = p[t, x, ϑ(t, x)], x ∈ γ, 0 < t < T, (4)

где A— эллиптический оператор:

Av(t, x) =
n∑

i,k=1

(aik(x)vxk
(t, x))xi − c(x)v(t, x), (5)

Q— область пространства R
n, ограниченная кусочно-гладкой кривой γ; QT = Q × [0, T ); функ-

ции K(t, τ) ∈ H(D), D = {0 � t, τ � T}, ξ1(x) ∈ H(Q), ξ2(x) ∈ H(Q), ψ1(x) ∈ H1(Q),
ψ2(x) ∈ H(Q), aik(x), a(x) � 0, c(x) � 0 считаются известными; ν — вектор нормали, выходящей
из точки x ∈ γ; f [t, x, u(t, x)] ∈ H(QT ), для любого распределенного управления u(t, x) ∈ H(QT ),
p[t, x, ϑ(t, x)] ∈ H(γT ), для любого граничного управления ϑ(t, x) ∈ H(γT ), γT = γ×(0, T ); H(Y ) —
гильбертово пространство квадратично суммируемых функций, определенных на множестве Y ;
H1(Y ) —пространство Соболева первого порядка; λ—параметр; T —фиксированный момент вре-
мени. Относительно функции внешнего и граничного воздействий будем считать, что

fu[t, x, u(t, x)] �= 0, ∀(t, x) ∈ QT ; pϑ[t, x, ϑ(t, x)] �= 0, ∀(t, x) ∈ γT , (6)

то есть функции являются монотонными по функциональной переменной.

Определение 1. Под обобщенным решением краевой задачи (2)—(6) понимается функция
v(t, x) ∈ H(QT ), которая вместе с обобщенными производными vt(t, x) и vxi(t, x) удовлетворяет
следующему интегральному тождеству:
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∫

Q

(vt(t, x)Φ(t, x))t2t1dx =

t2∫

t1

⎧⎪⎨
⎪⎩
∫

Q

⎡
⎣vt(t, x)Φt(t, x) −

n∑
i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)Φxi(t, x)−

−c(x)v(t, x)Φ(t, x) +

⎛
⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)]Φ(t, x)

⎞
⎠
⎤
⎦ dx+

+

∫

γ

(p[t, x, ϑ(t, x)]) − a(x)v(t, x)Φ(t, x)dx

⎫⎬
⎭ dt

при любых t1 и t2 (0 < t1 � t � t2 � T ) для любой функции Φ(t, x) ∈ H1(Q̃T ), а также начальным
условиям в слабом смысле, то есть равенства

lim
t→0

∫

Q

[v(t, x) − ψ1(x)]Φ0(x)dx = 0, lim
t→0

∫

Q

[vt(t, x) − ψ1(x)]Φ1(x)dx = 0

выполняются для любых функций Φ0(x) ∈ H(Q) и Φ1(x) ∈ H(Q).

Теорема 1. Краевая задача (2)—(6) при каждой паре управлений {u(t, x), ϑ(t, x)} ∈ H(QT ) ×
H(γT ) имеет единственное обобщенное решение v(t, x) ∈ H1(QT ) [7].

Заметим, что согласно условиям (6) устанавливается взаимно-однозначное соответствие между
элементами пространства управлений {[u(t, x), ϑ(t, x)]} и пространства состояний управляемого
процесса {v(t, x)}.

В задаче синтеза искомые управления u0(t, x) ∈ H(QT ) и ϑ0(t, x) ∈ H(γT ) следует находить
как функцию (функционал) от состояния управляемого процесса, то есть в виде

u0(t, x) = u[t, x, v(t, x), vt(t, x)], (t, x) ∈ QT ,

ϑ0(t, x) = ϑ[t, x, v(t, x), vt(t, x)], (t, x) ∈ γT .

3. О разрешимости задачи синтеза. Для функционала (1) определим функционал Белл-
мана в виде

S[t, x, ω(t, x)] = min
u∈U,ϑ∈V

⎧⎪⎨
⎪⎩

T∫

t

⎧⎪⎨
⎪⎩α

∫

Q

|u(τ, x)|dx + β

∫

γ

|ϑ(τ, x)|dx

⎫⎪⎬
⎪⎭ dτ+

+

∫

Q

‖ω(T, x) − ξ(x)‖2dx

⎫⎪⎬
⎪⎭ , α, β > 0. (7)

Здесь ω(t, x) = {v(t, x), vt(t, x)}—вектор-функция состояния; а ξ(x) = {ξ1(x), ξ2(x)}— вектор-
функция желаемого состояния управляемого процесса в момент времени T ; ‖.‖—норма вектора;
U —множество допустимых значений управления u(t, x), (t, x) ∈ QT ; V —множество допустимых
значений управления ϑ(t, x), (t, x) ∈ γT .

Предполагая, что S[t, x, ω(t, x)] как функция, дифференцируема по t, а как функционал, диф-
ференцируем по Фреше, согласно схеме Беллмана—Егорова [7], перепишем (7) в виде

− ∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
Δt = min

u∈U,ϑ∈V

⎧⎪⎨
⎪⎩

T∫

t

⎛
⎜⎝α

∫

Q

|u(τ, x)|dx + β

∫

γ

|ϑ(τ, x)|dx

⎞
⎟⎠ dτ+

+ds[t, x, ω(t, x); Δω(t, x)] + o(Δt) + δ[t, x, ω(t, x); Δω(t, x)]

⎫⎬
⎭ ,
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где Δω(t, x) = Δω[t + Δt, x] − ω[t, x], ds[t, x, ω(t, x); Δω(t, x)] —дифференциал Фреше, а o(Δt)
и δ[t, x, ω(t, x); Δω(t, x)] — бесконечно малые величины относительно Δt. Поскольку дифферен-
циал Фреше относительно Δω(t, x) ∈ H2(QT ) = H(QT )×H(QT ), (t, x) ∈ QT , является линейным
функционалом, то имеет место равенство

ds[t, x, ω(t, x); Δω(t, x)] =

∫

Q

m∗(t, x)Δω(t, x)dx ≡
∫

Q

(m1(t, x)Δv(t, x) +m2(t, x)Δvt(t, x))dx,

где символ ∗— знак транспонирования; вектор-функция m(t, x) = {m1(t, x),m2(t, x)} является
градиентом функционала S[t, x, ω(t, x)] и принадлежит пространству H2(QT ) = H(QT ) ×H(QT )
почти при всех (t, x) ∈ QT . Заметим, что m(t, x) определяется в зависимости от функционала
S[t, x, ω(t, x)], то есть

m(t, x) = m(t, x, S[t, x, ω(t, x)]).

Согласно [7] искомое функциональное уравнение типа Беллмана получим в следующем виде

− ∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
= min

u∈U,ϑ∈V

⎧⎪⎨
⎪⎩
∫

Q

(
α|u(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛
⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞
⎠m2(t, x)dx+

+

∫

Q

m1(t, x)vt(t, x) −
∫

Q

[ n∑
i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)

]
dx−

−
∫

γ

a(x)v(t, x)m2(t, x)dx

⎫⎬
⎭ , (8)

которое имеет место почти для всех (t, x) ∈ QT и (t, x) ∈ γT .
Используя разложения

v(t, x) =

∞∑
n=1

vn(t)zn(x), vn(t) =

∫

Q

v(t, x)zn(x)dx,

m2(t, x) =

∞∑
n=1

m2j (t)zj(x), m2j (t) =

∫

Q

m2(t, x)zj(x)dx,

а также определение обобщенных собственных функций zn(x) [7], получим соотношение
∫

Q

[ n∑
i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)

]
dx+

∫

γ

a(x)v(t, x)m2(t, x)dx =

=
∞∑
j=1

m2j (t)

⎧⎪⎨
⎪⎩
∫

Q

[ n∑
i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)

]
dx+

∫

γ

a(x)v(t, x)zj(x)dx

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

=
∞∑
j=1

m2j (t)λ
2
j

∫

Q

v(t, x)zj(x)dx =
∞∑
j=1

m2j (t)λ
2
jvj(t) =

∫

Q

∫

Q

m2(t, x)D(λ0, x, y)v(t, y)dydx,

где

D(λ0, x, y) =

∞∑
i=1

zi(x)λ2i zi(y).
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Теперь уравнение (8) перепишем в следующем виде:

− ∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
= min

u∈U,ϑ∈V

⎧⎪⎨
⎪⎩
∫

Q

(
α|u(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛
⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞
⎠m2(t, x)dx+

+

∫

Q

⎛
⎜⎝m1(t, x)vt(t, x) −m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v(t, y)dy

⎞
⎟⎠ dx

⎫⎪⎬
⎪⎭ . (9)

Согласно (7) это уравнение будем рассматривать вместе с условием

S
[
T, x, ω(T, x)

]
=

∫

Q

∥∥ω(T, x) − ξ(x)
∥∥2dx. (10)

Таким образом, S[t, x, ω(t, x)] следует находить как решение задачи (9)—(10), которая назы-
вается задачей Коши—Беллмана. Для построения решения этой задачи сначала решаем задачу
минимизации правой части уравнения (9).

Рассмотрим задачу минимизации в уравнении (9) в случае, когда U и V являются открытыми
множествами. Применяя классический метод решения задачи на поиск экстремума, находим, что
подозрительное на оптимальность распределенное управление u0(t, x) определяется следующим
образом.

В области Q+
T ⊂ QT , где u(t, x) > 0, искомое управление u0+(t, x) определяется согласно усло-

виям оптимальности в виде равенства

a+m2(t, x)fu[t, x, u(t, x)] = 0, (t, x) ∈ Q+
T , (11)

и дифференциального неравенства

m2(t, x)fuu[t, x, u(t, x)] > 0, (t, x) ∈ Q+
T ,

которые выполняются одновременно почти для всех (t, x) ∈ Q+
T . Дифференциальное неравенство

является трудно проверяемым условием. Однако согласно (11) его можно преобразовать к виду

f−1
u [t, x, u(t, x)]fuu[t, x, u(t, x)] < 0, (t, x) ∈ Q+

T . (12)

Пусть выполнены условия оптимальности (11) и (12). Тогда согласно теореме о неявных функциях
из равенства (11) искомое управление определяется однозначно, т.е. существует такая однознач-
ная функция ϕ1(·), что

u0+(t, x) = ϕ1[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), α], (t, x) ∈ Q+
T . (13)

Далее доказывается, что в области Q−
T ⊂ QT , где u(t, x) < 0, искомое управление u0−(t, x)

удовлетворяет условиям оптимальности в виде равенства

−a+m2(t, x)fu[t, x, u(t, x)] = 0, (t, x) ∈ Q−
T , (14)

и дифференциального неравенства

f−1
u [t, x, u(t, x)]fuu[t, x, u(t, x)] > 0, (t, x) ∈ Q+

T . (15)

Управление определяется по формуле

u0−(t, x) = ϕ2[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), α], (t, x) ∈ Q−
T , (16)

где ϕ2(·) —функция, однозначно определяемая из равенства (14).
Таким образом, имеет место следующее утверждение.
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Теорема 2. Пусть U является открытым множеством. Если функция f [t, x, u(t, x)] в об-
ласти Q+

T ⊂ QT , где u(t, x) > 0, удовлетворяет условию (12), то существует функция ϕ1(·),
которая однозначно осуществляет синтез распределенного оптимального управления по фор-
муле (13).
Если функция f [t, x, u(t, x)] в области Q−

T ⊂ QT , где u(t, x) < 0, удовлетворяет условию (15),
то существует функция ϕ2(·), которая однозначно осуществляет синтез распределенного оп-
тимального управления по формуле (16).

Аналогично определяется подозрительное на оптимальность граничное управление ϑ0+(t, x).
В области γ+T ⊂ γT , где ϑ(t, x) > 0, искомое управление ϑ0+(t, x) удовлетворяет условиям опти-

мальности в виде равенства

β +m2(t, x)pϑ[t, x, ϑ(t, x)] = 0, (t, x) ∈ γ+T , (17)

и дифференциального неравенства

p−1
ϑ [t, x, ϑ(t, x)]pϑϑ[t, x, ϑ(t, x)] < 0, (t, x) ∈ γ+T . (18)

Управление определяется по формуле

ϑ0+(t, x) = h1[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), β], (t, x) ∈ γ+T , (19)

где h1(·) —функция, однозначно определяемая из равенства (17).
В области γ−T ⊂ γT , где ϑ(t, x) < 0, искомое управление ϑ0−(t, x) удовлетворяет условиям опти-

мальности в виде равенства

−β +m2(t, x)pϑ[t, x, ϑ(t, x)] = 0, (t, x) ∈ γ−T , (20)

и дифференциального неравенства

p−1
ϑ [t, x, ϑ(t, x)]fϑϑ[t, x, ϑ(t, x)] > 0, (t, x) ∈ γ−T . (21)

Управление определяется по формуле

ϑ0−(t, x) = h2[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), β], (t, x) ∈ γ−T , (22)

где h2(·) —функция, однозначно определяемая из равенства (20). Относительно граничного
управления имеет место утверждение

Теорема 3. Пусть множество V является открытым. Если функция p[t, x, ϑ(t, x)] в обла-
сти γ+T ⊂ γT , где ϑ(t, x) > 0, удовлетворяет условию (18), то существует функция h1(·), кото-
рая однозначно осуществляет синтез граничного оптимального управления по формуле (19).
Если функция p[t, x, ϑ(t, x)] в области γ−T ⊂ γT , где ϑ(t, x) < 0, удовлетворяет условию (21), то

существует функция h2(·), которая однозначно осуществляет синтез граничного оптимально-
го управления по формуле (22).

Заметим, что уравнение типа Беллмана (9), полученное согласно схеме Беллмана—Егорова,
определяет необходимое условие оптимальности искомого управления. При определенных усло-
виях его можно рассматривать и как достаточное условие оптимальности. Пусть время T свобод-
но, и конечное состояние ω(T, x) принадлежит некоторому множеству цели H̃(Q). В пространстве
состояний ω(t, x) = {v(t, x), vt(t, x)}, где v(t, x) ∈ H(QT ), vt(t, x) ∈ H(QT ), определим функцию
S[t, x, ω(t, x)], удовлетворяющую следующим условиям:

(i) S[t, x, ω(t, x)], как функция, дифференцируема по переменной t.
(ii) S[t, x, ω(t, x)], как функционал по векторной переменной состояния ω(t, x), дифференци-

руем по Фреше и имеет градиент m(t, x) = {m1(t, x),m2(t, x)}, гдеm1(t, x) — элемент гиль-
бертова пространства квадратично-суммируемых функций H(QT ), m2(t, x) — элемент со-
болевского пространства H1(QT ).

(iii) Для произвольного момента времени t ∈ (0, T ) и любого вектора ω(t, x) пространства
состояний H(QT ) ×H(QT ) выражение
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B[t, ω(t, x), u(t, x), ϑ(t, x),m(t, x)] =

=
∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

(
α|u(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛
⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞
⎠m2(t, x)dx+

+

∫

Q

⎛
⎜⎝m1(t, x)vt(t, x) −m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v(t, y)dy

⎞
⎟⎠ dx

достигает абсолютного минимума при условии, что допустимая пара {u(t, x), ϑ(t, x)}
управлений оптимальна, то есть

B
[
t, ω(t, x), u(t, x), ϑ(t, x),m(t, x)

]
> B

[
t, ω(t, x), u0(t, x), ϑ0(t, x),m(t, x)

]
= 0, (23)

где оптимальная пара {u0(t, x), ϑ0(t, x)}— единственным образом определяет оптималь-
ный процесс ω0(t, x) = {v0(t, x), v0t (t, x)}.

(iv) На множестве цели H̃(Q) выполняется соотношение S[T, x, ω(T, x)] = ‖ω(T, x)−ξ(x)‖2H(Q).

Если условия (i)—(iv) выполнены, то

S[t, x, ω(t, x)] = min
u∈U,ϑ∈V

⎧⎪⎨
⎪⎩

T∫

t

⎧⎪⎨
⎪⎩α

∫

Q

|u(τ, x)|dx + β

∫

γ

|ϑ(τ, x)|dx

⎫⎪⎬
⎪⎭ dτ +

∫

Q

‖ω(T, x) − ξ(x)‖R2dx

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

то есть S[t, x, ω(T, x)] является минимумом по векторному управлению {u(t, x), ϑ(t, x)} результата
интегрирования целевой функции по переменной времени в промежутке от t до T .

Для доказательства этого утверждения интегрируем правую часть соотношения (23), полагая,
что ω(t, x) ≡ ω0(t, x) — оптимальный процесс, соответствующий оптимальной паре управлений
{u0(t, x), ϑ0(t, x)}. Получим соотношение

T∫

t

β
[
τ, ω0(τ, x), u0(τ, x), ϑ0(t, x),m(τ, x)

]
dτ = 0.

Далее рассмотрим интеграл

I(t) =

T∫

t

B
[
t, ω(τ, x),m(t, x), u(t, x), ϑ(t, x)

]
dτ,

который достигает минимального значения только при оптимальной паре управлений
{u0(t, x), ϑ0(t, x)} и оптимальном процессе ω0(t, x) = {v0(t, x), v0t (t, x)}. Если это не так, то найдут-
ся пара управлений {u(t, x), ϑ(t, x)} �= {u0(t, x), ϑ0(t, x)} и процесс ω(t, x) �= ω0(t, x), такие, что при
любом t интеграл I(t) будет равен нулю. Тогда в силу произвольности t подынтегральное выраже-
ние тождественно равно нулю, что противоречит условию B[t, ω(t, x),m(t, x), u(t, x), ϑ(t, x)] > 0.

Полученное уравнение типа Беллмана (9) является нелинейным интегро-дифференциальным
уравнением сложной природы. При u(t, x) ≡ u0(t, x) и ϑ(t, x) ≡ ϑ0(t, x) оно «упрощается» и имеет
вид

∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

(
α|u0(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u0(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ0(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ0(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛
⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v0(τ, x)dτ

⎞
⎠m2(t, x)dx+
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+

∫

Q

⎛
⎜⎝m1(t, x)v0t (t, x) −m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v0(t, y)dy

⎞
⎟⎠ dx = 0. (24)

Следуя методике работы [7], решение уравнения (24) будем искать в виде

S[t, x, ω(t, x)] = S0[t, x, ω(t, x)] + λS[t, x, ω(t, x)], (25)

где S0[t, x, ω(t, x)] и S1[t, x, ω(t, x)] —неизвестные функции, а λ—параметр уравнения (2). Под-
ставим (25) в (24). Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях параметра λ, получим
следующие уравнения:

∂S0[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

(
α|u0(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u0(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ0(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ0(t, x)

])
dx+

+

∫

Q

⎛
⎜⎝m1(t, x)v0t (t, x) −m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v(t, y)dy

⎞
⎟⎠ dx, (26)

∂S1[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

⎛
⎝m2(t, x)

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞
⎠ dx = 0. (27)

Из (10) и (25) вытекает, что уравнение (26) следует рассматривать вместе с дополнительным
условием

S0
[
T, x, ω(T, x)

]
=

∫

Q

∥∥ω(T, x) − ξ(x)
∥∥2
R2dx,

а уравнение (27) — с дополнительным условием S1
[
T, x, ω(T, x)

]
= 0. Таким образом, если U и V

открытые множества, то удается более или менее полно исследовать разрешимость задачи син-
теза и разработать алгоритм построения оптимальных управлений u0[t, x, ω(t, x)] и ϑ0[t, x, ω(t, x)]
в зависимости от состояния управляемого процесса ω(t, x) = {v(t, x), vt(t, x)}.
4. Заключение. В заключение отметим, что синтез оптимального управления осуществля-
ется как только будет найден градиент функционала Беллмана. Это довольно трудная задача,
ибо градиент остается неизвестным пока не будет найден функционал Беллмана как решение
нелинейного интегро-дифференциального уравнения сложной природы. Тем не менее, при иссле-
довании простейших прикладных задач по изложенной методике решение задачи синтеза удается
довести до численных расчетов [23].
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Аннотация. Рассматривается обратная задача с финальным переопределением для абстракт-
ных неполных уравнений соболевского типа высокого порядка. Найдены условия однозначной
разрешимости поставленной задачи. Рассмотрены некоторые частные случаи. Основной резуль-
тат работы содержит необходимые и достаточные условия существования и единственности ре-
шения обратной задачи для математической модели соболевского типа высокого порядка. Данная
методика применена к исследованию обратной задачи для уравнения Буссинеска—Лява.

Ключевые слова: уравнение соболевского типа высокого порядка, уравнение Буссинеска—Лява,
обратная задача, однозначная разрешимость.

INVERSE PROBLEM FOR THE BOUSSINESQ–LOVE EQUATION
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Abstract. For an abstract, high-order, incomplete Sobolev-type equation, an inverse problem with
final redefinition is considered. Conditions for the unique solvability of the problem are found. Some
special cases are considered. The main result contains necessary and sufficient conditions for the
existence and uniqueness of a solution of the inverse problem for high-order, Sobolev-type equations.
This technique is applied to the study of the inverse problem for the Boussinesq–Love equation.

Keywords and phrases: high-order Sobolev-type equation, Boussinesq–Love equation, inverse
problem, unique solvability.
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1. Введение. Уравнение Буссинеска—Лява

(λ− Δ)utt = α2Δu+ g (1)

моделирует продольные колебания в тонком упругом стержне с учетом поперечной инерции.
Здесь α, λ— вещественные ненулевые параметры, характеризующие материал стержня, функция
g = ϕ(t)f(x) соответствует объемным силам.
Пусть Ω ⊂ R

n — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞. Будем искать функцию
u = u(x, t), определенную в цилиндре Ω × R, а также функцию f = f(x), удовлетворяющие
уравнению (1), начальным условиям

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (2)

краевому условию
u(x, 0) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω ×R, (3)

а также условию переопределения

u(x, T ) = v(x), x ∈ Ω. (4)

Статья организована следующим образом. В разделе 2 содержится исследование разрешимо-
сти обратной задачи для абстрактного неполного уравнения соболевского типа высокого порядка.
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В разделе 3 проводится редукция конкретной задачи к уравнению и рассматривается соответ-
ствующая обратная задача. Обратные задачи для уравнений соболевского типа и других неклас-
сических уравнений математических физики изучались ранее в [4–8,10, 11].

2. Абстрактная схема. Пусть U и F— сепарабельные банаховы пространства, операторы
L,M : U → F линейны и непрерывны (будем обозначать этот факт следующим образом:
L,M ∈ L(U;F)), причем оператор M является (L, p)-ограниченным, p ∈ {0} ∪ N. В этом случае
пространства U и F расщепляются в прямые суммы U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1, причем kerL ⊂ U0.
Обозначим через Lk и Mk сужения операторов L и M на подпространства Uk, k = 0, 1.

Лемма 1. Операторы Lk,Mk : Uk → Fk, k = 0, 1, линейны и непрерывны, причем существу-
ют операторы M−1

0 ∈ L(F0;U0) и L−1
1 ∈ L(F1;U1).

Построим множество σLn (M) = {μn : μ ∈ σL(M)}; оно компактно в C в силу компактности
L-спектра σL(M) оператора M . Возьмем замкнутый контур γ = {|μ| = r : r > λ, λ ∈ σLn (M)}
и построим оператор-функции

U t
m =

1

2πi

∫

γ

μn−m−1(μnL−M)−1Leμtdμ,

где m = 0, 1, . . . , n− 1, а интеграл понимается в смысле Римана.

Лемма 2. U•
m ∈ C∞(R;L(U;U1)), (U t

m)(l) = U t
m+l, где m = 0, 1, . . . , n − 1, l = 0, 1, . . . ,m;

(U t
m)(l)

∣∣
t=0

= O при m �= l и (U t
m)(l)

∣∣
t=0
—проектор U на U1 вдоль U0.

Для линейного неоднородного неполного уравнения соболевского типа высокого порядка

Lu(n) = Mu+ fϕ(t) (5)

рассмотрим следующую задачу с финальным переопределением:

u(0) = u0, u′(0) = u1, . . . , u(n−1)(0) = un−1, u(T ) = v, (6)

где число T ∈ R \ {0} и векторы u0, u1, . . . , un−1, v произвольны, а функция ϕ : I → R задана
(I — отрезок с концами в точках 0 и T ).

Определение 1. Пару (u, f) назовем решением задачи (5), (6), если вектор f ∈ F и вектор-
функция u ∈ C∞((0;T );U) ∩ Cn−1([0;T );U) удовлетворяет уравнению (5) и соотношениям (6).

Обратная задача (5), (6) допускает разные интерпретации. Можно считать, например, что
мы восстанавливаем в уравнении (5) неточно заданное неоднородное слагаемое g = fϕ(t) при
помощи дополнительных краевых условий (6). Можно считать, что мы подбираем элемент f ∈ F
так, чтобы перевести систему из начального состояния u0 в заданное финальное состояние v.
Для нахождения условий разрешимости обратной задачи нам понадобятся результаты о раз-

решимости прямой задачи, более подробно описанные в [1, 9].

Определение 2. Вектор-функцию u ∈ C∞(R;U) назовем решением неполного линейного
уравнения соболевского типа высокого порядка

Lu(n) = Mu, (7)

если она обращает уравнение (7) в тождество при любом t ∈ R, а решение u = u(t) уравнения (7)
назовем решением задачи Коши

u(m)(0) = um, m = 0, 1, . . . , n− 1, (8)

для уравнения (7) (или просто решением задачи (7), (8)), если оно удовлетворяет условиям (8).

Лемма 3. Для любых um ∈ U1 существует единственное решение u = u(t) задачи (7), (8),
которое к тому же имеет вид

u(t) =

n−1∑
m=0

U t
mum.
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Наконец, следуя традиционной схеме, рассмотрим однородную (т.е. um = 0, m = 0, 1, . . . , n−1)
задачу (8) для неоднородного неполного уравнения соболевского типа высокого порядка

Lu(n) = Mu+ g,

где g : [0, τ) → F—некоторая вектор-функция. Нетрудно убедиться, что его единственным (в силу
леммы 3) формальным решением будет вектор-функция

u(t) = −
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)g(qn)(t) +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 Qg(s)ds, (9)

где H = M−1
0 L0, а Q ∈ L(F)—проектор на F1 вдоль F0.

Заметим, что поскольку

u(m)(0) = −
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)g(qn)(0),

вектор-функция (9) не удовлетворяет однородным начальным условиям (8). Итак, подытожим
наши рассмотрения.

Теорема 1. Пусть τ ∈ R+. Тогда для любых векторов um ∈ U1, m = 0, 1, . . . , n − 1, и для
любой вектор-функции g ∈ C∞((0, τ);F) ∪ Cpn+n−1([0; τ);F) существует единственное решение
u ∈ C∞((0; τ);U) ∪ Cn−1([0; τ);U) задачи Коши

u(m)(0) = um −
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)g(qn)(0), m = 0, 1, . . . , n− 1,

которое к тому же имеет вид

u(t) =
n−1∑
m=0

U t
mum −

p∑
q=0

HqM−1
0 (I −Q)g(qn)(t) +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 Qg(s)ds. (10)

Перейдем к решению поставленной обратной задачи. Следуя [3], подействуем на (10) операто-
ром (I− P ), считая g = fϕ(t)

(I− P )u(t) = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(t)M−1
0 (I−Q)f. (11)

Выбрав T ∈ R+ и подставив значения u(0) = u0, u(T ) = v в (11), имеем

(I− P )u0 = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)M−1
0 (I−Q)f, (12)

(I− P )v = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )M−1
0 (I−Q)f. (13)

Лемма 4. Пусть M — (L, p)-ограниченный оператор, p ∈ {0}∪N и ϕ ∈ Cpn+n([0;T ];R). Тогда
выполнение равенства

p∑
q=0

Hq(ϕ(qn)(T )(I − P )u0 − ϕ(qn)(0)(I − P )v) = 0

является необходимым условием однозначной разрешимости задачи (5), (6).
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Доказательство. Действительно, пусть (u, f)— единственное решение задачи (5), (6), тогда для
того, чтобы удовлетворить равенствам (6), u и f должны быть связаны формулами (12), (13).
Подействуем на (12) и на (13) соответственно операторами

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(T ),
∑
q=0

Hqϕ(qn)(0).

Отсюда находим, что
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )(I − P )u0 =

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(0)(I − P )v. �

Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда необходимым условием однозначной раз-
решимости обратной задачи (5), (6) является выполнение неравенств ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0.

Доказательство. Пусть ϕ(0) �= 0; тогда из необходимости выполнения условия

um ∈ Pm =

{
u ∈ U : (I− P )u(m) = −

p∑
q=0

Hqϕ(qn+m)(0)M−1
0 (I−Q)f

}
, m = 0, 1, . . . , n− 1,

вытекает, что

(I− P )u0 = −ϕ(0)

(
I +

ϕ(n)(0)

ϕ(0)
H + . . .+

ϕ(pn)(0)

ϕ(0)
Hp

)
M−1

0 (I−Q)f. (14)

Далее, оператор

N =
ϕ(n)(0)

ϕ(0)
H + . . .+

ϕ(pn)(0)

ϕ(0)
Hp

нильпотентен степени p, поэтому из (14) вытекает

(I−Q)f = −
[ p∑
q=0

Hqϕ(qn)(0)M−1
0

]−1

(I− P )u0. (15)

Отсюда получаем однозначность определения проекции вектора f на подпространство F0. Если
же ϕ(0) = 0 или ϕ(T ) = 0, то в силу нильпотентности операторов

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(0),

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(T )

однозначность этой проекции невозможна. �
Теперь подействуем на (10) проектором P ; получим

Pu(t) =

n−1∑
m=0

U t
mum +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 ϕ(s)Qfds.

Отсюда при t = T имеем

Pv =

n−1∑
m=0

UT
mum +

T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)Qfds, Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum =

⎛
⎝

T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)ds

⎞
⎠ (Qf).

Через ST ∈ L(F1;U1) обозначим сужение оператора
T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)ds
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на F1. Если оператор ST непрерывно обратим, то

Qf = (ST )−1

(
Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum

)
(16)

Теорема 2. Пусть оператор M является (L, p)-ограниченным, p ∈ {0} ∪ N, T ∈ R \ {0},
функция ϕ ∈ Cpn+n(I;R) удовлетворяет условиям ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0, векторы um, v ∈ U
таковы, что

p∑
q=0

Hq(ϕ(qn)(T )(I− P )u0 − ϕ(qn)(0)(I − P )v) = 0,

а оператор ST ∈ L(F1;U1) непрерывно обратим. Тогда существует единственное решение (u, f)
обратной задачи (5), (6).

Доказательство. Действительно, в силу ϕ(0) �= 0 и непрерывной обратимости оператора ST

из (15) и (15) при любых um ∈ U найдем единственный вектор f . Подставим um и f в (11), считая
g = ϕ(t)f , найдем единственное решение u ∈ C1(I;U) уравнения (5), которое удовлетворяет
условию u(0) = u0. Проверим выполнение условия u(T ) = v. Для этого подставив T в (10)
и считая g = ϕ(t)f , получим

(I− P )u(T ) = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )M−1
0 (I−Q)f =

=

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(T )

⎛
⎝ p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)

⎞
⎠

−1

(I− P )u0 =

⎛
⎝ p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)

⎞
⎠

−1
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )(I − P )u0 =

=

⎛
⎝ p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)

⎞
⎠

−1
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)(I − P )v = (I− P )v

в силу равенства
p∑

q=0

Hq(ϕ(qn)(T )(I − P )u0 − ϕ(qn)(0)(I − P )v) = 0

и включения um ∈ Pm. Далее,

Pu(T ) =

n−1∑
m=0

UT
mum +

T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)Qfds = Pv

в силу (16) и непрерывной обратимости оператора ST . Теорема доказана. �
В заключение рассмотрим важный случай (L, 0)-ограниченности оператора M , причем в этот

случай входит ситуация, когда существует оператор L−1 ∈ L(U;F). Итак, пусть существует опера-
тор L−1 ∈ L(U;F); тогда оператор M является (L, 0)-ограниченным, причем условия на функцию
ϕ можно существенно упростить. Именно, имеет место следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть существует оператор L−1 ∈ L(F;U). Тогда при любых T ∈ R \ {0},
um, v ∈ U и такой функции ϕ ∈ C(I;R), что оператор ST непрерывно обратим, существует
единственное решение (u; f) задачи (5), (6).

Доказательство. Действительно, в данном случае проекторы P = I, Q = I, поэтому решение
искомой задачи имеет вид

u(t) =

n−1∑
m=0

U t
mum +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 ϕ(s)fds,



ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА—ЛЯВА 77

где f в силу (16) находится по формуле

f = (ST )−1

(
Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum

)
.

Теперь рассмотрим случай (L, 0)-ограниченного оператора, но оператор L уже не будет обрати-
мым. В этом случае справедлив частный случай теоремы. �

Следствие 2. Пусть оператор M является (L, 0)-ограниченным, T ∈ R \ {0}, векторы
um, v ∈ U и функция ϕ ∈ C1(I;U) таковы, что ϕ(0)(I − P )v = ϕ(T )(I − P )u0, ϕ(0) �= 0
и ϕ(T ) �= 0, а оператор ST непрерывно обратим. Тогда существует единственное решение (u, f)
задачи (5), (6).

Доказательство. Действительно, в силу теоремы 2 искомое решение имеет вид

u(t) = −ϕ(t)M−1
0 (I−Q)f +

n−1∑
m=0

U t
mum +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 ϕ(s)Qfds,

где

(I−Q)f = − 1

ϕ(0)
M0(I− P )u0, Qf = (ST )−1

(
Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum

)
. �

3. Конкретная интерпретация. Задачу (1)—(4) редуцируем к задаче

Lü = Mu+ ϕ(t)f,

u(0) = u0, ut(0) = u1, u(T ) = v,

взяв в качестве пространств U и F либо пространства Соболева

U = {u ∈W k+2
p (Ω) : u(x) = 0, x ∈ ∂Ω}, F = W k

p (Ω),

либо пространства Гельдера

U = {u ∈ Ck+2+μ(Ω) : u(x) = 0, x ∈ ∂Ω}, F = Ck+μ(Ω),

а операторы L и M определим формулами

L = λ− Δ, M = α2Δ: U → F.

Обозначим через {λk} собственные значения оператора Δ, занумерованные по убыванию с уче-
том их кратности, а через {ψk}— соответствующее семейство ортонормированных собственных
функций.

Лемма 6. Оператор M является (L, σ)-ограниченным, причем ∞ является устранимой осо-
бой точкой L-резольвенты оператора M (в случае λ ∈ σ(Δ)).

В силу (L, 0)-ограниченности оператора M можно построить операторы

P =

⎧⎨
⎩
I, λ �= λk,

I−
∑
λ=λk

〈·, ψk〉ψk, λ = λk, Q =

⎧⎨
⎩
I, λ �= λk,

I−
∑
λ=λk

〈·, ψk〉ψk, λ = λk

(заметим, что несмотря на «похожесть» проекторы P и Q определены на разных пространствах).
Далее выберем T ∈ R\{0}, через I обозначим отрезок с концами в точках 0 и T . В силу следствий 1
и 2 справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть λ, α ∈ R \ {0}, T ∈ R+ и λ = λk. Тогда для любой функции ϕ ∈
Cpn+n([0;T ];R) и любых векторов um, v ∈ U, удовлетворяющих условиям

ϕ(T )
∑
λ=λk

〈u0, ψk〉ψk = ϕ(0)
∑
λ=λk

〈v, ψk〉ψk, ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0,
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а также
T∫

0

ϕ(s) sh

⎛
⎝
√

α2λk
λ− λk

(T − s)

⎞
⎠ ds �= 0

при λ < λk и
T∫

0

ϕ(s) sin

⎛
⎝
√

α2λk
−λ+ λk

(T − s)

⎞
⎠ ds �= 0

при λ > λk, существует единственное решение (u, f) обратной задачи (1)—(4), представимое
формулой

u(t) = − 1

α2λ

∑
λ=λk

〈f, ψk〉 +
∑
λ<λk

〈u0, ψk〉ψk chαt

√
λk

λ− λk
+
∑
λ>λk

〈u0, ψk〉ψk cosαt

√
λk

λk − λ
+

+
1

α

∑
λ<λk

〈u1, ψk〉ψk

√
λ− λk
λk

shαt

√
λk

λ− λk
+
∑
λ>λk

〈u0, ψk〉ψk

√
λk − λ

λk
sinαt

√
λk

λk − λ
+

+
1

α

∑
λ<λk

〈f, ψk〉
λk

ψk

(
chαt

√
λk

λ− λk
− 1

)
+

1

α

∑
λ>λk

〈f, ψk〉
λk

ψk

(
cosαt

√
λk

λk − λ
− 1

)
,

где

〈f, ψk〉 = −α
2λ〈u0, ψk〉
ϕ(0)

при λ = λk,

〈f, ψk〉 = (λ− λk)

√
α2λk
λ− λk

⎛
⎝

T∫

0

ϕ(s) sh

⎛
⎝
√

α2λk
λ− λk

(T − s)

⎞
⎠ ds

⎞
⎠

−1

×

×
⎛
⎝〈v, ψk〉 − ch

√
α2λk
λ− λk

T 〈u0, ψk〉 − 1√
α2λk
λ−λk

sh

√
α2λk
λ− λk

T 〈u1, ψk〉
⎞
⎠ при λ < λk,

〈f, ψk〉 = (λ− λk)

√
α2λk
λ− λk

⎛
⎝

T∫

0

ϕ(s) sin

⎛
⎝
√

α2λk
−λ+ λk

(T − s)

⎞
⎠ ds

⎞
⎠

−1

×

×
⎛
⎝〈v, ψk〉 − cos

√
α2λk

−λ+ λk
T 〈u0, ψk〉 − 1√

α2λk
−λ+λk

sin

√
α2λk

−λ+ λk
T 〈u1, ψk〉

⎞
⎠ при λ > λk.

Замечание 1. В случае обратимости оператора L, т.е. если при всех k выполнено λ �= λk,
условия

ϕ(T )
∑
λ=λk

〈u0, ψk〉ψk = ϕ(0)
∑
λ=λk

〈v, ψk〉ψk, ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0

исчезают, как и слагаемое − 1

α2λ

∑
λ=λk

〈f, ψk〉 в решении u(t) уравнения.

В заключение отметим, что результаты раздела 2 без доказательств были опубликованы в [2].
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Аннотация. Найдены необходимые и достаточные условия корректности линейных обратных
коэффициентных задач для вырожденных эволюционных уравнений с дробной производной
Джрбашяна—Нерсесяна в банаховых пространствах. Исследована обратная задача с обобщенны-
ми условиями Шоуолтера—Сидорова и с постоянным неизвестным коэффициентом в уравнении
при условии p-ограниченности пары операторов в нем. Общий результат использован для иссле-
дования обратной задачи для системы уравнений динамики вязкоупругой жидкости Кельвина—
Фойгта с дробной производной Джрбашяна—Нерсесяна по времени.
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inverse coefficient problems for degenerate evolutionary equations with the Dzhrbashyan–Nersesyan
fractional derivative in Banach spaces. We examine an inverse problem with a constant unknown
coefficient under the generalized Showalter–Sidorov conditions and the condition of p-boundedness of a
pair of operators in it. The general result is applied to the inverse problem for the system of dynamics
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1. Введение. В банаховых пространствах U , X , Y рассмотрим обратную задачу для вырож-
денного эволюционного уравнения

DσnLx(t) = Mx(t) + ϕ(t)u, t ∈ (0, T ], (1)

с начальными условиями
Dσk(Px)(0) = xk, k = 0, . . . , n− 1, (2)
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и условием переопределения
T∫

0

x(t)dμ(t) = xT . (3)

Здесь L ∈ L(X ;Y)—линейный непрерывный оператор из X , Y с нетривиальным ядром, т.е.
kerL �= {0}, M ∈ Cl(X ;Y)—линейный замкнутый плотно определенный в X оператор, действу-
ющий в Y, Dσk —дробные производные Джрбашяна—Нерсесяна, определяемые набором чисел
{α0, α1, . . . , αn}, αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, ϕ ∈ C([0, T ];R), xk, k = 0, . . . , n − 1, xT — заданные
векторы, u ∈ Y неизвестен, P —проектор на подпространство без вырождения. Предполагается,
что скалярная функция μ имеет ограниченную вариацию на отрезке [0, T ]. Интеграл в усло-
вии (3) понимается как векторный интеграл Римана—Стилтьеса. Под решением обратной задачи
понимается пара (x, u), найденная из соотношений (1)—(3).
Обратные задачи находят свое применение во многих прикладных областях исследования,

например, в астрономии, геофизике и др. [20]. В то же время развитие дробного исчисления
в последние десятилетия обусловлено созданием новых математических моделей систем со слож-
ными свойствами (см., например, [9]). Обратные задачи для дробных уравнений в последние
годы привлекают интерес исследователей, в основном исследуются уравнения с единичным или
обратимым оператором при производной Герасимова—Капуто или Римана—Лиувилля [1,2,18,19].
Отдельно отметим работы В. Е. Федорова и его соавторов, в которых исследуются обратные ко-
эффициентные задачи как для вырожденных эволюционных уравнений дробного порядка, так
и для уравнений, разрешенных относительно старшей дробной производной [10–16].
Понятие производной Джрбашяна—Нерсесяна, введенное в работе [3], включает в себя в каче-

стве частных случаев производные Герасимова—Капуто и Римана—Лиувилля. В работе [3] иссле-
дованы вопросы разрешимости начальных задач для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с постоянными и переменными коэффициентами при производных Джрбашяна—Нерсесяна.
Различные задачи для дифференциальных уравнений с такими производными рассматривались
в работах А. В. Псху [7, 8].
Во втором разделе данной работы приведены основные определения и сформулированы тео-

ремы об однозначной разрешимости прямой задачи (1), (2) при X = Y, L = I, M ∈ L(X ),
исследованной ранее авторами в работе [17], и о корректности обратной задачи (1)—(3) c X = Y,
L = I, M ∈ L(X ) из работы [6]. В третьем разделе найдены необходимые и достаточные усло-
вия корректности обратной задачи для вырожденного эволюционного уравнения (1)—(3) при
условии (L, p)-ограниченности оператора M , kerL �= {0}. Наконец, четвертый раздел содержит
приложение полученного абстрактного результата для исследования корректности обратной ко-
эффициентной задачи для системы уравнений Осколкова с дробной производной Джрбашяна—
Нерсесяна по времени.

2. Невырожденная обратная задача. При 0 < αk � 1, k = 0, 1, . . . , n ∈ N, введем в рас-
смотрение дифференциальные операции

Dσ0z(t) = Dα0−1
t z(t), (4)

Dσkz(t) = Dαk−1
t D

αk−1
t D

αk−2
t . . . Dα0

t z(t), k = 1, 2, . . . , n, (5)

где Dβ
t := J−β

t —дробный интеграл Римана—Лиувилля при β < 0, D0
t — тождественный опера-

тор, Dβ
t := Dm

t J
m−β
t —дробная производная Римана—Лиувилля при β > 0, m := �β�. Дробная

производная Джрбашяна—Нерсесяна [3] порядка σn, ассоциированная с последовательностью
{α0, α1, . . . , αn}, 0 < αk � 1, k = 0, 1, . . . , n ∈ N, определяется соотношениями (4), (5), ее частными
случаями являются дробные производные Римана—Лиувилля (α0 ∈ (0, 1), αk = 1, k = 1, 2, . . . , n)
и Герасимова—Капуто (αk = 1, k = 0, 1, . . . , n− 1, αn ∈ (0, 1)).
Рассмотрим дифференциальное уравнение дробного порядка

Dσnz(t) = Az(t) + ϕ(t)u, t ∈ (0, T ], (6)
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где Z — банахово пространство, L(Z)— банахово пространство линейных ограниченных опера-
торов на Z, A ∈ L(Z), Dσn —дробная производная Джрбашяна—Нерсесяна, σn определяется
набором чисел {αk}n0 = {α0, α1, . . . , αn}, 0 < αk � 1, k = 0, 1, . . . , n ∈ N, по формулам (4), (5),
T > 0, ϕ ∈ C([0, T ];R), u ∈ Z.
Снабдим уравнение (6) условиями

Dσkz(0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (7)
T∫

0

z(t)dμ(t) = zT . (8)

Функция μ имеет ограниченную вариацию на отрезке [0, T ], под интегралом в условии (8) пони-
мается векторный интеграл Римана—Стилтьеса, zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . , n− 1, zT ∈ Z известны.
Сначала рассмотрим задачу (6), (7), когда известен u ∈ Z. Решением задачи (6), (7) будем

называть функцию z : (0, T ] → Z, для которой Dσk
t z ∈ C([0, T ];Z), k = 0, . . . , n − 1, Dσn

t z ∈
C((0, T ];Z), выполняется равенство (6) при всех t ∈ (0, T ] и условия (7).
Для α, β > 0 будем использовать функцию Миттаг-Леффлера

Eα,β(z) :=

∞∑
j=0

zj

Γ(αj + β)
, z ∈ L(X ).

Введем также обозначения

σk =

k∑
j=0

αj − 1, k = 0, 1, . . . , n.

Теорема 1 (см. [17]). Пусть A ∈ L(Z), zk ∈ Z, 0 < αk � 1, k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1,
ϕ ∈ C([0, T ];R), u ∈ Z. Тогда функция

z(t) =
n−1∑
k=0

tσkEσn,σk+1(tσnA)zk +

t∫

0

(t− s)σn−1Eσn,σn((t− s)σnA)ϕ(s)uds

является единственным решением задачи (6), (7).

Теперь рассмотрим задачу (6)—(8), предполагая, что элемент u ∈ Z неизвестен. Решением
задачи (6)—(8) будем называть пару (z, u), где z : (0, T ] → Z является решением задачи (6), (7)
с соответствующим u ∈ Z и удовлетворяет условию (8). Для краткости решением часто будем
называть элемент u ∈ Z.
Назовем задачу (6)—(8) корректной, если для любых zk ∈ Z, k = 0, . . . , n − 1, и zT ∈ Z

существует единственное решение u ∈ Z, для которого справедлива оценка

‖u‖Z � C

(n−1∑
k=0

‖zk‖Z + ‖zT ‖Z
)
,

где C > 0 не зависит от zk, k = 0, . . . , n− 1, и zT .
Обозначим через σ(A) спектр оператора A. Введем в рассмотрение

ψ(A) := zT −
T∫

0

n−1∑
k=0

tσkEσn,σk+1(t
σnA)zkdμ(t) ∈ Z.

Характеристической функцией обратной задачи (6)—(8) назовем функцию

χ(λ) :=

T∫

0

dμ(t)

t∫

0

(t− s)σn−1Eσn,σn((t− s)σnλ)ϕ(s)ds, λ ∈ C.
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Теорема 2 (см. [6]). Пусть A ∈ L(Z), ϕ ∈ C([0, T ];R), μ : [0, T ] → R—функция ограниченной
вариации. Тогда задача (6)—(8) корректна в том и только в том случае, когда χ(λ) �= 0 для всех
λ ∈ σ(A). Решение задачи (6)—(8) в случае его существования имеет вид u = (χ(A))−1ψ(A).

3. Вырожденная обратная задача. Пусть X , Y — банаховы пространства, L(X ;Y)— бана-
хово пространство линейных непрерывных операторов, действующих из X в Y, Cl(X ;Y)—множе-
ство всех линейных замкнутых операторов, плотно определенных в пространстве X , действующих
в пространство Y.
Пусть L ∈ L(X ;Y), kerL �= {0}, M ∈ Cl(X ;Y), DM —область определения оператора M ,

снабженная нормой графика ‖ · ‖DM
:= ‖ · ‖X + ‖M · ‖Y . Определим L-резольвенту оператора M

как
ρL(M) :=

{
μ ∈ C : (μL−M)−1 ∈ L(Y;X )

}
,

L-спектр оператора M как σL(M) := C\ρL(M); также определим правую и левую L-резольвенты
оператора M :

RL
μ(M) := (μL−M)−1L, LL

μ := L(μL−M)−1.

Оператор M называется (L, σ)-ограниченным, если

∃a > 0 ∀μ ∈ C (|μ| > a) ⇒ (μ ∈ ρL(M)).

Лемма 1 (см. [21]). Пусть оператор M является (L, σ)-ограниченным и γ = {μ ∈ C : |μ| =
r > a}. Тогда операторы

P :=
1

2πi

∫

γ

RL
μ(M)dμ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫

γ

LL
μ(M)dμ ∈ L(Y)

являются проекторами.

Положим X 0 := kerP , Y0 := kerQ; X 1 := imP , Y1 := imQ. Обозначим через Lk (Mk) сужение
оператора L (M) на подпространство X k (DMk

:= DM ∩ X k), k = 0, 1.

Теорема 3 (см. [21]). Пусть оператор M (L, σ)-ограничен.
(i) M1 ∈ L(X 1;Y1), M0 ∈ Cl(X 0;Y0), Lk ∈ L(X k;Yk), k = 0, 1;
(ii) существуют операторы M−1

0 ∈ L(Y0;X 0), L−1
1 ∈ L(Y1;X 1).

Обозначим G := M−1
0 L0. Для p ∈ N0 := N ∪ {0} оператор M называется (L, p)-ограниченным,

если он (L, σ)-ограничен и Gp �= 0, Gp+1 = 0.

Лемма 2 (см. [17]). Пусть G ∈ L(X )—нильпотентный оператор степени p ∈ N0, для
l = 0, 1, . . . , p существуют (DσnG)lg ∈ C((0, T ];X ) и для k = 0, 1, . . . , n − 1 и l = 0, 1, . . . , p
существуют Dσk(DσnG)lg ∈ C([0, T ];X ). Тогда существует единственное решение уравнения

DσnGx(t) = x(t) + g(t)

и оно имеет вид

x(t) = −
p∑

l=0

(DσnG)lg(t).

Рассмотрим обратную задачу для вырожденного эволюционного уравнения

DσnLx(t) = Mx(t) + ϕ(t)u, t ∈ (0, T ], (9)

Dσk(Px)(0) = xk ∈ X 1, k = 0, . . . , n− 1, (10)
T∫

0

x(t)dμ(t) = xT ∈ X . (11)

в котором, как и прежде, Dσn —дробная производная Джрбашяна—Нерсесяна, которая опреде-
ляется набором чисел {α0, α1, . . . , αn}, 0 < αk � 1, k = 0, 1, . . . , n, ϕ ∈ C([0, T ];R), элемент u ∈ Y
неизвестен.
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В силу (L, p)-ограниченности оператора M задача (9)—(11) эквивалентна системе двух задач
на подпространствах X 0 и X 1:

DσnGx0(t) = x0(t) + ϕ(t)M−1
0 u0, (12)

T∫

0

x0(t)dμ(t) = x0T , (13)

и

Dσnx1(t) = L−1
1 M1x

1(t) + ϕ(t)L−1
1 u1, (14)

Dσkx1(0) = xk, k = 0, . . . , n − 1, (15)
T∫

0

x1(t)dμ(t) = x1T , (16)

где

x0(t) = (I − P )x(t), x1(t) = Px(t), x0T = (I − P )xT , x1T = PxT , u0 = (I −Q)u, u1 = Qu.

Задачу (12), (13) назовем корректной, если для любого x0T ∈ X 0 существует единственное
решение u0 ∈ Y0, для которого справедлива оценка

‖u0‖Y0 � C(‖x0T ‖X 0 + ‖M0x
0
T ‖Y0),

где C > 0 не зависит от x0T .
Пусть

fl(s) =

s∫

0

(Dσn)lϕ(t)dμ(t), l = 0, . . . , p,

F (s)v = M0

p∑
k=0

(−1)k+1

(
p∑

l=1

fl(s)G
l

f0(s)

)k
v

f0(s)
, s ∈ (0, T ], v ∈ X 0.

Лемма 3. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, ϕ ∈ C([0, T ];R),

(Dσn)lGlϕ ∈ C((0, T ];L(X 0)), l = 0, 1, . . . , p,

Dσk(Dσn)lGlϕ ∈ C([0, T ];L(X 0)), k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 0, 1, . . . , p,

μ : [0, T ] → R—функция ограниченной вариации. Задача (12), (13) корректна в том и только
в том случае, когда

T∫

0

ϕ(t)dμ(t) �= 0.

Решение задачи (12), (13) в случае его существования имеет вид u0 = F (T )x0T .

Доказательство. По лемме 2 уравнение (12) имеет единственное решение вида

x0(t) = −
p∑

l=0

(DσnG)lϕ(t)M−1
0 u0. (17)

Найдем u0. Если f0(T ) �= 0, подставляя (17) в (13), имеем(
I +

p∑
l=1

fl(T )Gl

f0(T )

)
M−1

0 u0 = − x0T
f0(T )

.
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Из нильпотентности оператора G получим

u0 = M0

p∑
k=0

(−1)k+1

(
p∑

l=1

fl(T )Gl

f0(T )

)k
x0T
f0(T )

= F (T )x0T .

Отсюда же следует единственность решения задачи (12), (13). Корректность задачи следует из
вида решения.
Пусть

f0(T ) :=

T∫

0

ϕ(t)dμ(t) = 0,

тогда (
p∑

l=1

fl(T )Gl−1

)
GM−1

0 u0 = −x0T .

Поскольку оператор M является (L, p)-ограниченным, то kerL ∩ kerM = {0}. Возьмем элемент
v ∈M0[kerL \ {0}]. Тогда (

p∑
l=1

fl(T )Gl−1

)
GM−1

0 (u0 + v) = −x0T .

Следовательно, решение задачи (12), (13) не единственно. �
При условии (L, σ)-ограниченности оператора M введем обозначение S := L−1

1 M1 ∈ L(X 1),

ψ(S) := x1T −
T∫

0

n−1∑
k=0

tσkEσn,σk+1(t
σnA)xkdμ(t) ∈ X 1.

Теорема 4. Пусть оператор M является (L, p)-ограниченным, ϕ ∈ C([0, T ];R),

(Dσn)lGlϕ ∈ C((0, T ];L(X 0)), l = 0, 1, . . . , p,

Dσk(Dσn)lGlϕ ∈ C([0, T ];L(X 0)), k = 0, 1, . . . , n − 1, l = 0, 1, . . . , p,

μ : [0, T ] → R—функция ограниченной вариации. Задача (9)—(11) корректна в том и только
в том случае, когда χ(λ) �= 0 при всех λ ∈ σL(M),

T∫

0

ϕ(t)dμ(t) �= 0.

Решение задачи (9)—(11) в случае его существования имеет вид

u = (χ(S))−1ψ(S) + F (T )(I − P )xT .

Доказательство. Задача (9)—(11), как упоминалось ранее, эквивалентна совокупности за-
дач (12), (13) и (14)—(16). Условия разрешимости задачи (12), (13) сформулированы в лемме 3,
а для разрешимости задачи (14)—(16) — в теореме 2. Необходимо только отметить, что для всех
λ ∈ C существует оператор (λL0 − M0)

−1 ∈ L(Y0;X 0) в силу нильпотентности оператора G
и равенства

(λL0 −M0)
−1 = (λG− I)−1M−1

0 = −
p∑

k=0

λkGkM−1
0 .

Следовательно, σL0(M0) = ∅ и σL(M) = σL1(M1) = σ(L−1
1 M1). В итоге

u = u0 + u1 = (χ(S))−1ψ(S) + F (T )(I − P )xT . �
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4. Обратная задача для системы уравнений в частных производных. Рассмотрим об-
ратную задачу для линеаризованной системы уравнений динамики вязкоупругой жидкости Кель-
вина—Фойгта [5] с производной Джрбашяна—Нерсесяна по времени

Dσk
t v(ξ, 0) = vk(ξ), ξ ∈ Ω, k = 0, 1, . . . , n− 1, (18)

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω × (0, T ], (19)
Dσn

t (1 − βΔ)v(ξ, t) = cΔv(ξ, t) − r(ξ, t) + ϕ(t)u(ξ), (ξ, t) ∈ Ω × (0, T ], (20)
∇ · v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ Ω × (0, T ], (21)

T∫

0

v(ξ, t)dμ(t) = vT (ξ), ξ ∈ Ω. (22)

Здесь Ω ⊂ R
d— область с гладкой границей ∂Ω, β, c ∈ R, Dσk

t —производные Джрбашяна—Нер-
сесяна по переменной t, k = 0, 1, . . . , n, вектор-функция v = (v1, v2, . . . , vd)— скорость жидкости,
r = (r1, r2, . . . , rd)— градиент давления; неизвестные вектор-функции v, r, u = (u1, u2, . . . , ud).
Пусть L2 = (L2(Ω))d, H1 = (W 1

2 (Ω))d и H
2 = (W 2

2 (Ω))d. Замыкание множества

L =
{
v ∈ (C∞

0 (Ω))d : ∇ · v = 0
}

в норме пространства L2 обозначим через Hσ, а его замыкание в норме H
1 —через H

1
σ. Так-

же будем использовать обозначения H
2
σ = H

1
σ ∩ H

2, Hπ — ортогональное дополнение к Hσ в L2,
Σ: L2 → Hσ и Π = I − Σ— соответствующие ортогональные проекторы.
Оператор A = ΣΔ, продолженный до замкнутого оператора в пространстве Hσ с областью

определения H
2
σ, имеет вещественный отрицательный дискретный конечнократный спектр, сгу-

щающийся только на −∞ (см. [4]). Обозначим через {λk} собственные значения оператора A,
занумерованные в порядке невозрастания с учетом их кратностей, и обозначим через {ϕk} орто-
нормированную в Hσ систему соответствующих собственных функций, образующую базис в Hσ.
Учитывая граничное условие (19) и уравнение несжимаемости (21), положим

X = H
2
σ ×Hπ, Y = L2 = Hσ ×Hπ, (23)

L =

(
I − βA O

−βΠΔ O

)
∈ L(X ;Y), M =

(
cA O

cΠΔ −I
)

∈ L(X ;Y), (24)

X состоит из пар вектор-функций x = (v, r), где v ∈ H
2
σ, r ∈ Hπ (см. уравнения (20), (21)).

Лемма 4 (см. [16]). Пусть β �= 0, β−1 /∈ σ(A), пространства имеют вид (23), а операторы L
и M определены формулами (24). Тогда оператор M является (L, 0)-ограниченным. Более того,

σL(M) =
{
cλk/(1 − βλk) : k ∈ N

}
,

P =

(
I O

cΠΔ(I − βA)−1
O

)
, Q =

(
I O

−βΠΔ(I − βA)−1
O

)
.

Таким образом, обратная задача (18)—(22) имеет вид (9)—(11). Принимая во внимание, что
M ∈ L(X ;Y), DM1 = X 1 = imP изоморфно H

2
σ, корректность задачи (18)—(22) означает су-

ществование решения u ∈ L2 для всех vk ∈ H
2
σ, k = 0, 1, . . . ,m − 1, vT ∈ H

2
σ, удовлетворяющее

оценке

‖u‖L2 � C

(m−1∑
k=0

‖vk‖H2 + ‖vT ‖H2

)
.

Теорема 5. Пусть β �= 0, β−1 /∈ σ(A), ϕ ∈ C([0, T ];R), Dσkϕ ∈ C([0, T ];R), k = 0, 1, . . . , n− 1,
μ : [0, T ] → R—функция ограниченной вариации. Задача (18)—(22) корректна в том и только
в том случае, когда

T∫

0

ϕ(t)dμ(t) �= 0
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и неравенство χ(cλk/(1 − βλk)) �= 0 выполнено для всех k ∈ N.

Доказательство. Из вида проекций P и Q следует, что X 0 = kerP = {0} ×Hπ и Y0 = {0} ×Hπ.
Следовательно, условие (18) равносильно условию вида (10). По лемме 4 оператор M в зада-
че (18)—(22) является (L, 0)-ограниченным в условиях данной теоремы. Таким образом, утвер-
ждение следует из теоремы 4. �
Теперь пусть β−1 ∈ σ(A). Обозначим через M0 множество таких индексов k ∈ N, что λk = β−1,

и через M1—множество N \M0.

Лемма 5 (см. [16]). Пусть cβ �= 0, β−1 ∈ σ(A), пространства имеют вид (23), а операторы
L и M определены формулами (24). Тогда оператор M (L, 1)-ограничен. Более того,

σL(M) =
{
cλk/(1 − βλk) : k ∈ M1

}
,

P =

⎛
⎜⎝

∑
k∈M1

〈·, ϕk〉ϕk O

cΠΔ
∑

k∈M1

〈·,ϕk〉ϕk

1−βλk
O

⎞
⎟⎠ , Q =

⎛
⎜⎝

∑
k∈M1

〈·, ϕk〉ϕk O

−βΠΔ
∑

k∈M1

〈·,ϕk〉ϕk

1−βλk
O

⎞
⎟⎠ .

Покажем, что в силу найденного вида проектора P начальные условия (10) эквивалентны
условиям

Dσk
t (1 − βΔ)v(ξ, 0) = yk(ξ), ξ ∈ Ω, k = 0, 1, . . . , n− 1. (25)

Имеем
Dσl

t (1 − βΔ)v(·, 0) =
∑
k∈M1

(1 − βλk)
〈
Dσl

t v(·, 0), ϕk

〉
ϕk =

∑
k∈M1

〈
yl, ϕk

〉
ϕk,

поэтому
〈
Dσl

t v(·, 0), ϕk

〉
=

〈
yl, ϕk

〉
1 − βλk

, k ∈ M1, l = 0, 1, . . . , n − 1,

cΠΔ
∑
k∈M1

〈
Dσl

t v(·, 0), ϕk

〉
ϕk

1 − βλk
= cΠΔ

∑
k∈M1

〈
yl, ϕk

〉
(1 − βλk)2

, l = 0, 1, . . . , n− 1.

Таким образом, с помощью условий (25) определены выражения Dσl
t Px(·, 0), l = 0, 1, . . . , n− 1.

Теорема 6. Пусть cβ �= 0, β−1 ∈ σ(A), ϕ ∈ C([0, T ];R), Dσkϕ ∈ C([0, T ];R), k = 0, 1, . . . , n− 1,
μ : [0, T ] → R—функция ограниченной вариации. Задача (19)—(22), (25) корректна в том
и только в том случае, когда

T∫

0

ϕ(t)dμ(t) �= 0

и неравенство χ(cλk/(1 − βλk)) �= 0 выполнено для всех k ∈ M1.

Доказательство. Из леммы 5 следует, что операторM для задачи (19)—(22), (25) является (L, 1)-
ограниченным и X 0 = kerP = span{ϕk : k ∈ M0}×Hπ, X 1 = imP = (span{ϕk : k ∈ M1}∩H2

σ)×{0},
Y0 = kerQ = span{ϕk : k ∈ M0} × Hπ, Y1 = imQ = span{ϕk : k ∈ M1} × {0}. Следовательно,
утверждение данной теоремы следует из теоремы 4 и леммы 5. �
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Аннотация. В классе линейных по состоянию задач оптимального управления с терминаль-
ными ограничениями рассматривается задача нелокального улучшения допустимого управления
с сохранением всех терминальных ограничений. К решению данной задачи улучшения приме-
няется подход, основанный на решении специальной системы функциональных уравнений. Со-
ответствующая система интерпретируется как задача о неподвижной точке, к решению которой
применяется аппарат теории неподвижных точек.

Ключевые слова: задача оптимального управления, нелокальное улучшение, терминальное
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Abstract. In the class of state-linear optimal control problems with terminal constraints, we consider
the problem of nonlocal improvement of an admissible control preserving all terminal constraints. We
apply an approach based on solving a special system of functional equations. The corresponding system
is interpreted as a fixed-point problem; to the solution of this problem we apply the theory of fixed
points.
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1. Введение. Задачи оптимизации линейных по состоянию систем являются актуальными при
моделировании многих управляемых естественно-научных и социальных процессов [3, 6, 8–10].
Прикладные задачи обычно приводят к постановкам задач оптимального управления с дополни-
тельными ограничениями на управляемые системы. Здесь помимо прямых поточечных ограниче-
ний на управление возникают ограничения на фазовую траекторию, в том числе терминального
типа.

Локальные численные методы оптимального управления, в частности, градиентные методы [2]
характеризуются процедурой локального варьирования управлений для обеспечения улучшения
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целевого функционала задачи. При этом процедура игольчатого варьирования управлений мо-
жет приводить к получению труднореализуемого на практике управления (например, наличие
участков частого переключения управления с минимального на максимальное значение). Схо-
димость указанных методов по невязке принципа максимума делает невозможным улучшение
управлений, удовлетворяющих принципу максимума.

В классе задач оптимизации линейных по состоянию систем успешно развиваются и применя-
ются нелокальные подходы и методы. В частности, глобальный метод Кротова [9, 10], методы,
основанные на принципе расширения [3, 8], методы параметризации [6].

В работе [5] разработаны процедуры нелокального улучшения управлений в классе линейных
по состоянию задач оптимального управления со свободным правым концом с линейным по со-
стоянию целевым функционалом. Эти процедуры основаны на точных формулах приращения
целевого функционала и не содержат операцию параметрического варьирования, что является
существенным фактором повышения эффективности данных процедур. Нелокальность улучше-
ния управления в классе линейных по состоянию задач оптимального управления достигается
ценой решения специальной задачи Коши.

В работе [7] процедуры нелокального улучшения обобщаются на класс линейных по состоянию
задач оптимального управления с частично закрепленным правым концом. Для нелокального
улучшения допустимого управления с сохранением всех терминальных ограничений требуется
решить специальную краевую задачу с разрывной и многозначной правой частью в общем случае.

В данной работе к нелокальному улучшению допустимых управлений в рассматриваемом клас-
се задач оптимального управления предлагается подход, основанный на решении специальной
системы функциональных уравнений, эквивалентной краевой задаче улучшения. Эта система
функциональных уравнений может быть интерпретирована как специальная задача о неподвиж-
ной точке с дополнительным алгебраическим уравнением, что позволяет применить к ее решению
известный [4] аппарат теории и методов неподвижных точек, аналогично работе [1] в задачах без
ограничений.

2. Постановка задачи. Рассмотрим линейную по состоянию задачу оптимального управле-
ния с одним терминальным ограничением

ẋ = A(u, t)x+ b(u, t), t ∈ T = [t0, t1], (1)

x(t0) = x0, u(t) ∈ U, (2)

Φ(u) = 〈c, x(t1)〉 +

t1∫

t0

[〈d(u, t), x〉 + g(u, t)]dt → min, (3)

x1(t1) = x11. (4)

Здесь x(t) ∈ R
n — вектор состояния, u(t) ∈ R

r — вектор управления, функции A(u, t), b(u, t), d(u, t)
и g(u, t) непрерывны по (u, t) на R

r × T , U —компактное множество в R
r, c ∈ R

n — заданный
вектор, причем c1 = 0; начальное состояние x0 ∈ R

n и действительное число x11 заданы, интервал
T фиксирован.

К виду (1)—(4) с одним терминальным ограничением могут быть приведены многие линей-
ные по состоянию задачи с фазовыми, терминальными и смешанными ограничениями методом
наложения штрафов за нарушение ограничений.

В задаче (1)—(4) определим множество доступных управлений

V =
{
u ∈ PCr(T ) : u(t) ∈ U, t ∈ T}.

Для управления u ∈ V обозначим через x(t, u), t ∈ T решение задачи Коши (1), (2) при u = u(t).
Введем множество допустимых управлений:

W =
{
u ∈ V : x1(t1, u) = x11

}
.

Определим функцию Понтрягина с сопряженной переменной ψ ∈ R
n:

H(ψ, x, u, t) =
〈
ψ,A(u, t)x + b(u, t)

〉− 〈d(u, t), x
〉 − g(u, t).
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Рассмотрим сопряженную систему:

ψ̇ = −A(u, t)Tψ + d(u, t), (5)
ψ1(t1) = −λ, (6)

ψi(t1) = −ci, i = 2, n. (7)

Обозначим через ψ(t, u, λ), t ∈ T решение сопряженной системы (5)—(7) при u = u(t).
Рассмотрим регулярный функционал Лагранжа

L(u, λ) = Φ(u) + λ(x1(t1) − x11), λ ∈ R.

В соответствии с [5] имеют место точные формулы приращения функционала Лагранжа:

ΔvL(u0, λ) = −
t1∫

t0

Δv(t)H(ψ(t, u0, λ), x(t, v), u0(t), t)dt, (8)

ΔvL(u0, λ) = −
t1∫

t0

Δv(t)H(ψ(t, v, λ), x(t, u0), u0(t), t)dt. (9)

Аналогично [5] введем в рассмотрение отображение

u∗(ψ, x, t) = arg max
v∈U

H(ψ, x, v, t), ψ ∈ R
n, x ∈ R

n, t ∈ T. (10)

Поставим задачу улучшения допустимого управления u0 ∈W : найти управление v ∈W со свой-
ством

Φ(v) � Φ(u0).

3. Процедуры улучшения. Точные формулы приращения (8), (9) открывают возможность
для нелокального улучшения допустимого управления u0. Условия улучшения могут быть сфор-
мулированы как системы функциональных уравнений с использованием отображения (10).

На основе формулы приращения (8) для нелокального улучшения допустимого управления u0
достаточно решить систему функциональных уравнений

v(t) = u∗(ψ(t, u0, λ), x(t, v), t),

x1(t1, v) = x11.
(11)

Аналогично на основе формулы приращения (9) достаточно решить систему функциональных
уравнений

v(t) = u∗(ψ(t, v, λ), x(t, u0), t),

x1(t1, v) = x11.
(12)

Для решения систем функциональных уравнений (11), (12), интерпретируемых как задачи
о неподвижной точке с дополнительным уравнением, предлагаются итерационные процессы

vk+1(t) = u∗(ψ(t, u0, λ), x(t, vk), t), x1(t1, v
k+1) = x11, (13)

vk+1(t) = u∗(ψ(t, vk, λ), x(t, u0), t), x1(t1, v
k+1) = x11, (14)

где на каждой итерации процессов (13), (14) множитель Лагранжа λ ∈ R выбирается из усло-
вия выполнения терминального ограничения. Итерационный процесс (13) рассматривается для
решения системы (11), итерационный процесс (14) — для решения системы (12).

Для реализации итерационного процесса (13) предлагается следующий подход.
Положим ψ1(t1) = −λ, где λ ∈ R—неизвестный параметр (множитель Лагранжа), подлежа-

щий определению. Обозначим через ψλ(t), t ∈ T решение задачи Коши

ψ̇ = −A(u0(t), t)Tψ + d(u0(t), t),

ψ1(t1) = −λ,
ψi(t1) = −ci, i = 2, n.
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Рассмотрим управление

vλ(t) = u∗(ψλ(t), x(t, vk), t), t ∈ T.

Для полученного управления найдем решение x(t, vλ), t ∈ T , обычной задачи Коши

ẋ = A(vλ(t), t)x + b(vλ(t), t), t ∈ T, x(t0) = x0.

Множитель Лагранжа λ ∈ R на каждой итерации процесса (13) выбирается из условия выполне-
ния терминального ограничения:

x1(t1, v
λ) = x11. (15)

Для полученного решения λk ∈ R уравнения (15) определяется следующее приближение управ-
ления:

vk+1(t) = vλ
k
(t), t ∈ T.

Для реализации итерационного процесса (14) предлагается аналогичный подход. Положим
ψ1(t1) = −λ, где λ ∈ R—неизвестный параметр (множитель Лагранжа), подлежащий определе-
нию. Обозначим через ψλ(t), t ∈ T , решение задачи Коши

ψ̇ = −A(vk(t), t)Tψ + d(vk(t), t),

ψ1(t1) = −λ,
ψi(t1) = −ci, i = 2, n.

Рассмотрим управление

vλ(t) = u∗(ψλ(t), x(t, u0), t), t ∈ T.

Для полученного управления найдем решение x(t, vλ), t ∈ T обычной задачи Коши

ẋ = A(vλ(t), t)x + b(vλ(t), t), t ∈ T, x(t0) = x0.

Множитель Лагранжа λ ∈ R на каждой итерации процесса (14) выбирается из условия выполне-
ния терминального ограничения

x1(t1, v
λ) = x11. (16)

Для полученного решения λk ∈ R уравнения (16) определяется следующее приближение управ-
ления:

vk+1(t) = vλ
k
(t), t ∈ T.

В качестве начального приближения итерационных процессов (13), (14) выбирается управление
v0 ∈ V . Отметим, что начальное приближение v0 может не быть допустимым управлением, что
является важным для практической реализации алгоритмов. Также отметим, что на итерациях
процессов (13), (14) решаются обычные задачи Коши с предварительно вычисленным управлени-
ем. Итак, в отличие от процедуры улучшения управления, рассмотренной в [7], нет необходимости
в решении специальных краевых задач с разрывной и многозначной правой частью.

Итерационные процессы (13), (14) продолжаются до первого улучшения управления u0. Далее
строится новая задача улучшения для полученного управления и процесс повторяется. Крите-
рием остановки итераций улучшения управления является отсутствие улучшения управления по
целевому функционалу.

Таким образом, формируются итерационные методы построения релаксационных последова-
тельностей допустимых управлений.

Предлагаемые процедуры позволяют строго улучшать неоптимальные экстремальные управ-
ления, т.е. удовлетворяющие принципу максимума в рассматриваемом классе задач с ограниче-
ниями. Градиентные процедуры такой возможностью не обладают.
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4. Примеры.

Пример 1 (улучшение управления, не удовлетворяющего принципу максимума).

ẋ = u, t ∈ T = [0, 1], |u(t)| � 1, t ∈ T,

x(0) = 1, x(1) =
2

3
,

Φ(u) =

1∫

0

x(u− 1)dt → min .

Поставим задачу улучшения допустимого управления u0(t) ≡ −1
3 , t ∈ T , которому соответствует

фазовая траектория x(t, u0) = −1
3t+ 1, t ∈ T , и значение целевого функционала Φ(u0) = −10

9 .
Функция Понтрягина и сопряженная система имеют вид

H = ψu− x(u− 1) = (ψ − x)u+ x, ψ̇ = u− 1, ψ(1) = −λ.
Экстремальное отображение (10) задается формулой

u∗(ψ, x) = sign(ψ − x).

В качестве начального приближения итерационного процесса (13) возьмем управление v0(t) ≡
0, t ∈ T . Соответствующая ему фазовая траектория — x(t, v0) ≡ 1, t ∈ T . Соответствующая
сопряженная система принимает вид

ψ̇ = −4

3
, ψ(1) = −λ.

Ее решение

ψλ(t) = −4

3
t− λ+

4

3
, t ∈ T.

Сформируем управление

vλ(t) = sign

(
−4

3
t− λ+

1

3

)
, t ∈ T.

Найдем решение x(t, vλ), t ∈ T задачи Коши

ẋ = sign

(
−4

3
t− λ+

1

3

)
, x(0) = 1, t ∈ T.

Условие
x(1, vλ) =

2

3
определяет значение множителя Лагранжа

λ = −1

9
.

Соответствующее выходное управление имеет вид

v(t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1, t ∈
[
0,

1

3

)
,

−1, t ∈
[

1

3
, 1

]
,

а значение целевого функционала равно

Φ(v) = −4

3
.

Таким образом, имеет место строгое улучшение исходного допустимого управления u0

Φ(v) < Φ(u0).
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Пример 2 (улучшение управления, удовлетворяющего принципу максимума).

ẋ = (t− 1)u, t ∈ T = [0, 2], |u(t)| � 1, t ∈ T,

x(0) = 0, x(2) = 0,

Φ(u) =

2∫

0

x(u− 1)dt → min .

Поставим задачу улучшения допустимого управления u0(t) ≡ 1, t ∈ T , которому соответствует
фазовая траектория x(t, u0) = 1

2 t
2 − t, t ∈ T и значение целевого функционала Φ(u0) = 0.

Функция Понтрягина и соответствующая сопряженная система имеют вид

H = ψ(t− 1)u− x(u− 1) = (ψ(t − 1) − x)u+ x, ψ̇ = u− 1, ψ(2) = −λ.
Экстремальное отображение (10) в рассматриваемом примере задается формулой

u∗(ψ, x, t) = sign(ψ(t− 1) − x).

В качестве начального приближения итерационного процесса (13) возьмем управление v0(t) ≡ 0,
t ∈ T . Соответствующая ему фазовая траектория x(t, v0) ≡ 0, t ∈ T . Соответствующая сопря-
женная система принимает вид

ψ̇ = 0, ψ(2) = −λ;

ее решение —
ψλ(t) ≡ −λ, t ∈ T.

Сформируем управление
vλ(t) = sign(λ(1 − t)), t ∈ T.

Найдем решение x(t, vλ), t ∈ T задачи Коши

ẋ = (t− 1) sign(λ(1 − t)), x(0) = 0, t ∈ T.

Условие
x(2, vλ) = 0

определяет значение множителя Лагранжа

λ = 0.

Соответствующее выходное управление имеет вид

v(t) ≡ −1, , t ∈ T

а значение целевого функционала равно

Φ(v) = −4

3
.

Таким образом, имеет место строгое улучшение удовлетворяющего регулярному принципу мак-
симума исходного допустимого управления u0:

Φ(v) < Φ(u0).

5. Заключение. Выделим основные характерные особенности предлагаемого подхода к улуч-
шению управления в рассматриваемом классе линейных по состоянию задач с ограничениями.
1. Нелокальность улучшения управления и отсутствие процедуры варьирования управления

в малой окрестности улучшаемого управления в отличие от градиентных методов.
2. Выполнение терминального ограничения на каждой итерации улучшения управления.
3. Возможность строгого улучшения неоптимальных экстремальных управлений.
4. Решение обычных задач Коши с предварительно вычисленным управлением вместо решения

специальных краевых задач с разрывной и многозначной правой частью.
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Указанные свойства являются важными для повышения эффективности оптимизации управ-
ляемых систем с ограничениями.

Для линейной по состоянию и управлению (билинейная задача) задачи оптимального управ-
ления с одним терминальным ограничением с выпуклым множеством U предлагаемый подход
может быть легко адаптирован с использованием отображения на основе операции проектирова-
ния.
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Введение. Данная работа является обзорной по проблеме интегрируемости неконсервативных
систем с n степенями свободы (ранее были опубликованы аналогичные работы по системам с че-
тырьмя и пятью степенями свободы). Если конфигурационное многообразие системы — гладкое
n-мерное многообразие, то его касательное (кокасательное) расслоение имеет естественную струк-
туру фазового пространства системы, увеличивая вдвое количество фазовых переменных.
Поскольку мы имеем дело с неконсервативными системами, а именно с системами, в которых

в определенном роде присутствует так называемая диссипация переменного знака (в одних об-
ластях фазового пространства присутствует «собственно» диссипация — некое рассеяние полной
энергии, которая не сохраняется, а в других — подкачка энергии, т.е. формально — «рассеяние»
с противоположным знаком), то ни о каком полном списке даже непрерывных (автономных)
первых интегралов не может идти и речи (см. [6, 22, 30, 33]).
Работа состоит из трех частей. В первой части (см. [71]) проведен достаточно подробный ана-

лиз некоторой естественной порождающей задачи из динамики n-мерного твердого тела, поме-
щенного в неконсервативное поле сил, при этом в системе присутствует также гладкое управле-
ние. При естественных предположениях данная задача редуцируется к динамическим системам
на касательном расслоении (n − 1)-мерной сферы и обладает полным набором, вообще говоря,
трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечные комбинации элементарных
функций. Трансцендентность в данном случае понимается в смысле теории функций комплекс-
ного переменного, когда у функции имеются существенно особые точки (см. также [5,24,31,41]).
Во второй части (см. [72]) рассмотрены более общие динамические системы на касательном рас-

слоении к n-мерной сфере. Указанные системы обобщают системы, рассмотренные ранее в первой
части. При этом системы более общего вида включают также и классическую задачу о движении
точки по n-мерной сфере, где при некоторых условиях также получены полные наборы, вообще
говоря, трансцендентных первых интегралов (см. также [50,51, 53]).
В данной третьей части рассмотрены рассмотрены динамические системы на касательных рас-

слоениях к достаточно обширным классам гладких n-мерных многообразий; для таких систем
также предъявлены достаточные условия интегрируемости.

3. Системы на касательных расслоениях к гладкому n-мерному многообразию

Выше было показано, что изучение n-мерного обобщенного сферического маятника в неконсер-
вативном поле сил приводит к динамической системе на касательном расслоении к (n − 1)-мер-
ной сфере, при этом метрика специального вида на ней индуцирована дополнительной группой
симметрий. В данном случае динамические системы, описывающие движение такого маятника,
обладают диссипацией переменного знака, и полный список первых интегралов состоит из транс-
цендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.
Выше был также введен класс задач о движении точки по гладкой (n−1)-мерной поверхности,

при этом метрика на ней индуцирована евклидовой метрикой объемлющего n-мерного простран-
ства. В ряде случаев в системах с силовым полем с диссипацией также удается найти полный
список первых интегралов, состоящий из трансцендентных функций. Необходимо отметить, что
полученные результаты особенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсерватив-
ного поля сил.
В данном разделе показана интегрируемость некоторых классов динамических систем на ка-

сательном расслоении к гладкому n-мерному многообразию (об аналогичных исследованиях на
касательных расслоениях к многообразиям размерностей 2, 3 и 4 см. [66–68]). При этом силовые
поля обладают так называемой переменной диссипацией и обобщают ранее рассмотренные.

3.1. Уравнения геодезических при замене координат и их первые интегралы. Как из-
вестно, в случае n-мерного гладкого риманова многообразия Mn с координатами (α, β), β =
(β1, . . . , βn−1), и аффинной связностью Γi

jk(x) уравнения геодезических линий на касательном
расслоении T∗Mn{α̇, β̇1, . . . , β̇n−1;α, β1, . . . , βn−1}, α = x1, β1 = x2, . . ., βn−1 = xn, x = (x1, . . . , xn),



98 М. В. ШАМОЛИН

имеют следующий вид (дифференцирование берется по натуральному параметру):

ẍi +

n∑
j,k=1

Γi
jk(x)ẋj ẋk = 0, i = 1, . . . , n. (3.1.1)

Изучим структуру уравнений (3.1.1) при изменении координат на касательном расслоении
T∗Mn. Рассмотрим обратимую почти всюду замену координат касательного пространства, зави-
сящую от точки x многообразия:

ẋi =
n∑

j=1

Rij(x)zj , zj =
n∑

i=1

Tji(x)ẋi; (3.1.2)

при этом Rij, Tji, i, j = 1, . . . , n, — функции от x1, . . . , xn, а также RT = E, где R = (Rij),
T = (Tji). Назовем также уравнения (3.1.2) новыми кинематическими соотношениями, т.е. со-
отношениями на касательном расслоении T∗Mn.
Справедливы следующие тождества:

żj =

n∑
i=1

Ṫjiẋ
i +

n∑
i=1

Tjiẍ
i, Ṫji =

n∑
k=1

Tji,kẋ
k, (3.1.3)

где

Tji,k =
∂Tji
∂xk

, j, i, k = 1, . . . , n.

Подставляя в (3.1.3) уравнения (3.1.1), имеем:

żi =

n∑
j,k=1

Tij,kẋ
j ẋk −

n∑
j,p,q=1

TijΓ
j
pqẋ

pẋq, (3.1.4)

при этом в последней системе вместо ẋi, i = 1, . . . , n, надо подставить формулы (3.1.2), в результа-
те чего в правой части последнего равенства будет стоять квадратичная форма по переменным zj .
Другими словами, равенство (3.1.4) можно переписать в виде

żi +
n∑

j,k=1

Qijkẋ
jẋk
∣∣∣
(3.1.2)

= 0, (3.1.5)

где

Qijk(x) =

n∑
s=1

Tis(x)Γs
jk(x) − Tij,k(x). (3.1.6)

Предложение 3.1.1. Система (3.1.1) в той области, где detR(x) �= 0, эквивалентна со-
ставной системе (3.1.2), (3.1.4).

Таким образом, результат перехода от уравнений геодезических (3.1.1) к эквивалентной систе-
ме уравнений (3.1.2), (3.1.4) зависит как от замены переменных (3.1.2) касательного пространства
(т.е. вводимых новых кинематических соотношений), так и от аффинной связности Γi

jk(x).

3.2. Достаточно общий случай. Рассмотрим далее достаточно общий случай задания кине-
матических соотношений в следующем виде:

α̇ = −zn, (3.2.1a)

β̇1 = zn−1f1(α), (3.2.1b)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (3.2.1c)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (3.2.1d)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2), (3.2.1e)
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где fk(α), k = 1, . . . , n− 1, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2)— гладкие
функции на своей области определения. Такие координаты z1, . . . , zn в касательном пространстве
вводятся тогда, когда рассматриваются следующие классы уравнений геодезических (в частно-
сти, на многомерных поверхностях вращения) с n(n−1) ненулевыми коэффициентами связности:

α̈+ Γα
11(α, β)β̇21 + . . .+ Γα

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0, (3.2.2a)

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇22 + . . .+ Γ1
n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0, (3.2.2b)

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇23 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0, (3.2.2c)

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3+

+ Γ3
44(α, β)β̇24 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0, (3.2.2d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̈n−2 + 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .

. . .+ 2Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0, (3.2.2e)

β̈n−1 + 2Γn−1
α,n−1(α, β)α̇β̇n−1 + 2Γn−1

1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . .+ + 2Γn−1
n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0, (3.2.2f)

т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю.
В случае (3.2.1) уравнения (3.1.4) примут вид

ż1 =
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
z1zn −

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
f1(α)z1zn−1−

−
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
f2(α)g1(β1)z1zn−2 − . . .−

−
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)z1z2, (3.2.3a)

ż2 =
[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn −

[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
f1(α)z2zn−1 − . . .−

−
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)z2z3−

− Γn−2
n−1,n−1(α, β)

f2n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)z

2
1 , (3.2.3b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

żn−1 =
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn − Γ1

22(α, β)
f22 (α)

f1(α)
g21(β1)z2n−2 − . . .−

− Γ1
n−1,n−1(α, β)

f2n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h2n−3(β2) . . . i21(βn−2)z21 , (3.2.3c)

żn = Γα
11f

2
1 (α)z2n−1 + Γα

22f
2
2 (α)g21(β1)z22 + . . .+

+ Γα
n−1,n−1f

2
n−1(α)g2n−2(β1)h2n−3(β2) . . . i21(βn−2)z

2
1 ; (3.2.3d)

здесь DQ(q) = d ln |Q(q)|/dq, и уравнения (3.2.2) почти всюду эквивалентны составной систе-
ме (3.2.1), (3.2.3) на касательном расслоении T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1}.
Для полного интегрирования системы (3.2.1), (3.2.3) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 1

независимых первых интегралов. В нашем случае их нужно знать меньше, что будет показано
ниже.
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Предложение 3.2.1. Если всюду на своей области определения выполняется система
n(n− 1)/2 равенств

2Γ1
α1(α, β) +Df1(α) + Γα

11(α, β)f21 (α) ≡ 0, (3.2.4a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2Γn−1
α,n−1(α, β) +Dfn−1(α) + Γα

n−1,n−1(α, β)f2n−1(α)g2n−2(β1)h2n−3(β2) . . . i21(βn−2) ≡ 0, (3.2.4b)[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
f21 (α) + Γ1

22(α, β)f22 (α)g21(β1) ≡ 0, (3.2.4c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
f21 (α)+

+ Γ1
n−1,n−1(α, β)f2n−1(α)g2n−2(β1)h2n−3(β2) . . . i21(βn−2) ≡ 0, (3.2.4d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
f2n−2(α)g2n−3(β1)h2n−4(β2) . . . r21(βn−3)+

+ Γn−2
n−1,n−1(α, β)f2n−1(α)g2n−2(β1)h2n−3(β2) . . . i21(βn−2) ≡ 0, (3.2.4e)

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет аналитический первый интеграл вида

Φ1(zn, . . . , z1) = z21 + . . . + z2n = C2
1 = const. (3.2.5)

На первый взгляд вопрос наличия первого интеграла достаточно простого вида (3.2.5) не «за-
служивает» решения такой достаточно сложной системы квазилинейных уравнений (3.2.4) (ко-
торая содержит, вообще говоря, уравнения в частных производных, вырождающиеся в обыкно-
венные). В работе будет применен подход, позволяющий с помощью решения системы (3.2.4)
успешно находить полные наборы первых интегралов систем с диссипацией.
Можно доказать отдельную теорему существования решения fk(α), k = 1, . . . , n − 1, gl(β1),

l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2) системы (3.2.4) квазилинейных уравнений
для наличия аналитического первого интеграла (3.2.5) для системы (3.2.1), (3.2.3) уравнений
геодезических (3.2.2). Но в дальнейшем при изучении динамических систем с диссипацией полная
группа условий (3.2.4) нам не потребуется. Тем не менее, в дальнейшем будем предполагать
в уравнениях (3.2.1) выполнение условий

f1(α) = . . . = fn−1(α) = f(α), (3.2.6)

при этом функции gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2) должны удовле-
творять преобразованным уравнениям из (3.2.4):

2Γ2
12(α, β) +Dg1(β1) + Γ1

22(α, β)g21(β1) ≡ 0, (3.2.7a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2Γn−1
1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1) + Γ1

n−1,n−1(α, β)g2n−2(β1)h2n−3(β2) . . . i21(βn−2) ≡ 0, (3.2.7b)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2Γn−1
n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)g2n−3(β1)h2n−4(β2) . . . r21(βn−3)+

+ Γn−2
n−1,n−1(α, β)g2n−2(β1)h2n−3(β2) . . . i21(βn−2) ≡ 0. (3.2.7c)

Таким образом, функции gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2) зависят
от коэффициентов связности через систему (3.2.7), а ограничения на функцию f(α) будут даны
ниже.

Предложение 3.2.2. Если выполнены свойства (3.2.6), (3.2.7) и справедливы равенства

Γ1
α1(α, β) = . . . = Γn−1

α,n−1(α, β) = Γ1(α), (3.2.8)



СИСТЕМЫ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЙ СВОБОДЫ С ДИССИПАЦИЕЙ. III 101

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ2(zn−1, . . . , z1;α) =
√
z21 + . . . + z2n−1Φ0(α) = C2 = const, (3.2.9)

Φ0(α) = f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ .

Предложение 3.2.3. Если выполнены условия предложения 3.2.2, имеют место равенства

g1(β1) = . . . = gn−2(β1) = g(β1), (3.2.10)

Γ2
12(α, β) = . . . = Γn−1

1,n−1(α, β) = Γ2(β1), (3.2.11)

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ3(zn−2, . . . , z1;α, β1) =
√
z21 + . . .+ z2n−2Φ0(α)Ψ1(β1) = C3 = const, (3.2.12)

Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩2

β1∫

β10

Γ2(b)db

⎫⎪⎬
⎪⎭ .

Далее применяем по индукции вышеизложенные рассуждения и приходим к следующему
утверждению.

Предложение 3.2.4. Если выполнены условия предложений 3.2.2, 3.2.3, . . . и при этом спра-
ведливо равенство

Γn−1
n−2,n−1(α, β) = Γn−1(βn−2), (3.2.13)

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φn(z1;α, β1, . . . , βn−2) = z1Φ0(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2) = Cn = const, (3.2.14)

Ψn−2(βn−2) = i(βn−2) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩2

β2∫

β20

Γ3(b)db

⎫⎪⎬
⎪⎭ , i(βn−2) = i1(βn−2). (3.2.15)

Предложение 3.2.5. Если выполнены условия предложений 3.2.2, 3.2.3, . . ., 3.2.4, то систе-
ма (3.2.1), (3.2.3) имеет первый интеграл следующего вида:

Φn+1(zn−2, . . . , z1;α, β) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−20

Cni(b)√
C2
n−1Φ

2
n−2(b) − C2

n

db = Cn+1 = const. (3.2.16)

Набор первых интегралов (3.2.5), (3.2.9), (3.2.12), . . ., (3.2.14), (3.2.16) является полным набором
независимых первых интегралов системы (3.2.1), (3.2.3) при вышеперечисленных условиях (то,
что полный набор состоит из n+ 1, а не из 2n− 1, первых интегралов, будет показано ниже).
Вопрос о гладкости первого интеграла (3.2.16) не так прост. В принципе, он может выражаться

через конечную комбинацию элементарных функций и даже являться функцией рациональной.
Но поскольку в рассматриваемой динамической системе отсутствуют асимптотические предель-
ные множества, то функция (3.2.16) не может быть трансцендентной с точки зрения комплексного
анализа. Действительно, у нее отсутствуют существенно особые точки. Но с точки зрения теории
элементарных функций она может быть трансцендентной.

3.3. Уравнения движения в потенциальном силовом поле и их первые интегралы.
Теперь несколько модифицируем систему (3.2.1), (3.2.3) при условиях (3.2.6)–(3.2.8), (3.2.10),
(3.2.11), . . ., (3.2.13), получив систему консервативную. А именно наличие силового поля харак-
теризует достаточно гладкий коэффициент F (α) во втором уравнении системы (3.3.1). Рассмат-
риваемая система на касательном расслоении T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} примет вид

α̇ = −zn, (3.3.1a)
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żn = F (α) + Γα
11(α, β)f2(α)z2n−1 + Γα

22(α, β)f2(α)g2(β1)z22 + . . .+

+ Γα
n−1,n−1(α, β)f2(α)g2(β1)h2(β2) . . . i2(βn−2)z

2
1 , (3.3.1b)

żn−1 =
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
zn−1zn − Γ1

22(α, β)f(α)g2(β1)z2n−2 − . . .−
− Γ1

n−1,n−1(α, β)f(α)g2(β1)h2(β2) . . . i2(βn−2)z21 , (3.3.1c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 =
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z2zn −

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
f(α)z2zn−1 − . . .−

−
[
2Γn−2(βn−3) +Dr(βn−3)

]
f(α)g(β1)h(β2) . . . s(βn−4)z2z3−

− Γn−2
n−1,n−1(α, β)f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)i

2(βn−2)z
2
1 , (3.3.1d)

ż1 =
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z1zn −

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
f1(α)z1zn−1−

−
[
2Γ3(β2) +Dh(β2)

]
f(α)g(β1)z1zn−2 − . . .−

−
[
2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)

]
f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)z1z2, (3.3.1e)

β̇1 = zn−1f(α), (3.3.1f)

β̇2 = zn−2f(α)g(β1), (3.3.1g)

β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), (3.3.1h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (3.3.1i)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈+ F (α) + Γα
11(α, β)β̇21 + . . .+ Γα

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈1 + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇22 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈2 + 2Γ1(α)α̇β̇2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇2 + +Γ2
33(α, β)β̇23 + . . . + Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈3 + 2Γ1(α)α̇β̇3 + 2Γ2(β1)β̇1β̇3 + 2Γ3(β2)β̇2β̇3 + Γ3
44(α, β)β̇24 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̈n−2 + 2Γ1(α)α̇β̇n−2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇n−2 + . . .+ 2Γn−2(βn−3)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2
n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈n−1 + 2Γ1(α)α̇β̇n−1 + 2Γ2(β1)β̇1β̇n−1 + . . .+ 2Γn−1(βn−2)β̇n−2β̇n−1 = 0.

Предложение 3.3.1. Если выполнены условия предложения 3.2.1, то система (3.3.1) имеет
гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ1(zn, . . . , z1;α) = z21 + . . .+ z2n + F1(α) = C1 = const, F1(α) = 2

α∫

α0

F (b)db. (3.3.2)

Предложение 3.3.2. Если выполнены условия предложений 3.2.2, 3.2.3, . . ., 3.2.4, то систе-
ма (3.3.1) имеет гладкие первые интегралы вида (3.2.9), (3.2.12), . . ., (3.2.14).

Предложение 3.3.3. Если выполнены условия предложения 3.2.5, то система (3.3.1) имеет
первый интеграл вида (3.2.16).
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Набор первых интегралов (3.3.2), (3.2.9), (3.2.12), . . ., (3.2.14), (3.2.16) является полным набо-
ром независимых первых интегралов системы (3.3.1) при вышеперечисленных условиях (то, что
полный набор состоит из n+ 1, а не из 2n− 1 первых интегралов, будет показано ниже).
Вопрос о гладкости первого интеграла (3.2.16) по-прежнему не так прост. Поскольку в рас-

сматриваемой динамической системе даже при наличии гладкого консервативного силового поля
отсутствуют асимптотические предельные множества, то функция (3.2.16) не может быть транс-
цендентной с точки зрения комплексного анализа (у нее отсутствуют существенно особые точ-
ки). Но с точки зрения теории элементарных функций она может быть трансцендентной (см.
также [29]).

3.4. Уравнения движения в силовом поле с диссипацией и их первые интегралы.
Теперь усложним систему (3.3.1) и получим систему с диссипацией. А именно наличие дисси-
пации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует достаточно гладкий коэффициент bδ(α)
в первом уравнении следующей системы:

α̇ = −zn + bδ(α), (3.4.1a)

żn = F (α) + Γα
11(α, β)f2(α)z2n−1 + Γα

22(α, β)f2(α)g2(β1)z22 + . . .+

+ Γα
n−1,n−1(α, β)f2(α)g2(β1)h2(β2) . . . i2(βn−2)z

2
1 , (3.4.1b)

żn−1 =
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
zn−1zn − Γ1

22(α, β)f(α)g2(β1)z2n−2 − . . .−
− Γ1

n−1,n−1(α, β)f(α)g2(β1)h2(β2) . . . i2(βn−2)z21 , (3.4.1c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 =
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z2zn −

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
f(α)z2zn−1 − . . .−

−
[
2Γn−2(βn−3) +Dr(βn−3)

]
f(α)g(β1)h(β2) . . . s(βn−4)z2z3−

− Γn−2
n−1,n−1(α, β)f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)i

2(βn−2)z
2
1 , (3.4.1d)

ż1 =
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z1zn −

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
f1(α)z1zn−1−

−
[
2Γ3(β2) +Dh(β2)

]
f(α)g(β1)z1zn−2 − . . .−

−
[
2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)

]
f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)z1z2, (3.4.1e)

β̇1 = zn−1f(α), (3.4.1f)

β̇2 = zn−2f(α)g(β1), (3.4.1g)

β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), (3.4.1h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (3.4.1i)

которая почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈− bα̇δ′(α) + F (α) + Γα
11(α, β)β̇21 + . . . + Γα

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈1 − bβ̇1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇22 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈2 − bβ̇2δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇23 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈3 − bβ̇3δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇3 + 2Γ2(β1)β̇1β̇3+

+ 2Γ3(β2)β̇2β̇3 + Γ3
44(α, β)β̇24 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̈n−2 − bβ̇n−2δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇n−2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ 2Γn−2(βn−3)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2
n−1,n−1(α, β)β̇2n−1 = 0,

β̈n−1 − bβ̇n−1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇n−1 + 2Γ2(β1)β̇1β̇n−1 + . . .+ 2Γn−1(βn−2)β̇n−2β̇n−1 = 0;

здесь W (α) = 2Γ1(α) +Df(α).
Перейдем теперь к интегрированию искомой системы (3.4.1) порядка 2n при выполнении ра-

венств

Γα
11(α, β) ≡ Γα

22(α, β)g2(β1) ≡ . . . ≡ Γα
n−1,n−1(α, β)g2(β1)h2(β2) . . . = Γn(α). (3.4.2)

Введем также (по аналогии с (3.2.7)) ограничение и на функцию f(α): она должна удовлетворять
преобразованному первому равенству из (3.2.4):

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γn(α)f2(α) ≡ 0. (3.4.3)

Для полного интегрирования системы (3.4.1) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 1 незави-
симых первых интегралов. Однако после замены переменных

wn = zn, wn−1 =
√
z21 + . . .+ z2n−1, wn−2 =

z2
z1
,

wn−3 =
z3√
z21 + z22

, . . . , w1 =
zn−1√

z21 + . . .+ zn−2
2

система (3.4.1) распадается следующим образом:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α̇ = −wn + bδ(α),

ẇn = F (α) + Γn(α)f2(α)w2
n−1,

ẇn−1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
wn−1wn,

(3.4.4)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ẇs = ±wn−1

√
1 +w2

sf(α) . . . [2Γs+1(βs) +Dj(βs)],

β̇s = ± wswn−1√
1 + w2

s

f(α) . . . , s = 1, . . . , n− 2,
(3.4.5)

β̇n−1 = ± wn−1√
1 + w2

n−2

f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (3.4.6)

где в системе (3.4.5) символом «. . .» показаны одинаковые члены, а функция j(βs)— одна из
функций g, h, . . ., зависящая от соответствующего угла βs.
Видно, что для полной интегрируемости системы (3.4.4)–(3.4.6) достаточно указать два неза-

висимых первых интеграла системы (3.4.4), по одному — для систем (3.4.5) (меняя в них неза-
висимые переменные; их n − 2 штуки), и дополнительный первый интеграл, «привязывающий»
уравнение (3.4.6) (т.е. всего n+ 1).

Теорема 3.4.1. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R выполняются равенства

Γn(α)f2(α) = κ
d

dα
ln |δ(α)|, F (α) = λ

d

dα

δ2(α)

2
. (3.4.7)

Тогда при выполнении условий (3.4.2), (3.4.3) система (3.4.1) обладает полным набором (n+ 1)
независимых, вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.
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Поставим в соответствие системе третьего порядка (3.4.4) неавтономную систему второго по-
рядка ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

dwn

dα
=
F (α) + Γn(α)f2(α)w2

n−1

−wn + bδ(α)
,

dwn−1

dα
=

[2Γ1(α) +Df(α)]wn−1wn

−wn + bδ(α)
.

(3.4.8)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn = unδ(α), wn−1 = un−1δ(α),

приводим систему (3.4.8) к следующему виду:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
δ(α)

dun
dα

=
F3(α) + Γn(α)f2(α)δ(α)u2n−1 + δ′(α)u2n − bδ′(α)un

−un + b
,

δ(α)
dun−1

dα
=

−Γn(α)f2(α)δ(α)un−1un + δ′(α)un−1un − bδ′(α)un
−un + b

,

(3.4.9)

F3(α) =
F (α)

δ(α)
.

При выполнении условий (3.4.7) система (3.4.9) приводится к уравнению первого порядка

dun
dun−1

=
λ+ κu2n−1 + u2n − bun

(1 − κ)un−1un − bun
. (3.4.10)

Уравнение (3.4.10) имеет вид уравнения Абеля (см. [29]). В частности, при κ = −1 оно имеет
первый интеграл

u2n + u2n−1 − bun + λ

un−1
= C1 = const, (3.4.11)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(wn, wn−1;α) = G1

(
wn

δ(α)
,
wn−1

δ(α)

)
=
w2
n +w2

n−1 − bwnδ(α) + λδ2(α)

wn−1δ(α)
= C1 = const. (3.4.12)

Далее найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.4.4)
при κ = −1. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.4.11) при un−1 �= 0
следующим образом: (

un − b

2

)2

+

(
un−1 − C1

2

)2

=
b2 +C2

1

4
− λ. (3.4.13)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4λ � 0, (3.4.14)

и фазовое пространство системы (3.3.2) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.4.13).
Таким образом, в силу соотношения (3.4.11) первое уравнение системы (3.4.9) при κ = −1

примет вид

δ(α)

δ′(α)

dun
dα

=
2(λ− bun + u24) − C1U1(C1, un)

−un + b
,

U1(C1, un) =
1

2

{
C1 ±

√
C2
1 − 4(u2n − bun + λ)

}
,

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.4.14). Дополнительный первый
интеграл для системы (3.4.4) имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn, wn−1;α) = G2

(
δ(α),

wn

δ(α)
,
wn−1

δ(α)

)
= C2 = const, (3.4.15)
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и при κ = −1 он найдется из квадратуры

ln |g(α)| =

∫
(b− un)dun

2(λ− bun + u2n) − C1

{
C1 ±

√
C2
1 − 4(u2n − bun + λ)

}
/2
, un =

wn

δ(α)
.

При этом после взятия этого интеграла вместо C1 можно подставить левую часть равен-
ства (3.4.12). Правая часть данного равенства выражается через конечную комбинацию элемен-
тарных функций, а левая — в зависимости от функции δ(α). Поэтому выражение первых инте-
гралов (3.4.12), (3.4.15) через конечную комбинацию элементарных функций зависит не только
от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции δ(α).
Первые интегралы для систем (3.4.5) будут иметь вид

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 2, (3.4.16)

о функциях Ψs(βs), s = 1, . . . , n−2, см. (3.2.12), . . ., (3.2.14). А дополнительный первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (3.4.6), находится по аналогии с (3.2.16):

Θn+1(w2, w1;α, β) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

Cni(b)√
C2
n−1Ψ

2
n−2(b) − C2

n

db = Cn+1 = const,

при этом после взятия этого интеграла вместо постоянных Cn−1, Cn можно подставить соответ-
ствующие левые части равенства (3.4.16).

3.5. Замечания о структуре первых интегралов систем с диссипацией. Если α—пе-
риодическая координата периода 2π, то система (3.4.4) становится динамической системой с пе-
ременной диссипацией с нулевым средним. При этом при b = 0 она превращается в систему
консервативную, которая обладает двумя гладкими первыми интегралами вида (3.3.2), (3.2.9).
В силу (3.4.7)

Φ1(zn, . . . , z1;α) = z21 + . . . + z2n + 2

α∫

α0

F (b)db ∼= w2
n + w2

n−1 + λδ2(α), (3.5.1)

где «∼=» означает равенство с точностью до аддитивной постоянной. При этом в силу (3.4.3)
и (3.4.7)

Φ2(zn−1, . . . , z1;α) =
√
z21 + . . .+ z2n−1 f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ ∼= wn−1δ(α) = C2 = const, (3.5.2)

где «∼=» означает равенство с точностью уже до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.5.1), (3.5.2) (или (3.3.2), (3.2.9)) также

является первым интегралом системы (3.4.4) при b = 0. Но при b �= 0 каждая из функций

w2
n + w2

n−1 − bwnδ(α) + λδ2(α) (3.5.3)

и (3.5.2) по отдельности не является первым интегралом системы (3.4.4). Однако отношение
функций (3.5.3), (3.5.2) является первым интегралом системы (3.4.4) (при κ = −1) при любом b.
Вообще же, для систем с диссипацией трансцендентность функций (в смысле наличия суще-

ственно особых точек) как первых интегралов наследуется из нахождения в системе притягива-
ющих или отталкивающих предельных множеств.
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PREFACE

The purpose of this review is the collection and systematization of results concerning the quantization
approach to the Jacobian conjecture.

O.-H. Keller’s Jacobian conjecture remains, as of the writing of this text, an open and apparently
unassailable problem. Various possible approaches to the Jacobian conjecture have been explored,
resulting in accumulation of a substantial bibliography, while the development of vast parts of modern
algebra and algebraic geometry were in part stimulated by a search for an adequate framework in
which the Jacobian conjecture could be investigated. This has engendered a situation of simultaneous
existence of circumstantial evidence in favor and against the positivity of this conjecture.

One of the more established plausible approaches to the Jacobian problem concerns the study of
infinite-dimensional algebraic semigroups of polynomial endomorphisms and groups of automorphisms
of associative algebras, as well as mappings between them. The foundation for this approach was laid
by I. R. Shafarevich. During the last several decades, the theory was developed and vastly enriched by
the works of Anick, Artamonov, Asanuma, Bass, Bergman, Bia�lynicki-Birula, Czerniakiewicz, Dicks,
Dixmier, Kambayashi, Lewin, Makar-Limanov, Shestakov, Umirbaev, Wright, and many others. In
particular, the results of Anick, Makar-Limanov, Shestakov, and Umirbaev established a connection
between the Jacobian conjecture for the commutative polynomial algebra and its associative analogs
on the one hand with combinatorial and geometric properties (stable tameness, approximation) of the
spaces of polynomial automorphisms on the other.

More recently, the stable equivalence between the Jacobian conjecture and a conjecture of Dixmier
on the endomorphisms of the Weyl algebra has been discovered by Kanel-Belov and Kontsevich and,
independently, by Tsuchimoto. The cornerstone of this rather surprising feature is a certain mapping
(sometimes referred to as the anti-quantization map) from the semigroup of Weyl algebra endomor-
phisms (a quantum object) to the semigroup of endomorphisms of the corresponding Poisson algebra
(the appropriate classical object). In view of that, it seems reasonable to think there are insights to be
gained by studying quantization of spaces of polynomial mappings and properties of the corresponding
quantization morphisms.

In this direction, one of the larger milestones is given by a series of conjectures of Kontsevich
concerning equivalences between polynomial symplectomorphisms, holonomic modules over algebras
of differential operators, and automorphisms of such algebras. Another rather nontrivial side of the
quantization program rests upon the interaction with universal algebra.

In this review, we present some of our progress regarding quantization, Kontsevich conjecture, as
well as recall some of our recent results on the geometry of Ind-scheme automorphisms, approximation
by tame automorphisms together with its symplectic version, and torus actions on free associative
algebras. We also provide a review of the work of Kanel-Belov, Bokut, Rowen and Yu, which sought
to connect the Jacobian problem with various problems in universal algebra, as conceived by the
brilliant late mathematician A. V. Yagzhev.

We have benefitted greatly from extensive and fruitful discussions with E. Aljadeff, V. A. Ar-
tamonov, I. V. Arzhantsev, V. L. Dolnikov, A. E. Guterman, R. N. Karasev, I. V. Karzhemanov,
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D. Kazhdan, V. O. Manturov, A. A. Mikhalev, S. Yu. Orevkov, E. B. Plotkin, B. I. Plotkin, A. M. Raig-
orodskii, E. Rips, A. L. Semenov, G. B. Shabat, G. I. Sharygin, N. A. Vavilov, E. B. Vinberg, U. Vishne,
I. Yu. Zhdanovskii, and A. B. Zheglov. It is a pleasant task to express our utmost gratitude to our
esteemed colleagues.

Chapter 1

INTRODUCTION

1.1. Quantization and Algebra Problems

This section provides an overview of the Jacobian conjecture together with motivation for the theory
of Ind-schemes and quantization, as well as some necessary preliminaries on the proof of Bergman’s
centralizer theorem. Throughout this paper, all rings are assumed to be associative with multiplicative
identity.

1.1.1. Free algebras. A free algebra is a noncommutative analog of a polynomial ring since its
elements can be described as “polynomials” with noncommuting variables, while the free commutative
algebra is the polynomial algebra. First, we give the definition of a free monoid, which is needed in
our definition of free algebras (see [174]).

Definition 1.1.1. Let X = {xi : i ∈ I}. A word is a string with elements in X. A free associative
monoid X∗ on a set X is the set of words in X, including the empty product to represent 1. The
multiplication on X∗ is given by the juxtaposition of words.

Next, we can naturally define the free associative algebra with respect to a generating set over a
commutative ring.

Definition 1.1.2. Let C be a commutative ring with a multiplicative identity. A free associative
C-algebra C〈X〉 with respect to a generating set X = {xi : i ∈ I} is the free C-module with base X∗.

Remark 1.1.3. This C-module becomes a C-algebra by introducing a multiplication as follows:
the product of two basis elements is the concatenation of the corresponding words and the product
of two arbitrary C-module elements are thus uniquely determined. Note that C〈X〉 :=

⊕
w∈X∗

Cw and

the elements of C〈X〉 are called noncommutative polynomials over C generated by X.

Similarly, we can also define the free associative algebra k〈X〉 with respect to a generating set
X = {xi : i ∈ I} over an arbitrary field k.

Remark 1.1.4. If C is an integral domain, then the product of leading monomials of two noncom-
mutative polynomials f and g in C〈X〉 is the leading monomial of fg. It follows that C〈X〉 is also a
domain (but still noncommutative).

We finally note that throughout this review, we will only discuss free associative k-algebras with
respect to a generating set X = {x1, . . . , xs} (for s � 2) over a field k instead of a commutative ring.

1.1.2. Matrix representations of algebras. Let A be a k-algebra and K be a field extension of k.
In this work, we consider only finite-dimensional representations of A, i.e., the word “representation”
means a “finite-dimensional representation.”

Definition 1.1.5. An n-dimensional matrix representation over K is a k-homomorphism
ρ : A→Mn(K) to the matrix algebra over K.

Remark 1.1.6. Two representations ρ′ and ρ are said to be equivalent if they are conjugate, i.e.,
ρ′ = τρτ−1 for some invertible matrix τ ∈Mn(K).

The representation is said to be irreducible if the images of A generates the matrix algebra as a
K-algebra, or if the map A ⊗ K → Mn(K) is surjective. Usually, we study the case where K = k.
With this assumption, we say that a representation ρ : A → Mn(k) is irreducible if and only if it is
surjective.



POLYNOMIAL AUTOMORPHISMS. I 113

1.1.3. Algebra of generic matrices. In order to use the concept of generic matrices, we first need
to introduce the matrix representation of a free associative algebra (see [16]). We introduce matrix
representations of any k-algebras in Sec. 1.1.2. A matrix representation of the free associative ring
k〈X〉 = k〈x1, . . . , xs〉 over k generated by a finite set X = {x1, . . . , xs} of s indeterminates (s � 2) is
given by assigning arbitrary matrices as images of the variables. In itself, this is not very interesting.
However, when one asks for equivalence classes of irreducible representations, the other is directed to
an interesting problem in invariant theory. We will discuss this topic below.

Definition 1.1.7. Let n be a positive integer and {x(ν)ij | 1 � i, j � n, ν ∈ N} be independent
commuting indeterminates over k. Then

Xν := (x
(ν)
ij ) ∈Mn(k[x

(ν)
ij ])

is called an n×n generic matrix over k, and the k-subalgebra of Mn(k[x
(ν)
ij ]) generated by Xν is called

the algebra of generic matrices; we denote it by k〈X1, . . . ,Xs〉 or simply k{X}.

The algebra of generic matrices is a basic object in the study of the polynomial identities and
invariants of n× n matrices.

There is a canonical homomorphism

π : k〈x1, . . . , xs〉 → k〈X1, . . . ,Xs〉 (1.1.1)

from the free associative ring on variables x1, . . . , xs to this ring.
If u1, . . . , us are n× n matrices with entries in a commutative k-algebra R, then we can substitute

uj for Xj and hence obtain a homomorphism

k〈X1, . . . ,Xs〉 →Mn(R).

The homomorphism π possesses the following important property: an element f of the free as-
sociative algebra lies in the kernel of the map π if and only if it vanishes identically on Mn(R) for
every commutative k-algebra R, and this is valid if and only if f vanishes identically on Mn(k). In
addition, (irreducible) matrix representations of a free ring A of dimension �n correspond bijectively
to (irreducible) matrix representations of the ring of generic matrices. This result is a core tool in our
proof.

Let u1, . . . , uN (N = n2) be a basis for the matrix algebra Mn(K̄) and z1, . . . , zN be indeterminates.
Then the entries of the matrix Z =

∑
zjuj are all algebraically independent. Moreover, the following

Amitsur theorem is well known.

Theorem 1.1.8 (Amitsur). The algebra k〈X1, . . . ,Xs〉 of generic matrices is a domain.

For the proof, see [16, Theorem V.10.4] or [233, Theorem 3.2].

1.1.4. The Amitsur–Levitzki theorem. For the free associative algebra A = k〈X〉, the commu-
tator of two elements in A is defined as [x, y] = xy − yx. The commutator has analogs for several
variables, called generalized commutators of elements x1, . . . , xn of A:

Sn(x1, x2, . . . , xn) :=
∑

(−1)σxσ1 · · · xσn (1.1.2)

(see [16]), where σ runs over the group of all permutations. It is clear that S2(x, y) = [x, y]. Note that
the generalized commutators are multilinear and alternating polynomials in the variables. Moreover,
a general multilinear polynomial in n variables has the form p(x1, . . . , xn) =

∑
cσxσ1 · · · xσn, where

the coefficients cσ are elements of k.
There is an important and powerful result (see [6]), which was first proved by A. S. Amitsur and

J. Levitzki in 1950.

Theorem 1.1.9 (A. S. Amitsur and J. Levitzki). Let R be a commutative ring and r be an integer.

(i) If r � 2n, then Sr(a1, . . . , ar) = 0 for every set a1, . . . , ar of n× n matrices with entries in R.
(ii) Let p(x1, . . . , xr) be a nonzero multilinear polynomial. If r < 2n, then there exist n×n matrices

a1, . . . , ar such that p(a1, . . . , ar) �= 0. In particular, Sr(x1, . . . , xr) is not identically zero.
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The identity S2n ≡ 0 is called the standard identity of n × n matrices. Note that S2 ≡ 0 is the
commutative law, which holds for any 1 × 1 matrices but not for any n× n matrices for n > 1.

Remark 1.1.10. The Amitsur–Levitzki theorem is quite important (see [16]). Assume that study
a representation A → Mn(k) of a k-algebra A. Let I ⊂ A be the ideal generated by all substitutions

of elements of A into S2n and let Ã = A/I. The Amitsur–Levitzki theorem asserts that the relation
S2n = 0 is valid in Md(k) if d � n whereas it is invalid for d > n. Killing I has the effect of keeping the
representations of dimensions �n, and cutting out all irreducible representations of higher dimension.

The original proof of Theorem (1.1.9) obtained by Amitsur and Levitzki is a direct calculation,
which is quite involved. Rosset proposed a short proof (see [173]) based on the exterior algebra of a
vector space of dimension 2n. This proof can be also found in [233, Theorem 1.7]. Then we obtain
the following proposition.

Proposition 1.1.11. Let k{X} be the algebra of generic matrices.

(a) Every minimal polynomial of A ∈ k{X} is irreducible. In particular, A is diagonalizable.
(b) Eigenvalues of A ∈ k{X} are roots of irreducible minimal polynomial of A, and every eigenvalue

the appears same amount of times.
(c) The characteristic polynomial of A is a power of the minimal polynomial of A.

The following important open problem is well known.

Problem 1.1.12. For sufficiently large n, every nonscalar element in the algebra of generic matrices
has a minimal polynomial, which always coincides with its characteristic polynomial.

This is an important open problem. For small n, the Galois group of an extension quotient field
of the center of the algebra of generic matrices might not be symmetry. But it still unknown for
sufficiently large n.

From Proposition 1.1.11(c), for a sufficiently large prime n = p, we can obtain the following assertion.

Corollary 1.1.13. Let k{X} be the algebra of generic matrices of a sufficiently large prime order
n := p. Assume that A is a nonscalar element in k{X}. Then the minimal polynomial of A coincides
with its characteristic polynomial.

Proof. Let m(A) and c(A) be the minimal polynomial and the characteristic polynomial of A,
respectively. Note that deg c(A) = n and c(A) = (m(A))k. Since A is not scalar, degm(A) > 1. Since
n is a prime, k divides n. Hence k = 1. �

Recall the following fact.

Proposition 1.1.14. Two matrices with the same eigenvectors commute.

Proof. Let A,B ∈ Mn×n(k) have the same n linearly independent eigenvectors. Since A and B
are n × n matrices with n eigenvectors, they are diagonalizable and hence A = Q−1DAQ and B =
P−1DBP , where Q and P are matrices whose columns are eigenvectors of A and B associated with the
eigenvalues listed in the diagonal matrices DA and DB , respectively. According to the assumption, A
and B have the same eigenvectors and hence P = Q =: S. Therefore, A = S−1DAS and B = S−1DBS
and hence

AB = S−1DASS
−1DBS = S−1DADBS;

similarly, we have BA = S−1DBDAS. Since DA and DB are diagonal matrices, they commute and
hence A and B also commute. �

Proposition 1.1.15. If n is prime and A is a nonscalar element of the algebra of generic matrices,
then all eigenvalues of A are pairwise different.

Proposition 1.1.15 directly follows from Proposition 1.1.11 and Corollary 1.1.13.
Proposition 1.1.15 implies the following results.
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Proposition 1.1.16. Generic matrices commuting with A are simultaneously diagonalizable with
A in the same eigenvectors basis as A.

If A is a nonscalar matrix, then we have following assertion.

Proposition 1.1.17. If A is a nonscalar element of the algebra of generic matrices k{X}, then
each eigenvalue of A is transcendental over k.

1.1.5. Deformation quantization.

1.1.5.1. Literature review. In general, the “quantization problem” can be stated as follows. Given
a classical physical model (Hamiltonian system, Lagrange system on a Riemannian manifold, etc.),
quantization amounts to replacing the observable functions with operators acting on a Hilbert space
such that they satisfy some specific quantization conditions. In quantum mechanics, this quantization
condition is called the canonical commutation relation, which is the fundamental relation between
canonical conjugate quantities. For example, the commutation relation between different components
of position and momentum can be expressed as [P̂i, Q̂j ] = i�δij , where i is the imaginary unit and
δij is the Kronecker delta. Hermann Weyl studied the Heisenberg uncertainty principle in quantum
mechanics by considering the operator ring generated by P and Q. For any 2n-dimensional linear
space V , the Kronecker delta can be realized as a symplectic form ω such that u⊗ v− v⊗ u = ω(u, v)
defines a Weyl algebra W (V ) over V . In this sense, classical mechanics corresponds to symmetric
algebra, while the Weyl algebra is the “quantization” of symmetric algebra.

In the 1940s, J. E. Moyal (see [162]) conducted a more in-depth study of the Weyl quantization.
Unlike Weyl, the object he was interested in was not operators, but the classical function space: Weyl
ignores the Poisson structure of the classical function space. Instead of constructing a Hilbert space
from a Poisson manifold and associating an algebra of operators to it, he was only concerned with the
algebra. He used the star product and Moyal bracket to define a Poisson algebraic structure named
Moyal algebra over the classical function space. Through the investigation of the Moyal algebra,
F. Bayen et al. (see [32]) raised that the quantum algebra can be considered as a deformation of the
classical algebra if we take � as the deformation parameter. In particular, they proved that for the
classical Poisson algebraic structure on the symmetric algebra over R

2n, the Moyal algebra is the only
possible deformation in the sense of normative equivalence. That is, quantum mechanics is the only
possible “deformation” of classical mechanics.

We use the Poisson bracket to “deform” the ordinary commutative product of observables in classical
mechanics—elements of our function algebra—and obtain a noncommutative product suitable for
quantum mechanics. In order to perform a deformation, we ask that the Moyal product is not only
an asymptotic expansion, but also a real analytical expansion. There is no a priori guarantee for
this. By the Darboux theorem, the local Poisson algebra structure on the symplectic manifold can
always be deformed into the Moyal algebra. We only need to extend this local deformation to the
whole manifold after equipping it with a flat symplectic connection. However, for a typical Poisson
manifold, the situation is much more complicated.

In the mid 1970s, the existence of star-products for symplectic manifolds with trivial third co-
homology group was proved, but this restriction turned out to be merely technical. In the early
1980s, the existence of star-products for wide classes of symplectic manifolds was proved, and finally
it was shown that any symplectic manifold can be “quantized.” Further generalizations were achieved
with [98] where Fedosov proved that the results about the canonical star-product on an arbitrary sym-
plectic manifold can be used to prove that all regular Poisson manifolds can be quantized. However,
in physics we sometimes require manifolds that have a degenerate Poisson bracket and thus are not
symplectic. Therefore, all the results mentioned above provided only a partial answer to the problem
of quantization.

In 1993–1994, M. Kontsevich proposed the Formality Conjecture which would imply the desired
result. If the Formality Conjecture could be proved, this would infer that any finite-dimensional
Poisson manifold can be canonically quantized in the sense of deformation quantization. The Formality
Conjecture is proved by Kontsevich in [128]. Kontsevich then derived an explicit quantization formula,
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which gives a formal definition of the Moyal product for any Poisson manifold. However, it is not clear
whether it gives the only possible deformation quantization in the sense of canonical equivalence.

Another direction of developing researches in deformation quantization is strict deformation quan-
tization, where the parameter is no longer a formal parameter, but a real one. In a way, the deformed
algebras A[[�]] are identified with the original algebra A.

1.1.5.2. Definitions and basic results.

Definition 1.1.18 (ring of formal power series). Let R be a commutative ring with identity. R[[X]]
is called the ring of formal power series in the variable X over R if and only if any element of R[[X]]
has the form

∑
i∈N

aiX
i and satisfies the following relations:

∑
i∈N

aiX
i +
∑
i∈N

biX
i =

∑
i∈N

(ai + bi)X
i, (1.1.3)

∑
i∈N

aiX
i ×
∑
i∈N

biX
i =

∑
n∈N

(
n∑

k=0

akbn−k

)
Xn. (1.1.4)

The above product (1.1.4) of coefficients is called the Cauchy product of the two sequences of
coefficients; it is a kind of discrete convolutions. Note that the zero element and the multiplicative
identity of the ring of formal power series are the same as in the ring R.

Remark 1.1.19. The series A =
∑
n∈N

anX
n ∈ R[[X]] is invertible if and only if its constant coefficient

a0 is invertible in R. The inverse series of an invertible series A is B =
∑
n∈N

bnX
n ∈ R[[X]] with

b0 =
1

a0
, bn = − 1

a0

n∑
i=1

aibn−i, n � 1.

An important example is the geometric series

(1 −X)−1 =
∞∑
n=0

Xn.

If R is a field, then a series is invertible if and only if the constant term is nonzero.

Definition 1.1.20. A Lie algebra is a vector space with a skew-symmetric bilinear operation
(f, g) → [f, g] satisfying the Jacobi identity

[[f, g], h] + [[g, h], f ] + [[h, f ], g] = 0.

Definition 1.1.21. A Poisson algebra is a vector space equipped with a structure of a commutative
associative algebra (f, g) → fg and a Lie-algebra structure (f, g) → {f, g} satisfying the Leibniz rule

{fg, h} = f{g, h} + {f, h}g.
Definition 1.1.22. A Poisson manifold is a manifold M whose function space C∞(M) is a Poisson

algebra with the pointwise multiplication as the commutative product.

Let k be an arbitrary field and A be a unitary k-algebra. Denote by k[[�]] the ring of formal power
series in the indeterminate � and by A[[�]] the k[[�]]-module of formal power series with coefficients
in A.

Definition 1.1.23. A formal deformation or a star product of the algebra A is an associative,
�-adic continuous, k[[�]] bilinear product

	 : A[[�]] ×A[[�]] → A[[�]]

satisfying the following rule on A:

f 	 g =

∞∑
n=0

Bn(f, g)�n = fg +

∞∑
n=1

Bn(f, g)�n ∀f, g ∈ A, (1.1.5)
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where Bn : A×A→ A are bilinear operators.

Remark 1.1.24. We usually require that the bilinear operators Bn are bidifferential operators,
i.e., bilinear maps that are differential operators with respect to each argument.

Remark 1.1.25. The formal deformation extends k[[�]]-linearity in A[[�]] with respect to the bilinear
product ( ∞∑

k=0

fk�
k

)
	

( ∞∑
m=0

gm�
m

)
=

∞∑
n=0

( ∞∑
m+k+r=n

Br(fk, gm)

)
�
n.

There is a natural gauge group acting on star-products. This group consists of automorphisms of
A[[�]] considered as an k[[�]]-module of the following form:

f �−→ f +

∞∑
n=0

Dn(f)�n ∀f ∈ A ⊂ A[[�]],

∞∑
n=0

fn�
n �−→

∞∑
n=0

fn�
n +

∞∑
n=0

∞∑
m=1

Dm(fm)�n+m ∀
∞∑
n=0

fn�
n ∈ A[[�]],

where Di : A→ A are differential linear operators.

Definition 1.1.26. The operators D(�) defined above are called gauge transformations in A. The
set of all such operators is naturally a group.

If D(�) = 1 +
∞∑

m=1
Dm�

m is such an automorphism, then it defines an equivalence and acts on the

set of star products as follows:

	 �→ 	′, f(�) 	′ g(�) := D(�)(D(�)−1(f(�)) 	 D(�)−1(g(�))) ∀f(�), g(�) ∈ A[[�]]. (1.1.6)

Each associative formal deformation 	 of the multiplication of A admits a unit element 1�. Moreover,
such an associative formal deformation 	 is always equivalent to another formal deformation 	′ with
1�′ = 1A, where 1A is the unit element of A. We are interested in star products up to gauge equivalence.

The following lemma gives a Poisson structure for an associative formal deformation of the multi-
plication of an associative and commutative k-algebra A.

Lemma 1.1.27 (see [124, Lemma 1.1]). Let 	 be an associative formal deformation of the multi-
plication of an associative and commutative k-algebra A. For f, g ∈ A, we set

{f, g} := B1(f, g) −B1(g, f).

Then the map {·, ·} is a Poisson bracket on A, i.e., a k-linear map such that the bracket is a Lie
bracket satisfying the Leibniz rule. In addition, the bracket is dependent only on the equivalence class
of 	.

Proof. For brevity, we denote by [f, g]� the commutator of the star product f 	 g− g 	 f . Clearly, the
map

(f, g) �→ 1

�
[f, g]� (1.1.7)

defines a Lie bracket on A[[�]]. The bracket {·, ·} is equal to the reduction of this Lie bracket modulo �,
i.e., it satisfies the relation

1

�
[f, g]� ≡ {f, g} mod �A[[�]]. (1.1.8)

We write this formula as follows:

{f, g} :=
[f, g]�
�

∣∣∣∣
�=0

= B1(f, g) −B1(g, f). (1.1.9)

Therefore, the bracket {·, ·} is still a Lie bracket, and it also satisfies the Leibniz rule since the Lie
bracket defined in (1.1.7) satisfies the associativity rule of the star product.
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Assume that D(�) is an automorphism, which yields equivalence of 	 and 	′. Then we have

B1(f, g) +D1(fg) = B′
1(f, g) +D1(f)g + fD1(g)

for all f, g ∈ A. Thus, the difference B1(f, g)−B′
1(f, g) is symmetric in f and g and does not contribute

to {·, ·}. �
One can also decompose the operator B1 into the sum of the symmetric and anti-symmetric parts:

B1 = B+
1 +B−

1 , B+
1 (f, g) = B+

1 (g, f), B−
1 (f, g) = −B−

1 (g, f).

Then gauge automorphisms affect only the symmetric part of B1, i.e., B−
1 = (B′

1)−. The symmetric
part is annihilated by gauge automorphisms. In this notation, we may write

{f, g} = B1(f, g) −B1(g, f) = 2B−
1 (f, g).

Thus, gauge equivalence classes of star products modulo �
2A[[�]] are classified by Poisson structures.

However, it is not clear whether there exists a star product for a given Poisson structure. Moreover,
we may ask whether there exists a preferred choice of an equivalence class of star products. As
we mentioned above, M. Kontsevich showed (see [128]) that there is a canonical construction of an
equivalence class of star products for any Poisson manifold.

1.1.5.3. Formal deformation quantization. In this section, we may assume that A is the algebra of
smooth functions on a Poisson manifold M .

Definition 1.1.28. A deformation quantization of a Poisson manifold M is a star product on A
such that 2B−

1 = {·, ·}.

We do not reproduce Kontsevich’s proof here and do not deal with it below. His proof is based on
the cohomology of the Hochschild complex. By the following theorem, there is a surjection from the
equivalence classes of formal deformations of A onto Poisson brackets on A.

Theorem 1.1.29 (M. Kontsevich, [128]). Let M be a smooth manifold and A = C∞(M). Then
there is a natural isomorphism between equivalence classes of deformations of the null Poisson structure
on M and equivalence classes of smooth deformations of the associative algebra A.

In particular, any Poisson bracket on M comes from a canonically defined (modulo equivalence)
star product.

Moreover, Kontsevich constructed a section of map, and his construction is canonical up to equiva-
lence for general manifolds. A later result shows that, in addition to the existence of a canonical way
of quantization, we can define a universal infinite-dimensional manifold parametrizing quantizations.

The simplest example of a deformation quantization is the Moyal product for the Poisson structure
on R

n. This is the first known example of a nontrivial deformation of the Poisson bracket.

Example 1.1.30. Let M = R
n. We consider a Poisson structure with constant coefficients

α =
∑
i,j

αij∂i ∧ ∂j, αij = −αji ∈ R,

where ∂i = ∂/∂xi is the partial derivative with respect to the coordinate xi, i = 1, 2, . . . , n. In this we
have

{f, g} =
∑
i,j

αij∂i(f)∂j(g).

The Moyal 	-product is then given by exponentiating this Poisson operator:

f 	 g = e�α(f, g) = fg + �

∑
i,j

αij∂i(f)∂j(g) +
h2

2

∑
i,j,k,l

αijαkl∂i∂k(f)∂j∂l(g) + . . .

=

∞∑
n=0

�
n

n!

∑
i1,...,in
j1,...,jn

n∏
k=1

αikjk

n∏
k=1

∂ik(f)

n∏
k=1

∂jk(g).
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The Moyal product is a deformation of (M,α), but this formula is only valid when α has constant
coefficients.

In particular, consider the following example.

Example 1.1.31. Let M = R
2. Consider the Poisson bracket

{f, g} = μ ◦
(

∂

∂x1
∧ ∂

∂x2

)
(f ⊗ g) =

∂f

∂x1

∂g

∂x2
− ∂f

∂x2

∂g

∂x1
,

where μ is the multiplication of functions on M . Then Kontsevich’s construction yields the associative
formal deformation given by

f 	 g =

∞∑
n=0

∂nf

∂xn1

∂ng

∂xn2

�
n

n!
.

The explicit construction of Kontsevich’s formal quantization is based on some combinatoric tools
such as quivers. We complete this section here since we do not need to construct an explicit formula
of deformation quantization in our proof.

1.1.6. Algebraically closed skew field. The role of algebraically closed fields in commutative
algebra is well known. There are some parallel generalizations of the concept of an algebraically
closed skew field to noncommutative skew fields have proved useful for settling various questions in
the ring theory. However, there are various definitions. The diversity of definitions of algebraically
closed skew fields is based on different choices of some particular characteristic of a commutative
algebraically closed field. The most natural generalization is in the sense of solvability of arbitrary
equations which was brought in sight by Bokut (see [57–59]). In particular, in [59] Bokut raises a
question whether algebraically closed skew fields exist or not. The positive answer to this question
was given by L. Makar-Limanov (see [144]). His result is one of the fundamental contributions to
the theory of noncommutative, algebraically closed skew fields. In [64], P. M. Cohn outlined a wide
research program for skew fields that are algebraically closed in the various senses. Note that not every
associative algebra can be embedded into an algebraically closed algebra, in the sense of solvability
of arbitrary equations. For example, the “metro-equation” ax − xa = 1 (cf. [63]) is never solvable
in any extension of the quaternionic skew field. In [126], P. S. Kolesnikov reproved the Makar-
Limanov theorem on the existence of an algebraically closed skew field in the sense of solution for
any generalized polynomial equation. He used a simpler argument for proving that the skew field
constructed is algebraically closed.

1.1.6.1. Existence of algebraically closed skew field. We construct a noncommutative skew field A
satisfying the following definition (cf. [126]).

Definition 1.1.32. A skew field A with center F is said to be algebraically closed if, for any
S(x) ∈ A ∗ F [x] \ A, there exists an element a ∈ A such that S(a) = 0; here, ∗ stands for a free
product.

It is easy to see that if A is a field, that is, A = F , then Definition 1.1.32 checks with the usual
definition of an algebraically closed field.

Let F be an algebraically closed field of characteristic 0 and G be the commutative group generated
by the elements

pλ1
1 , q

μ1
1 , pλ2

2 , q
μ2
2 , . . . ,

where λi, μi ∈ Q and p1 and qi are symbols in some countable alphabet. The group is isomorphic
to the direct sum of countably many additive groups Q of rational numbers. Then we introduce the
lexicographic order on G by setting

p1 � q1 � p2 � · · · < 1,

where a� b means that an < b for all n > 0. Respectively,

p−1
1 � q−1

1 � p−1
2 � · · · > 1.
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We set

Gn =
〈
pλn
n , qμn

n , p
λn+1

n+1 , . . . , bb〉, G(m) =
〈
pλ1
1 , q

μ1
1 , . . . , qλm

m

〉
.

Obviously, Gn is isomorphic to G.

For given G and F , we construct a set A of Maltsev–Neumann series. Elements a ∈ A has the form

a =
∑
g∈Ha

a(g)g, Ha ∈ G is well ordered, a(g) ∈ F \ {0},

the set Ha is denoted by suppa. Choose a subset A of A such that

A =
{
a ∈ A | supp a ⊂ G(n(a)

}
.

Respectively, we set

An =
{
a ∈ A | suppa ⊂ Gn

}
, A(n) =

{
a ∈ A | suppa ⊂ G(n)

}
.

The set A constructed is exactly the universe of the desired algebraic system. For the series on An,

we define ordinary addition and multiplication, and also derivations

(
∂

∂pn
,
∂

∂qn

)
. Derivatives of the

elements g ∈ Gn with respect to p1 and q1 are elements of An. There are several formulas for these
derivations (we omit them here). Following [126,144], we define a multiplication ∗ on A as follows:

a, b ∈ A, a ∗ b =
∑
i�0

1

i!

∂ia

∂qi1

∂ib

∂pi1
.

The multiplication ∗ is well defined and associative (cf. [126]). Then the system 〈A,+, ∗, ||〉 is an
associative algebra with valuation. That this is a skew field follows from the fact that a ∗ x = 1
has a solution in A. Moreover, A does not satisfy any generalized polynomial identity, i.e., for every
nontrivial generalized polynomial S(x) ∈ A∗F [x]\A, there exists an element a ∈ A such that S(a) �= 0
(cf. [126, Lemma 1.3]).

We introduce the following notion, which generalizes the concept of an homogeneous polynomial
in A ∗ F [x].

Definition 1.1.33. An operator

Sn(x) =
∑
ı,j

fı,jx
(i1,j1) . . . x(ik,jk),

where ı = (i1 . . . ik), j = (j1 . . . jk), fı,j ∈ An, and x is a common element in An, is called a homogeneous
operator over An if the following conditions hold:

(i) there exists m such that fı,j ∈ A(m) for all ı, j;
(ii) for any g ∈ Gn and x ∈ An, the following inequality holds only for finitely many summands

in Sn(x):

|fı,jx(i1,j1) . . . x(ik ,jk)| � g;

(iii) all summands have the same degree degSn(x) = k over x.

In [126], Kolesnikov solved the equation |S(x)| = g and found that S1(x) = f1. His proof contains
a modification of original Makar-Limanov’s proof, which is useful since it compensates for this loss by
making the argument for algebraic closedness much easier.

In [127], Kolesnikov shows that each polynomial equation containing more than one homogeneous
component over such a skew field necessarily has a nonzero solution. Precisely, he proved the following
assertion.

Proposition 1.1.34 (see [127, Theorem 1]). Let Si(x), i = 1, . . . , n, be homogeneous operators
over A, where n � 1, and T (x) be a homogeneous operator such that degSi < deg T . Then the
equation

∑
i
S(x) = T (x) has a solution x ∈ A, x �= 0.
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1.1.6.2. Algebraically closed skew field in the sense of matrices. Another conception of algebraic
closedness is associated with the notion of singular eigenvalues of matrices. The definitions are given
in [64].

Let D be a skew field with center k. Denote by Mn(D) the ring of all (n × n)-matrices over D.
A matrix A ∈Mn(D) is said to be singular if there exists a nonzero column u ∈ Dn such that Au = 0.
A square matrix is singular if and only if it is not invertible. The property of being singular for a
matrix is preserved under left or right multiplication by an invertible matrix, in particular, under
elementary transformations of columns with coefficients from the skew field on the right, and of rows
on the left.

An element λ ∈ D is called a singular eigenvalue of A if A − λI is a singular matrix. It is
worth mentioning that singular eigenvalues of matrices are not always preserved under similarity
transformations, but central eigenvalues are invariant in this sense.

The following definition of algebraically closed skew field is due to P. Cohn (see [64]).

Definition 1.1.35. A skew field D is said to be algebraically closed in the sense of Cohn
(notation AC) if every square matrix over D has a singular eigenvalue in this skew field. A skew
field D is said to be fully algebraically closed (notation FAC) if every matrix A ∈ Mn(D), which is
not similar to a triangular matrix over the center of D, has a nonzero singular eigenvalue in D.

The definition of FAC skew field is equivalent to the following definition.

Definition 1.1.36. A skew field D is fully algebraically closed if every matrix A ∈Mn(D), which
is not nilpotent, has a nonzero singular eigenvalue in D.

Consequently, if A is similar to a triangular matrix over the center of D, then either it is nilpotent
or has a nonzero eigenvalue. Conversely, if A is nilpotent, then it is similar to its canonical form
containing only 1 on a secondary diagonal.

Definition 1.1.37. We say that D is an ACn (respectively, FACn) skew field if every (non-
nilpotent) matrix A ∈Mm(D), m � n, has a nonzero eigenvalue in D.

Proposition 1.1.38 (see [127, Theorem 2]). Let D be an FACn skew field and ai, bi, c ∈ D,
i = 1, . . . , n. Then the equation

Ln(x) =

n∑
i=1

aixbi = c

has a solution x = x0 ∈ D if Ln(x) ≡ 0 for all x ∈ D.

1.2. Algebra Automorphisms and Quantization

In this section, F denotes a ground field with zero characteristic.
One of the main objects of the theory of polynomial mappings are Ind-schemes whose points are

automorphisms of various algebras with polynomial identities, for example, algebras of commutative
polynomials F[x1, . . . , xn] of n variables, free algebras F〈x1, . . . , xn〉 of n generators, some selected
quotients, as well as algebras with additional structures; a famous example is the polynomial algebra
equipped with the Poisson bracket. This area of research has its roots in the well-known Jacobian
conjecture. Due to the relatively recent progress of Belov-Kanel and Kontsevich [41,42] and Y. Tsuchi-
moto [190, 191]), as well as earlier studies, a significant place in the scientific program regarding the
Jacobian conjecture has come to be occupied by questions related to the quantization of classical
algebras.

The study of geometry and topology of Ind-schemes of automorphisms, development of the approx-
imation theory of symplectomorphisms by tame symplectomorphisms, as well as the construction of
a correspondence between plane algebraic curves and holonomic modules (over the corresponding the
Weyl algebra), are the basis of the approach to the conjecture of Belov-Kanel and Kontsevich on au-
tomorphisms of the Weyl algebra formulated by A. Elishev, A. Kanel-Belov, and J. T. Yu in [115,116]
(cf. also [86,234]).
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1.2.1. Jacobian conjecture. One of the most well-known unsolved problems in the theory of
polynomials in several variables is the so-called Jacobian conjecture formulated in 1939 by O. H. Keller
(see [125]). Let F be the main field. For a fixed positive integer n, consider n polynomials

f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)

of n variables x1, . . . , xn. Any such system of polynomials defines a unique image endomorphism of
the algebra F[x1, . . . , xn] as follows:

F : F[x1, . . . , xn] → F[x1, . . . , xn],

F ↔ (F (x1), . . . , F (xn)) ≡ (f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn).

The F-endomorphism F of polynomial algebra is determined by its action on the set of generators.
Let J(F ) denote the Jacobian (the determinant of the Jacobi matrix) of the map F :

J(F ) = det

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Conjecture 1.2.1 (Jacobian conjecture JCn). Let the characteristic of the base field F be equal
to zero. If the Jacobian J(F ) of the endomorphism F is equal to a nonzero constant (that is, it belongs
to the set F

∗), then F is an automorphism.

An elementary exercise is to verify the statement that automorphisms of polynomial algebras always
have a nonzero Jacobian constant. Conjecture 1.2.1 is thus a partially inverse statement of this
property. It is also easy to see that if a polynomial endomorphism F is invertible, then the inverse
will also be a polynomial endomorphism.

The Jacobian conjecture is trivial for n = 1. On the other hand, when the field F has positive
characteristic, the Jacobian conjecture formulated as Conjecture 1.2.1 is invalid even in the case
n = 1. Indeed, if charF = p and n = 1, we can take ϕ(x) = x− xp. The Jacobian of this mapping is
equal to unity, but it is not invertible.

Despite the apparent simplicity of wording and context, the Jacobian conjecture is one of the
most difficult open questions of modern algebraic geometry. This problem has become the subject of
numerous studies and has greatly contributed to the development of related fields of algebra, algebraic
geometry, and mathematical physics, which are also of independent interest.

The literature on the Jacobian conjecture, its analogs, and related problems is quite extensive.
A detailed discussion of the results established in the context of the Jacobian conjecture is beyond
the scope of this work. Below we give a brief overview of some results directly related to the Jacobian
conjecture (i.e., for the algebra of polynomials in commuting variables). Among studies of topics
similar to the Jacobian conjecture in associative algebra, it is worth noting the work of W. Dicks [73]
and W. Dicks and J. Lewin [74] on an analog of the Jacobian conjecture for free associative algebras,
the proof by U. U. Umirbaev of an analog of the Jacobian Conjecture for the free metabelian algebra
(see [193]), and the deep and extremely significant works of A. V. Yagzhev [217–220] (see also [35]).

1.2.2. Some results related to the Jacobian conjecture. While the general case of the Jacobian
conjecture (or even the Jacobian conjecture on the plane) remains an open problem, various partial
results are known. We recall several such results.

In [215], S. S. Wang established the Jacobian conjecture for the case of endomorphisms defined
by polynomials of degree 2. Also, H. Bass, E. H. Connell, and D. Wright (see [21]) showed that the
general case of the Jacobian conjecture would follow from the special case of the Jacobian conjecture
for the so-called endomorphisms of homogeneous cubic type, which are defined as mappings of the
form

(x1, . . . , xn) �→ (x1 +H1, . . . , xn +Hn),

where the polynomials Hk are homogeneous of degree 3.
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Moreover, L. M. Drużkowski proved (see [83]) that the previous hypothesis can be weakened, by
considering as Hk only polynomials that are cubes of linear homogeneous polynomials.

In the works of M. de Bondt and A. van den Essen (see [69,70]) and Drużkowski (see [84]), it was
shown that it suffices to establish the Jacobian conjecture for endomorphisms of homogeneous cubic
type with a symmetric Jacobi matrix.

As above, we assume that the polynomial endomorphism F is given by the set of the images of
generators:

F ↔ (F (x1), . . . , F (xn)) ≡ (F1, . . . , Fn).

Then F is invertible if and only if the algebras

F[x1, . . . , xn] and F[F1, . . . , Fn]

are isomorphic. In [125], Keller considered a rational analog of thte given criterion, i.e., the case of an
isomorphism of function fields

F(x1, . . . , xn) and F(F1, . . . , Fn)

and the invertibility following from the existence of an isomorphism is established by L. A. Campbell
(see [61]). A generalization of Keller’s original result to the case where F(x1, . . . , xn) is a Galois
extension of the field F(F1, . . . , Fn) (see also the works [171] of M. Razar and [216] of D. Wright
generalizing the result mentioned).

In addition, some efforts were aimed at testing the fulfillment of the Jacobian conjecture for all
endomorphisms defined by polynomials of degree not higher than some fixed number. T. T. Moh [161]
performed a similar test for polynomials of two variables of degree not exceeding 100.

Despite the existence of the results described above (as well as some other similar theorems),
the general case of the Jacobian conjecture remains not only open, but, apparently, at the moment
irrefutable.

On the other hand, there are situations in which mappings, by their geometric properties close to
polynomial endomorphisms, are nevertheless not invertible. S. Yu. Orevkov (see [164]) pointed to
the following reformulation of the Jacobian conjecture, leading to a similar situation. Let l be an
infinitely distant line in the complex projective plane CP 2, U be its tubular neighborhood, f1 and f2
are meromorphic functions on U , holomorphic on U\l and defining a locally bijective mapping

F : U\l → C
2.

The Jacobian conjecture is equivalent to the statement about the injectivity of mappings of this kind.
Orevkov constructed the following example.

Theorem 1.2.2 (S. Yu. Orevkov [164]). There is a smooth, noncompact, complex analytic surface

X̃ on which there is a smooth curve L̃ isomorphic to the projective line, with the self-intersection
index +1 and two functions f1 and f2 meromorphic on X̃ and holomorphic on X̃\L̃ such that the
mapping defined by

F : X̃\L̃ → C
2

is locally bijective but not injective.

As was noted in [164], if Ũ is a tubular neighborhood of the curve L̃, then the pairs (U, l) (as above)

and (Ũ , L̃) are diffeomorphic, which implies the existence of a smooth immersion in a two-dimensional
complex exterior space of a ball which is geometrically similar to a polynomial map and noninvertible.
Also, if the pairs (U, l) and (Ũ , L̃) were biholomorphic to each other, then from Orevkov’s example
one would derive the existence of a counterexample to the Jacobian conjecture. This consideration
allows one to conclude that one can be fairly certain about the negativity of the Jacobian conjecture.

In his classic work [8], Anick developed a theory of approximation of polynomial automorphisms by
tame automorphisms. In connection with Anick’s theorem on approximation, the Jacobian conjecture
can be reduced to solving the question for the invertibility of limits of sequences of tame automor-
phisms. Moreover, a symplectic analogue of Anick’s theorem gives a natural (requiring nontrivial
Abelian extensions) idea to solve the lifting type problems.
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The central question in the approach to the Jacobian conjecture type problems based on approx-
imation by sequences of tame automorphisms is the proof of the polynomial nature of the resulting
limit. While in the case of the lifting of symplectomorphisms the proof of the correctness of the
construction seems to be possible (a significant role in it is played by the invertibility of the sequence
limits, which is obviously not the case for the Jacobian conjecture). In the context of the Jacobian
conjecture there is no clarity in the matter, and considerations following from [164], indicate possible
significant obstacles.

The Jacobian conjecture was studied by the methods of covering groups by S. Yu. Orevkov [163,165]
and A. G. Vitushkin [205, 206]. The Jacobian conjecture was also the subject of significant works
[134,135] of Vik. S. Kulikov.

A number of other difficult problems in the theory of polynomial automorphisms are closely con-
nected with the Jacobian conjecture and with affine algebraic geometry. These problems are important
in the general mathematical context. For example, a special case of the classical Abyankar–Sataye
conjecture [168, 232] posits isomorphisms of all embeddings of the complex affine line into three-
dimensional space (in other words, it is a conjecture about the possibilities of formally algebraic
definition of the knot).

1.2.3. Ind-schemes and varieties of automorphisms. One of the essential areas of algebraic
geometry, the development of which was motivated by the Jacobian Conjecture is the theory of infinite-
dimensional algebraic groups. The main reference is the seminal article of I.R. Shafarevich [177], in
which he defined concepts that allowed one to study questions about some natural infinite-dimensional
groups – for example, the group of automorphisms of an algebra of polynomials in several variables –
using tools from algebraic geometry. In particular, Shafarevich defines infinite-dimensional varieties
as inductive limits of directed systems of the form

{Xi, fij, i, j ∈ I},
where Xi are algebraic varieties (more generally, algebraic sets) over a field F, and the morphisms
fij (defined for i � j) are closed embeddings. The inductive limit of a system of topological spaces
carries a natural topology, and therefore the natural questions about connectivity and irreducibility
arise, which were also studied in [177].

Following generally accepted terminology, we will call the direct limit of systems of varieties and
closed embeddings an Ind-variety, and the corresponding limits of systems of schemes and morphisms
of schemes an Ind-scheme.

The Jacobian Conjecture has the following elementary connection with Ind-schemes. Since the
algebra of polynomials F[x1, . . . , xn] can be endowed with a natural Z-grading in total degree deg,
which is defined as the appropriate monoid homomorphism by the requirement deg xi = 1, we can
define the degree of endomorphism ϕ: namely, if ϕ = (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) defined by its action on algebra
generators, then the degree degϕ is the maximum value of degree on the polynomials ϕ(x1), . . . , ϕ(xn).
It defines an increasing filtration

End�N
F[x1, . . . , xn], N � 0

on the set EndF[x1, . . . , xn] of endomorphisms of the polynomial algebra. Points

End�N
F[x1, . . . , xn]

are endomorphisms of degree at most N . It is easy to see that the algebraic sets

End�N
F[x1, . . . , xn]

are isomorphic to affine spaces of appropriate dimension. The coordinates of the point ϕ are the
coefficients of the polynomials ϕ(x1), . . . , ϕ(xn), and for

EndF[x1, . . . , xn]

these coordinates are not connected by any relations.
The total degree filtration also enables endowing the sets of automorphisms with the Zariski topology

as follows (see also [177]): if ϕ is a polynomial automorphism, then consider a set of polynomials
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(ϕ(x1), . . . , ϕ(x1), ϕ−1(x1), . . . , ϕ−1

(xn)), the images of generators under the action of the automorphism and its inverse. The coefficients
of these polynomials serve as coordinates of ϕ as a point of some affine space.

Define the subsets

Aut�N
F[x1, . . . , xn] = {ϕ ∈ AutF[x1, . . . , xn] : degϕ,degϕ−1 � N}

as sets of automorphisms such that all coefficients of polynomials in the presentation above for degrees
greater than n are zero.

The sets Aut�N
F[x1, . . . , xn] are algebraic sets. Indeed, the identities that define the points Aut�N

are derived from the identity

ϕ ◦ ϕ−1 = Id

and, it is easy to see, are specified by polynomials.

Now let J�N denote a subset of

End�N
F[x1, . . . , xn],

whose points are endomorphisms with a Jacobian equal to a nonzero constant.
Then Conjecture 1.2.1 can be clearly reformulated as follows

∀ϕ ∈ J�N ⇒ ϕ ∈ AutF[x1, . . . , xn], ∀N, for charF = 0.

1.2.4. Conjecture of Dixmier and quantization. J. Dixmier [75] in his seminal study of Weyl
algebras found a connection between the Jacobian Conjecture and the following Conjecture. Let Wn,F

denote the n-th Weyl algebra over the field F defined as the quotient algebra of the free algebra

F2n = F〈a1, . . . , an, b1, . . . , bn〉
of 2n generators by the two-sided ideal IW , generated by polynomials

aiaj − ajai, bibj − bjbi, biaj − ajbi − δij (1 � i, j � n),

where δij is the Kronecker symbol. The Dixmier Conjecture states:

Conjecture 1.2.3 (Dixmier Conjecture, DCn). Let charF = 0. Then EndWn,F = AutWn,F.

In other words, the Dixmier Conjecture asks whether every endomorphism of the Weyl algebra over
a field of characteristic zero is in fact an automorphism.

The Dixmier Conjecture for n variables, DCn, implies the Jacobian Conjecture JCn for n variables
(see, for example, [202]). Significant progress in recent years in the study of Conjecture 1.2.1 has been
achieved by Kanel-Belov (Belov) and Kontsevich [42] — and independently by Tsuchimoto [191] (see
also [190]) — in the form of the following theorem.

Theorem 1.2.4 (A. Ya. Kanel-Belov and M. L. Kontsevich [42], Y. Tsuchimoto [191]). JC2n im-
plies DCn.

In particular, Theorem 1.2.4 implies the stable equivalence of the Jacobian Conjecture and the
Dixmier Conjecture, i.e., the equivalence of conjectures JC∞ and DC∞, where JC∞ denotes the
conjunction corresponding conjectures for all finite n.

Theorem 1.2.4 laid the foundation for the research into the Jacobian Conjecture based on the study
of the behavior of varieties of endomorphisms and automorphisms of algebras under deformation
quantization. The principal reference in this direction is an article by Kanel-Belov and Kontsevich [41],
in it, several conjectures concerning Ind-varieties of automorphisms of the corresponding algebras are
formulated. The main Conjecture is called the Kontsevich Conjecture and is as follows.

Conjecture 1.2.5 (Kontsevich Conjecture, [41]). Let F = C be the field of complex numbers. The
automorphism group AutWn,C of the n-th Weyl algebra over C is isomorphic to the automorphism
group AutPn,C of the so-called n-th (commutative) Poisson algebra Pn,C:

AutWn,C � AutPn,C.
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We have to note that the first solution of Kontsevich Conjecture 1.2.5 is given by Christopher Dodd
in [76].

The algebra Pn,C is by definition the polynomial algebra

C[x1, . . . , xn, p1 . . . , pn]

of 2n variables, equipped with the Poisson bracket, i.e., a bilinear operation { , }, which is a Lie
bracket satisfying the Leibniz rule and acting on generators of the algebra in the following way:

{xi, xj} = 0, {pi, pj} = 0, {pi, xj} = δij .

Endomorphisms of the algebra Pn are endomorphisms of the algebra of polynomials that preserve
the Poisson bracket (which we sometimes call the Poisson structure). Elements of AutPn,C are called
polynomial symplectomorphisms. The choice of name is due to the existence of an (anti-) isomorphism
between the group AutPn,C and the group of polynomial symplectomorphisms of the affine space A

2n.

The Kontsevich Conjecture is true for n = 1. The proof of this result is a direct description of
automorphism groups AutP1,C and AutW1,C, contained in the classical works of H.W. Jung [103],
Van der Kulk [203], Dixmier [75] and Makar-Limanov [142] (see also [141]). Namely, consider the
following transformation groups: the group G1 is a semidirect product

SL(2,C) �C
2,

whose elements are called special affine transformations, and the group G2 by definition consists of
the following “triangular” substitutions:

(x, p) �→ (λx+ F (p), λ−1p), λ ∈ C
×, F ∈ C[t].

Then the automorphism group of the algebra P1,C [103] is isomorphic to the quotient group of
the free product of the groups G1 and G2 by their intersection. Dixmier [75] and, later, Makar-
Limanov [142] showed that if in the description above one replaces the commuting Poisson generators
with their quantum (Weyl) analogues, one obtains a description of the group of automorphisms of the
first Weyl algebra W1,C.

Remark 1.2.6. The theorems of Jung, van der Kulk, Dixmier and Makar-Limanov also mean
that all automorphisms of the polynomial algebra of two variables and the first Weyl algebra W1 are
tame (we provide the definition of the concept of tame automorphism, in the Subsection 1.2.5). Also,
Makar-Limanov [141] and A. Czerniakiewicz [66,67] proved that all automorphisms of the free algebra
K〈x, y〉 are tame.

In view of these circumstances, the case of two variables is to be considered exceptional. However,
the Jacobian Conjecture is a difficult open problem even in this case.

Recently, Kanel-Belov, together with Elishev and Yu, have suggested a proof of the general case
of the Kontsevich Conjecture [115,116]. An independent proof of a closely related result (based on a
study of the properties of holonomic D-modules) was proposed by C. Dodd [76].

In contrast to the Jacobian Conjecture, which is an extremely difficult problem, in the study of the
Kontsevich Conjecture there are several possible approaches. First of all, in [41], Kanel-Belov and
Kontsevich have formulated several generalizations of Conjecture 1.2.5. In [42] and [191], which is
devoted to the proof of Theorem 1.2.4, the construction of homomorphisms

φ : AutWn,C → AutPn,C

and
φ : EndWn,C → EndPn,C

involved in the construction, from a counterexample to DCn, of an irreversible endomorphism with
a single Jacobian, has been presented. A straightforward strengthening of Conjecture 1.2.5 is the
statement that the homomorphism φ realizes the isomorphism of the Kontsevich Conjecture. Also,
namely, in Chapter 8 of [41], an approach to solve the problem of lifting of polynomial symplectomor-
phisms to automorphisms of the Weyl algebra (i.e., constructing a homomorphism inverse to φ) was
discussed. Conjecture 5 of [41], along with Conjecture 6, which is a weaker form of Conjecture 1.2.5,
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make up the essential contents of the construction proposed in [41]. To solve the problem of lifting
of symplectomorphisms in the sense of these conjectures, it is necessary to study the properties of
D-modules, (left) modules over the Weyl algebra. The work of Dodd [76] is based on this approach.

For an arbitrary commutative ring R one can define the Weyl algebra Wn,R over R, by just replacing
C by R in the definition.

The algebra Wn,R considered as an R-module is free with basis

x̂α := x̂α1
1 . . . x̂α2n

2n , α = (α1, . . . , α2n) ∈ Z
2n
�0 .

We define an increasing filtration (the Bernstein filtration) on the algebra Wn,R by

W�N
n,R :=

{∑
α

cαx̂
α | cα ∈ R, cα = 0 for |α| := α1 + · · · + α2n > N

}
.

This filtration induces a filtration on the automorphism group:

Aut�N Wn,R := {f ∈ Aut(Wn,R)| f(x̂i), f
−1(x̂i) ∈W�N

n,R ∀i = 1, . . . , 2n} .
The following functor on commutative rings:

R �→ Aut�N (Wn,R) ,

is representable by an affine scheme of finite type over Z. We denote this scheme by

Aut�N (Wn) .

Conjecture 1.2.5 says that groups of points Aut(Wn,C) and Aut(Pn,C) are isomorphic. We expect
that the isomorphism should preserve the filtration by degrees, compatible with stabilization embed-
dings, and should be a constructible map for any given term of filtration, defined over Q:

Conjecture 1.2.7 (see [41]). There exists a family φn,N of constructible one-to-one maps

φn,N : Aut�N (Wn,Q) → Aut�N(Pn,Q)

compatible with the inclusions increasing indices N and n, and with the group structure.

Now let R be a finitely generated smooth commutative algebra over Z, and g ∈ Aut(Pn,R) be a
symplectomorphism defined over R. Let us denote by Mg,p any bimodule over Wn,R/pR corresponding
to the Morita autoequivalence (the interested reader is reffered to [41]), then we have the following
conjecture:

Conjecture 1.2.8. For any finitely generated smooth commutative algebra R over Z and any
g ∈ Aut(Pn,R) for all sufficiently large p, the bimodule Mg,p is a free rank one left An,R/pR-module.

In the rest of this subsection, we would like to mention some conjectures from [129] and for more
information on these conjectures, the interested reader is referred to [129].

Let X be a smooth affine algebraic variety over field F of zero characteristic, dimX = n. The ring
D(X) of differential operators is F-algebra of operators acting on O(X), generated by functions and
derivations:

f �→ gf, f �→ ξ(f), g ∈ O(X), ξ ∈ Γ(X,TX/Spec F) .

Algebra D(X) carries the filtration D(X) = ∪k�0D�k(X) by the degree of operators, the associated
graded algebra is canonically isomorphic to the algebra of functions on T ∗X. In geometric terms, the
grading comes from the dilation by Gm along the fibers of the cotangent bundle.

Let M be a finitely generated D(X)-module, and choose a finite-dimensional subspace V ⊂ M
generating M . Then consider the filtration

M�k := D�k(X) · V ⊂M, k � 0 .

The associated graded module op gr(M) is a finitely generated O(T ∗X)-module.
Noetherianity of D(X) implies that M is the cokernel of a morphism of free finitely generated D(X)-

modules. Therefore, there exists a finitely generated ring R ⊂ F such that variety X, embedding i
and module M have models XR, iR,MR over SpecR.
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A finitely generated module M is called holonomic if and only if the dimension of its support is
exactly n.

Conjecture 1.2.9. For holonomic M the support suppp,vMR is Lagrangian for sufficiently large p
and any v.

The conjecture 1.2.9, was solved by Thomas Bitoun in his PhD thesis in 2010 [54] and in 2013
Michel Van den Bergh [89] gave an alternative proof of this conjecture.

We expect that in the case dimX > 1 also there exists a notion of a logarithmic family of effective
Lagrangian cycles in T ∗X, and the arithmetic support should always belong to such a family. In the
special case when a Lagrangian cycle is a smooth closed Lagrangian variety L ⊂ T ∗X (taken with
multiplicity one) we expect a more clearer picture of what is the logarithmic family:

Definition 1.2.10. A smooth logarithmic family of smooth Lagrangian subvarieties in T ∗X is a
pair (S,L) where S is a smooth variety over F and L ⊂ T ∗X ×S is a smooth closed submanifold such
that its projection to S is smooth, all fibers Ls, s ∈ S are Lagrangian, and the following property
holds. For any s ∈ S the natural map

TsS → Γ(Ls, (TX)|Ls
/TLs) = Γ(Ls, T

∗
Ls

)

identifies TsS with the space of 1-forms on Ls with logarithmic singularities1.

Conjecture 1.2.11. For a smooth closed Lagrangian L ⊂ T ∗X there exists a smooth logarithmic
family (S,L) with base point s0 ∈ S such that Ls0 = L. Also, any two such families coincide with
each other in the vicinity of s0.

We also have the following conjectures. For more information on these conjectures we refer to [129]:

Conjecture 1.2.12. For any smooth closed connected Lagrangian subvariety L in T ∗X over F = C

such that H1(L(C),Z) = 0 there exists a unique holonomic DX-module M = ML with the arithmetic
support equal to L taken with multiplicity 1. Moreover, opExt1(M,M) = 0.

Conjecture 1.2.13. For a differential operator P ∈ D(X), the support at prime p of D(X)/D(X) ·
(P + λ · 1) is divisible by pn−1 for generic constant λ if and only if P belongs to a quantum integrable
system, i.e., P belongs to a finitely generated commutative F-subalgebra of D(X) of Krull dimension
n = dimX.

Conjecture 1.2.14. There exists a homomorphism from the group BirSympln,F of bira-
tional symplectomorphisms the algebraic torus G

2n
m,F endowed with the standard symplectic form∑

i,j�2n ωij(x
−1
i dxi) ∧ (x−1

j dxj), to the group of outer automorphisms of the skew field of fractions of
the quantum torus. Also, the semiclassical limit as q → 1 exists and gives the identity map from the
group of birational symplectomorphisms the group of birational symplectomorphisms the algebraic
torus to itself.

In a very recent paper, Edward Witten and Davide Gaiotto re-examine quantization via branes
with the goal of understanding its relation to geometric quantization [138].

1.2.5. Tame automorphisms. An automorphism ϕ ∈ AutF[x1, . . . , xN ] is said to be elementary
if it has the form

ϕ = (x1, . . . , xk−1, axk + f(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xN ), xk+1, . . . , xN )

with a ∈ F
×. Observe that linear invertible changes of variables – that is, transformations of the form

(x1, . . . , xN ) �→ (x1, . . . , xN )A, A ∈ GL(N,F)

are realized as compositions of elementary automorphisms.
The subgroup of AutF[x1, . . . , xN ] generated by all elementary automorphisms is the group

TAutF[x1, . . . , xN ] of so-called tame automorphisms.

1All such forms are automatically closed.
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Let Pn(F) = F[x1, . . . , xn, p1, . . . , pn] be the polynomial algebra in 2n variables with Poisson struc-
ture. It is clear that for an elementary automorphism

ϕ ∈ AutF[x1, . . . , xn, p1, . . . , pn]

to be a symplectomorphism, it must either be a linear symplectic change of variables—that is, a
transformation of the form

(x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) �→ (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn)A

with A ∈ Sp(2n,F) a symplectic matrix, or an elementary transformation of one of two following
types:

(x1, . . . , xk−1, xk + f(p1, . . . , pn), xk+1, . . . , xn, p1, . . . , pn)

or

(x1, . . . , xn, p1, . . . , pk−1, pk + g(x1, . . . , xn), pk+1, . . . , pn).

Note that in both cases we do not include translations of the affine space into our consideration, so
we may safely assume the polynomials f and g to be at least of height one.

The subgroup of AutPn(F) generated by all such automorphisms is the group TAutPn(F) of tame
symplectomorphisms. One similarly defines the notion of tameness for the Weyl algebra Wn(F), with
tame elementary automorphisms having the exact same form as for Pn(F).

The automorphisms which are not tame are called wild. It is unknown at the time of writing whether
the algebras Wn and Pn have any wild automorphisms in characteristic zero for n > 1; however, for
n = 1 all automorphisms are known to be tame [103,141,142,203]. On the other hand, the celebrated
example of Nagata

(x+ (x2 − yz)x, y + 2(x2 − yz)x+ (x2 − yz)2z, z)

provides a wild automorphism of the polynomial algebra F[x, y, z].

It is known, due to Kanel-Belov and Kontsevich [41,42], that for F = C the groups

TAutWn(C) and TAutPn(C)

are isomorphic. The homomorphism between the tame subgroups is obtained by means of non-
standard analysis and involves certain non-constructible entities, such as free ultrafilters and infinite
prime numbers. Recent effort [40,115] has been directed to proving the homomorphism’s independence
of such auxiliary objects, with limited success.

1.2.6. Approximation by tame automorphisms. Tsuchimoto [190, 191], and independently
Kanel-Belov and Kontsevich [42], found a deep connection between the Jacobian Conjecture and
a celebrated Conjecture of Dixmier [75] on endomorphisms of the Weyl algebra, which is stated as
Conjecture 1.2.3.

The correspondence between the two open problems, in the case of algebraically closed F, is based
on the existence of a composition-preserving map

EndWn(F) → EndF[x1, . . . , x2n]

which is a homomorphism for the corresponding automorphism groups. Furthermore, the mappings
that belong to the image of this homomorphism preserve the canonical symplectic form on A

2n
F

.
Accordingly, Kontsevich and Kanel-Belov [41] formulated several conjectures on the correspondence
between automorphisms of the Weyl algebra Wn and the Poisson algebra Pn (which is the polynomial
algebra F[x1, . . . , x2n] endowed with the canonical Poisson bracket) in characteristic zero. In particular,
there is

Conjecture 1.2.15. The automorphism groups of the n-th Weyl algebra and the polynomial al-
gebra in 2n variables with Poisson structure over the rational numbers are isomorphic:

AutWn(Q) � AutPn(Q).
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Relatively little is known about the case F = Q, and the proof techniques developed in [41] rely heav-
ily on model-theoretic objects such as infinite prime numbers (in the sense of non-standard analysis).
That in turn requires the base field F to be of characteristic zero and algebraically closed (effectively
C by the Lefschetz principle). However, even the seemingly easier analogue of the above Conjecture,
the case F = C, is known (and positive) only for n = 1.

In the case n = 1, the affirmative answer to the Kontsevich Conjecture, as well as positivity of several
isomorphism statements for algebras of a similar nature, relies on the fact that all automorphisms of
the algebras in question are tame. Groups of tame automorphisms are rather interesting objects.
Anick [8] has proved that the group of tame automorphisms of F[x1, . . . , xN ] is dense (in power series
topology) in the subspace of all endomorphisms with non-zero constant Jacobian. This fundamental
result enables one to reformulate the Jacobian Conjecture as a statement on invertibility of limits of
tame automorphism sequences.

Another interesting problem is to ask whether all automorphisms of a given algebra are tame
[?, 66, 67, 103, 203]. For instance, this is the case [141, 145] for F[x, y], the free associative algebra
F〈x, y〉 and the free Poisson algebra F{x, y}. It is also the case for free Lie algebras (a result of Cohn).
On the other hand, tameness is no longer the case for F[x, y, z] (the wild automorphism example is
provided by the well-known Nagata automorphism, cf. [181]).

In 1983, Anick’s approximation theorem was established for polynomial automorphisms. We obtain
the approximation theorems for polynomial symplectomorphisms and Weyl algebra automorphisms.
We focus on the problem of lifting of symplectomorphisms:

Can an arbitrary symplectomorphism in dimension 2n be lifted to an automorphism of the
n-th Weyl algebra in characteristic zero?

The lifting problem is the milestone in the Kontsevich Conjecture. The use of tame approximation
is advantageous due to the fact that tame symplectomorphisms correspond to Weyl algebra automor-
phisms: in fact [41], the tame automorphism subgroups are isomorphic when F = C.

The problems formulated above, as well as other statements of similar flavor, outline behav-
ior of algebra-geometric objects when subject to quantization. Conversely, quantization (and anti-
quantization in the sense of Tsuchimoto) provides a new perspective for the study of various properties
of classical objects. Many of such properties have a distinctly K-theoretic nature. The lifting problem
is a subject of a thorough study of V.A. Artamonov [9–12], one of the main results of which is the
proof of an analogue of the Serre-Quillen-Suslin theorem for metabelian algebras. The possibility of
lifting of (commutative) polynomial automorphisms to automorphisms of metabelian algebra is a well-
known result of Umirbaev, cf. [197]. The metabelian lifting property was instrumental in Umirbaev’s
solution of Anick’s Conjecture (which says that a specific automorphism of the free algebra F〈x, y, z〉,
charF = 0 is wild). In addition, there is also a series of well-known papers [181–183].

In this thesis, we establish the approximation property for polynomial symplectomorphisms and
comment on the lifting problem of polynomial symplectomorphisms and Weyl algebra automorphisms.
In particular, the main results discussed here are as follows.

Theorem 1.2.16. Let ϕ = (ϕ(x1), . . . , ϕ(xN )) be an automorphism of the polynomial algebra
F[x1, . . . , xN ] over a field F of characteristic zero, such that its Jacobian

J(ϕ) = det

[
∂ϕ(xi)

∂xj

]

is equal to 1. Then there exists a sequence {ψk} ⊂ TAutF[x1, . . . , xN ] of tame automorphisms con-
verging to ϕ in formal power series topology.

Anick [8] proved this tame approximation theorem for polynomial automorphisms.



POLYNOMIAL AUTOMORPHISMS. I 131

Theorem 1.2.17. Let σ = (σ(x1), . . . , σ(xn), σ(p1), . . . , σ(pn)) be a symplectomorphism of
F[x1, . . . , xn, p1, . . . , pn] with unit Jacobian. Then there exists a sequence {τk} ⊂ TAutPn(F) of tame
symplectomorphisms converging to σ in formal power series topology.

Theorem 1.2.18. Let F = C and let σ : Pn(C) → Pn(C) be a symplectomorphism over complex
numbers. Then there exists a sequence

ψ1, ψ2, . . . , ψk, . . .

of tame automorphisms of the n-th Weyl algebra Wn(C), such that their images σk in AutPn(C)
converge to σ.

We are mainly interested in the last theorem. As we shall see, sequences of tame sym-
plectomorphisms lifted to automorphisms of Weyl algebra (either by means of the isomorphism
of [41], or explicitly through deformation quantization Pn(C) → Pn(C)[[�]]) are such that their
limits may be thought of as power series in Weyl algebra generators. If we could establish
that those power series were actually polynomials, then the Dixmier Conjecture would imply the
Kontsevich Conjecture (with Q replaced by C). Conversely, approximation by tame automorphisms
provides a possible means to attack the Dixmier Conjecture (and, correspondingly, the Jacobian Con-
jecture).

1.2.7. Holonomic D-modules and Lagrangian submanifolds. The following general Conjec-
ture holds ( [41], see also [129]).

Conjecture 1.2.19. Let X be a smooth variety. There is a one-to-one correspondence between
(irreducible) holonomic D(X)-modules and Lagrangian subvarieties T ∗X of the corresponding dimen-
sion.

Kontsevich [129] introduces the general definition of the holonomic D-module as follows. Let X be
a smooth affine algebraic variety of dimension n over the field K. Consider the K-algebra D(X) of
differential operators, the algebra of operators, acting on the ring O(X) generated by functions and
K-derivations:

f �→ gf, f �→ ξ(f), g ∈ O(X), ξ ∈ Γ(X,TX/ SpecK).

The natural filtration is defined on the algebra

D(X) = ∪k�0D�k(X),

with respect to the order of operators, the associated graded algebra is naturally isomorphic to the
algebra of functions on the cotangent bundle T ∗X. Let M be a finitely generated module over D(X),
and V be a finite-dimensional subspace of elements generating M . It induces a filtration

M�k = D�k(X)V ⊂M, k � 0,

such that the associated graded module gr(M) is finitely generated over O(T ∗X). It is known (this
result belongs to O. Gabber, see [129]) that its support

supp(gr(M)) ⊂ T ∗X

is a coisotropic variety. In particular, the dimension of any of its irreducible components is not less
than n. The support is independent of the choice of the subspace V (and is denoted in the original
article [129] as supp(M)).

A finitely generated module M is said to be holonomic if, by definition, the dimension of its support
is n.

Conjecture 1.2.19 (which can also be called the Kontsevich Conjecture) generalizes Conjecture 1.2.5,
as well as Conjectures 5 and 6 of [41] in the context of the lifting of symplectomorphisms. Namely, with
any symplectomorphism one may naturally associate a Lagrangian subvariety (namely, its graph). On
the other hand, holonomic D-modules correspond to autoequivalences of Weyl algebra, from which in
principle (taking into account Conjecture 5 of [41]) one can get a correspondence with automorphisms.
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In this connection, the necessity to study the holonomic D-modules is a natural consequence. The
problems of lifting of polynomial symplectomorphisms in the case of low dimensions, namely, for
n = 1, which corresponds to the well-known case of the Kontsevich Conjecture, has become the prime
candidate for testing these new deep insights. Some progress in this direction has been achieved
in [40] by Kanel-Belov and Elishev. The general case of arbitrary dimension was investigated by
Kontsevich in [129] (see also [54]). Significant results on Conjecture 1.2.19 were obtained (according
to our understanding) by Dodd [76].

Namely, Dodd devised the proof of the following result.

Theorem 1.2.20 (C. Dodd, [76]). Let X be a smooth variety over C, L ⊂ T ∗X be a Lagrangian
subvariety of the cotangent space. Assume that :

(1) the projection π : L → X is a dominant mapping ;

(2) the first singular homology group Hsing
1 (L,Z) is trivial;

(3) there exists a smooth projective compactification L̄ of the variety L with trivial (0, 2)-Hodge
cohomology.

Then there exists a unique irreducible holonomic D(X)-module M with constant arithmetic support1,
equal to L, with multiplicity 1.

This theorem partially solves the problem of finding sufficient conditions for the correspondence
between holonomic modules and Lagrangian varieties as formulated in Conjecture 1.2.19. Dodd also
notes that in the case when X = A

n is an affine space, condition 2 of Theorem 1.2.20 can be dropped.
In this connection, there is the following corollary:

Corollary 1.2.21 (C. Dodd, [76]). Let L ⊂ T ∗
A
m be a smooth Lagrangian subvariety satisfying

conditions 2 and 3 of Theorem 1.2.20. Then there exists a unique irreducible holonomic D(Am)-
module M whose arithmetic support is L, with multiplicity 1.

This result is closely related to the construction studied in [40].
As Dodd notes, Theorem 1.2.20 and Corollary 1.2.21 allow us to give a description of the Picard

group Pic(Wn,C) of the Weyl algebra. Recall that the Picard group of an associative algebra is defined
as a group of classes (modulo isomorphism) of invertible bimodules over a given algebra, with a group
operation given by the tensor product of modules.

Consider polynomial symplectomorphisms of the variety T ∗
A
m. It is easy to show that the graph

of any symplectomorphism ϕ is a Lagrangian subvariety of Lϕ in T ∗
A
2m, isomorphic to A

2m and,
therefore, satisfies cohomological conditions of Theorem 1.2.20. Applying Corollary 1.2.21, we obtain
(uniquely identified) D(A2m) � D(Am) ⊗ D(Am)op-module Mϕ corresponding to Lϕ. One can check
[76] that the inverse symplectomorphism ϕ−1 in such a construction corresponds to inverse bimodule.

From these considerations, Dodd obtains the following result.

Theorem 1.2.22 (C. Dodd, [76]). There is an isomorphism of groups (over C)

Pic(D(Am)) � Sympl(T ∗
A
m),

where Sympl(T ∗
A
m) denotes the group of polynomial symplectomorphisms (this group is a geometric

analogue of the group AutPm,C).

In the case m = 1, it is known (Dixmier, [75]) that Pic(D(A1)) = Aut(D(A1)),and the algebra D(A1)
is isomorphic to the first Weyl algebra W1,C. This means that we are in the situation of Conjecture
1.2.5 for m = 1.

1.2.8. Tame automorphisms and the Quantization Conjectures. Dodd’s constructions are
deep in content and, apparently, prove the Kontsevich Conjecture on the correspondence between
Lagrangian varieties and holonomic modules (more precisely, its essential part). On the other hand,
starting from Theorem 1.2.22 we cannot immediately arrive at the general case of Conjecture 1.2.5.

1For the definition of arithmetic support, see [129].
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The proof of Conjecture 1 of [41] requires a solution to the lifting problem of symplectomorphisms to
automorphisms of the corresponding Weyl algebra.

One of the main results of [41] was the proof of the following homomorphism properties

φ : AutWn,C → AutPn,C

constructed in [41] and [191]. First, let ϕ be an automorphism of the polynomial algebra F[x1, . . . , xn].
We call ϕ elementary if it has the form

ϕ = (x1, . . . , xk−1, axk + f(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn), xk+1, . . . , xn).

In particular, automorphisms given by linear substitutions of generators are elementary.

Tame automorphisms of the algebra Pn,F are, by definition, compositions of those tame elementary
automorphisms which preserve the Poisson bracket. Tame automorphisms of the Weyl algebra are
defined Wn,F similarly.

The following theorem is proved in [41].

Theorem 1.2.23 (A. Kanel-Belov and M.L. Kontsevich, [41]). The homomorphism

φ : AutWn,C → AutPn,C

restricts to the isomorphism

φ|TAut : TAutWn,C → TAutPn,C

between subgroups of tame automorphisms.

In particular, due to the tame nature of automorphism groups of Weyl and Poisson algebras for
n = 1, the homomorphism φ gives an isomorphism of the Kontsevich Conjecture between AutW1,C

and AutP1,C.

It is not known whether all automorphisms of the Poisson and Weyl algebras are tame for n > 1,
or even stably tame (an automorphism is called stably tame if it becomes tame after adding dummy
variables and extending the action on them by means of the identity automorphism). For the algebra
of polynomials in three variables, the Nagata automorphism

(x, y, z) �→ (x− 2(xz + y2)y − (xz + y2)2z, y + (xz + y2)z, z)

is wild (the famous result due to I.P. Shestakov and Umirbaev [181]).

Nevertheless, tame automorphisms turn out to play a significant role in the context of the Kont-
sevich Conjecture and the Jacobian Conjecture, due to the following reason. Anick [8] showed that
the set of tame automorphisms of the algebra of polynomials F[x1, . . . , xn] (n � 2) is dense in the
topology of formal power series in the space J of polynomial endomorphisms with nonzero constant
Jacobian. In particular, for any automorphism of a polynomial algebra there exists a sequence of
tame automorphisms converging to it in this topology; in other words, Anick’s theorem implies the
existence of approximations of automorphisms, or approximations by tame automorphisms (and in
general, endomorphisms with nonzero constant Jacobian). In view of Anick’s theorem, the Jacobian
Conjecture can be formulated as a problem of invertibility of limits of sequences of tame automor-
phisms (this is discussed in the conclusion of [8]). This formulation of the Jacobian Conjecture can be
directly generalized to the case of a field of arbitrary characteristic, see more below as well as in [123].

Anick’s results, together with Theorem 1.2.23, suggest the idea of solving the lifting problem of
polynomial symplectomorphisms to automorphisms of the Weyl algebra (an alternative construction
to that proposed in [41]). Namely, if there is a symplectic analogue of Anick’s theorem, that is, if
there is an approximation of polynomial symplectomorphisms by tame symplectomorphisms, then,
taking a sequence of tame symplectomorphisms converging to a given point, we can take the sequence
of their pre-images under the isomorphism φ|TAut and try to prove that its limit exists and is an
automorphism of the Weyl algebra. The symplectic analogue of Anick’s theorem was proved in [117].
The application of approximation theory to the lifting problem constitutes the main idea of the proof
of Conjecture 1.2.5 in [116].
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However, the direct application of the main result of [117] to the solution of the lifting problem
does not achieve the desired result, since the homomorphism φ does not preserve the topology of
formal power series (due to commutation relations in the Weyl algebra). In this connection, the naive
approximation approach needs some modification. It turns out that such a modification is possible
(see [116]). The nature of this modification is significant and is connected with the geometric properties
of Ind-schemes of automorphisms of the corresponding algebras. Therefore, the study of the geometry
of Ind-schemes of automorphisms is justified in the framework of the Kontsevich Conjecture.

1.2.9. Quantization of classical algebras. As already noted, the approach to the Jacobian Con-
jecture, using techniques from the theory of deformation quantization, namely, the approach based
on stable equivalence between the Jacobian Conjecture and the Dixmier Conjecture as well as, to a
somewhat lesser extent, the Kontsevich Conjecture, is currently one of the more promising approaches
to finding a possible solution to the Jacobian Conjecture. However, as in questions of the geometric
theory of Ind-schemes and infinite-dimensional algebraic groups, the issues arising in connection with
the application of quantization methods, due to their nontriviality and depth, is a direction whose
value may well be comparable with the value of a possible solution to the original problem.

Analogues of JC and DC for algebras of quantum polynomials are not obvious and often do not
admit a naive transfer of formulations (for example, E. Backelin [19] wrote about the q-quantum
version of the Dixmier Conjecture). On the other hand, the well-known theorem of Umirbaev [197],
showing the validity of an analogue of the Jacobian Conjecture for free metabelian algebras, may be
considered as an argument in favor of the validity of the Jacobian Conjecture.

Significant development of algebra and non-commutative geometry of quantum polynomials has
been achieved by Artamonov [9–12, 15]. In particular, he proved [12] the quantum-algebra analogue
of the Serre Conjecture (Quillen–Suslin theorem) – the result which is extremely non-trivial even in
the commutative case.

In connection with the Jacobian Conjecture, we mention the works of Dicks [73], Dicks and Lewin
[74] as well as Yagzhev [217–220]. In a sense, they can be interpreted as works consistent with
viewing the Jacobian problem as a problem related to quantization. Regarding the practical benefits
of studying relationships induced by quantization-type correspondences, there are known examples of
applications of the elements of the quantization procedure to some (previously proven by other means)
problems of general algebra. An example [120, 233] is a new proof of Bergman’s centralizer theorem
?? of the free associative algebra, based on the deformation quantization procedure, which we discuss
in this work.

1.3. Torus Actions on Free Associative Algebras

and the Bia�lynicki-Birula Theorem

In the proof of the results concerning the geometry of Ind-schemes automorphisms, we use the
famous A. Bia�lynicki-Birula theorem [51, 52] on the linearizability of regular actions of a maximal
torus on an affine space merits consists in the following.

Let K be the base field and let K
× = K\{0} be the multiplicative group of the field, considered as

an algebraic K-group.
The n-dimensional algebraic K-torus is the group Tn � (K×)n (with obviously certain multiplica-

tion).

Definition 1.3.1. An n-dimensional algebraic K-torus is the group Tn � (K×)n (with obvious
multiplication).

Denote by A
n the affine space of dimension n over K.

Definition 1.3.2. A (left, geometric) torus action is a morphism

σ : Tn × A
n → A

n.
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that fulfills the usual axioms (identity and compatibility):

σ(1, x) = x, σ(t1, σ(t2, x)) = σ(t1t2, x).

The action σ is effective if for every t �= 1 there is an element x ∈ A
n such that σ(t, x) �= x.

In [51], Bia�lynicki-Birula proved the following two theorems, for K algebraically closed.

Theorem 1.3.3. Any regular action of Tn on A
n has a fixed point.

Theorem 1.3.4. Any effective and regular action of Tn on A
n is a representation in some coordi-

nate system.

The notion of regular action means regularity in the sense of algebraic geometry (preservation of
regular functions; Bia�lynicki-Birula also considered birational actions in [51]). The last theorem states
that any effective regular action of the maximal torus on an affine space is conjugate to a linear action
(representation); in other words, such an action admits linearization.

An algebraic group action on A
n is the same as the corresponding action by automorphisms on the

algebra K[x1, . . . , xn] of coordinate functions. In other words, it is a group homomorphism

σ : Tn → AutK[x1, . . . , xn].

An action is effective if and only if Kerσ = {1}.
The polynomial algebra is a quotient of the free associative algebra

Fn = K〈z1, . . . , zn〉
by the commutator ideal I (it is the two-sided ideal generated by all elements of the form fg − gf).
The definition of torus action on the free algebra is thus purely algebraic.

The following result has been established in [87,88].

Theorem 1.3.5. Suppose given an action σ of the algebraic n-torus Tn on the free algebra Fn. If
σ is effective, then it is linearizable.

The theory of algebraic group actions on varieties is a substantial part of the study of Ind-varieties.
Among the significant works on this subject, the reader is well advised to consult the papers of T.
Kambayashi and P. Russell [112], M. Koras and P. Russell [130], T. Asanuma [18], G. Schwartz [176]
and H. Bass [20].

The group action linearity problem asks, generally speaking, whether any action of a given algebraic
group on an affine space is linear in some suitable coordinate system (or, in other words, whether for
any such action there exists an automorphism of the affine space such that it conjugates the action
to a representation). This subject owes its existence largely to the classical work of A. Bia�lynicki-
Birula [51], who considered regular (i.e. by polynomial mappings) actions of the n-dimensional torus
on the affine space A

n (over algebraically closed ground field) and proved that any faithful action is
conjugate to a representation (or, as we sometimes say, linearizable). The result of Bia�lynicki-Birula
had motivated the study of various analogous instances, such as those that deal with actions of tori of
dimension smaller than that of the affine space, or, alternatively, linearity conjectures that arise when
the torus is replaced by a different sort of algebraic group. In particular, Bia�lynicki-Birula himself [52]
had proved that any effective action of (n−1)-dimensional torus on A

n is linearizable, and for a while it
was believed [112] that the same was true for arbitrary torus and affine space dimensions. Eventually,
however, the negation of this generalized linearity conjecture was established, with counter-examples
due to Asanuma [18].

More recently, the linearity of effective torus actions has become a stepping stone in the study of
geometry of automorphism groups. In the paper [123], the following result was obtained.

Theorem 1.3.6. Let K be algebraically closed, and let n � 3. Then any Ind-variety automorphism
Φ of the Ind-group Aut(K[x1, . . . , xn]) is inner.



136 A. M. ELISHEV et al.

The notions of Ind-variety (or Ind-group in this context) and Ind-variety morphism were introduced
by Shafarevich [177]: an Ind-variety is the direct limit of a system whose morphisms are closed
embeddings. Automorphism groups of algebras with polynomial identities, such as the (commutative)
polynomial algebra and the free associative algebra, are archetypal examples; the corresponding direct
systems of varieties consist of sets Aut�N of automorphisms of total degree less or equal to a fixed
number, with the degree induced by the grading. The morphisms are inclusion maps which are
obviously closed embeddings.

Theorem 1.3.6 is proved by means of tame approximation (stemming from the main result of [8]),
with the following Proposition, originally due to E. Rips, constituting one of the key results.

Proposition 1.3.7. Let K be algebraically closed and n � 3 as above, and suppose that Φ preserves
the standard maximal torus action on the commutative polynomial algebra1. Then Φ preserves all tame
automorphisms.

The proof relies on the Bia�lynicki-Birula theorem on the maximal torus action. In a similar fashion,
the paper [123] examines the Ind-group AutK〈x1, . . . , xn〉 of automorphisms of the free associative
algebra K〈x1, . . . , xn〉 in n variables, and establishes results completely analogous to Theorem 1.3.6
and Proposition 1.3.7. 2 In accordance with that, the free associative analogue of the Bia�lynicki-Birula
theorem was required.

Such an analogue is indeed valid, and we have established it in our notes [87, 88] on the subject.
We will provide the proof of this result in the sequel.

Given the existence of a free algebra version of the Bia�lynicki-Birula theorem, one may inquire
whether various other instances of the linearity problem (such as the Bia�lynicki-Birula theorem on
the action of the (n − 1)-dimensional torus on K[x1, . . . , xn]) can be studied. As it turns out, direct
adaptation of proof techniques from the commutative realm is sometimes possible. There are certain
limitations, however. For instance, Bia�lynicki-Birula’s proof [52] of linearity of (n − 1)-dimensional
torus actions uses commutativity in an essential way. Nevertheless, a neat workaround of that hurdle
can be performed when n = 2, as we show in this note. Also, a special class of torus actions (positive-
root actions) turns out to be linearizable. Finally, some of the proof techniques developed by Asanuma
[18] admit free associative analogues; this will allow us to prove the existence of non-linearizable torus
actions in positive characteristic, in complete analogy with Asanuma’s work.
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Tôhoku Math. J. — 2010. — 62. — P. 75–115.

107. Kuzmin E., Shestakov I. P. Nonassociative structures// Itogi Nauki Tekhn. Sovr. Probl. Mat. Fundam.
Napr. — 1990. — 57. — P. 179–266.

108. Karas’ M. Multidegrees of tame automorphisms of Cn// Dissert. Math. — 2011. — 477.

109. Khoroshkin A., Piontkovski D. On generating series of finitely presented operads/ arXiv:

1202.5170 [math.QA].

110. Kambayashi T. Pro-affine algebras, Ind-affine groups and the Jacobian problem// J. Algebra. — 1996. —
185, № 2. — P. 481–501.

111. Kambayashi T. Some basic results on pro-affine algebras and Ind-affine schemes// Osaka J. Math. — 2003.
— 40, № 3. — P. 621–638.

112. Kambayashi T., Russell P. On linearizing algebraic torus actions// J. Pure Appl. Algebra. — 1982. — 23,
№ 3. — P. 243–250.

113. Kanel-Belov A., Borisenko V., Latysev V. Monomial algebras// J. Math. Sci. — 1997. — 87, № 3. —
P. 3463–3575.

114. Kanel-Belov A., Elishev A. On planar algebraic curves and holonomic D-modules in positive characteristic/
arXiv:1412.6836 [math.AG].

115. Kanel-Belov A., Elishev A., Yu J.-T. Independence of the B-KK isomorphism of infinite prime/ arXiv:

1512.06533 [math.AG].

116. Kanel-Belov A., Elishev A., Yu J.-T. Augmented polynomial symplectomorphisms and quantization///
arXiv:1812.02859 [math.AG].

117. Kanel-Belov A., Grigoriev S., Elishev A., Yu J.-T., Zhang W. Lifting of polynomial symplectomorphisms
and deformation quantization// Commun. Algebra. — 2018. — 46, № 9. — P. 3926–3938.

118. Kanel-Belov A., Malev S., Rowen L. The images of noncommutative polynomials evaluated on 2 × 2
matrices// Proc. Am. Math. Soc. — 2012. — 140. — P. 465–478.

119. Kanel-Belov A., Malev S., Rowen L. The images of multilinear polynomials evaluated on 3× 3 matrices//
Proc. Am. Math. Soc. — 2016. — 144. — P. 7–19.

120. Kanel-Belov A., Razavinia F., Zhang W. Bergman’s centralizer theorem and quantization// Commun.
Algebra. — 2018. — 46, № 5. — P. 2123–2129.

121. Kanel-Belov A., Razavinia F., Zhang W. Centralizers in free associative algebras and generic matrices/
arXiv:1812.03307 [math.RA].

122. Kanel-Belov A., Rowen L. H., Vishne U. Full exposition of Specht’s problem// Serdica Math. J. — 2012.
— 38. — P. 313–370.

123. Kanel-Belov A., Yu J.-T., Elishev A. On the augmentation topology of automorphism groups of affine
spaces and algebras// Int. J. Algebra Comput. * — 2018. — 28, № 08. — P. 1449–1485.

124. Keller B. Notes for an Introduction to Kontsevich’s Quantization Theorem, 2003.

125. Keller O. H. Ganze Cremona Transformationen// Monatsh. Math. Phys. — 1939. — 47, № 1. — P. 299–
306.

126. Kolesnikov P. S. The Makar-Limanov algebraically closed skew field// Algebra Logic. — 2000. — 39, № 6.
— P. 378–395.

127. Kolesnikov P. S. Different definitions of algebraically closed skew fields// Algebra Logic. — 2001. — 40,
№ 4. — P. 219–230.

128. Kontsevich M. Deformation quantization of Poisson manifolds// Lett. Math. Phys. — 2003. — 66, № 3.
— P. 157–216.

129. Kontsevich M. Holonomic D-modules and positive characteristic// Jpn. J. Math. — 2009. — 4, № 1. —
P. 1–25.



POLYNOMIAL AUTOMORPHISMS. I 141

130. Koras M., Russell P. C∗-actions on C3: The smooth locus of the quotient is not of hyperbolic type//
J. Alg. Geom. — 1999. — 8, № 4. — P. 603–694.

131. Kovalenko S., Perepechko A., Zaidenberg M. On automorphism groups of affine surfaces// in: Algebraic
Varieties and Automorphism Groups. — Math. Soc. Jpn., 2017. — P. 207–286.

132. Kraft H., Regeta A. Automorphisms of the Lie algebra of vector fields// J. Eur. Math. Soc. — 2017. —
19, № 5. — P. 1577–1588.

133. Kraft H., Stampfli I. On automorphisms of the affine Cremona group// Ann. Inst. Fourier. — 2013. —
63, № 3. — P. 1137–1148.

134. Kulikov V. S. Generalized and local Jacobian problems// Izv. Math. — 1993. — 41, № 2. — P. 351–365.

135. Kulikov V. S. The Jacobian conjecture and nilpotent maps// J. Math. Sci. — 2001. — 106, № 5. —
P. 3312–3319.

136. Levy R., Loustaunau P., Shapiro J. The prime spectrum of an infinite product of copies of Z// Fundam.
Math. — 1991. — 138. — P. 155–164.

137. Li Y.-C., Yu J.-T. Degree estimate for subalgebras// J. Algebra. — 2012. — 362. — P. 92–98.

138. Gaiotto D., Witten E. Probing quantization via branes/ arXiv:2107.12251 [hep-th].

139. Lothaire M. Combinatorics on Words. — Cambridge Univ. Press, 1997.

140. Makar-Limanov L. A new proof of the Abhyankar–Moh-=Suzuki theorem/ arXiv:1212.0163 [math.AC].

141. Makar-Limanov L. Automorphisms of a free algebra with two generators// Funct. Anal. Appl. — 1970.
— 4, № 3. — P. 262–264.

142. Makar-Limanov L. On automorphisms of Weyl algebra// Bull. Soc. Math. France. — 1984. — 112. —
P. 359–363.

143. Makar-Limanov L., Yu J.-T. Degree estimate for subalgebras generated by two elements// J. Eur. Math.
Soc. — 2008. — 10. — P. 533–541.

144. Makar-Limanov L. Algebraically closed skew fields// J. Algebra. — 1985. — 93, № 1. — P. 117–135.

145. Makar-Limanov L., Turusbekova U., Umirbaev U. Automorphisms and derivations of free Poisson algebras
in two variables// J. Algebra. — 2009. — 322, № 9. — P. 3318–3330.

146. Markl M., Shnider S., Stasheff J. Operads in Algebra, Topology, and Physics. — Providence, Rhode Island:
Am. Math. Soc., 2002.

147. Miyanishi M., Sugie T. Affine surfaces containing cylinderlike open sets// J. Math. Kyoto Univ. — 1980.
— 20. — P. 11–42.

148. Nagata M. On the automorphism group of k[x, y]. — Tokyo: Kinokuniya, 1972.

149. Nielsen J. Die Isomorphismen der allgemeinen, undendlichen Gruppen mit zwei Eerzeugenden// Math.
Ann. — 1918. — 78. — P. 385–397.

150. Nielsen J. Die Isomorphismengruppe der freien Gruppen// Math. Ann. — 1924. — 91. — P. 169–209.

151. Ol’shanskij A. Yu. Groups of bounded period with subgroups of prime order// Algebra and Logic. — 1983.
— 21. — P. 369–418.

152. Peretz R. Constructing polynomial mappings using non-commutative algebras// in: Affine Algebraic Ge-
ometry. — Providence, Rhode Island: Am. Math. Soc., 2005. — P. 197–232.

153. Piontkovski D. Operads versus Varieties: a dictionary of universal algebra. — Preprint, 2011.

154. Piontkovski D. On Kurosh problem in varieties of algebras// J. Math. Sci. — 2009. — 163, № 6. —
P. 743–750.

155. Razmyslov Yu. P. Algebras satisfying identity relations of Capelli type// Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat.
— 1981. — 45. — P. 143–166, 240.

156. Razmyslov Yu. P. Identities of Algebras and Their Representations. — Providence, Rhode Island: Am.
Math. Soc., 1994.

157. Razmyslov Yu. P., Zubrilin K. A. Nilpotency of obstacles for the representability of algebras that satisfy
Capelli identities, and representations of finite type// Russ. Math. Surveys — 1993. — 48. — P. 183–184.

158. Reutenauer C. Applications of a noncommutative Jacobian matrix// J. Pure Appl. Algebra. — 1992. —
77. — P. 634–638.

159. Rowen L. H. Graduate Algebra: Noncommutative View. — Providence, Rhode Island: Am. Math. Soc.,
2008.

160. Moh T.-T. On the global Jacobian conjecture for polynomials of degree less than 100. — Preprint, 1983.

161. Moh T.-T. On the Jacobian conjecture and the configurations of roots// J. Reine Angew. Math. — 1983.
— 340. — P. 140–212.



142 A. M. ELISHEV et al.

162. Moyal J. E. Quantum mechanics as a statistical theory// Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. — 1949. —
45, № 1. — P. 99–124.

163. Orevkov S. Yu. The commutant of the fundamental group of the complement of a plane algebraic curve//
Russ. Math. Surv. — 1990. — 45, № 1. — P. 221–222.

164. Orevkov S. Yu. An example in connection with the Jacobian conjecture// Math. Notes. — 1990. — 47,
№ 1. — P. 82–88.

165. Orevkov S. Yu. The fundamental group of the complement of a plane algebraic curve// Sb. Math. — 1990.
— 65, № 1. — P. 267–267.

166. Plotkin B. Varieties of algebras and algebraic varieties// Israel J. Math. — 1996. — 96, № 2. — P. 511–522.

167. Plotkin B. Algebras with the same (algebraic) geometry/ arXiv:math/0210194 [math.GM].

168. Popov V. L. Around the Abhyankar-Sathaye conjecture/ arXiv: 1409.6330 [math.AG].

169. Procesi C. Rings with Polynomial Identities. — Marcel Dekker, 1973.

170. Procesi C. The invariant theory of n× n matrices// Adv. Math. — 1976. — 19, № 3. — P. 306–381.

171. Razar M. Polynomial maps with constant Jacobian// Israel J. Math. — 1979. — 32, № 2-3. — P. 97–106.

172. Robinson A. Non-Standard Analysis. — Princeton Univ. Press, 2016.

173. Rosset S. A new proof of the Amitsur–Levitzki identity// Israel J. Math. — 1976. — 23, № 2. — P. 187–188.

174. Rowen L. H. Graduate Algebra: Noncommutative View. — Providence, Rhode Island: Am. Math. Soc.,
2008.

175. Schofield A. H. Representations of Rings over Skew Fields. — Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1985.

176. Schwarz G. Exotic algebraic group actions// C. R. Acad. Sci. Paris — 1989. — 309. — P. 89–94.

177. Shafarevich I. R. On some infinite-dimensional groups, II// Izv. Ross. Akad. Nauk. Ser. Mat. — 1981. —
45, № 1. — P. 214–226.

178. Sharifi Y. Centralizers in Associative Algebras/ Ph.D. thesis, 2013.

179. Shestakov I. P. Finite-dimensional algebras with a nil basis// Algebra Logika. — 1971. — 10. — P. 87–99.

180. Shestakov I. P., Umirbaev U. U. Degree estimate and two-generated subalgebras of rings of polynomials//
J. Am. Math. Soc. — 2004. — 17. — P. 181–196.

181. Shestakov I., Umirbaev U. The Nagata automorphism is wild// Proc. Natl. Acad. Sci. — 2003. — 100,
№ 22. — P. 12561–12563.

182. Shestakov I., Umirbaev U. Poisson brackets and two-generated subalgebras of rings of polynomials// J. Am.
Math. Soc. — 2004. — 17, № 1. — P. 181–196.

183. Shestakov I. P., Umirbaev U. U. The tame and the wild automorphisms of polynomial rings in three
variables// J. Am. Math. Soc. — 2004. — 17. — P. 197–220.

184. Umirbaev U., Shestakov I. Subalgebras and automorphisms of polynomial rings// Dokl. Ross. Akad. Nauk
— 2002. — 386, № 6. — P. 745–748.

185. Shpilrain V. On generators of L/R2 Lie algebras// Proc. Am. Math. Soc. — 1993. — 119. — P. 1039–1043.

186. Singer D. On Catalan trees and the Jacobian conjecture// Electron. J. Combin. — 2001. — 8, № 1. — 2.

187. Shpilrain V., Yu J.-T. Affine varieties with equivalent cylinders// J. Algebra. — 2002. — 251, № 1. —
P. 295–307.

188. Shpilrain V., Yu J.-T. Factor algebras of free algebras: on a problem of G. Bergman// Bull. London Math.
Soc. — 2003. — 35. — P. 706–710.

189. Suzuki M. Propiétés topologiques des polynômes de deux variables complexes, et automorphismes
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