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О СГЛАЖИВАНИИ ОПЕРАТОРНОГО КОЭФФИЦИЕНТА

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

c© 2022 г. А. Г. БАСКАКОВ, И. А. КРИШТАЛ, Н. Б. УСКОВА

Аннотация. В работе рассмотрен дифференциальный оператор первого порядка, действующий
в лебеговых пространствах. Использование метода подобных операторов позволяет привести рас-
сматриваемый оператор к оператору с более удобным потенциалом.

Ключевые слова: метод подобных операторов, дифференциальный оператор первого порядка,
коэффициенты Фурье, лебегово пространство.

ON SMOOTHING THE OPERATOR COEFFICIENT

OF A FIRST-ORDER DIFFERENTIAL OPERATOR

IN A BANACH SPACE

c© 2022 A. G. BASKAKOV, I. A. KRISHTAL, N. B. USKOVA

Abstract. In this paper, we consider a first-order differential operator acting in Lebesgue spaces. The
method of similar operators allows one to reduce the operator considered to an operator with a more
convenient potential.

Keywords and phrases: method of similar operators, first-order differential operator, Fourier
coefficients, Lebesgue space.

AMS Subject Classification: 47A75, 47B25, 47B36

1. Введение. В работе рассматривается преобразование подобия, позволяющее переводить
возмущенный оператор A−B, где A— оператор с известными спектральными свойствами в более
просто устроенный оператор A−B0, спектральные свойства которого легче изучать, потому что
они близки к спектральным свойствам оператора A.
Пусть X —комплексное банахово пространство. Символом EndX обозначена банахова алгебра

всех ограниченных линейных операторов, действующий в X , с нормой ‖X‖∞ = sup‖x‖�1 ‖Xx‖,
X ∈ EndX , x ∈ X . Гильбертово пространство будет обозначаться через H, а символом S2(H) ⊂
EndH—двусторонний идеал операторов Гильберта—Шмидта из алгебры EndH.
Введем в рассмотрение пространства Lp = Lp(R,X ), p ∈ [1,∞), измеримых по Бохнеру и сум-

мируемых на R со степенью p, p ∈ [1,∞), классов эквивалентности функций со значениями в ком-
плексном банаховом пространстве X . Ограничимся в рассмотрении только p ∈ [1,∞) (p �= ∞);
поэтому в дальнейшем условие p ∈ [1,∞) может иногда быть опущено. Нормы в пространствах

Работа первого и третьего авторов выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проект № 19-01-00732).
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Lp задаются формулами

‖x‖p =
⎛
⎝
∫

R

‖x(t)‖pX dt
⎞
⎠

1/p

, p ∈ [1,∞).

Если X = H— гильбертово пространство, то пространство L2 = L2(R,H) является также
гильбертовым пространством со скалярным произведением

(x, y) =

∫

R

〈x(t), y(t)〉Hdt.

Через W 1
p = W 1

p (R,X ), p ∈ [1,∞), обозначим пространство Соболева абсолютно непрерывных
функций из Lp с производными из Lp со значениями в комплексном банаховом пространстве X .
А символом Cω(R,X ) обозначено пространство (сильно) непрерывных ограниченных функций
периодических периода ω со значениями в банаховом пространстве X и нормой

‖x‖ = sup
t∈R

‖x(t)‖, t ∈ R.

Также будут использоваться банаховы пространства Lp,ω(R,X ), 1 � p < ∞, локально интегри-
руемых (по Бохнеру) со степенью p классов эквивалентности ω-периодических функций и про-
странства lp(Z,X ), 1 � p < ∞, суммируемых со степенью p последовательностей со значениями
в банаховом пространстве X .
Работа состоит из двух частей. Первая часть — обзорная, в ней представлено современное со-

стояние метода подобных операторов, с помощью которого проводится исследование во второй
части. Разобрана абстрактная схема метода и приведены наиболее значимые примеры его при-
менения. При этом, в основном, метод применяется в гильбертовом пространстве для диагонали-
зации (или блочной диагонализации) исследуемого оператора и все построения удобно вести на
языке операторных (или числовых) матриц рассматриваемых операторов.
Во второй части рассматривается применение метода подобных операторов к приведению диф-

ференциального оператора первого порядка на оси с потенциалом из Cω к более простому опера-
тору. Тут принципиально другая схема применения схемы метода подобных операторов, которая
и излагается в этой части. Иллюстрируются общие теоремы метода подобных операторов (тео-
ремы 1—4).

2. Метод подобных операторов. Абстрактная схема и история. Начнем этот раздел
с определения подобных операторов.

Определение 1. Два линейных оператора Ai : D(Ai) ⊂ X → X , i = 1, 2, называются по-
добными, если существует такой непрерывно обратимый оператор U ∈ EndX , что имеют место
равенства UD(A2) = D(A1), A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2). Оператор U называется оператором
преобразования A1 в A2 или сплетающим оператором.

Преобразование подобия широко используется в различных исследованиях, начиная с приве-
дения матриц к диагональному виду (см. [30]). Хороший обзор по истории и нынешнему состоя-
нию общей теории преобразования подобия можно найти в работах С. М. Ситника с соавторами
(см. [35,48,67,68,71]). Отметим также, что альтернативное название для теории операторов пре-
образования — transmutation operator method, и оно восходит к Ж. Дельсарту (см. [64, 65]). Ши-
рокое использование преобразования подобия обусловлено тем, что, зная спектральные свойства
одного из операторов, легко можно получить спектральные свойства ему подобного. В частности,
спектры подобных операторов совпадают.
Ключевым понятием метода подобных операторов является понятие допустимой для невозму-

щенного замкнутого линейного оператора A : D(A) ⊂ X → X тройки. Через σ(A) и ρ(A) будем
обозначать спектр и резольвентное множество оператора A соответственно.

Определение 2 (см. [8]). Пусть M—линейное пространство операторов из LA(X ) и

J : M → M, Γ: M → EndX
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—линейные операторы (трансформаторы). Тройку (M, J,Γ) назовем допустимой тройкой для
(невозмущенного) оператора A, аM—допустимым пространством возмущений, если выполнены
следующие условия:

(i) M—банахово пространство со своей нормой ‖ · ‖M, непрерывно вложенное в LA(X ), т.е.
‖X‖M � const‖X‖A, X ∈ M;

(ii) J и Γ—непрерывные операторы;
(iii) (ΓX)D(A) ⊂ D(A) и A(ΓX) − (ΓX)A = X − JX, X ∈ M;
(iv) XΓY , (ΓX)Y ∈ M для любых X, Y ∈ M, и существует такая постоянная γ > 0, что

‖Γ‖ � γ, max{‖XΓY ‖M, ‖(ΓX)Y ‖M} � γ‖X‖M‖Y ‖M, X, Y ∈ M;

(v) для любых X ∈ M и ε > 0 существует такое число λε ∈ ρ(A), что ‖X(A− λεI)
−1‖∞ � ε.

Замечание 1. Вместо свойства (v) в определении 2 можно требовать выполнение любого усло-
вия, влекущего равенство (ΓX)D(A) = D(A). Например, можно потребовать RanΓX ⊂ D(A)
и AΓX ∈ EndX для любого X ∈ M.

Отметим, что обычно в методе подобных операторов предполагается, что J —проектор, и тогда
добавляется еще условие

J((ΓX)JY ) = 0 для всех X,Y ∈ M. (1)

Теорема 1 (см. [3]). Пусть (M, J,Γ)— допустимая для оператора A : D(A) ⊂ X → X тройка
и выполняется условие

6jγ‖B‖M < 1,

где j = max{1, ‖J‖} и константа γ взята из условия (iv) определения 2. Тогда отображение
Φ: M → M вида

Φ(X) = BΓX − (ΓX)(JX) +B, X ∈ M,

является сжимающим и имеет единственную неподвижную точку X∗ в шаре

B = {X ∈ M : ‖X −B‖M �
√
2‖B‖M},

т.е. X∗ = Φ(X∗). Оператор X∗ может быть найден методом простых итераций как пре-
дел последовательности {Xn, n � 1}, где X1 = B и Xn = Φ(Xn−1), n � 2. При этом опера-
тор A−B подобен оператору A − JX∗, причем оператором преобразования служит оператор
U = I + ΓX∗ ∈ EndX , т.е.

(A−B)(I + ΓX∗) = (I + ΓX∗)(A− JX∗).

Метод подобных операторов, изложенный кратко выше, опирается на метод К. О. Фридрихса
подобных операторов (см. [53, 66]), метод Р. Тернера подобных операторов (см. [32]), а также на
работы Пуанкаре, Крылова, Боголюбова и окончательно оформляется в работах А. Г. Баскакова
(см., например, [3, 8]). Впервые метод подобных операторов (А. Г. Баскакова) был предложен
в [2], затем был развит в [3–9, 13, 15]. Связь метода подобных операторов с заменой Крыло-
ва—Боголюбова (методом усреднения) описана в [2, 3, 5, 6, 10], а с методом Тернера подобных
операторов в [49]. В настоящее время метод подобных операторов активно разрабатывается про-
фессором А. Г. Баскаковым и его учениками. Наиболее интересными за последнее десятилетие,
помимо [13,15], являются работы [17–19,24–29,33,34,36,38–47,50–52,54–60,63,69]. Возникают раз-
ные модификации метода подобных операторов, позволяющие лучше учитывать спектральные
свойства невозмущенного оператора или (и) характеристики оператора-возмущения. Например,
принадлежность его специальным весовым операторным пространствам (см. [52, 54]). Отметим,
что во всех цитированных выше работах оператор J является проектором и, соответственно, ис-
пользуется вместо теоремы 1 другая теорема, учитывающая именно этот факт и вытекающая из
теоремы 1.

Теорема 2. Пусть (M, J,Γ)— допустимая тройка для оператора A : D(A) ⊂ X → X , J —
проектор (J2 = J), выполнено условие (1) и B ∈ M. Пусть также

4γ‖J‖‖B‖M < 1. (2)
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Тогда отображение Φ: M → M, определенное формулой

X = BΓX − (ΓX)JB − (ΓX)J(BΓX) +B =: Φ(X), X ∈ M.

является сжимающим и имеет единственную неподвижную точку X∗ в шаре

B = {X ∈ M : ‖X∗ −B‖M � 3‖B‖M},
которая может быть найдена методом простых итераций как предел последовательности
{Xn, n � 1}, где X1 = B и Xn = Φ(Xn−1), n � 2. Оператор A − B подобен оператору A − JX∗
и оператором преобразования является оператор I + ΓX∗, ΓX∗ ∈ M.

Условие (2) теоремы 2 можно улучшить в случае специального вида оператора B ∈ M, а имен-
но, если JB = 0. Такой результат получен в [60, Remark 3.1]; приведем его для полноты изложе-
ния.

Теорема 3. Пусть (M, J,Γ)— допустимая тройка для оператора A : D(A) ⊂ X → X , B ∈ M
и JB = 0. Тогда при выполнении условия

3γ‖J‖‖B‖M < 1

оператор A − B подобен оператору A − JX∗, где X∗ ∈ M— решение нелинейного операторного
уравнения

X = BΓX − (ΓX)J(BΓX) +B.

При этом имеет место равенство

(A−B)(I + ΓX∗) = (I + ΓX∗)(A− JX∗).

Наконец, в случае J = 0, условие (2) теоремы 2 можно ослабить до приведенного в следующей
теореме результата.

Теорема 4. Пусть (M, J,Γ)— допустимая для оператора A тройка с J = 0. При выполнении
условия

γ‖B‖ < 1

оператор A − B подобен невозмущенному оператору A и (A − B)(I + ΓX∗) = (I + ΓX∗)A, где
X∗ —решение операторного уравнения X = BΓX +B.

Еще раз отметим, что теорема 1 является более общей, чем теоремы 2 и 3, и именно при ее ис-
пользовании получены результаты данной работы, в отличие от работ с использованием техники
метода подобных операторов последнего десятилетия. Заметим также, что во всех цитируемых
работах, кроме [47], операторы действуют в комплексном гильбертовом пространстве H.
Сделаем далее краткий обзор источников [13,15,17–19,24–29,33,34,36,38–47,50–52,54–60,63,69].

Вначале отметим, что в 2009 году вышла работа [13], в которой доказательства теорем о подобии
велись с использованием операторных матриц, и этот же принцип использовался далее в осталь-
ных работах. Также в работе [13], являющейся очень важной с точки зрения развития метода по-
добных операторов, было досконально разработано и проведено предварительное преобразование
подобия, впервые предложенное в [8]. Суть его заключается в следующем. Пусть есть некоторое
возмущение B ∈ LA(H) и есть некоторое удобное для дальнейшего использования пространство
допустимых возмущений M для невозмущенного оператора A : D(A) ⊂ H → H, но B /∈ M.
Тогда, если это возможно, то, прежде чем применить метод подобных операторов к оператору
A − B, строится предварительное преобразование подобия оператора A − B в оператор A − B0,
где оператор B0 уже принадлежит M. И далее применяется стандартная схема метода подобных
операторов в «удобном» пространстве допустимых возмущений. Обычно в качестве M берет-
ся двусторонний идеал операторов Гильберта—Шмидта S2(H). При этом необходимые свойства
этого идеала, используемые в методе подобных операторов, можно найти, например, в [31]. От-
метим также, что предварительное преобразование подобия без дальнейшего применения метода
подобных операторов использовалась в статьях [20,62] для доказательства существования такой
непрерывной действительной положительной функции f ∈ L2(R), что σ(A − B) лежит в полосе
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от −f до f , где A— самосопряженный оператор и B ∈ LA(H), причем оператор A − B подобен
оператору A−B0, где B0 ∈ S2(H).
Для осуществления предварительного преобразования подобия необходимо выполнение ряда

условий. Приведем их.

Предположение 1 (см. [13]). Операторы ΓB, JB, B удовлетворяют следующим условиям:
(a) ΓB ∈ EndX и ‖ΓB‖ < 1;
(b) (ΓB)D(A) ⊂ D(A);
(c) BΓB, (ΓB)JB ∈ M;
(d) A(ΓB)x− (ΓB)Ax = Bx− (JB)x, x ∈ D(A);
(e) для любого ε > 0 существует такое число λε ∈ ρ(A) , что выполнено неравенство

‖B(A− λεI)
−1‖∞ < ε.

Теорема 5 (см. [13]). При выполнении предположения 1 оператор A − B подобен оператору
A− JB −B0, где B0 = (I + ΓB)−1(BΓB − (ΓB)JB), причем имеет место равенство

(A−B)(I + ΓB) = (I + ΓB)(A− JB −B0).

Заметим также, что оператор Дирака из [13] характерен тем, что собственные значения невоз-
мущенного оператора «не разбегаются», но отделены друг от друга. Это вносит определен-
ную трудность в применение метода подобных операторов, поэтому в этом случае также при-
ходится учитывать специфику оператора-возмущения B. Работа [13] породила целый ряд ста-
тей [16,17,36,46,47,56,58,59], в которых метод подобных операторов адаптировался под исследо-
вание возмущенных дифференциальных операторов первого порядка, при условии, что невозму-
щенный оператор является нормальным (самосопряженным) оператором с дискретным спектром
и отделенными собственными значениями, при этом использовались операторные матрицы. На-
конец, в 2020 году вышли работы [18,19], в которых закрепилась модификация метода под такой
класс операторов и собраны конкретные примеры под модификацию.
Отметим, что в последнее время возрос интерес к дифференциальным операторам первого

порядка с инволюцией (см. работы А. П. Хромова и М. Ш. Бурлуцкой [14, 21–23]). Операторы,
исследуемые в этих работах, также вкладываются в схему из [19]. С помощью метода подобных
операторов эти операторы с инволюцией подобно исследовались в [16, 36, 58, 59, 61].
Следующей рубежной работой, в которой разрабатывается другая модификация метода подоб-

ных операторов, является работа [15]. В ней, с использованием предварительного преобразования
подобия (см. предположение 1 и теорему 5), обосновывается схема исследования возмущенного
самосопряженного дифференциального оператора с дискретным спектром, собственные значе-
ния которого «разбегаются» с возмущением-потенциалом из L2[0, ω]. Эта модификация широко
развивалась Поляковым Д. М. для получения результатов в работах [24–26, 41, 42, 44], а также
другими авторами, например, [52].
Более общая модификация метода подобных операторов, объединившая себе и [13] и [15], пред-

ставлена в [60].
Отметим также серию работ [27–29, 57] (а также ссылки в них), в которых метод подобных

операторов применяется для исследования разностных операторов. При этом у невозмущенного
оператора предполагается дискретный спектр с разбегающимися собственными значениями (что
соответствует растущему потенциалу), а возмущением является оператор с суммируемыми диа-
гоналями. Поэтому, как правило, в качестве пространства допустимых возмущений используется
пространство EndH или пространство End1 H операторов с суммируемыми диагоналями и пред-
варительное преобразования не требуется. Все разностные операторы обычно рассматриваются
в пространстве H = l2(Z).
Важно подчеркнуть, что в следующем разделе будем опираться на приведенные выше теоре-

мы 1—4.

3. Преобразование подобия дифференциального оператора первого порядка.
При изучении задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка иногда быва-
ет полезно исходный оператор преобразованием подобия перевести в оператор с более удобным



8 А. Г. БАСКАКОВ, И. А. КРИШТАЛ, Н. Б. УСКОВА

для дальнейшего исследования операторным коэффициентом. В некоторых классах задач при
выполнении определенных условий удается неавтономную задачу свести к автономной.
Пусть (Ax)(t) = dx/dt : D(A) = W 1

p → Lp, p ∈ [1,∞). Оператор A будет далее играть роль
невозмущенного оператора. Пусть (Bx)(t) = B(t)x(t), t ∈ R, B ∈ EndLp, B ∈ Cω(R,EndLp).
Таким образом, оператор B есть оператор умножения на периодическую функцию, он будет
играть роль оператора-возмущения.
С помощью метода подобных операторов далее приведем оператор A−B в оператор A−B0, где

B0 — оператор умножения на тригонометрический полином. В случае малости нормы оператора-
возмущения оператор B0 может быть оператором умножения на постоянную функцию. При этом
в специальном случае, когда ряд Фурье функции B содержит только положительные (только
отрицательные) коэффициенты, оператор A−B может быть подобен невозмущенному оператору
A. В этом случае получаем метод Фридрихса подобных операторов [53, 66].
Перейдем к построению допустимой тройки для невозмущенного оператора A. Так как функ-

ция B является периодической, то ее можно разложить в ряд Фурье
B(t) ∼

∑
n∈Z

B̂(n)ei2πnt/ω, t ∈ R,

где коэффициенты B̂(n), n ∈ Z, считаются по формулам

B̂(n) =
1

ω

ω∫

0

B(t)e−i2πnt/ωdt.

Так как B ∈ Cω ⊂ L2,ω(R,EndLp), то последовательность коэффициентов {B̂(n), n ∈ Z}, принад-
лежит l2(Z,EndLp).
Пусть M—пространство операторов умножения на функцию из Cω. Таким образом, X ∈ M,

если (Xx)(t) = X(t)x(t), x ∈ Lp, X ∈ Cω и M ⊂ EndLp.
Введем в рассмотрение трансформаторы Jn, Γn ∈ EndM, n ∈ Z+, следующим образом.

Для оператора X ∈ EndLp, (Xx)(t) = X(t)x(t), X ∈ Cω, x ∈ Lp,

X(t) ∼
∑
n∈Z

X̂(n)ei2πnt/ωdt,

оператор JnX является оператором умножения на тригонометрический полином, т.е. (JnXx)(t) =
Xn(t)x(t), Xn ∈ Cω, x ∈ Lp,

Xn(t) =
∑
|k|�n

X̂(k)ei2πkt/ω , n ∈ Z+.

Отметим, что трансформатор Jn ∈ EndM определен корректно. Подчеркнем еще раз, что функ-
ция Xn ∈ Cω —периодическая того же периода ω и она является тригонометрическим операто-
розначным полиномом.
Рассмотрим трансформатор adA : D(adA) ⊂ EndM → EndM, который обычно используется

в методе подобных операторов и определяется стандартным для этого метода образом:

adAX = AX −XA, X ∈ D(adA).

Область определения D(adA), состоящая из таких операторов X ∈ EndM, обладает следующими
свойствами:

(i) XD(A) ⊂ D(A);
(ii) оператор AX −XA : D(A) ⊂ Lp допускает расширение Y на Lp и полагается adAX = Y .
В рассматриваемом случае, если X — оператор умножения на функцию X ∈ Cω, производная

которой X′ принадлежит Cω, и x ∈ D(A), имеем

adAXx = Xx+Xx′ −Xx′ = Ẋx,

где Ẋ — оператор умножения на функцию X′ ∈ Cω.
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Из пункта (iii) определения 2 имеем, что если

X(t) =
∑
k∈Z

X̂(k)ei2πkt/ω , X′(t) =
∑
k∈Z

X̂(k)
i2πk

ω
ei2πkt/ω,

X − JnX — оператор умножения на функцию

X̃(t) =
∑
|k|>n

X̂(k)ei2πkt/ω ,

то ΓnX — оператор умножения на функцию

Yn(t) =
∑
|k|>n

ω

i2πk
X̂(k)ei2πkt/ω , t ∈ R, n ∈ Z+, Yn ∈ Cω.

Для функции Yn имеет место неравенство Бора—Фавара ‖Yn‖ � π‖Xn‖/(2(n + 1)), n ∈ N, т.е.
‖Γn‖ � π/(2(n + 1)) (см., например, [12]).
Для оценки нормы оператора Jn рассмотрим трапецевидную функцию τn ∈ L1(R) ∩ L2(R),

n > 0, заданную формулой

τn(λ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, |λ| � n,

0, |λ| > n+ 1,

n+ 1− λ, n < λ � n+ 1,

n+ 1 + λ, −n− 1 � λ < −n.

(3)

При этом τn = ϕ̂n и известна оценка нормы функции ϕn из L1 (см. [37, Лемма 1.10.1]):

‖ϕn‖1 � 4

π
+

2

π
ln(2n + 1). (4)

Можно показать, что

(JnXx)(s) =

∫

R

ϕn(t)B(s − t)x(s)dt = (ϕn ∗ B)(s)x(s).

Поэтому ‖Jn‖ � ‖ϕn‖1 � 4/π + 2 ln(2n+ 1)/π.
Отметим один специальный случай функции τn ∈ L1(R) ∩ L2(R). Пусть n = 1. Тогда функция

τ1, заданная формулой (3), является преобразованием Фурье функции

ϕ(t) =
2 sin 3t

2 sin t
2

πt2
, t ∈ R,

и кроме оценки ‖ϕ‖1 � 4/π + (2 ln 3)/π, вытекающей из (4) (см. [37]), известны и другие оценки
нормы функции ϕ, например, ‖ϕ‖1 � 23/23−1/4 (см. [62] или [70])

‖ϕ‖1 �
√
3. (5)

В приводимой ниже теореме 8 будем использовать оценку (5) из [70], так как она является
наиболее точной из приведенных.

Теорема 6. Тройка (M, Jn,Γn) является допустимой тройкой для невозмущенного операто-
ра A при любом n � 1.

Доказательство. Для доказательства необходимо проверить выполнение условий определения 2.
Условие (i) выполняется ввиду ограниченности возмущения. Условие (ii) следует из построения

трансформаторов Jn и Γn, n ∈ N. Условие (iii) опять же следует из построения трансформатора
Γn, n ∈ N. Условие (iv) выполняется с константой γ = π/(2(n+1)), n ∈ N. И, наконец, выполнение
условия (v) следует из ограниченности возмущения X ∈ M, если в качестве λε брать довольно
большое натуральное число. Теорема доказана. �
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Отметим, что в рассматриваемом случае трансформаторы Jn, n ∈ Z+, являются проекторами.
Но при этом условие (1), необходимое для теоремы 2, выполняется только в случае n = 0. Поэто-
му, несмотря на то, что Jn, n ∈ N, — проектор, можно применить только самую общую теорему 1.
При этом условие (2) теоремы 1 переписывается в виде

3

n+ 1
(4 + 2 ln(2n+ 1))‖B‖ < 1

и выполняется при достаточно большом n. Таким образом, имеет место

Теорема 7. Оператор d/dt−B, где B — оператор умножения на функцию B ∈ Cω, действу-
ющий в пространстве Lp(R,X ), 1 � p < ∞, с B ∈ Cω(R,X ) подобен оператору d/dt − B0, где
B0— оператор умножения на тригонометрический полином B0 ∈ Cω.

Из теорем 1, 6 и оценки (5) немедленно вытекает

Теорема 8. Пусть для функции B ∈ Cω выполнено условие

3
√
3π

2
‖B‖ < 1.

Тогда оператор d/dt−B, где B — оператор умножения на функцию B, подобен оператору d/dt−
B0, где B0— оператор умножения на функцию X∗ ∈ Cω вида

X∗(t) = e−i2πt/ωC1 + C2 + ei2πt/ωC3,

где Ck ∈ EndX , k ∈ {1, 2, 3}.
Рассмотрим теперь случай n = 0. Тогда J = J0 и JX — оператор умножения на постоянную

функцию (имеющую только коэффициент Фурье X̂(0)). Тогда операторы J0X, X − J0X и Γ0X —
это операторы умножения на функции из Cω, имеющие ряды Фурье соответственно:

X0(t) = X̂(0), X0(t) = X(t)− X0(t) =
∑
k �=0

X̂(k)ei2πkt/ω ,

Y0(t) =
∑
k �=0

ω

i2πk
X̂(k)ei2πkt/ω , t ∈ R.

Причем ‖Y0‖ � π‖X‖/2, т.е. γ � π/2.
Для оценки нормы ‖J0‖ в рассматриваемом случае удобно использовать треугольную функцию

τ̃(λ) =

{
0, |λ| � 1,

1− |λ|, |λ| � 1.

При этом τ̃ = ϕ̂ и известно, что ‖ϕ‖1 = τ̃(0) = 1 (см. [1, 37]).
Осталось применить теорему 2. Так как в этом случае оператор J является проектором и вы-

полнено условие (2), имеет место

Теорема 9. Пусть выполнено условие

2π‖B‖ < 1. (6)

Тогда оператор d/dt−B, действующий в пространстве Lp(R,X ), 1 � p <∞, подобен оператору
d/dt −B0, где B0— оператор умножения на постоянную функцию.

Условие (6), позволяющее приводить дифференциальный оператор с переменным оператор-
ным коэффициентом к дифференциальному оператору с постоянным коэффициентом, можно
ослабить в случае, если среднее

ω∫

0

B(t)dt

функции B есть нуль. При этом используется теорема 3.
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Теорема 10. Пусть выполнено условие
3π

2
‖B‖ < 1

и функция B имеет нулевое среднее. Тогда оператор d/dt−B, действующий в Lp(R,X ), 1 � p <
∞, подобен оператору d/dt−B0, где B0— оператор умножения на постоянную функцию.

Рассмотрим еще один специальный случай потенциала B. Пусть функция B имеет ряд Фурье
вида

B(t) =
∑
n>0

B̂(n)ei2πnt/ω
(
B(t) ∼

∑
n<0

B̂(n)ei2πnt/ω
)
, t ∈ R.

В этом случае оператор умножения на функцию B будет строго каузальным (строго антикаузаль-
ным), и такие операторы образуют в Cω замкнутое подпространство [11]. Тогда в качестве про-
странства допустимых возмущенийM берется пространство операторов умножения на функции,
имеющие в разложении ряд Фурье только положительные (только отрицательные) коэффициен-
ты. При этом очевидно, что трансформатор J = J0 в рассматриваемом случае будет нулевым,
‖J‖ = 0. Более того, из работы [12] следует, что в этом случае γ = 1. Все остальные рассуждения
остаются в силе, и из теоремы 4 следует

Теорема 11. Пусть функция B ∈ Cω имеет только положительные (отрицательные) нену-
левые коэффициенты Фурье и выполнено условие

‖B‖ < 1.

Тогда оператор d/dt−B, действующий в пространстве Lp, 1 � p <∞, подобен оператору d/dt.
Отметим также, что используя более детальный подход, теорему 11 можно значительно уси-

лить, отбросив условие на ‖B‖. Следующий результат является частным случаем теоремы 1.7
из [3].

Теорема 12. Пусть функция B ∈ Cω имеет только положительные (отрицательные)
ненулевые коэффициенты Фурье. Тогда оператор d/dt − B, действующий в пространстве Lp,
1 � p <∞, подобен оператору d/dt.
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ОБ ОДНОМ ДИСКРЕТНОМ УРАВНЕНИИ В ЧЕТВЕРТИ ПЛОСКОСТИ

И СВЯЗАННОЙ С НИМ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ
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Аннотация. Рассматриваются дискретные уравнения типа свертки в четверти плоскости. Пока-
зано, что каждое такое уравнение эквивалентно одному аналогу двумерной периодической зада-
чи Римана на торе. Описаны достаточные условия однозначной разрешимости такой периодиче-
ской задачи Римана и, как следствие, условия однозначной разрешимости дискретного уравнения
в терминах символа оператора свертки.

Ключевые слова: дискретный псевдодифференциальный оператор, двумерная периодическая
задача Римана, парное уравнение, периодическая волновая факторизация, аналитичность, раз-
решимость.

ON A DISCRETE EQUATION IN A QUARTER-PLANE

AND A RELATED BOUNDARY-VALUE PROBLEM

c© 2022 V. B. VASILYEV, A. A. KHODYREVA

Abstract. Discrete equations of the convolution type in a quarter-plane are considered. We prove
that each such equation is equivalent to an analog of the two-dimensional periodic Riemann problem
on the torus. We describe sufficient conditions for the unique solvability of such a periodic Riemann
problem and, as a consequence, conditions for the unique solvability of a discrete equation in terms of
the symbol of the convolution operator.

Keywords and phrases: discrete pseudodifferential operator, two-dimensional periodic Riemann
problem, pair equation, periodic wave factorization, analyticity, solvability.

AMS Subject Classification: 35S15, 47B38

1. Введение. Теория дискретных уравнений и связанных с ними разностных уравнений пред-
ставляет собой важный раздел математики, поскольку такие уравнения встречаются во многих
практических задачах, см., например, [9–13]. однако исследование таких уравнений в областях
многомерного пространства, равно как и уравнений с переменными коэффициентами, наталки-
вается на многие препятствия.

В работе [2] рассматривался многомерный аналог классической краевой задачи Римана для
верхней и нижней комплексной полуплоскости. Решение этой задачи предлагалось в терминах
волновой факторизации [2, 3], которая связана с выходом в радиальные трубчатые области над
конусами. Недавно было обнаружено [1], что существует периодический аналог классической
краевой задачи Римана. Целью этой работы является описание многомерного периодического
аналога упомянутой многомерной задачи Римана и некоторых ее применений в теории дискрет-
ных краевых задач..

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (проект № FZWG-2020-0029).

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2022
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2. Дискретное уравнение и краевая задача.

2.1. Дискретные операторы и уравнения. Нас интересует разрешимость некоторых дискретных
уравнений, которые мы будем называть дискретными псевдодифференциальными уравнениями.
Определим дискретный псевдодифференциальный оператор формулой

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈Zm

∫

Tm

ei(ỹ−x̃)·ξÃd(ξ)ũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Z
m,

где ud(x̃)—функция дискретной переменной x̃ ∈ Z
m, ũd(ξ) будет обозначать ее дискретное пре-

образование Фурье
ũd(ξ) ≡ (Fdud)(ξ) =

∑
ỹ∈Zm

eiỹ·ξũd(y), ξ ∈ T
m, (1)

Z
m —целочисленная решетка в R

m, Tm —m-мерный куб [−π, π]m; заданная функция Ãd(ξ), ξ ∈
T
m называется символом дискретного псевдодифференциального оператора Ad.
Зачастую бывает удобней использовать другое представление псевдодифференциального опе-

ратора через дискретное ядро Ad(x̃), т.е. в виде

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈Zm

Ad(x̃− ỹ)ud(y), x̃ ∈ Z
m,

где ядро Ad(x̃) определено на решетке Z
m посредством обратного дискретного преобразования

Фурье

u(x̃) =
1

(2π)m

∫

Tm

ũ(ξ)e−ix̃·ξdξ.

Наша основная цель — исследование разрешимости уравнения
∑
ỹ∈Dd

Ad(x̃− ỹ)ud(y) = vd(x̃), x̃ ∈ Dd, (2)

где Dd —дискретная область вида Dd = D ∩ Z
m, D— выпуклый конус в R

m.
В непрерывном случае такие уравнения в конусах изучались в работах автора [4,17,18]. Глав-

ную роль в этих исследованиях играла концепция волновой факторизации эллиптического сим-
вола, при наличии которой можно было описать полную картину разрешимости модельного
эллиптического псевдодифференциального уравнения в конусе. Это позволило дать достаточ-
ные условия фредгольмовости для общих эллиптических псевдодифференциальных уравнений
на многообразиях с коническими точками на границе. В этой работе мы хотим продолжить эти
исследования в �дискретном� направлении, рассмотрев простейший случай дискретного урав-
нения в плоском квадранте.

В случае дискретного полупространства результаты о разрешимости дискретных уравнений
были получены в [15,16], однако этот случай очень специфичен и связан с классической краевой
задачей Римана [7, 8]. В нашей ситуации требуется выход в многомерное комплексное простран-
ство. Некоторые оценки аппроксимации непрерывных решений дискретными в полупространстве
получены в [5].

Если мы рассматриваем уравнение во всем дискретном пространстве (D = R
m)

(Adud)(x̃) = vd(x̃), x ∈ Z
m,

разыскивая решение в L2(Z
m), мы применяем дискретное преобразование Фурье (1), в результате

получая простое уравнение
Ad(ξ)ũd(ξ) = ṽd(ξ), ξ ∈ T

m,

в дуальном пространстве L2(T
m).

Трудности появляются, когда мы исследуем уравнение не во всем пространстве, а ищем ре-
шение в L2(Dd), D �= R

m. Непосредственно преобразование Фурье неприменимо, и приходится
привлекать другие соображения.
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2.2. Парные уравнения. Обозначим P± операторы сужения на Dd(+) и Z
m\Dd(−) соответствен-

но. Хорошо известно (в этом нетрудно убедиться самостоятельно), что уравнение (2) в простран-
стве L2(Dd) разрешимо одновременно с уравнением

(AdP+ + IdP−)Ud = Vd (3)

в пространстве L2(Z
m); здесь Id обозначает единичный оператор. Другими словами, целесооб-

разно изучать более общее парное уравнение

(AdP+ +BdP−)Ud = Vd

в пространстве L2(Z
m), где Ad, Bd —два разных псевдодифференциальных оператора с симво-

лами Ãd(ξ), B̃d(ξ). Мы будем называть это уравнение эллиптическим, если символы Ãd(ξ), B̃d(ξ)
нигде не обращаются в нуль на T

m.
Ниже будет показано для случая m = 2, что применение преобразования Фурье к уравне-

нию (3) сводит его к специальной краевой задаче для функций двух комплексных переменных.

2.3. Периодические интегралы типа Коши. Здесь мы приведем некоторые вычисления для дву-
мерного случая, когда D = C2 —первый квадрант на плоскости. Отметим, что одномерный слу-
чай был рассмотрен в работе [14].

Чтобы описать образ Фурье оператора P+, мы применяем процедуру регуляризации: вычислим
двумерное преобразование Фурье функций ud и e−τ1x̃1e−τ2x̃2χ+(Dd) (характеристическая функ-
ция дискретного первого квадранта), затем применяем обратную теорему о свертке и переходим
к пределу при τ = (τ1, τ) → 0, τ ∈ C2. Напомним, что мы рассматриваем случай, когда D—
первый квадрант на плоскости, так что в нашем случае Dd = Z

2
++..

Так как функция χ+(Dd) несуммируема, берем ее регуляризованный вариант

e−τ1x̃1e−τ2x̃2χ+(Dd).

Дискретное преобразование Фурье такой суммируемой функции легко вычисляется. Действи-
тельно, ∑

x̃∈Z2
++

e−τ1x̃1e−τ2x̃2eix̃·ξ =
∑

x̃∈Z2
++

eix̃·z,

где введены обозначения zk = ξk + iτk, k = 1, 2, z = (z1, z2), x̃ · z = x̃1z1 + x̃2z2.
Последняя двойная сумма распадается в произведение двух сумм, каждая из которых выгля-

дит одинаково. Приведем вычисления для одной из них, например, по дискретной переменной
x̃1. ∑

x̃1∈Z+

eix̃1z1 =
eiz1

1− eiz1
= −1 +

1

1− eiz1
= −1

2
−
(
1

2
+

1

eiz1 − 1

)
.

Простые вычисления дают следующий результат:

1

2
+

1

eiz1 − 1
=

eiz1 + 1

2(e−iz1 − 1)
=

e
iz1
2 + e−

iz1
2

2
(
e

iz1
2 − e−

iz1
2

) .

Таким образом, ∑
x̃1∈Z+

eix̃1z1 − 1

2
− i

2
ctg

z1
2
.

Аналогичная формула получается при суммировании по x̃2. Таким образом,
∑

x̃∈Z++

eix̃·z =
(
1

2
+
i

2
ctg

z1
2

)(
1

2
+
i

2
ctg

z2
2

)
.

Если свертку двух периодических функций ũd(ξ), ṽd(ξ) ∈ C(T2) определить формулой

(ũd ∗ ṽd)(ξ) =
∫

T2

ũd(ξ − η)ṽd(η)dη,
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то по теореме о дискретном преобразовании Фурье произведения (см. приложение)

Fd(ud · vd)(ξ) = 1

4π2
(ũd ∗ ṽd)(ξ)

мы получим (η = (η1, η2), ξ = (ξ1, ξ2))

∑
x̃Z2

eix̃·zχ+(Dd)ud(x̃) =
1

8π2

∫

T2

ũd(η)dη +
i

8π2

∫

T2

ctg
ξ1 − η1 + iτ1

2
ũd(η)dη+

+
i

8π2

∫

T2

ctg
ξ2 − η2 + iτ2

2
ũd(η)dη − 1

8π2

∫

T2

ctg
ξ1 − η1 + iτ1

2
ctg

ξ2 − η2 + iτ2
2

ũd(η)dη. (4)

Замечание 1. Чтобы исключить первые три интеграла, заметим, что первый представляет
собой значение функции в начале координат, второй третий связаны определяются значениями
на осях координат. Поэтому мы будем рассматривать пространство L2(Z

m) как пространство
функций дискретного аргумента с нулевыми значениями на осях координат.

Следствие 1. Для функций дискретного аргумента, обращающихся в нуль на осях коорди-
нат, формула (4) принимает вид

∑
x̃Z2

eix̃·zχ+(Dd)ud(x̃) =
1

2(2πi)2

∫

T2

ctg
ξ1 − η1 + iτ1

2
ctg

ξ2 − η2 + iτ2
2

ũd(η)dη. (5)

Из формулы (5) немедленно вытекает �предельный� вариант

(FdP+ud)(ξ) = lim
τ→0,τ∈C2

1

2(2πi)2

∫

T2

ctg
ξ1 − η1 + iτ1

2
ctg

ξ2 − η2 + iτ2
2

ũd(η)dη.

Введем в рассмотрение функцию

Φ(z1, z2) =
1

2(2πi)2

∫

T2

ctg
z1 − η1

2
ctg

z2 − η2
2

ũd(η)dη.

В предположении, что ũd ∈ L2(T
2), нетрудно заключить, что справедливы следующие два факта:

(i) функция Φ(z1, z2) аналитична в области T
2 + iC2 ⊂ C

2;
(ii) существуют граничные значения этой функции из C2, причем эти граничные значения

принадлежат L2(T
2).

Эти два факта приводят к специальной периодической задаче линейного сопряжения или пери-
одической краевой задаче Римана.

Замечание 2. Нетрудно сообразить, что аналогичные формулы могут быть получены и для
m-мерного октанта в Z

m.

3. Многомерная периодическая задача Римана. Пусть Cm —выпуклый конус в R
m. Обо-

значим Tper(C
m) ⊂ C

m множество точек вида z = x + iy, x ∈ T
m, y ∈ Cm. Введем простран-

ство A+(T
m) как подпространство L2(Tm), состоящее из граничных значений аналитических

в Tper(C
m)функций, и определим пространство A−(Tm) как прямое дополнение A+(T

m) в L2(Tm),
так что A+(T

m)⊕A−(Tm) = L2(Tm). Формулировка многомерной периодической задачи Римана
будет следующей: найти пару функций Φ± ∈ A±(Tm), связанных почти всюду линейным соотно-
шением

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ T
m, (6)

где G(t), g(t)— заданные на T
m функции.

Отметим, что когда T
m совпадает с R

m, такие области носят название радиальных трубчатых
областей над конусами (см. [6]).

В этой работе мы рассматриваем двумерный случай, когда конус C2 представляет собой первый
квадрант на плоскости C2 = {x ∈ R

2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0}. К задаче (6) сводятся
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важные классы дискретных уравнений в четверти плоскости, и поэтому важно получить условия
разрешимости этой задачи в определенных классах функций.

3.1. Задача скачка. Пусть G(t) ≡ 1 (задача скачка).

Теорема 1. Задача скачка имеет единственное решение для любой правой части g ∈ L2(T2).

Доказательство. Рассмотрим функцию

Φ+(ξ1, ξ2) = lim
τ→0,τ∈C2

1

2(2πi)2

∫

T2

ctg
z1 − η1

2
ctg

z2 − η2
2

g(η)dη.

Очевидно, что Φ+ ∈ A+(T
2), так как аналитична в T

2 + iC2 и имеет граничные значения из
L2(T

2). Теперь положим
Φ−(ξ1, ξ2) = Φ+(ξ1, ξ2)− g(ξ1, ξ2t),

и нужное представление получено, поскольку Φ− необходимо будет принадлежать A−(T2). Един-
ственность представления легко доказывается от противного. Если предположить, что другая
пара Φ±

1 является решением задачи (6), мы придем к равенству

(Φ1 − Φ)+ = (Φ1 − Φ)−,

что возможно только для нулевых левой и правой частей. �

3.2. Периодическая волновая факторизация.

Определение 1. Обозначим ±Cm ≡ Cm± и назовем периодической волновой факторизацией
функции G(t) относительно конуса Cm ее представление в виде

G(t) = G�=(t)G=(t),

где функции G�=, G= допускают ограниченное аналитическое продолжение в Tper(C
m
+ ), Tper(C

m− )
соответственно.

Замечание 3. Нетрудно убедиться, что если периодическая волновая факторизация суще-
ствует, то она единственна с точностью до мультипликативной постоянной.

Пример 1. Пусть m = 2 и C2 —первый квадрант на плоскости. Если f —произвольная функ-
ция дискретного аргумента, определенная на решетке Z

2, f ∈ L2(Z2), supp f ⊂ Cm
+ ∪ Cm− , то,

очевидно,
f = χ+f + χ−f,

где χ± — характеристическая функция Cm± . Применяя дискретное преобразование Фурье

f(x̃) �−→ f̃(ξ) =
∑
x̃∈Zm

eix̃·ξf(x̃), ξ ∈ T
m,

мы получим представление f̃ = f̃+ + f̃−, причем f̃± допускают аналитическое продолжение
в Tper(C

m± ). Далее можно записать exp f̃ = exp f̃+ · exp f̃−, и для функции exp f̃ получена пе-
риодическая волновая факторизация.

3.3. Общий случай. Здесь мы приведем основной результат о разрешимости задачи (6).

Теорема 2. Пусть G ∈ C(T2), G(t) �= 0, ∀t ∈ T
2. Если существует периодическая волно-

вая факторизации функции G(t), то задача (6) имеет единственное решение для произвольной
функции g ∈ L2(T2).

Доказательство. Учтем периодическую волновую факторизацию в формулировке и перепишем
задачу в виде

Φ+(t)

G�=(t)
= G=(t)Φ

−(t) +
g(t)

G�=(t)
.

Очевидно, что Φ+(t)G−1
�= (t) ∈ A+(T

2) в силу аналитической продолжаемости и g(t)G−1
�= (t) ∈

L2(T
2). Остается доказать, что G=(t)Φ

−(t) ∈ A−(T2), и мы придем к задаче скачка.
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Поскольку аналог теоремы Винера—Пэли утверждает, что обратный фурье-образ функции
из A+(T

m) состоит из функций с носителем в C2, мы заключаем, что обратный фурье-образ
функции G= имеет носитель в −C2. Применение обратного дискретного преобразования Фурье
к функции G=(t)Φ

−(t) приводит к дискретной свертке

(F−1
d (G=Φ

−))(x̃) =
∑
ỹ∈Zm

(F−1
d Φ−)(x̃− ỹ(F−1

d G)(ỹ) =
∑
ỹ∈Cm

−

(F−1
d Φ−)(x̃− ỹ(F−1

d G)(ỹ).

Отсюда видно, что −y ∈ C2
+, и если x̃ ∈ C2

+, то x̃− ỹ ∈ C2
+, и тогда при x̃ ∈ C2

+ свертка обраща-
ется в нуль. Таким образом, доказано, что G=(t)Φ

−(t) ∈ A−(T2). Теперь применяем предыдущую
теорему о задаче скачка и получаем утверждение теоремы. �

4. Разрешимость дискретных уравнений. В этом разделе мы покажем, что D = C2 раз-
решимость дискретного уравнения (2) эквивалентна разрешимости двумерной периодической за-
дачи Римана (6) с коэффициентом и свободным членом, определяемыми по символу оператора
Ad и правой части уравнения vd.

Теорема 3. Если эллиптический символ Ãd(ξ) ∈ C(T2) допускает периодическую волновую
факторизацию относительно C2, то уравнение (2) однозначно разрешимо при любой правой
части vd ∈ L2(Dd).

Доказательство. Учитывая эквивалентность уравнений (2) и (3), мы будем работать с уравнени-
ем (3). Применяя дискретное преобразование Фурье к обеим частям уравнения (3), мы получим

Ãd(ξ) ˜(P+Ud)(ξ) + ˜(P−Ud)(ξ) = Ṽd(ξ).

По доказанному выше мы имеем ˜(P+Ud)(ξ) ∈ A+(T
m), ˜(P−Ud)(ξ) ∈ A−(Tm); последнее

означает, что мы пришли к многомерной периодической задаче Римана (6) с коэффициентом
G(ξ) = Ã−1

d (ξ) и правой частью Ṽd(ξ)Ã
−1
d (ξ). Далее применяется Теорема 2. �

Решение уравнения (2) можно выписать явно, это играет важную роль при построении дис-
кретных аппроксимаций. С учетом периодической волновой факторизации

Ãd(ξ) = Ãd, �=(ξ) · Ãd,=(ξ)

запишем
Ãd, �=(ξ) ˜(P+Ud)(ξ) + Ã−1

d,=(ξ)
˜(P−Ud)(ξ) = Ã−1

d,=(ξ)Ṽd(ξ).

Тогда
˜(P+Ud)(ξ) = Ãd,=(ξ) lim

τ→0,τ∈C2

1

2(2πi)2

∫

T2

ctg
z1 − η1

2
ctg

z2 − η2
2

Ã−1
d,=(η)Ṽd(η)dη.

Левая часть последней формулы— это ũd —фурье образ решения уравнения (2), где под Vd
понимается любое продолжение vd ∈ L2(Dd) на все L2(Z

2); окончательный результат не зависит
от продолжения в силу аналитических свойств элементов периодической волновой факторизации.

Замечание 4. Следует отметить, что все результаты разделов 3 и 4 справедливы для m-
мерного октанта вида

Cm = {x ∈ R
m : x = (x1, . . . , xm), xk > 0, k = 1, . . . ,m}

с периодическим интегралом типа Коши вида

Φ(z1, . . . , zm) =
1

2(2πi)m

∫

Tm

m∏
k=1

ctg
zk − ηk

2
g(η)dη,

где zk = ξk + iτk, k = 1, . . . ,m, τ = (τ1, . . . , τm) ∈ Cm, η = (η1, . . . ,m).
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5. Приложение.

5.1. Произведение и свертка. В этом разделе будет приведено доказательство важного свой-
ства о дискретном преобразовании Фурье произведения двух функций, которое было использо-
вано выше, для одномерного случая (многомерный случай рассматривается аналогично). Пусть
ud, vd ∈ L1(R)—функции дискретного аргумента, ũd, ṽd —их дискретные преобразования Фурье.

Лемма 1. Имеет место равенство

Fd(ud · vd) = 1

2π
ũd ∗ ṽd,

где операция свертки ∗ определена формулой

(ũd ∗ ṽd)(ξ) =
π∫

−π

ũd(ξ − η)ṽd(η)dη. (7)

Доказательство. Мы воспользуемся теоремой об изоморфизме между пространством L2(Z)
и пространством периодических функций L2(T), которое устанавливается дискретным преоб-
разованием Фурье и его обратным

(F−1ũd)(x̃) =
1

2π

π∫

−π

e−ix̃ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Z.

Подействуем на обе части равенства (7) оператором F−1
d .

F−1
d (ũd ∗ ṽd)(x̃) = 1

2π

π∫

−π

e−ix̃ξ

⎛
⎝ 1

2π

π∫

−π

ũd(ξ − η)ṽd(η)dη

⎞
⎠ dξ.

Меняя порядки интегрирования, делая замену переменных ξ − η = t и учитывая периодичность
функций ũd, ṽd, сразу получаем

F−1
d (ũd ∗ ṽd)(x̃) = 1

2π

π∫

−π

⎛
⎝ 1

2π

π∫

−π

e−ix̃ξũd(ξ − η)dξ

⎞
⎠ ṽd(η)dη =

=
1

2π

π∫

−π

⎛
⎝ 1

2π

π∫

−π

e−ix̃ξũd(ξ − η)dξ

⎞
⎠ ṽd(η)dη =

1

2π

π∫

−π

⎛
⎝ 1

2π

π−η∫

−π−η

e−ix̃(η+t)ũd(t)dt

⎞
⎠ ṽd(η)dη =

=
1

2π

π∫

−π

⎛
⎝ 1

2π

π∫

−π

e−ix̃tũd(t)dt

⎞
⎠ e−ix̃ηṽd(η)dη = ud(x̃) · vd(x̃).

Остается применить к последнему равенству дискретное преобразование Фурье, и лемма до-
казана. �

Замечание 5. DВ объяснении нуждалось только появление множителя 1(2π) в формуле (7).

5.2. Случай h-решетки. С точки зрения последующих приложений к приближенному реше-
нию уравнений важно рассмотреть решетку hZ2, h > 0 с тем, чтобы можно было сравнивать
дискретные непрерывные решения при малых значениях h. Мы приведем здесь некоторые видо-
изменения формул, полученных выше с учетом шага решетки h. Так, в частности, дискретное
преобразование Фурье выглядит как

(Fdud)(ξ) =
∑

ỹ∈hZ2

ex̃·ξud(x̃)h2.
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Дуальным пространство для L2(hZ
2) относительно Fd будем пространство L2(�T

2), � = 1/h,
и периодический интеграл типа Коши примет вид

Φ(z1, z2) =
h2

2(2πi)2

∫

�T2

ctg
h(z1 − η1)

2
ctg

h(z2 − η2)

2
ũd(η)dη

с аналитическими свойствами в области �T
2 + iC2.

Авторы надеются дать подробное изложение этих результатов в последующих публикациях
и показать их применимость к оценкам аппроксимации непрерывных решений дискретными.

6. Заключение. Авторы отдают отчет в том, что рассматриваемый в работе класс дискрет-
ных уравнений охватывает довольно узкий класс, однако методы, развиваемые в этой работе,
будут полезны для обширного класса дискретных псевдодифференциальных уравнений. Теория
разрешимости таких дискретных псевдодифференциальных уравнений должна играть ключевую
роль при дискретизации уравнений и обосновании приближенных методов их решения.
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Аннотация. Разработаны математические модели одного класса аэрогидроупругих систем —
вибрационных устройств, предназначенных для интенсификации технологических процессов. Ис-
следуется динамическая устойчивость составных частей этих устройств — упругих элементов,
представляющих собой деформируемые пластины. Принятые в работе определения устойчиво-
сти деформируемого тела соответствуют концепции устойчивости динамических систем по Ляпу-
нову. Модели описываются связанными нелинейными системами дифференциальных уравнений
в частных производных. Воздействие газа или жидкости (в модели идеальной среды) определя-
ется из асимптотических уравнений аэрогидромеханики. Для описания динамики упругих эле-
ментов используется нелинейная теория твердого деформируемого тела, учитывающая их попе-
речные и продольные деформации. Исследование устойчивости проводится на основе построения
положительно определенных функционалов типа Ляпунова, соответствующих этим системам.
Получены достаточные условия устойчивости решений предложенных систем уравнений.

Ключевые слова: аэрогидроупругость, математическое моделирование, динамическая устойчи-
вость, упругая пластина, дозвуковой поток жидкости, дифференциальные уравнения в частных
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Abstract. In this paper, we develop mathematical models of a class of aerohydroelastic systems,
namely, vibrating devices intended for intensification of technological processes. The dynamic stability
of elastic components of these devices is examined. The notion of stability of a deformable body accepted
in this paper coincides with the concept of the Lyapunov stability of dynamical systems. The models
considered are governed by coupled nonlinear partial differential systems. The impact of a gas or fluid
(in the model of an ideal medium) is determined from the asymptotic equations of aerohydromechanics.
For describing the dynamics of elastic elements, we use the nonlinear theory of solid deformable bodies,
which takes into account transverse and longitudinal deformations. The study of stability is based on
the construction of positive-definite Lyapunov-type functionals. Sufficient conditions for the stability
of solutions of the systems proposed are obtained.
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Подобные проблемы присущи многим отраслям техники. В частности, такого рода задачи возни-
кают в авиаракетостроении, приборостроении, при проектировании антенных установок, высоких
наземных сооружений и т. д.
В настоящее время аэрогидроупругость представляет собой хорошо развитый раздел механики

сплошной среды. Много исследований посвящено динамике, устойчивости и флаттеру пластин
и оболочек, находящихся в потоке жидкости или газа (среди последних в качестве примера от-
метим как российские [3,6,13,14], так и зарубежные [7,9–12,15] исследования). В отличие от пе-
речисленных работ в данной статье для исследования устойчивости используется аналитический
метод, основанный на построении функционала для предложенной нелинейной математической
модели.
В работе исследуется устойчивость решений начально-краевых задач для связанных систем ин-

тегро-дифференциальных уравнений с частными производными, описывающих динамику дефор-
мируемых элементов различных конструкций, находящихся во взаимодействии с газожидкостной
средой (обтекаемых потоком жидкости или газа). Исследование устойчивости проводится на ос-
нове построения положительно определенных функционалов (прямой метод Ляпунова) для этих
систем.
В работе представлены математические модели одного класса аэрогидроупругих систем — виб-

рационных устройств, предназначенных для интенсификации некоторых технологических про-
цессов, в частности, вибросмесителей, которые предназначены для размешивания неоднородной
суспензии с целью подготовки однородной среды. Исследуется динамическая устойчивость со-
ставных частей этих устройств — упругих элементов, представляющих собой деформируемые
пластины. Работа является продолжением исследований, представленных в [4], в частности, про-
изведено обобщение на случай произвольного числа упругих элементов.
Вибросмеситель представляет собой проточный канал с деформируемыми элементами, кото-

рые располагаются внутри него. Внутри канала протекает дозвуковой поток идеальной сжи-
маемой среды. Аэрогидродинамическая нагрузка на элементы определяется на основе линейной
теории движения жидкости и газа. Для исследования динамики упругих элементов используются
нелинейные уравнения, описывающие продольно-поперечные колебания этих пластин-элементов.
Сформулирована нелинейная начально-краевая задача для систем уравнений в частных произ-
водных. На основе построенного функционала типа Ляпунова для указанной системы, соответ-
ствующего начально-краевой задаче, получены достаточные условия устойчивости, налагающие
ограничения на параметры механической конструкции. Принятые в работе определения устойчи-
вости упругого тела соответствуют концепции устойчивости динамических систем по Ляпунову.
Проблема может быть сформулирована так: при каких значениях параметров, характеризующих
систему «жидкость — тело» (основными параметрами являются скорость потока, прочностные
и инерционные характеристики тела, сжимающие или растягивающие усилия, силы трения), ма-
лым деформациям тел в начальный момент времени t = 0 (т.е. малым начальным отклонениям
от положения равновесия) будут соответствовать малые деформации и в любой момент времени
t > 0. Среди работ авторов данной статьи по исследованию динамики и устойчивости упругих тел,
взаимодействующих с потоком жидкости или газа, отметим монографии и статьи [1,2,4,8,16–18].

2. Математическая модель. Рассматривается плоское течение в вибрационном устройстве,
моделируемом прямолинейным каналом G = {(x, y) ∈ R

2 : 0 < x < x0, y0 < y < yn+1} с гори-
зонтальными недеформируемыми стенками. Внутри канала имеются n деформируемых упругих
элементов (рис. 1).
Скорость невозмущенного однородного потока равна V и направлена вдоль оси Ox. Рассмат-

ривается дозвуковой режим протекания a > V , где a— скорость звука в невозмущенном потоке
жидкости. Деформируемыми являются пластины, занимающие в недеформированном состоянии
положение y = yi, i = 1, n, x ∈ [b, c] (рис. 1). Введем обозначение

Ji = {(x, y) ∈ R
2 : y = yi ∈ (y0, yn+1), x ∈ [b, c]}, i = 1, n, J =

n⋃
i=1

Ji.
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Рис. 1. Модель вибрационного устройства.

Введем обозначения: ui(x, t), wi(x, t), i = 1, n—функции, определяющие деформации элемен-
тов в направлении осей Ox и Oy соответственно (продольные и поперечные составляющие дефор-
мации элементов); ϕ(x, y, t)—функция, определяющая потенциал скорости возмущенного потока
газа; Pi(x, t), i = 1, n— аэрогидродинамические воздействия на элементы.
Рассмотрим модель сжимаемой среды, тогда потенциал ϕ удовлетворяет уравнению

ϕtt + 2V ϕxt + V 2ϕxx = a2(ϕxx + ϕyy), (x, y) ∈ G \ J, t � 0, (1)

линеаризованным граничным условиям

ϕy(x, yi, t) = ẇi(x, t) + V w′
i(x, t), i = 1, n, x ∈ (b, c), t � 0, (2)

ϕy(x, y0, t) = 0, x ∈ (0, x0), t � 0, (3)
ϕy(x, yn+1, t) = 0, x ∈ (0, x0), t � 0 (4)

и условию отсутствия возмущений на входе и выходе из канала

ϕ(0, y, t) = 0, ϕ(x0, y, t) = 0, y ∈ (0, y0), t � 0. (5)

Аэродинамические воздействия на элементы выражаются через потенциал скорости ϕ(x, y, t)
по формулам

Pi(x, t) = ρ(ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t)) + ρV (ϕ+
x (x, yi, t)− ϕ−

x (x, yi, t)),

x ∈ (b, c), i = 1, n, t � 0,
(6)

где
ϕ±
t (x, yi, t) = lim

y→yi±0
ϕt(x, y, t), ϕ±

x (x, yi, t) = lim
y→yi±0

ϕx(x, y, t).

Рассмотрим нелинейную модель упругого тела. Тогда уравнения малых колебаний упругих
элементов, моделируемых упругими пластинами, с учетом силового воздействия потока Pi(x, t)
на них имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−EiFi

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)′
+Miüi(x, t)− β2iFiu̇

′′
i (x, t) = 0,

−EiFi

[
w′
i(x, t)

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)]′
+Diw

′′′′
i (x, t) +Miẅi(x, t)+

+Ni(t)w
′′
i (x, t) + β2iIiẇ

′′′′
i (x, t) + β1iẇi(x, t) + β0iwi(x, t) = Pi(x, t),

x ∈ (b, c), i = 1, n, t � 0.

(7)
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Индексы x, y, t снизу обозначают производные по x, y, t; штрих обозначает производную по
x, а точка — производную по t; ρ—плотность жидкости; Ii = h3i /(12(1 − ν2i )); Fi = hi/(1 − νi);
Di = EiIi —изгибные жесткости элементов; hi — толщина элементов; Mi = hiρi —погонные мас-
сы элементов; Ei, ρi —модули упругости и линейные плотности элементов; Ni(t)— сжимающие
(растягивающие) силы; β2i, β1i —коэффициенты внутреннего и внешнего демпфирования; β0i —
коэффициенты жесткости обжимных слоев; νi —коэффициенты Пуассона.
Предположим, что концы упругих элементов закреплены либо жестко, либо шарнирно, тогда

при x = b и x = c выполняется одно из условий:

wi(x, t) = w′
i(x, t) = ui(x, t) = 0, wi(x, t) = w′′

i (x, t) = ui(x, t) = 0, x ∈ (b, c), i = 1, n. (8)

3. Исследование устойчивости. Исследуем устойчивость нулевого решения ϕ(x, y, t) ≡ 0,
ui(x, t) ≡ 0, wi(x, t) ≡ 0, i = 1, n задачи (1)—(8) по отношению к возмущениям начальных данных.
Рассмотрим функционал

Φ(t) =

∫∫

G\J
(ϕ2

t + (a2 − V 2)ϕ2
x + a2ϕ2

y)dxdy + 2a2V

n∑
i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx+

+
a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)2

+Mi(u̇
2
i (x, t) + ẇ2

i (x, t))+

+Diw
′′
i
2
(x, t) + β0iw

2
i (x, t)−Ni(t)w

′
i
2
(x, t)

)
. (9)

Найдем производную от Φ по t:

Φ̇(t) = 2

∫∫

G\J
(ϕtϕtt + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt)dxdy + 2a2V

n∑
i=1

c∫

b

((ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))×

× w′
i(x, t) + (ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))ẇ′

i(x, t))dx +
2a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
×

× (u̇′i + w′
iẇ

′
i) +Miu̇iüi +Miẇiẅi +Diw

′′
i ẇ

′′
i −

Ṅi(t)

2
w′
i
2 −Ni(t)w

′
iẇ

′
i + β0iwiẇi

)
dx. (10)

Для функций ϕ(x, y, t) и ui(x, t), wi(x, t), i = 1, n, удовлетворяющих уравнениям (1) и (6), (7),
равенство (10) примет вид

Φ̇(t) = 2

∫∫

G\J

(ϕt(−2V ϕxt − V 2ϕxx + a2(ϕxx + ϕyy)) + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt)dxdy+

+ 2a2V
n∑

i=1

c∫

b

((ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))w
′
i(x, t) + (ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))ẇ′

i(x, t))dx+

+
2a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
(u̇′i + w′

iẇ
′
i) + u̇i

{
EiFi

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)′
+

+ β2iFiu̇
′′
i (x, t)

}
+ ẇi

{
ρ(ϕ+

t (x, yi, t)− ϕ−
t (x, yi, t)) + ρV (ϕ+

x (x, yi, t)− ϕ−
x (x, yi, t))+
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+ EiFi

[
w′
i(x, t)

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)]′
−Diw

′′′′
i − β2iIiẇ

′′′′
i −Ni(t)w

′′
i − β1iẇi − β0iwi

}
+

+Diw
′′
i ẇ

′′
i −

Ṅi(t)

2
w′
i
2 −Ni(t)w

′
iẇ

′
i + β0iwiẇi

)
dx. (11)

Произведем интегрирование с учетом условий (2)—(5). Применяя формулу Грина, получим
∫∫

G\J

ϕtϕxtdxdy = 0,

∫∫

G\J

ϕtϕxxdxdy = −
∫∫

G\J

ϕxtϕxdxdy,

∫∫

G\J

ϕtϕyydxdy = −
n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))(ẇi(x, t) + V w′
i(x, t))dx−

∫∫

G\J

ϕytϕydxdy.

Следовательно, с учетом уравнения (1) получим
∫∫

G\J
(ϕt(−2V ϕxt − V 2ϕxx + a2(ϕxx + ϕyy)) + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt)dxdy =

= −a2
n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))(ẇi(x, t) + V w′
i(x, t))dx. (12)

Произведем интегрирование с учетом условий (8):
c∫

b

ẇiw
′′′′
i dx =

c∫

b

ẇ′′
i w

′′
i dx,

c∫

b

ẇiẇ
′′′′
i dx =

c∫

b

ẇ′′
i
2
dx,

c∫

b

ẇiw
′′
i dx = −

c∫

b

ẇ′
iw

′
idx,

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))ẇ′
i(x, t)dx = −

c∫

b

(ϕ+
x (x, yi, t)− ϕ−

x (x, yi, t))ẇi(x, t)dx,

c∫

b

u̇iu̇
′′
i dx = −

c∫

b

u̇′i
2
dx,

c∫

b

u̇i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)′
dx = −

c∫

b

u̇′i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
dx,

c∫

b

ẇi

[
w′
i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)]′

dx = −
c∫

b

ẇ′
iw

′
i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
dx, i = 1, n.

(13)

Подставляя (12), (13) в (11), получим

Φ̇(t) = −2a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(
Ṅi(t)

2
w′
i
2
+ β2iFiu̇

′
i
2
+ β2iIiẇ

′′
i
2
+ β1iẇ

2
i

)
dx.

Пусть выполняются условия

Ṅi(t) � 0, β2i � 0, β1i � 0, i = 1, n, (14)

тогда справедливо неравенство
Φ̇(t) � 0 ⇒ Φ(t) � Φ(0). (15)

Проведем оценки для функционала с учетом граничных условий (8). Воспользуемся неравен-
ствами Рэлея [5] и Коши—Буняковского:

c∫

b

w′′
i
2
(x, t)dx � λ1i

c∫

b

w′
i
2
(x, t)dx, i = 1, n, (16)
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c∫

b

w′′
i
2
(x, t)dx � μ1i

c∫

b

w2
i (x, t)dx, i = 1, n, (17)

w2
i (x, t) � (c− b)

c∫

b

w′
i
2
(x, t)dx, i = 1, n, (18)

где λ1i, μ1i —наименьшие собственные значения краевых задач для уравнений ψ′′′′ = −λψ′′, ψ′′′′ =
μψ, x ∈ (b, c), i = 1, n с краевыми условиями (8).
Оценим Φ(0) сверху, используя неравенства (16), (17) и очевидное неравенство −2ab � a2 + b2:

Φ(0) � Ω0 =

∫∫

G\J
(ϕ2

t0 + (a2 − V 2)ϕ2
x0 + a2ϕ2

y0)dxdy + a2
n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, 0)− ϕ−(x, yi, 0))2dx+

+
a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i0(x, t) +

1

2
w′
i0
2
(x, t)

)2

+

+Mi(u̇
2
i0(x, t) + ẇ2

i0(x, t)) +

(
Di +

|Ni(0)|+ ρV 2

λ1i
+
β0i
μ1i

)
w′′
i0
2
)
dx. (19)

Здесь введены обозначения ϕt0 = ϕt(x, y, 0), ϕx0 = ϕx(x, y, 0), ϕy0 = ϕy(x, y, 0), u̇i0 = u̇i(x, 0),
u′i0 = u′i(x, 0), ẇi0 = ẇi(x, 0), wi0 = wi(x, 0), w′

i0 = w′
i(x, 0), w

′′
i0 = w′′

i (x, 0).
Оценим Φ(t) снизу:

Φ(t) �
∫∫

G\J
(ϕ2

t + (a2 − V 2)ϕ2
x + a2ϕ2

y)dxdy + 2a2V

n∑
i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)−

− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx+

a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2
dx. (20)

Для оценки двойного интеграла разобьем область G \ J на n + 1 область Gi = {(x, y) ∈ R
2 : 0 <

x < x0, yi−1 < y < yi}, i = 1, n+ 1. Согласно неравенству Коши—Буняковского
∫∫

Gi

ϕ2
xdxdy � π2

x20

∫∫

Gi

ϕ2dxdy, i = 1, n + 1. (21)

Согласно неравенству Коши—Буняковского также имеем
⎛
⎝

y∫

yi

ϕydy

⎞
⎠

2

�
y∫

yi

12dy

y∫

yi

ϕ2
ydy,

где yi < y < yi+1, i = 1, n. Следовательно,

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))
2 � (y − yi)

y∫

yi

ϕ2
ydy � (y − yi)

yi+1∫

yi

ϕ2
ydy.

Интегрируя от yi до yi+1 по переменной y, получим
yi+1∫

yi

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))
2dy � (yi+1 − yi)

2

2

yi+1∫

yi

ϕ2
ydy.
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Интегрируя от 0 до x0 по переменной x, окончательно находим∫∫

Gi

ϕ2
ydxdy � 2

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi−1, t)
2dxdy. (22)

Согласно неравенству Коши—Буняковского имеем
⎛
⎝

yi∫

y

ϕydy

⎞
⎠

2

�
yi∫

y

12dy

yi∫

y

ϕ2
ydy,

где yi−1 < y < yi, i = 1, n. Следовательно,

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2 � (yi − y)

yi∫

y

ϕ2
ydy � (yi − y)

yi∫

yi−1

ϕ2
ydy.

Интегрируя от yi−1 до yi по переменной y, получим
yi∫

yi−1

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2dy � (yi − yi−1)
2

2

yi∫

yi−1

ϕ2
ydy.

Интегрируя от 0 до x0 по переменной x, окончательно находим∫∫

Gi

ϕ2
ydxdy � 2

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2dxdy. (23)

Согласно (22), (23) получим
∫∫

G1

ϕ2
ydxdy � 2

(y1 − y0)2

∫∫

G1

(ϕ−(x, y1, t)− ϕ(x, y, t))2dxdy, (24)

∫∫

Gi

ϕ2
ydxdy � 2χi−1(t)

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi−1, t)
2)dxdy+

+
2(1 − χi−1(t))

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2dxdy, i = 2, n, (25)

∫∫

Gn+1

ϕ2
ydxdy � 2

(yn+1 − yn)2

∫∫

Gn+1

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yn, t))
2dxdy, (26)

где χi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n − 1 некоторые положительные функции.
Применяя (21), (24), (25), (26) для (20), получим неравенство

Φ(t) �
∫∫

G1

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(y1 − y0)2
(ϕ−(x, y1, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy+

+
n−1∑
i=1

∫∫

Gi+1

χi(t)

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(yi+1 − yi)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))

2

)
dxdy+

+

n∑
i=2

∫∫

Gi

(1 − χi−1(t))

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(yi − yi−1)2
(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy+
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+

∫∫

Gn+1

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(yn+1 − yn)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yn, t))

2

)
dxdy+

+ 2a2V

n∑
i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx+

a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2
dx. (27)

Введем обозначения

Ki(t) = λ1iDi −Ni(t), fi(x, t) =

{
0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0),

w′
i(x, t), x ∈ (b, c),

тогда

2a2V

n∑
i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx +

a2

ρ

n∑
i=1

c∫

b

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2
dx =

= −
n∑

i=1

2a2V

yi − yi−1

∫∫

Gi

ϕ−(x, yi, t))fi(x, t)dxdy +
n∑

i=1

2a2V

yi+1 − yi

∫∫

Gi+1

ϕ+(x, yi, t))fi(x, t)dxdy+

+

n∑
i=1

γi(t)a
2

ρ(yi − yi−1)

∫∫

Gi

Ki(t)f
2
i (x, t)dxdy +

n∑
i=1

(1− γi(t))a
2

ρ(yi+1 − yi)

∫∫

Gi+1

Ki(t)f
2
i (x, t)dxdy, (28)

где γi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n, — некоторые положительные функции. Согласно (28) из (27) получим
неравенство

Φ(t) �
∫∫

G1

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(y1 − y0)2
(ϕ−(x, y1, t)− ϕ(x, y, t))2−

− 2a2V

y1 − y0
ϕ−(x, y1, t)f1(x, t) +

γ1(t)a
2

ρ(y1 − y0)
K1(t)f

2
1 (x, t)

)
dxdy+

+

n−1∑
i=1

∫∫

Gi+1

χi(t)

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(yi+1 − yi)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))

2+

+
2a2V

(yi+1 − yi)χi(t)
ϕ+(x, yi, t))fi(x, t) +

(1− γi(t))a
2

ρ(yi+1 − yi)χi(t)
Ki(t)f

2
i (x, t)

)
dxdy+

+
n∑

i=2

∫∫

Gi

(1− χi−1(t))

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(yi − yi−1)2
(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2−

− 2a2V

(yi − yi−1)(1 − χi−1(t))
ϕ−(x, yi, t))fi(x, t) +

γi(t)a
2

ρ(yi − yi−1)(1 − χi−1(t))
Ki(t)f

2
i (x, t)

)
dxdy+

+

∫∫

Gn+1

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(yn+1 − yn)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yn, t))

2+

+
2a2V

yn+1 − yn
ϕ+(x, yn, t)fn(x, t) +

(1− γn(t))a
2

ρ(yn+1 − yn)
Kn(t)f

2
n(x, t)

)
dxdy. (29)

Введем обозначения

d
(1)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y1 − y0)2
, d

(1)
22 = d

(1)
12 =

2a2

(y1 − y0)2
, d

(1)
23 =

a2V

y1 − y0
,

d
(1)
33 (t) =

a2K1(t)γ1(t)

ρ(y1 − y0)
, Δ

(1)
2 = d

(1)
11 d

(1)
22 − d

(1)
12

2
, Δ

(1)
3 (t) = d

(1)
33 (t)Δ

(1)
2 − d

(1)
23

2
d
(1)
11 ,
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d
(2i)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi+1 − yi)2
, d

(2i)
22 = d

(2i)
12 =

2a2

(yi+1 − yi)2
, d

(2i)
23 =

a2V

χi(t)(yi+1 − yi)
,

d
(2i)
33 (t) =

a2Ki(t)(1 − γi(t))

ρ(yi+1 − yi)χi(t)
, Δ

(2i)
2 = d

(2i)
11 d

(2i)
22 − d

(2i)
12

2
, Δ

(2i)
3 (t) = d

(2i)
33 (t)Δ

(2i)
2 − d

(2i)
23

2
d
(2i)
11 ,

i = 1, n − 1,

d
(3i)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi − yi−1)2
, d

(3i)
22 = d

(3i)
12 =

2a2

(yi − yi−1)2
, d

(3i)
23 =

a2V

(1− χi−1(t))(yi − yi−1)
,

Δ
(3i)
2 = d

(3i)
11 d

(3i)
22 − d

(3i)
12

2
, d

(3i)
33 (t) =

a2Ki(t)γi(t)

ρ(yi − yi−1)(1 − χi−1(t))
, Δ

(3i)
3 (t) = d

(3i)
33 (t)Δ

(3i)
2 − d

(3i)
23

2
d
(3i)
11 ,

i = 2, n,

d
(4)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yn+1 − yn)2
, d

(4)
22 = d

(4)
12 =

2a2

(yn+1 − yn)2
, d

(4)
23 =

a2V

yn+1 − yn
,

d
(4)
33 (t) =

a2Kn(t)(1 − γn(t))

ρ(yn+1 − yn)
, Δ

(4)
2 = d

(4)
11 d

(4)
22 − d

(4)
12

2
, Δ

(4)
3 (t) = d

(4)
33 (t)Δ

(4)
2 − d

(4)
23

2
d
(4)
11 .

Рассмотрим квадратичные формы относительно ϕ(x, y, t), ϕ−(x, y1, t), f1(x, t); ϕ(x, y, t),
ϕ+(x, yi, t), fi(x, t); ϕ(x, y, t), ϕ−(x, yi, t), fi(x, t); ϕ(x, y, t), ϕ+(x, yn, t), fn(x, t) в (29). Соответ-
ствующие матрицы форм имеют вид:⎛
⎜⎝
d
(1)
11 −d(1)12 0

−d(1)12 d
(1)
22 −d(1)23

0 −d(1)23 d
(1)
33 (t)

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝
d
(ki)
11 −d(ki)12 0

−d(ki)12 d
(ki)
22 d

(ki)
23

0 d
(ki)
23 d

(ki)
33 (t)

⎞
⎟⎠ , k = 2, 3,

⎛
⎜⎝
d
(4)
11 −d(4)12 0

−d(4)12 d
(4)
22 d

(4)
23

0 d
(4)
23 d

(4)
33 (t)

⎞
⎟⎠ .

Согласно критерию Сильвестра для положительной определенности квадратичных форм необ-
ходимо, чтобы угловые миноры были положительны. Первые два угловых минора матриц поло-
жительны при любых значениях параметров. Запишем условия положительности третьих угло-
вых миноров:

Δ
(1)
3 (t) > 0, Δ

(2i)
3 (t) > 0, i = 1, n− 1, Δ

(3i)
3 (t) > 0, i = 2, n, Δ

(4)
3 (t) > 0. (30)

Неравенства (30) примут вид:

K1(t) >
V 2x20ρ(y1 − y0)

2(a2 − V 2)π2γ1(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y1 − y0)2

)
, (31)

Ki(t) >
V 2x20ρ(yi+1 − yi)

2(a2 − V 2)π2(1− γi(t))χi(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi+1 − yi)2

)
, i = 1, n − 1, (32)

Ki(t) >
V 2x20ρ(yi − yi−1)

2(a2 − V 2)π2(1− χi−1(t))γi(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi − yi−1)2

)
, i = 2, n, (33)

Kn(t) >
V 2x20ρ(yn+1 − yn)

2(a2 − V 2)π2(1− γn(t))

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yn+1 − yn)2

)
. (34)

Приравнивая правые части неравенств (31) и (32) при i = 1:

V 2x20ρ(y1 − y0)

2(a2 − V 2)π2γ1(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y1 − y0)2

)
=

=
V 2x20ρ(y2 − y1)

2(a2 − V 2)π2(1− γ1(t))χ1(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y2 − y1)2

)
,

найдем функцию γ1(t), обеспечивающую наиболее широкую область значений параметров, под-
ставляя которую в (31), получим:

K1(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y2 − y1)

2 + 2a2x20)

2χ1(t)(a2 − V 2)π2(y2 − y1)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y1 − y0)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(y1 − y0)
. (35)
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Аналогично, приравнивая правые части неравенств (32), (33) при i = 2, n − 1 и (33) при i = n,
(34), получим

Ki(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi+1 − yi)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2χi(t)(yi+1 − yi)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi − yi−1)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(1− χi−1(t))(yi − yi−1)
,

i = 2, n− 1,

(36)

Kn(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y0 − yn)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(y0 − yn)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yn − yn−1)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(1− χn−1(t))(yn − yn−1)
. (37)

Так как при условиях (35)—(37) все квадратичные формы в (29) положительно определены,
то из (29) окончательно получим оценку Φ(t) � 0.
Используя метод Лагранжа, с учетом неравенства (35) оценим квадратичную форму относи-

тельно ϕ(x, y, t), ϕ−(x, y1, t), f1(x, t) в (29)

F (ϕ(x, y, t), ϕ−(x, y1, t), f1(x, t)) �
Δ

(1)
3

Δ
(1)
2

f21 (x, t).

Из (29) с учетом (18) получим

Φ(t) �
∫∫

G1

Δ
(1)
3

Δ
(1)
2

f21 (x, t)dxdy =

c∫

b

Δ
(1)
3 y1

Δ
(1)
2

w′
1
2
(x, t)dx � Δ

(1)
3 y1

Δ
(1)
2 (c− b)

w2
1(x, t). (38)

Учитывая (15), (19), (38), окончательно приходим к неравенству

Δ
(1)
3 y1

Δ
(1)
2 (c− b)

w2
1(x, t) � Ω0. (39)

Аналогично, оценивая остальные квадратичные формы в (29), получим

Δ
(2i)
3 (yi+1 − yi)

Δ
(2i)
2 (c− b)

w2
i (x, t) � Ω0,

Δ
(4)
3 (y0 − yn)

Δ
(4)
2 (c− b)

w2
n(x, t) � Ω0. (40)

Таким образом, если выполняются условия (14), (35)—(37), то Φ(t) � 0, Φ̇(t) � 0. На основании
неравенства (29) можно сделать вывод: функции ϕ(x, y, t), ϕt(x, y, t), w′

i(x, t), i = 1, n, устойчи-
вы по отношению к возмущениям начальных данных. Из неравенства Φ(t) � Φ(0), согласно (9),
следует, что функции ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), ẇi(x, t), w′′

i (x, t), i = 1, n, устойчивы по от-
ношению к возмущениям начальных данных. Из оценок (39), (40) следует, что решение wi(x, t),
i = 1, n, устойчиво по отношению к возмущениям начальных данных. Следовательно, на основа-
нии проведенного исследования функционала доказана теорема.

Теорема 1. Предположим, что найдутся такие функции χi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n − 1, что вы-
полняются условия (14), (35)—(37). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n, ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8)
и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t), w′′
i (x, t), i = 1, n, устой-

чивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0, ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0),
u̇i0, u′i0, ẇi0, w′

i0, w
′′
i0.

Для применения теоремы 1 подставляем все параметры механической системы в условия (14),
(35)—(37). Если условия (14) выполняются, то из системы неравенств (35)—(37) находим χi(t),
i = 1, n − 1. Если все χi(t) ∈ (0, 1), то делаем вывод об устойчивости перечисленных в теореме
функций.
Рассмотрим частный случай вибрационного устройства при равномерном расположении упру-

гих элементов
y1 − y0 = yn+1 − yn = h/2, yi − yi−1 = h, i = 2, n, (41)

тогда неравенства (35)—(37) примут более простой для решения вид:

2χ1(t)(a
2 − V 2)π2hK1(t) > V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)(1 + χ1(t)), (42)
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2(a2 − V 2)π2hχi(t)(1− χi−1(t))Ki(t) > V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)(1 − χi−1(t) + χi(t)),

i = 2, n− 1,
(43)

2(a2 − V 2)π2h(1 − χn−1(t))Kn(t) > V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)(2− χn−1(t)). (44)

Теорема 2. Предположим, что найдутся такие функции χi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n − 1, что вы-
полняются условия (14), (41)—(44). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n, ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8)
и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t), w′′
i (x, t), i = 1, n, устой-

чивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0, ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0),
u̇i0, u′i0, ẇi0, w′

i0, w
′′
i0.

Для определения критических значений скорости течения положим χi(t) = 1/2, i = 1, n − 1.
Тогда из (35)—(37) получим условия

K1(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y2 − y1)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(y2 − y1)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y1 − y0)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(y1 − y0)
, (45)

Ki(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi+1 − yi)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(yi+1 − yi)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi − yi−1)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(yi − yi−1)
, (46)

i = 2, n − 1,

Kn(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yn+1 − yn)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(yn+1 − yn)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yn − yn−1)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(yn − yn−1)
. (47)

Теорема 3. Пусть выполняются условия (14), (45)—(47). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n,
ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8) и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t),
w′′
i (x, t), i = 1, n, устойчивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0,

ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0), u̇i0, u′i0, ẇi0, w′
i0, w

′′
i0.

Для применения теоремы 3 подставляем все параметры механической системы, кроме скорости,
в условия (14), (45)—(47). Если условия (14) выполняются, то из системы неравенств (45)—(47)
находим ограничения на скорость V и делаем вывод об устойчивости перечисленных в теореме
функций.
При равномерном расположении упругих элементов (41) неравенства (45)—(47) примут вид:

Ki(t) >
2V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2h
, i = 1, n. (48)

Теорема 4. Пусть выполняются условия (14), (41), (48). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n,
ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8) и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t),
w′′
i (x, t), i = 1, n, устойчивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0,

ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0), u̇i0, u′i0, ẇi0, w′
i0, w

′′
i0.

4. Заключение. На основе предложенных математических моделей продольно-поперечных
колебаний упругих элементов конструкций в виде пластины-полосы при обтекании их дозву-
ковым потоком идеального газа проведены исследования динамической устойчивости деформи-
руемых элементов вибрационных устройств. Модели описываются нелинейными системами диф-
ференциальных уравнений с частными производными. С помощью построенных функционалов
получены достаточные условия устойчивости решений этих систем уравнений. Полученные усло-
вия устойчивости накладывают ограничения на погонные массы и изгибные жесткости элементов,
сжимающие (растягивающие) элементы усилия, скорость невозмущенного однородного потока,
а также на коэффициенты внутреннего и внешнего демпфирования, коэффициенты жесткости
слоя обжатия. Эти условия явно содержат основные параметры механических систем, и в таком
виде они наиболее приспособлены для решения задач оптимизации, автоматического управления,
автоматизированного проектирования.
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ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗАРЯДА

И ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЫ КОШИ—РИМАНА

c© 2022 г. Ю. А. ГЛАДЫШЕВ, Е. А. ЛОШКАРЕВА

Аннотация. В работе продолжается изучение полученных ранее обобщений условий Коши—
Римана (УКР), которые при определенных предположениях могут быть интерпретированы как
уравнения электромагнитного поля Максвелла. Основным математическим аппаратом, использо-
ванным в работе, является аппарат двух кватернионных переменных. Работа не содержит каких-
либо физических утверждений, а является теоретическим анализом, который можно провести
для систем обобщенных УКР.

Ключевые слова: кватернион, спинор, система Коши—Римана, уравнение Лапласа, система
Максвелла, закон сохранения электрического заряда.
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Abstract. In this paper, we continue the study of generalizations of the Cauchy–Riemann (CR)
conditions obtained earlier, which, under certain assumptions, can be interpreted as Maxwell’s
equations of electromagnetic field. The main mathematical tools used in the work is the technique
of two quaternion variables. This work does not contain any physical statements, but is a theoretical
analysis that can be carried out for systems of generalized CR conditions.

Keywords and phrases: quaternion, spinor, Cauchy–Riemann system, Laplace equation, Maxwell
system, law of conservation of electric charge.
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1. Введение. Кватернионный аппарат. В целом ряде работ сделаны попытки использо-
вать аппарат кватернионных функций [3] для формулировки законов, решений конкретных за-
дач классической электродинамики и получения новых результатов. Можно указать направление,
которое использует симметрию законов электродинамики относительно взаимной замены элек-
трических и магнитных полей, а следовательно, относительно электрических и гипотетических
магнитных зарядов [5, 9].

Другое направление изучает сходство уравнений Максвелла и Дирака [11] и устанавливает
ряд интересных возможных явлений [5,6,9–11,13]. Следует обратить внимание на использование
кватернионных методов для решений конкретных задач, например, задачи о вибраторе [5, 9, 11].
Чисто математическая постановка задачи связана не только с кватернионами и с их различными
обобщениями [7, 12]. В настоящем сообщении рассматриваются только тело кватернионов.
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В восьмимерном эвклидовом пространстве R
(8) выделим два подпространства X и Y размер-

ности k = 4, определив их точки наборами координат xi, yi, где i = 0, 3 . Следовательно, про-
странство R

(8) следует рассматривать как декартово произведение пространств X, Y .
Введем два координатных кватерниона x, y

x =

3∑
i=0

eixi, y =

3∑
i=0

eiyi. (1)

Здесь ei единицы системы кватернионов с обычными для них свойствами [2].
Предположим, что заданы две кватернионные функции χ, ψ с компонентами χi, ψi вида

χ =
3∑

i=0

eiχi, ψ =
3∑

i=0

eiψi. (2)

Для дальнейшего предположим, что функции χi, ψi от всех восьми переменных имеют вторые
непрерывные производные.

Будем использовать хорошо известные [8] кватернионные операторы

D1 =

3∑
i=0

ei
∂

∂xi
, D2 =

3∑
i=0

ei
∂

∂yi
, (3)

а также их кватернионные сопряженные.
В работе [1] обобщенные условия Коши—Римана (УКР) были введены как система линейных

дифференциальных уравнений первого порядка вида

D1χ− ψD2 = 0, χD̄2 + D̄1ψ = 0. (4)

Действительно, если предположить, что функции χ, ψ зависят только от x0, y0, то имеем

∂χ

∂x0
− ∂ψ

∂y0
= 0,

∂χ

∂y0
+
∂ψ

∂x0
= 0; (5)

таким образом, набор четырех систем для пар (χ0, ψ0), (χ1, ψ1), (χ2, ψ2), (χ3, ψ3), совпадающих
по конструкции с системой Коши—Римана.

В случае, когда операторы D1, D2 включают только переменные x0, y0, y1, имеем систему

∂χ

∂x0
−

(
∂

∂y0
+ e1

∂

∂y1

)
ψ = 0,

(
∂

∂y0
− e1

∂

∂y1

)
χ+

∂ψ

∂x0
= 0 (6)

для так называемого гармонического вектора [2].
Если χ, ψ зависят от x0, x1, y0, y1, то получаем систему Мойсила—Теодореску [8] и в другом

смысле систему для спинорного поля. Авторами было показано, что при определенном отождеств-
лении компонент функций χ, ψ с физическими параметрами электромагнитного поля приходим
к системе уравнений Максвелла [4].

2. Основные операторы A, Ã системы уравнений электромагнитного поля. Введем
преобразование пары кватернионных функций χ, ψ с указанными выше свойствами в пару ква-
тернионных функций μ, ν вида

μ = D1χ− ψD2, ν = χD̄2 + D̄1ψ. (7)

По данным χ, ψ кватернионные функции μ, ν определены однозначно. Однако обратная задача
нахождения χ, ψ по заданным μ, ν определена неоднозначно, а именно с точностью до пары χu,
ψu кватернионных функций, удовлетворяющих системе

D1χu − ψuD2 = 0, χuD̄2 + D̄1ψu = 0. (8)

Введем наряду с преобразованием (7) так называемое присоединенное преобразование

ε = D̄1α+ βD2, δ = −αD̄2 +D1β (9)
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упорядоченных пар кватернионов α, β и ε, δ. Относительно этого преобразования можно вы-
сказать те же замечания, что и ранее о (7). При однозначности преобразования (9) обратное
преобразование определено с точностью до набора (αu, βu), где αu, βu удовлетворяют системе

D̄1αu + βuD2 = 0, −αuD̄2 +D1βu = 0, (10)

которую назовем присоединенной к (8). В дальнейшем, чтобы подчеркнуть двойственный харак-
тер этой операции, применим обозначение

αu = χ̃u, βu = ψ̃u. (11)

Рассмотрим применение преобразования (9) к случаю, когда ε = χ, δ = ψ. Получим

μ = D1(D̄1α+ βD2)− (−αD̄2 +D1β)D2 = D1D̄1α+ D̄2D2β = Δ(8)α,

ν = +(D̄1α+ βD2)D̄2 + D̄1(−αD̄2 +D1β) = D2D̄2α+ D̄1D1β = Δ(8)β.
(12)

Здесь через Δ(8) обозначен оператор Лапласа в R
(8).

Введем более общую запись, определив оператор A, который упорядоченной паре кватернионов
(χ,ψ) ставит в соответствие пару (μ, ν):

(μ, ν) = A(χ,ψ). (13)

Аналогично, имеем присоединенный оператор Ã со свойством

(ε, δ) = Ã(α, β). (14)

Тогда полученный выше результат запишем в виде

AÃ = ÃA = Δ(8). (15)

Формула (15) показывает, что оператор Δ(8) Лапласа можно представить как произведение двух
операторов A, Ã.

Обратим внимание, что обобщенные УКР, т.е. формулы (8), (10) определяют линейное про-
странство функций, составляющих ядро операторов A, Ã:

A(χu, ψu) = 0, Ã(χ̃u, ψ̃u) = 0. (16)

Отметим, что процесс представления операторов Лапласа как произведения AÃ напоминает ме-
тод Дирака «извлечения корня» из оператора

Δ(3)− 1

2

∂2

∂t2
−m2

для получения системы дифференциальных уравнений первого порядка.
Приведем важное для дальнейшего соотношение

Ã(μ, ν) = Δ(8)(χ,ψ), (17)

полученное действием оператора Ã на основное преобразование (7); или в развернутом виде

D̄1μ+ νD2 = Δ(8)χ, −μD̄2 +D1ν = Δ(8)ψ, (18)

3. Физическая интерпретация основных преобразований A, Ã. Сделаем следующее
предположение о зависимости χ, ψ от координат. Положим, что χ, ψ, μ, ν зависят только от
переменных x1, x2, x3, y0. Тогда имеем для D1, D̄1, D2, D̄2 операторы, выраженные в понятиях
векторного анализа следующим образом:

D1

D̄1

}
q = ∓ div(x)q ± rot(x)q ± grad(x)q0, (19)

D2

D̄2

}
q =

∂q0
∂y0

+
∂q

∂y0
. (20)

В данном случае q(x1, x2, x3, y0)—произвольная кватернионная функция от набора x1, x2, x3, y0,
а q0 и q— соответственно скалярная и векторная часть кватерниона.
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Предложенный выбор набора координат, который назовем физическим, отражает тот экспери-
ментальный факт, что для непротиворечивого и полного описания явлений макроскопического
мира достаточно четырёх исходных параметров.

По (19) построим систему (7) в кватернионной форме:

− divχ+ rotχ+ gradχ0 − ∂ψ0

∂y0
− ∂ψ

∂y0
= μ0 + μ,

∂χ0

∂y0
+
∂χ

∂y0
+ divψ − rotψ − gradψ0 = ν0 + ν.

(21)

Напомним, что y0 — так называемое «время Вика», т.е. y0 = ict. Отделяя скалярную и векторную
часть кватернионов в (21) придем к системе восьми уравнений для восьми неизвестных функций

− divχ− ∂ψ0

∂y0
= μ0,

rotχ+ gradχ0 − ∂ψ

∂y0
= μ,

divψ +
∂χ0

∂y0
= ν0,

− rotψ − gradψ0 +
∂χ

∂y0
= ν.

(22)

4. Получение основной системы уравнений электромагнитного поля. Вид систе-
мы (22) указывает на то, что при соответствующем отождествлении величин χ0, χ, ψ0, ψ, μ, ν
имеем систему Максвелла. Для общности и большей симметрии и чтобы полностью использовать
все величины μ, ν введем гипотетические магнитные заряды с плотностями m, jm, разумеется
сохранив электрические заряды ρ и токи je.

В (22) положим
χ = H0 +H, ψ = i(E0 +E),

μ = −4πm+
4π

c
je, ν =

(
4πρ+

4π

c
jm

)
i.

(23)

Здесь H, E —напряженности магнитного и электрического поля, а H0, E0 — скалярные поля.
При этом принято, что ρ, m— объемные плотности электрических и магнитных зарядов, а je,

jm — соответственно поверхностные плотности токов. Выбор знаков электрических величин сов-
падает с общепринятым. Гипотетические магнитные заряды и токи выбраны исходя из двух тре-
бований: во-первых, единство знаков при переходе к уравнениям для потенциалов и во-вторых,
выполнение закона сохранения магнитного заряда.

Системе (23) в реальном времени следует придать вид

− divH − 1

c

∂E0

∂t
= −4πm,

rotH + gradH0 − 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
je,

divE − 1

c

∂H0

∂t
= 4πρ,

− rotE − gradE0 − 1

c

∂H

∂t
=

4π

c
jm.

(24)

Если в данной области зарядов и токов нет, то имеем однородную систему при наличии двух
скалярных полей H0, E0. Это соответствует обобщенной УКР (23). Если дополнительно потре-
бовать, что H0 = E0 = 0, то возвращаемся к общеизвестной системе Максвелла в области без
зарядов и токов.

Перенесем в (24) производные по времени t от скалярных полей H0, E0 направо:

divH = 4πm− 1

c

∂E0

∂t
. (25)
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Следовательно, временное изменение E0 равносильно некоторому магнитному заряду, так что
можно положить, что условный магнитный заряд m′ равен

m′ = m− 1

4πc

∂E0

∂t
. (26)

Таким образом, за плотности внутренних магнитных зарядов следует взять

mi = − 1

4πc

∂E0

∂t
. (27)

Проведя аналогичную операцию с третьим уравнением (24), имеем для полной плотности элек-
трических зарядов

ρ′ = ρ+
1

4πc

∂H0

∂t
. (28)

Поэтому для плотности внутренних электрических зарядов примем

ρi =
1

4πc

∂H0

∂t
. (29)

Эти заряды определены самой системой (24) и не являются внешне заданными. Они могут опре-
деляться подстановкой конкретной краевой задачи.

Обратимся к градиентным слагаемым и запишем

rotH =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
je − gradH0. (30)

Введем полный ток j′e

j ′e =
1

4π

∂E

∂t
− c

4π
gradH0 + je. (31)

Первое слагаемое уже давно известно как «ток смещения», третье — это «обычный» электри-
ческий ток; наконец, второе слагаемое назовем градиентным (внутренним) током. Внутренний
(фиктивный) ток jie∂t равен

jie∂t = − c

4π
gradH0. (32)

Наконец, обращаясь к закону Фарадея, введем токи j′m вида

rotE = −1

c

∂H

∂t
− gradE0 − 4π

c
jm. (33)

Уравнение (33) позволяет ввести полный магнитный ток j ′m по формуле

j ′m = jm +
c

4π
gradE0. (34)

Внутренний (градиентный) ток магнитных зарядов равен

jim =
c

4π
gradE0. (35)

5. Введение потенциалов электромагнитного поля. Легко видеть, что соотношения (9),
описывающие присоединенное преобразование, определяют введение электромагнитных потен-
циалов: достаточно принять

α = α0 +α = +b−A, β = β0 + β = −iϕ− iB. (36)

В развернутом виде имеем

H0 = − divA− 1

c

∂ϕ

∂t
, H = rotA+ grad b− 1

c

∂B

∂t
,

E0 = divB − 1

c

∂b

∂t
, E = − rotB − 1

c

∂A

∂t
− gradϕ.

(37)
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Поскольку нет определенности в выборе знаков скалярного и векторного потенциалов, опреде-
ленных магнитными зарядами, то за основу принято единство операторных видов уравнений для
потенциалов после подстановки (37) в систему Максвелла (24).

Δb(4)b = −4πm, Δb(4)A = −4π

c
je,

Δb(4)ϕ = −4πρ, Δb(4)B = −4π

c
jm.

Здесь Δb(4)— волновой оператор Даламбера.
Если гипотетических магнитных зарядов и токов нет (m = 0, jm = 0), то остается возможность,

что b, B удовлетворяют волновому уравнению и функции b, B входят в определение (37) полей.

6. Система уравнений Максвелла и закон сохранения электрического заряда. При-
ступим к изучению физического смысла соотношения (34)

Ã(μ, ν) = Δb(8)(χ,ψ), (38)

полученного ранее в развернутом виде:

D̄1μ+ νD2 = Δb(4)χ, −μD̄2 +D1ν = Δb(4)ψ. (39)

Переходя к записи в операциях векторного анализа согласно (19), (20) запишем

divμ− rotμ− gradμ0 +
∂ν0
∂y0

+
∂ν

∂y0
= Δb(4)χ,

−∂μ0
∂y0

− ∂μ

∂y0
− div ν + rot ν + grad ν0 = Δb(4)ψ.

(40)

Подставим все величины μ, ν согласно (23):

div
4π

c
je − rot

4π

c
je + grad 4πm+

1

c

∂4πρ

∂t
+

4π

c

∂jm
∂t

= Δb(4)(H0 +H),

1

c

∂4πm

∂t
+

1

c

∂
(
je

4π
c

)
∂t

− div
4π

c
jm + rot

4π

c
jm + 4πi grad ρ = Δb(4)[E0 +E].

(41)

Отделим скалярные части в уравнениях

4π

c

[
div je +

∂ρ

∂t

]
= Δb(4)H0,

4π

c

[
−∂m
∂t

− div jm

]
= Δb(4)E0. (42)

Левая часть первого уравнения (42) представляет известное уравнение непрерывности, а следо-
вательно, закон сохранения электрического заряда. Если считать закон сохранения строго дока-
занным экспериментально, то H0 —решение волнового уравнения

Δb(4)H0 = 0.

Рассмотрим смысл этого уравнения, исходя из понятия «внутреннего» заряда и тока, рассмот-
ренного ранее. Действительно, согласно (31), (29) имеем

Δb(4)H0 = −4π

c

[
∂ρie
∂t

+ div jie

]
.

Интерпретация второго соотношения (42) неоднозначна. Выбор, сделанный в работе, приводит
к закону сохранения магнитного заряда. Считаем, что возможен и другой результат.
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7. Заключение. В работе показано, что существуют операторы A, Ã, которые позволяют за-
писать уравнение электромагнитного поля как действие оператора A на упорядоченную пару
кватернионов (χ,ψ)

(μ, ν) = A(χ,ψ).

Здесь χ включает вектор напряженности магнитного поля H и некоторое скалярное поле
H0. Аналогично ψ включает вектор напряженности электрического поля E и соответствую-
щее скалярное поле E0. Кватернионы μ, ν определены как плотности зарядов и токов элек-
трических и магнитных. Введение электромагнитных потенциалов соответствует оператору Ã и
AÃ = ÃA = Δb(4), где Δb(4)— оператор Даламбера. Применение оператора Ã позволяет полу-
чить закон сохранения электрического заряда при определенных предположениях о скалярном
поле H0.
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Аннотация. При помощи априорных оценок, метода Фаэдо—Галеркина и других методов функ-
ционального анализа доказана корректность граничной задачи для уравнения Бюргерса с нели-
нейными граничными условиями типа Неймана в вырождающихся угловых областях в простран-
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1. Введение. Изучение уравнения Бюргерса имеет длинную историю, часть из которой дана
в работах [11] и [12], а также в монографиях [13] и [3].
В работах [11] и [12] в пространствах Соболева была установлена корректность однородной

задачи Дирихле для уравнения Бюргерса. При этом область независимых переменных вырожда-
лась по нелинейному закону.
В угловых областях задачи линейной теплопроводности с производными по времени в гра-

ничных условиях изучались в работе [7]. Была доказана корректность рассматриваемой задачи
в весовых классах Гельдера. В дальнейшем эти результаты были развиты в [15–17].
Проникновение фронта смачивания в пористую среду является классической задачей со сво-

бодной границей. Исторически первым и наиболее известным примером является модель Грина—
Ампта (Green–Ampt) для потока воды в почвах [14]. Существует огромное разнообразие ситуаций
(химически реагирующие среды, деформируемые среды, эффекты капиллярности, массообмен,
потоки смесей, среды со сложной структурой, загрязнение, рекультивация, заморозка грунта,
производство композитных материалов, пивоварение и др.).
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Как известно, подходящими моделями движения жидкости в пористых средах являются также
нелинейные уравнения Бюргерса и их модификации [19,20, 22–25].
Спектр применения краевых задач для уравнений параболического типа в области с границей,

изменяющейся во времени, достаточно широк. Подобного рода задачи возникают: при изучении
тепловых процессов в электрических контактах [5], процессов экологии и медицины [6], при ре-
шении некоторых задач гидромеханики [2], термомеханики при тепловом ударе [4] и так далее.
Обширная литература посвящена исследованию разрешимости линейных и нелинейных пара-

болических уравнений в цилиндрических областях. Однако, что касается нелинейных граничных
задач в вырождающихся нецилиндрических областях, то они изучены сравнительно мало.
Для угловых областей в лебеговых классах изучались линейные граничные задачи теплопро-

водности с однородными граничными условиями Дирихле и установлены теоремы об их разре-
шимости, сведением к сингулярным интегральным уравнениям Вольтерра второго рода [1, 9].
В [10] были изучены различные случаи неоднородности типа Дирихле по границе. В этих

случаях показано, что имеет место как единственная разрешимость, так и неединственная раз-
решимость для соответствующих граничных задач.
В данной работе в соболевских классах изучаются вопросы разрешимости граничной задачи

для уравнения Бюргерса в угловой области с нелинейными граничными условиями типа Неймана.
Рассматривается случай, когда одна часть границы является неподвижной, а вторая часть —
подвижна.
В п. 2 дается постановка изучаемой граничной задачи, и сформулирован основной результат ра-

боты. Мы изучаем вопросы однозначной разрешимости двух вспомогательных граничных задач
для уравнения Бюргерса в прямоугольной и непрямоугольной областях, которые используют-
ся при доказательстве основного результата работы. Первой вспомогательной задаче посвящены
разделы 3—7, в которых методами априорных оценок и Фаэдо—Галеркина устанавливается ее
корректность в классах Соболева. Корректность второй вспомогательной граничной задачи по-
казана в разделе 8. В разделах 9—11 доказана теорема 1 — основной результат работы. Работу
завершает краткое заключение.

2. Постановка задачи и основной результат. Пусть

Qxt =
{
x, t

∣∣ 0 < x < kt, 0 < t < T <∞, k > 0
}

— область, которая вырождается при t = 0, и Ωt = (0, kt) является сечением области Qxt для
фиксированного значения переменной t ∈ (0, T ). В области Qxt мы рассматриваем следующую
граничную задачу для уравнения Бюргерса:

∂tu+ u∂xu− ν∂2xu = f, (1)[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣∣∣
x=kt

= 0, (2)

f ∈ L2(Qxt), ν = const > 0. (3)

Замечание 1. Считаем, что присутствие нелинейного слагаемого u2/3 в граничных услови-
ях (2) продиктовано только наличием конвективного составляющего в уравнении Бюргерса, ко-
торое обеспечивает нелинейный «массовый» перенос и обмен на границе. Мы исходили из того
факта. что в уравнении (1) конвективный и диффузионный слагаемые можно записать в форме
∂x(u

2/2 − ν∂xu). Исходя из этих соображений, условия (2) названы условиями типа Неймана.

Задача 1. При условиях (3) установить разрешимость граничной задачи (1)—(2).

Имеет место следующий основной результат.

Теорема 1. Пусть f ∈ L2(Qxt) (3). Тогда граничная задача (1)—(2) имеет единственное
решение

u ∈ H2,1(Qxt) ≡ L2(0, T ;H
2(Ωt)) ∩H1(0, T ;L2(Ωt)).

Обозначения пространств в работе приняты как в [18]. Дальнейшее содержание работы посвя-
щено доказательству теоремы 1.
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3. Первая вспомогательная начально-граничная задача. В области

Qyt =
{
y, t

∣∣ y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )}
рассмотрим вспомогательную начально-граничную задачу:

∂tw + α(t)w∂yw − β(t)∂2yw + γ(y, t)∂yw = g, (4)[
α(t)

3
w2 − β(t)∂yw

]∣∣∣∣
y=0

= 0,

[
α(t)

3
w2 − β(t)∂yw

]∣∣∣∣
y=1

= 0, 0 < t < T, (5)

w(y, 0) = 0, 0 < y < 1. (6)

где заданные непрерывные функции α(t), β(t), γ(y, t) для всех t ∈ [0, T ] удовлетворяют условиям

α′(t) � 0, β′(t) � 0, α1 � α(t) � α2, β1 � β(t) � β2, |γ(y, t)| � γ1, |∂yγ(y, t)| � γ1 (7)

с заданными положительными постоянными αi, βi, i = 1, 2, γ1,

α(t), β(t) ∈ C1([0, T ]), ∂yγ(y, t) ∈ C(Q̄yt). (8)

Теорема 2. Пусть g ∈ L2(Qyt) и выполнены условия (7)—(8). Тогда начально-граничная за-
дача (4)—(6) имеет единственное решение

w ∈ H2,1(Qyt) ≡ L2(0, T ;H
2(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)).

4. Спектральная задача. Для применения метода Фаэдо—Галеркина необходимо решить
спектральную задачу

−Y ′′(y) = λ2Y (y), y ∈ (0, 1), (9)

Y ′(0) + λ2Y (0) = 0, (10)

Y ′(1)− λ2Y (1) = 0, (11)

получаемую применением метода разделения переменных (u(y, t) = F (t)Y (y)) из следующей за-
дачи:

∂tu− ∂2yu = 0, y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ),

∂tu− ∂xu
∣∣
y=0

= 0, ∂tu+ ∂xu
∣∣
y=1

= 0,

u(y, 0) = u0(y).

Общее решение уравнения (9) ищем в виде

Y (y) = C1 exp{iλy} + C2 exp{−iλy}, i =
√−1. (12)

Удовлетворяя (12) граничным условиям (10)—(11), получаем

Y01(y) = 1, λ01 = 0, tg
λ01
2

= −λ01, (13)

Y2n−1(y) = cos
λ2n−1(1− 2y)

2
, λ2n−1 = (2n − 1)π + ε2n−1, tg

λ2n−1

2
= −λ2n−1, n ∈ N, (14)

Y02(y) = sin
λ02(1− 2y)

2
, λ02 ≈ 2π

5
, ctg

λ02
2

= λ02, (15)

Y2n(y) = sin
λ2n(1− 2y)

2
, λ2n = 2nπ + ε2n, ctg

λ2n
2

= λ2n, n ∈ N. (16)

Нетрудно заметить, что решения уравнений

tg
λ2n−1

2
= −λ2n−1, n ∈ N, (17)

ctg
λ2n
2

= λ2n, n ∈ N, (18)

соответственно близки к точкам (2n−1)π и 2nπ, n ∈ N, и с ростом n приближаются сколь угодно
близко справа к соответствующим указанным точкам (2n − 1)π и 2nπ, n ∈ N, т.е. εn → 0+ при
n→ ∞. Если обозначим через 2x = (1− 2y)π, то получим: x ∈ (−π/2, π/2).
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По теореме Пэли—Винера (см. [21, гл. V, 86, пример]) система функций (14) и (16) полна
в L2(0, 1), так как для нее мало отличающейся будет система функций:√

2 cos x√
π

,

√
2 sin 2x√
π

,

√
2 cos 3x√

π
,

√
2 sin 4x√
π

, . . . , (19)

которая является полной в L2(−π/2, π/2). Для последней системы достаточно сделать замену
x1 = x+ π/2. Получим систему синусов:√

2 sinx1√
π

,

√
2 sin 2x1√

π
,

√
2 sin 3x1√

π
,

√
2 sin 4x1√

π
, . . . ,

которая полна в L2(0, π). Отметим, что система функций (14), (16) не является ортогональной
в L2(0, 1).

Замечание 2. Применимость теоремы Пэли—Винера следует из соотношений (M и θ—обо-
значения из работы [21]):

λ1 ≈ 3,673, λ1 − π ≈ 0,533, Mπ = |λ1 − π| < 0,54 < ln 2 ≈ 0,693, θ = exp{Mπ} − 1 < 1.

5. Постановка и решение приближенной задачи. Умножим уравнение (4) скалярно
в L2(0, 1) на функцию v ∈ H1(0, 1). В результате с учетом начального (6) и граничных усло-
вий (5) будем иметь слабую постановку задачи (4)—(6):

1∫

0

∂twvdy + α(t)

1∫

0

w∂ywvdy + β(t)

1∫

0

∂yw∂yvdy −
1∫

0

γ(y, t)∂ywvdy+

− α(t)

3
w2(1, t)v(1, t) +

α(t)

3
w2(0, t)v(0, t) =

1∫

0

gvdy, ∀v ∈ H1(0, 1), (20)

w(y, 0) = 0, y ∈ (0, 1). (21)
Введем приближенное решение

wn(y, t) =
n∑

j=1

cj(t)Yj(y), wn(y, 0) =
n∑

j=1

cj(0)Yj(y), (22)

которое удовлетворим приближенному варианту задачи (20)—(21):

1∫

0

∂twnYjdy + α(t)

1∫

0

wn∂ywnYjdy + β(t)

1∫

0

∂ywn∂yYjdy +

1∫

0

γ(y, t)∂ywnYjdy−

− α(t)

3
w2
n(1, t)Yj(1) +

α(t)

3
w2
n(0, t)Yj(0) =

1∫

0

gYjdy, (23)

wn(y, 0) = 0, y ∈ (0, 1), (24)
для всех j = 0, 1, . . . , n, и t ∈ [0, T ].

Лемма 1. Задача (23)—(24) имеет единственное решение wn(y, t).

Доказательство. В силу того, что система функций Y1(y), Y2(y), Y3(y), . . . является базисом
в L2(0, 1), имеем

det{Wn} = ‖(Yk(y), Yj(y))‖nk,j=1 �= 0 для любого конечного n;

Wn —матрица Грама, (·, ·)— скалярное произведение в L2(0, 1), An = (∂yYk(y), ∂yYj(y))
n
k,j=1,

w2
n(1, t)Yj(1, t) − w2

n(0, t)Yj(0, t) =

[ n∑
k=1

ck(t)Yk(1)

]2
Yj(1) −

[ n∑
k=1

ck(t)Yk(0)

]2
Yj(0).
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Введем обозначения
Gn(t) = {g0(t), . . . , gn(t)}, Pn(t) = {p0(t), . . . , pn(t)},
Hn(t) = {h0(t), . . . , hn(t)}, Cn(t) = {c1(t), . . . , cn(t)},

где

gj(t) =

1∫

0

gYj(y)dy, pj(t) = −α(t)
1∫

0

wn∂ywnYj(y)dy −
1∫

0

γ(y, t)∂ywn(y, t)Yj(y)dy,

hj(t) =
α(t)

3

[ n∑
k=1

ck(t)Yk(1)

]2
Yj(1)−

[ n∑
k=1

ck(t)Yk(0)

]2
Yj(0),

для всех j = 0, 1, . . . , n. Задача (23)—(24) эквивалентна следующей задаче Коши для конечной
системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений:

C ′
n(t) =W−1

n [−β(t)AnCn(t) + Pn(t) +Hn(t) +Gn(t)], Cn(0) = 0. (25)

Заметим, что функции pj(t), hj(t) хорошо определены, а функция gj(t) интегрируема в квадрате
(в силу g ∈ L2(Qyt)). Поэтому задача Коши (25) однозначно разрешима на некотором интервале
[0, T ′], где T ′ � T . Однако, согласно устанавливаемым далее априорным оценкам, получаем, что
это решение Cn(t) продолжается до конечного времени T .
Таким образом, находим функции Cn(t) = {cj(t), j = 0, 1, . . . , n} как решение задачи Коши (25)

для каждого фиксированного конечного n, а вместе с ними и единственное приближенное решение
wn(y, t) задачи (23)—(24). Лемма 1 доказана. �

6. Априорные оценки.

Лемма 2. Существует такая положительная не зависящая от n постоянная K1, что для
всех t ∈ [0, T ] имеет место оценка

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � K1. (26)

Доказательство. Умножая (23) на cj(t), суммируя по j от 1 до n и используя равенство
1∫

0

wn(y, t)∂ywn(y, t)wn(y, t)dy =
1

3
w3
n(1, t)−

1

3
w3
n(0, t),

получаем

1

2

d

dt

1∫

0

|wn(y, t)|2dy + β(t)

1∫

0

|∂ywn(y, t)|2dy =

= −
1∫

0

γ(y, t)∂ywn(y, t)wn(y, t)dy +

1∫

0

g(y, t)wn(y, t)dy. (27)

Интегрируя (27) по t от 0 до t и используя ε-неравенство Коши1, получим

−
1∫

0

γ(y, t)∂ywn(y, t)wn(y, t)dy � β1
2
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+
γ21
2β1

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
,

1Т.е. неравенство

ab � ε

2
a2 +

1

2ε
b2.
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1∫

0

g(y, t)wn(y, t)dy � 1

2
‖g(y, t)‖2L2(0,1)

+
1

2
‖wn(y, t)‖2L2(0,1)

;

таким образом,

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂ywn(y, τ)‖2L1(0,1)
dτ �

�
(
γ21
β1

+ 1

) t∫

0

‖wn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ +

T∫

0

‖g(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ. (28)

Из (28) следует

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
�

(
γ21
β1

+ 1

) t∫

0

‖wn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ +

T∫

0

‖g(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ.

Применяя неравенство Гронуолла, получим оценку для ‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
. Используя эту оценку

в (28), устанавливаем требуемую оценку леммы 2. �
Пользуясь вложением H1(0, 1) ↪→ C([0, 1]), из леммы 2 получаем следующее утверждение.

Следствие 1. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K ′
1, что

для всех t ∈ [0, T ] имеет место неравенство
t∫

0

|wn(0, τ)|2dτ +
t∫

0

|wn(1, τ)|2dτ � 2B

t∫

0

‖wn(y, t)‖2H1(0,1) � K ′
1, (29)

где B—постоянная вложения H1(0, 1) ↪→ C([0, 1]).

Лемма 3. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K2, что для
всех t ∈ (0, T ] имеет место неравенство

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂2ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � K2. (30)

Доказательство. Учитывая равенство
n∑

j=1

cjλ
2
jYj(y) = −

n∑
j=1

cj∂
2
yYj(y) = −∂2ywn(y, t),

которое следует из (9) и (22), умножая равенство (23) на cjλ2j и суммируя по j от 1 до n, получаем

1

2

d

dt
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+ β(t)‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)
=

= α(t)(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t)) + (γ(y, t)∂ywn(y, t), ∂

2
ywn(y, t))−

− (g(y, t), ∂2ywn(y, t)) + ∂twn(y, t)∂ywn(y, t)|y=1
y=0 =

= α(t)(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t)) + (γ(y, t)∂ywn(y, t), ∂

2
ywn(y, t))−

− (g(y, t), ∂2ywn(y, t)) +
α(t)

9β(t)
∂t[wn(y, t)]

3|y=1
y=0. (31)

Воспользуемся соотношениями
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t∫

0

α(t)

9β(t)
∂t[wn(1, t)]

3dt =
α(t)

9β(t)
[wn(1, t)]

3 −
t∫

0

α′(t)β(t)− α(t)β′(t)
9[β(t)]2

[wn(1, t)]
3dt �

� α2

9β1
|wn(1, t)|3 + C1

t∫

0

|wn(1, t)|3dt, где 9C1β
2
1 = max

0�t�T
|α′(t)β(t) − α(t)β′(t)|.

(аналогичные соотношения верны и для слагаемого с wn(0, t)), установим следующую оценку:

α2

9β1
|wn(1, t)|3 � α2

9β1
‖wn(y, t)‖3L∞(0,1) �

α2

9β1
‖wn(y, t)‖3/2H1(0,1)

‖wn(y, t)‖3/2L2(0,1)
=

=
α2

9β1
‖wn(y, t)‖3/2H1(0,1)

‖wn(y, t)‖1/2L2(0,1)
‖wn(y, t)‖L2(0,1).

В предыдущем соотношении мы использовали интерполяционное неравенство1. Теперь, применяя
неравенство Юнга, имеем

|AB| =
∣∣∣∣(a1/pA)

(
a1/q

B

a

)∣∣∣∣ �
a

p
|A|p + a

qaq
|B|q; (32)

здесь p−1 + q−1 = 1 и

A = ‖wn(y, t)‖3/2H1(0,1)
, B =

α2

9β1
‖wn(y, t)‖L2(0,1)‖wn(y, t)‖1/2L2(0,1)

, a =
1

6
, p =

4

3
, q = 4.

Отсюда получаем

α2

9β1
|wn(1, t)|3 � 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
1

8
+

2α4
2

35β41
‖wn(y, t)‖4L2(0,1)

]
‖wn(y, t)‖2L2(0,1)

�

� 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+D1, (33)

где постоянная D1 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1. Аналогично предыду-
щему получаем

α2

9β1
|wn(0, t)|3 � 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
1

8
+

2α4
2

35β41
‖wn(y, t)‖4L2(0,1)

]
‖wn(y, t)‖2L2(0,1)

�

� 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+D0, (34)

где постоянная D0 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1.
Рассмотрим оценки нелинейных слагаемых из (31). Прежде всего, имеем

|(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t))| � ‖wn(y, t)‖L4(0,1)‖∂2ywn(y, t)‖L2(0,1)‖∂ywn(y, t)‖L4(0,1) �

� ‖wn(y, t)‖L4(0,1)‖∂ywn(y, t)‖H1(0,1)‖∂ywn(y, t)‖L4(0,1). (35)

Далее, учитывая интерполяционное неравенство

α2‖∂ywn(y, t)‖L4(0,1) � C‖∂ywn(y, t)‖1/2H1(0,1)
‖∂ywn(y, t)‖1/2L2(0,1)

∀∂ywn(y, t) ∈ H1(0, 1)

(см. [8, Theorems 5.8—5.9, p. 140—141]), из (35) получим

α2|(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t))| �

� C‖wn(y, t)‖L4(0,1)‖∂ywn(y, t)‖3/2H1(0,1)
‖∂ywn(y, t)‖1/2L2(0,1)

�

� β1
8
‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
β1
8

+ C2‖wn(y, t)‖4L4(0,1)

]
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

. (36)

1См. [8, Theorems 5.8—5.9, p. 140—141]
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Здесь мы воспользовались неравенством Юнга (32), где

A = ‖∂yw̃n(y, t)‖3/2H1(0,1)
, B = C‖w̃n(y, t)‖L4(0,1)‖∂yw̃n(y, t)‖1/2L2(0,1)

, a =
β1
6
, p =

4

3
, q = 4.

Далее, для двух последних слагаемых из (31) будем иметь

γ1|(∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t))| � β1

8
‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+ C3‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
, (37)

|(g(y, t), ∂2ywn(y, t))| � β1
4
‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+C4‖g(y, t)‖2L2(0,1)
. (38)

С учетом неравенств (33)—(38), интегрируя (31) от 0 до t, получаем

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂2ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � A4‖g(y, t)‖2L2(Q)+

+

t∫

0

A5(τ)‖∂ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ + 2C0

t∫

0

|wn(0, t)|3dt+ 2C1

t∫

0

|wn(1, t)|3dt+ 2(D0 +D1), (39)

где

A4 = 2C4, A5(t) =
1

2
+
β1
4

+ 2C2‖wn(y, t)‖4L4(0,1)
+ 2C3.

Оценим два последних интегральных слагаемых из (39). Используя (33)—(34), имеем

2C0

t∫

0

|wn(0, t)|3dt � C0

4

t∫

0

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
dt+ 2D0T,

2C1

t∫

0

|wn(0, t)|3dt � C1

4

t∫

0

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
dt+ 2D1T,

Таким образом, (39) принимает вид

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂2ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � A4‖g(y, t)‖2L2(Q)+

+

t∫

0

[
A5(τ) +

C0 + C1

4

]
‖∂ywn(y, τ)‖2L2(0,1)

dτ + 2(D0 +D1)(1 + T ), (40)

Из неравенства (40) аналогично доказательству леммы 2, получаем искомую оценку (30). Лемма 3
доказана. �

Лемма 4. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K3, что для
всех t ∈ (0, T ] имеет место неравенство

‖∂twn(y, t)‖2L2(Qyt)
� K3. (41)

Доказательство. Запишем уравнение (4) для приближенного решения wn(y, t):

∂twn + α(t)wn∂yw − β(t)∂2ywn + γ(y, t)∂ywn = g. (42)

Из уравнения (42) получаем

‖∂twn‖L2(Qyt) � α2‖wn∂ywn‖L2(Qyt) + β2‖∂2ywn‖L2(Qyt) + γ1‖∂ywn‖L2(Qyt) + ‖g‖L2(Qyt). (43)

Согласно вложению H1(0, 1) ↪→ L∞(0, 1) имеет место неравенство

‖wn‖L∞(0,1) � B‖wn‖H1(0,1).
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Учитывая леммы 2 и 3, получаем

‖wn∂ywn‖2L2(Qyt)
�

T∫

0

‖wn(y, t)‖2L∞(0,1)‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
dt �

� B‖∂ywn(y, t)‖2L∞(0,T ;L2(0,1))

T∫

0

‖wn(y, t)‖2H1(0,1)dt � BK2K1(1 + T ), (44)

где B —постоянная вложения H1(0, 1) ↪→ L∞(0, 1), K1 и K2 —постоянные из лемм 2 и 3 соответ-
ственно. Теперь оценка (41) следует из (43), (44) и лемм 2 и 3. Лемма 4 доказана. �

7. Однозначная разрешимость первой вспомогательной задачи (4)—(6). Леммы 2—4
показывают, что последовательность галеркинских приближений {wn(y, t), n = 1, 2, 3, . . .} огра-
ничена в пространстве L∞(0, T ;H1(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H

2(0, 1)), а последовательность {∂twn(y, t),
n = 1, 2, 3, . . .}— в L2(0, T ;L2(0, 1)).
Таким образом, можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность (для которой со-

храним прежнее обозначение индексов n):

wn(y, t) → w(y, t) слабо в L2(0, T ;H
2(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)), (45)

wn(y, t) → w(y, t) сильно в L2(0, T ;H
1(0, 1)) и п.в. в Qyt, (46)

Лемма 5. Пусть выполнены условия (7)—(8) и g ∈ L2(Qyt). Тогда начально-граничная зада-
ча (4)—(6) имеет слабое решение в пространстве H2,1(Qyt).

Доказательство. Пусть ϕ(t) ∈ D((0, T )) (здесь D((0, T ))—класс бесконечно дифференцируемых
финитных функций). Введем обозначение vj(y, t) = ϕ(t)Yj(y), где Yj(y) ∈ H1(0, 1). Умножая
интегральное тождество (23) на функцию ϕ(t) ∈ D((0, T )) и интегрируя полученный результат
по t от 0 до T , получим

T∫

0

1∫

0

[∂twn + α(t)wn∂ywn − β(t)∂2ywn + γ(y, t)∂ywn]vjdydt+

+

T∫

0

[
β(t)∂ywn(1, t)− α(t)

3
w2
n(1, t)

]
vj(1, t)dt +

T∫

0

[
−β(t)∂ywn(0, t) +

α(t)

3
w2
n(0, t)

]
vj(0, t)dt =

=

T∫

0

1∫

0

gvjdydt, ∀ϕ(t) ∈ D((0, T )), ∀j = 1, . . . , n. (47)

Так как D((0, T );H1(0, 1)) плотно в L2(0, T ;H
1(0, 1)), интегральное тождество (47) можно пере-

писать в виде

T∫

0

1∫

0

[∂twn + α(t)wn∂ywn − β(t)∂2ywn + γ(y, t)∂ywn]vdydt+

+

T∫

0

[
β(t)∂ywn(1, t) − α(t)

3
w2
n(1, t)

]
v(1, t)dt +

T∫

0

[
−β(t)∂ywn(0, t) +

α(t)

3
w2
n(0, t)

]
v(0, t)dt =

=

T∫

0

1∫

0

gvdydt, ∀v(y, t) ∈ L2(0, T ;H
1(0, 1)). (48)
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В интегральном тождестве (48) перейдем к пределу при n→ ∞. В выражениях, соответствующих
линейным слагаемым уравнения (4) и граничных условий (5), переход к пределам осуществляется
согласно соотношениям (45). Для нелинейных слагаемых имеем

T∫

0

1∫

0

α(t)wn(y, t)∂ywn(y, t)v(y, t)dydt =

T∫

0

α(t)

1∫

0

[wn(y, t)− w(y, t)]∂ywn(y, t)v(y, t)dxdt+

+

T∫

0

α(t)

1∫

0

w(y, t)∂ywn(y, t)v(y, t)dxdt →
T∫

0

α(t)

1∫

0

w(y, t)∂yw(y, t)v(y, t)dxdt, (49)

так как согласно (46) и (45) имеет место предельное соотношение

T∫

0

α(t)

1∫

0

[wn(y, t)− w(y, t)]∂ywn(y, t)v(y, t)dxdt → 0.

Далее, согласно (48) и (46) аналогично предыдущему будем иметь

T∫

0

wn(1, t)wn(1, t)v(1, t)dt =

T∫

0

[wn(1, t)− w(1, t)]wn(1, t)v(1, t)dt+

+

T∫

0

w(1, t)wn(1, t)v(1, t)dt →
T∫

0

w2(1, t)v(1, t)dt, (50)

T∫

0

wn(0, t)wn(0, t)v(0, t)dt =

T∫

0

[wn(0, t)− w(0, t)]wn(0, t)v(0, t)dt+

+

T∫

0

w(0, t)wn(0, t)v(0, t)dt →
T∫

0

w2(0, t)v(0, t)dt. (51)

Итак, переходя к пределу при n → ∞ в интегральном тождестве (48) с учетом предельных
соотношений (49)—(51), а также в начальном условии (22), получим

T∫

0

1∫

0

[∂tw + α(t)w∂yw − β(t)∂2yw + γ(y, t)∂yw]vdydt+

+

T∫

0

[
β(t)∂yw(1, t) − α(t)

3
w2(1, t)

]
v(1, t)dt +

T∫

0

[
−β(t)∂yw(0, t) + α(t)

3
w2(0, t)

]
v(0, t)dt =

=

T∫

0

1∫

0

gvdydt, ∀v(y, t) ∈ L2(0, T ;H
1(0, 1)). (52)

1∫

0

w(y, 0)ψ(y)dy = 0, ∀ψ ∈ L2(0, 1). (53)
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Заметим, что интегральное тождество (52) справедливо и для любых тестовых функций
v(y, t) ∈ L2(0, T ;H

1
0 (0, 1)) ⊂ L2(0, T ;H

1(0, 1)), т.е. имеем
T∫

0

1∫

0

[∂tw + α(t)w∂yw − β(t)∂2yw + γ(y, t)∂yw − g]vdydt = 0, ∀v(y, t) ∈ L2(0, T ;H
1
0 (0, 1)). (54)

Далее, возвращаясь к (52) и учитывая, что следы v(1, t) и v(0, t) из L2(0, T ) тестовых функций
v ∈ L2(0, T ;H

1(0, 1)) независимы друг от друга и произвольны, в этом случае из (52) следуют
тождества

T∫

0

[
β(t)∂yw(1, t) − α(t)

3
w2(1, t)

]
ψ1(t)dt = 0, ∀ψ1(t) ∈ L2(0, T ), (55)

T∫

0

[
−β(t)∂yw(0, t) + α(t)

3
w2(0, t)

]
ψ0(t)dt = 0, ∀ψ0(t) ∈ L2(0, T ), (56)

т.е. подынтегральные выражения в квадратных скобках из (54)—(56) определяют нулевые функ-
ционалы над пространствами L2(0, T ;H

1
0 (0, 1)) и L2(0, T ), и принадлежат пространствам 0 ∈

L2(0, T ;H
−1(0, 1)) ⊂ D′(Qyt) и 0 ∈ L2(0, T ) ⊂ D′((0, T )). Таким образом, из (54)—(56) получаем,

что слабая предельная функция w(y, t) удовлетворяет уравнению (4) и граничным условиям (5),
а из (53) следует, что она удовлетворяет начальному условию (6). Этим завершается доказатель-
ство леммы 5. �

Лемма 6. При условиях леммы 5 решение w ∈ H2,1(Qyt) начально-граничной задачи (4)—(6)
единственно.

Доказательство. Пусть начально-граничная задача (4)—(6) имеет два различных решения
w(1)(y, t) и w(2)(y, t). Тогда их разность w(y, t) = w(1)(y, t)−w(2)(y, t) будет удовлетворять следу-
ющей однородной задаче:

∂tw + α(t)w∂yw
(1) + α(t)w(2)∂yw − β(t)∂2yw = 0, (57)[

α(t)

3
w(w(1) + w(2))− β(t)∂yw

] ∣∣∣∣
y=0

= 0, (58)
[
α(t)

3
w(w(1) + w(2))− β(t)∂yw

] ∣∣∣∣
y=1

= 0. (59)

Согласно леммам 2 и 3 имеем

w(i)(y, t) ∈ L∞(0, T ;H1(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H
2(0, 1)), i = 1, 2. (60)

Умножая уравнение (57) на функцию w(y, t) скалярно в L2(0, 1) и учитывая (58)—(60), получаем

1

2

d

dt
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

+ β1‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)
� α(t)

3
|w(1, t)|2|[w(1)(1, t) +w(2)(1, t)]|+

+
α(t)

3
|w(0, t)|2|[w(1)(0, t) + w(2)(0, t)]| + α(t)

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

[w2∂yw
(1) + w(2)w∂yw]dy

∣∣∣∣∣∣
. (61)

Оценим правую часть (61). Согласно (60) лемме 2 имеем

α(t)

3
[w(1)(1, t) + w(2)(1, t)]|w(1, t)|2 �

� α2

3

[‖w(1)(1, t)‖L∞(0,T ) + ‖w(2)(1, t)‖L∞(0,T )

]|w(1, t)|2 � C1|w(1, t)|2, (62)
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α(t)

3
[w(1)(0, t) + w(2)(0, t)]|w(0, t)|2 �

� α2

3

[‖w(1)(0, t)‖L∞(0,T ) + ‖w(2)(0, t)‖L∞(0,T )

]|w(0, t)|2 � C2|w(0, t)|2, (63)

Далее,

α(t)

1∫

0

[w2∂yw
(1) +w(2)w∂yw]dy = α(t)[|w(1, t)|2w(1)(1, t)− |w(0, t)|2w(1)(0, t)]+

+ α(t)

1∫

0

[−2w(1)w∂yw + w(2)w∂yw]dy � C3|w(1, t)|2 + C4|w(0, t)|2+

+
α2
2

β1

[
2‖w(1)‖L∞(Q) + ‖w(2)‖L∞(Q)

]2‖w‖2L2(0,1)
+
β1
4
‖∂yw‖2L2(0,1)

�

� C3|w(1, t)|2 + C4|w(0, t)|2 + C5‖w(y, t)‖2L2(0,1)
+
β1
4
‖∂yw‖2L2(0,1)

. (64)

Справедливы оценки

(C1 + C3)|w(1, t)|2 � (C1 + C3)‖w(y, t)‖2L∞(0,1) �
� (C1 + C3)B‖w(y, t)‖H1(0,1)‖w(y, t)‖L2(0,1) �

� β1
8
‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
β1
8

+
2(C1 + C3)

2B2

β1

]
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

, (65)

(C2 + C4)|w(0, t)|2 � (C2 + C4)‖w(y, t)‖2L∞(0,1) �
� (C2 + C4)B‖w(y, t)‖H1(0,1)‖w(y, t)‖L2(0,1) �

� β1
8
‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
β1
8

+
2(C2 + C4)

2B2

β1

]
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

, (66)

где B —норма оператора вложения H1(0, 1) ↪→ L∞(0, 1).
На основе соотношений (61)—(66) устанавливаем

d

dt
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

+ β1‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)
�

�
[
β1
2

+
4B2

β1
((C1 + C3)

2 + (C2 + C4)
2) + 2C5

]
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

, ∀t ∈ (0, T ].

Отсюда, применяя неравенство Гронуолла, получаем

‖w(y, t)‖2L2(0,1)
≡ 0, ∀t ∈ (0, T ].

Это означает, что w(1)(y, t) ≡ w(2)(y, t) в L2(Qyt), т.е. решение начально-граничной задачи (4)—(6)
единственно. Лемма 6 доказана. �
Таким образом, из лемм 5 и 6 вытекает справедливость теоремы 2. Теорема 2 будет также

использована в последующих разделах для решения задачи 1, т.е. при доказательстве теоремы 1.

8. Вторая вспомогательная начально-граничная задача. В области

Qxt =
{
x, t

∣∣ 0 < x < t0 + kt, 0 < t < T, t0 > 0
}

рассмотрим начально-граничную задачу

∂tu+ u∂xu− ν∂2xu = f, (67)[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣∣∣
x=t0+kt

= 0 (68)
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с начальным условием
u(x, 0) = 0, x ∈ (0, t0), (69)

где ν, k— заданные положительные постоянные, функция f(x, t) удовлетворяет условию

f ∈ L2(Qxt). (70)

Задача 2. Доказать однозначную разрешимость начально-граничной задачи (67)—(69) при
условии (70).

С помощью обратимого преобразования независимых переменных

y = y(x, t) =
x

t0 + kt
, t = t;x = x(y, t) = y(t0 + kt), t = t

перейдем от {x, t} к {y, t}. При этом область Qxt преобразуется в прямоугольную область

Qyt =
{
y, t : 0 < y < 1, 0 < t < T

}
.

Задача 2 принимает следующий вид:

∂tw +
1

t0 + kt
w∂yw − ν

(t0 + kt)2
∂2yw − ky

t0 + kt
∂yw = g(y, t), (71)

[
1

3
(w)2 − ν

t0 + kt
∂yw

]∣∣∣∣
y=0

= 0,

[
1

3
(w)2 − ν

t0 + kt
∂yw

]∣∣∣∣
y=1

= 0, (72)

с начальным условием
w(y, 0) = 0, y ∈ (0, 1), (73)

где w(y, t) = u(x(y, t), t), g(y, t) = f(x(y, t), t),
Начально-граничная задача (71)—(73) является частным случаем первой вспомогательной за-

дачи (4)—(6), где функции

α(t) =
1

t0 + kt
, β(t) =

ν

(t0 + kt)2
, γ(y, t) =

ky

t0 + kt
,

удовлетворяют условиям (7)—(8). Поэтому, как следствие теоремы 2, получаем следующее утвер-
ждение.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (70) и g ∈ L2(Qyt). Тогда начально-граничная зада-
ча (71)—(73) однозначно разрешима в пространстве w(y, t) ∈ H2,1(Qyt).

Далее, учитывая соответствие пространств в областях Qxt и Qyt, т.е.

g ∈ L2(Qyt) ⇐⇒ f ∈ L2(Qxt),

w ∈ H2,1(Qyt) = L2(0, T ;H
2(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)) ⇐⇒ u ∈ H2,1(Qxt) =

= L2(0, T ;H
2(0, t0 + kt)) ∩H1(0, T ;L2(0, t0 + kt)),

устанавливаем следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (70) и f ∈ L2(Qxt). Тогда начально-граничная зада-
ча (67)—(69) однозначно разрешима в пространстве u(x, t) ∈ H2,1(Qxt).

9. К решению задачи 1. Области

Qxt =
{
x, t

∣∣ 0 < x < kt, 0 < t < T
}

из раздела 2 поставим в соответствие семейство областей

Qn
xt =

{
x, t

∣∣ 0 < x < kt, 1/n < t < T
}
, n ∈ N

∗ ≡ {n ∈ N | n � n1, 1/n1 < T},
представляющих собой трапеции, и Ωt = (0, kt) является сечением Qn

xt для заданного значения
переменной t ∈ (1/n, T ). Заметим, что в точке t = 1/n область Qn

xt не вырождается, при этом,
между исходной областью Qxt и областями Qn

xt имеют место строгие вложения

Qn
xt ⊂ Qn+1

xt ⊂ . . . ⊂ Qxt;
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очевидно,
lim
n→∞Qn

xt = Qxt.

На трапеции Qn
xt мы рассмотрим следующую начально-граничную задачу для уравнения Бюр-

герса относительно функции un(x, t):

∂tun + un∂xun − ν∂2xun = fn, (74)[
1

3
(un)

2 − ν∂xun

]∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
1

3
(un)

2 − ν∂xun

]∣∣∣∣
x=kt

= 0 (75)

с начальным условием
un(x, 1/n) = 0, x ∈ Ω1/n = (0, k/n). (76)

Для каждого фиксированного n ∈ N
∗ начально-граничная задача (74)—(76) является задачей

вида (67)—(69) при условиях (70), для которой справедлива теорема 4. Из теоремы 4 получаем
следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть fn ∈ L2(Q
n
xt). Тогда для каждого фиксированного n ∈ N

∗ начально-гранич-
ная задача (74)—(76) однозначно разрешима в пространстве un(x, t) ∈ H2,1(Qn

xt).

Для продолжения доказательства теоремы 1 понадобится следующее утверждение

Теорема 6. При условиях теорем 1 и 5 справедлива оценка

‖un(x, t)‖2H2,1(Qn
xt)

� C‖fn(x, t)‖2L2(Qn
xt)
. (77)

Для доказательства теоремы 6 установим следующие три леммы.

Лемма 7. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K1, что для
всех t ∈ [1/n, T ] имеет место оценка

‖un(x, t)‖2L2(Ωt)
+ ν

t∫

1/n

‖∂xun(x, τ)‖2L2(Ωt)
dτ � K1‖fn(x, t)‖2L2(Qn

xt)
. (78)

Доказательство. Умножая (74) на un(x, t) скалярно в L2(Ωt) и используя равенства
kt∫

0

un(x, t)∂xun(x, t)un(x, t)dx =
1

3
u3n(kt, t)−

1

3
u3n(0, t),

d

dt
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

= 2

kt∫

0

∂tun(x, t)un(x, t)dx+ k|un(kt, t)|2,

получаем

1

2

d

dt

kt∫

0

|un(x, t)|2dx+ ν

kt∫

0

|∂xun(x, t)|2dx =

kt∫

0

fn(x, t)un(x, t)dx +
k

2
|un(kt, t)|2. (79)

Установим оценки для двух последних слагаемых из (79). Имеем
kt∫

0

fn(x, t)un(x, t)dx � 1

2
‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)

+
1

2
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

, (80)

k

2
|un(kt, t)|2 � k

2
‖un(x, t)‖2L∞(Ωt)

� kK2

2
‖un(x, t)‖H1(Ωt)‖un(x, t)‖L2(Ωt) �

� ν

2
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+

[
ν

2
+
k2K4

8ν

]
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

, (81)
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где K — величина из интерполяционного неравенства. Из (79)—(81) следует
d

dt
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
� ‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)

+K0‖un(x, t)‖2L2(Ωt)
,

где

K0 = ν +
k2B2

4ν
+ 1.

Отсюда получаем два неравенства
d

dt
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

� ‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)
+K0‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

, ‖un(x, 1/n)‖2L2(Ω1/n)
= 0, (82)

2ν‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
� ‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)

+K0‖un(x, t)‖2L2(Ωt)
. (83)

Наконец, применяя неравенство Гронуолла, из (82)—(83) получаем оценку (78). Лемма 7 доказа-
на. �

Лемма 8. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K2, что для
всех t ∈ [1/n, T ] имеет место оценка

‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
+

t∫

1/n

‖∂2xun(x, τ)‖2L2(Ωt)
dτ + k‖∂xu(kt, t)‖2L2(1/n,t)

� K2‖fn(x, t)‖2L2(Qn
xt)
. (84)

Доказательство. Умножая уравнение (74) на −∂2xun(x, t) скалярно в L2(Ωt) и используя равен-
ство

d

dt
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

= 2

∫

Ωt

∂t∂xun(x, t)∂xun(x, t)dx+ k|∂xun(kt, t)|2,

получаем

1

2

d

dt
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂2xun(x, t)‖2L2(Ωt)
=

(
un(x, t)∂xun(x, t), ∂

2
xun(x, t)

)−

− (
fn(x, t), ∂

2
xun(x, t)

)
+ ∂tun(x, t)∂xun(x, t)

∣∣x=kt

x=0
+
k

2
|∂xun(kt, t)|2 =

=
(
un(x, t)∂xun(x, t), ∂

2
xun(x, t)

)−
− (

fn(x, t), ∂
2
xun(x, t)

)
+

1

9ν
∂t[un(x, t)]

3
∣∣x=kt

x=0
+
k

2
|∂xun(kt, t)|2. (85)

Далее, отметим справедливость следующего равенства:
t∫

1/n

∂tun(x, t)∂xun(x, t)|x=kt
x=0 dt =

1

9ν
[un(kt, t)]

3 − 1

9ν
[u(0, t)]3 − k‖∂xu(kt, t)‖2L2(1/n,t)

, (86)

где использованы граничные условия (75) и равенство
d

dt
un(kt, t) = ∂tun(x, t)|x=kt + k∂xun(x, t)|x=kt.

Для первых двух слагаемых справа для (86) установим следующие оценки:

1

9ν
|un(kt, t)|3 � ‖un(x, t)‖3L∞(Ωt)

� 1

9ν
‖un(x, t)‖3/2H1(Ωt)

‖un(x, t)‖3/2L2(Ωt)
=

=
1

9ν
‖un(x, t)‖3/2H1(Ωt)

‖un(x, t)‖1/2L2(Ωt)
‖un(x, t)‖L2(Ωt).

В предыдущем соотношении мы использовали интерполяционное неравенство. Теперь, применяя
неравенство Юнга (32), где в (32) приняты обозначения

A = ‖un(x, t)‖3/2H1(Ωt)
, B =

1

9ν
‖un(x, t)‖L2(Ωt)‖un(x, t)‖1/2L2(Ωt)

, a =
1

6
, p =

4

3
, q = 4,
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получаем

1

9ν
|un(kt, t)|3 � 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+

[
1

8
+

2

35ν4
‖un(x, t)‖4L2(Ωt)

]
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

�

� 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+D1, (87)

где постоянная D1 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1. Аналогично предыду-
щему получаем

1

9ν
|un(0, t)|3 � 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+

[
1

8
+

2

35ν4
‖un(x, t)‖4L2(Ωt)

]
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

�

� 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+D0, (88)

где постоянная D0 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1.
Рассмотрим оценки нелинейных слагаемых из (85). Прежде всего, имеем

|(un(x, t)∂xun(x, t), ∂2xun(x, t))| �
� ‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂2xun(x, t)‖L2(Ωt)‖∂xun(x, t)‖L4(Ωt) �

� ‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂xun(x, t)‖H1(Ωt)‖∂xun(x, t)‖L4(Ωt). (89)

Далее, учитывая интерполяционное неравенство

‖∂xun(x, t)‖L4(Ωt) � C‖∂xun(x, t)‖1/2H1(Ωt)
‖∂xun(x, t)‖1/2L2(Ωt)

, ∀∂xun(x, t) ∈ H1(Ωt)

(см. [8, Theorems 5.8—5.9, p. 140—141]), из (88) получим

|(un(x, t)∂xun(x, t), ∂2xun(x, t))| �
� C‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂xun(x, t)‖3/2H1(Ωt)

‖∂xun(x, t)‖1/2L2(Ωt)
�

� ν

8
‖∂2xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+
[ν
8
+ C2‖un(x, t)‖4L4(Ωt)

]
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

. (90)

Здесь мы воспользовались неравенством Юнга (32), где a = ν/6, p = 4/3, q = 4,

A = ‖∂xun(x, t)‖3/2H1(Ωt)
, B = C‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂xun(x, t)‖1/2L2(Ωt)

.

В (85) оценим последнее слагаемое справа. Учитывая интерполяционное неравенство, имеем

k

2
|∂xun(kt, t)|2 � k

2
‖∂xun(x, t)‖2L∞(Ωt)

� kK2

2
‖∂xun‖H1(Ωt)‖∂xun‖L2(Ωt) �

� ν

8
‖∂2xun‖2L2(Ωt)

+

[
ν

8
+
k2K4

2ν

]
‖∂xun‖2L2(Ωt)

, (91)

где K —постоянная из [8, Theorem 5.9, p. 140—141].
Наконец, для неоцененного слагаемого из (85) имеем

|(fn(x, t), ∂2xun(x, t))| �
ν

4
‖∂2xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+C4‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)
. (92)

Из (85), (87)—(92), интегрируя (85) по t от 1/n до t, получаем

‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
+ ν

t∫

1/n

‖∂2xun(x, τ)‖2L2(Ωτ )
dτ + k‖∂xu(kt, t)‖2L2(1/n,t)

�

� 2C4

t∫

1/n

‖fn(x, τ)‖2L2(Ωτ )
dτ +

t∫

1/n

C5(τ)‖∂xun(x, τ)‖2L2(Ωτ )
dτ +D0 +D1, (93)
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где

C5(t) =
ν

2
+
k2K4

ν
+ 2C2‖un(x, t)‖4L4(Ωt)

.

Из неравенства (93) аналогично доказательству леммы 7 получаем искомую оценку (84). Лемма 8
доказана. �

Лемма 9. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K3, что для
всех t ∈ (1/n, T ] имеют место неравенство

‖∂tun(x, t)‖2L2(Qn
xt)

� K3‖fn‖2L2(Qn
xt)
. (94)

Доказательство. Оценка (94) следует из уравнения (74). Действительно, имеем

‖∂tun‖L2(Qn
xt)

� ‖un∂xun‖L2(Qn
xt)

+ ν‖∂2xun‖L2(Qn
xt)

+ ‖fn‖L2(Qn
xt)

� K3‖fn‖L2(Qn
xt)
,

где требуется получить оценку только для слагаемого un∂xun. Согласно оценкам (78) и (84) из
лемм 7–8 находим

‖un∂xun‖2L2(Qn
xt)

�
T∫

1/n

‖un‖2L∞(Ωt)
‖∂xun‖2L2(Ωt)

dt �

� ‖∂xun‖2L∞(1/n,T ;L2(Ωt))

T∫

1/n

‖un‖H1(Ωt)‖un‖L2(Ωt)dt.

Далее, получаем

T∫

1/n

‖un‖H1(Ωt)‖un‖L2(Ωt)dt �
1

2

T∫

1/n

[
‖un‖2H1(Ωt)

+ ‖un‖2L2(Ωt)

]
dt =

=
1

2
‖∂xun‖2L2(Qn

xt)
+ ‖un‖2L2(Qn

xt)
�

[
K1

2ν
+K1T

]
‖fn‖2L2(Qn

xt)
�

�
[
K1

2ν
+K1T

]
‖f‖2L2(Qxt)

< const,

‖∂xun‖2L∞(1/n,T ;L2(Ωt))
� K2‖fn‖2L2(Qn

xt)
,

где постоянные K1, K2 взяты из лемм 7—8. Лемма 9 доказана. �
Учитывая очевидное неравенство

‖fn‖L2(Qn
xt)

� ‖f‖L2(Qxt) ∀n ∈ N
∗,

из лемм 7—9 получаем справедливость оценки (77) теоремы 6. Таким образом, теорема 6 доказана.

10. Доказательство теоремы 1. Существование. Доказательство теоремы 1 основа-
но на теореме 6. В граничных задачах (74)—(76) каждый элемент из последовательности
{un(x, t), fn(x, t), {x, t} ∈ Qn

xt, n ∈ N
∗} продолжаем нулями соответственно на всю область Qxt.

В результате получим последовательность функций, которую обозначим через

{ũn(x, t), ˜fn(x, t), n ∈ N
∗}. (95)

Очевидно, что каждая пара функций из последовательности (95) удовлетворяет граничной зада-
че (1)—(2) в области Qxt согласно теоремам 5—6. Кроме того, заметим, что оценка (77) теоремы 6
будет усилена, если заменить в ее правой части ‖ ˜fn(x, t)‖L2(Qxt) на выражение ‖f(x, t)‖L2(Qxt),
так как

‖ ˜fn(x, t)‖L2(Qxt) � ‖f(x, t)‖L2(Qxt) ∀n ∈ N
∗.
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Таким образом, получаем ограниченную последовательность функций (95), из которой можно
выделить слабо сходящуюся подпоследовательность (для этой подпоследовательности сохраним
обозначение n для индекса), т.е.

ũn(x, t) → u(x, t) слабо в H2,1(Qxt), (96)

ũn(x, t) → u(x, t) сильно в L2(0, T ;H
1(Ωt)), (97)

˜un(kt, t) → u(kt, t) сильно в L2(0, T ), (98)

ũn(0, t) → u(0, t) сильно в L2(0, T ). (99)

Согласно (96)—(99) можем перейти к пределу при n→ ∞ в интегральных тождествах
∫

Qxt

[∂tũn(x, t) + ũn(x, t)∂xũn(x, t)− ν∂2xũn(x, t) − ˜fn(x, t)]ψ(x, t)dxdt →

→
∫

Qxt

[∂tu(x, t) + u(x, t)∂xu(x, t)− ν∂2xu(x, t)− f(x, t)]ψ(x, t)dxdt = 0 (100)

для всех ψ ∈ L2(Qxt),
T∫

0

[
1

3
(ũn(x, t))

2 − ν∂xũn(x, t)

]∣∣∣∣
x=0

ψ0(t)dt →
T∫

0

[
1

3
(u(x, t))2 − ν∂xu(x, t)

]∣∣∣∣
x=0

ψ0(t)dt = 0 (101)

для всех ψ0 ∈ L2(0, T ) и
T∫

0

[
−1

3
(ũn(x, t))

2 + νũn(x, t)

]∣∣∣∣
x=kt

ψ1(t)dt →
T∫

0

[
−1

3
(u(x, t))2 + νu(x, t)

]∣∣∣∣
x=kt

ψ1(t)dt = 0 (102)

для всех ψ1 ∈ L2(0, T ). Итак, мы установили, что граничная задача (1)—(2) имеет решение
u(x, t) ∈ H2,1(Qxt) в смысле интегральных тождеств (100)—(102). Теорема 1 доказана в части
существования решения.

11. Доказательство теоремы 1. Единственность. Предположим, что начально-граничная
задача (1)—(2) имеет два различных решения u(1)(x, t) и u(2)(x, t). Тогда их разность u(x, t) =

u(1)(x, t)− u(2)(x, t) будет удовлетворять следующей однородной задаче:

∂tu+ u∂xu
(1) + u(2)∂xu− ν∂2xu = 0, (103)[

1

3
u(u(1) + u(2))− ν∂xu

]∣∣∣∣
x=0

= 0, (104)
[
1

3
u(u(1) + u(2))− ν∂xu

]∣∣∣∣
x=kt

= 0. (105)

Согласно леммам 7 и 8 имеем

u(i)(x, t) ∈ L∞(0, T ;H1(Ωt)) ∩ L2(0, T ;H
2(Ωt)), u(i)(kt, t), u(i)(0, t) ∈ L∞(0, T ), i = 1, 2. (106)

Умножая уравнение (103) на функцию u(x, t) скалярно в L2(Ωt) и учитывая (104)—(105), полу-
чаем

1

2

d

dt
‖u(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂xu(x, t)‖2L2(Ωt)
=

1

3
|u(kt, t)|2[u(1)(kt, t) + u(2)(kt, t)]+

+
1

3
|u(0, t)|2[u(1)(0, t) + u(2)(0, t)] −

∫

Ωt

[u2∂xu
(1) + u(2)u∂xu]dx+

k

2
|u(kt, t)|2. (107)
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Здесь использовано равенство
d

dt
‖u(x, t)‖2L2(0,kt)

= 2

∫

Ωt

∂tu(x, t)u(x, t)dx + k|u(kt, t)|2.

Оценим правую часть (107). Согласно (106) и леммам 7 и 8 имеем

1

3
[u(1)(kt, t) + u(2)(kt, t)]|u(kt, t)|2 �

� 1

3

[‖u(1)(x, t)‖H1(Ωt) + ‖u(2)(x, t)‖H1(Ωt)

]|u(kt, t)|2 � 2
√
K2

3
|u(kt, t)|2, (108)

1

3
[u(1)(0, t) + u(2)(0, t)]|u(0, t)|2 �

� 1

3

[‖u(1)(0, t)‖H1(Ωt) + ‖u(2)(0, t)‖H1(Ωt)

]|u(0, t)|2 � 2
√
K2

3
|u(0, t)|2, (109)

∫

Ωt

[u2∂xu
(1) + u(2)u∂xu]dx = [|u(kt, t)|2u(1)(kt, t)− |u(0, t)|2u(1)(0, t)]+

+

∫

Ωt

[−2u(1)u∂xu+ u(2)u∂xu]dx �
√
K2|u(kt, t)|2 +

√
K2|u(0, t)|2+

+
1

2ν

[
2‖u(1)‖H1(Ωt) + ‖u(2)‖H1(Ωt)

]2‖u‖2L2(Ωt)
+
ν

2
‖∂xu‖2L2(Ωt)

�

�
[
2
√
K2

3
+

√
K2

]
[|u(kt, t)|2 + |u(0, t)|2] + 9K2

2ν
‖u(x, t)‖2L2(Ωt)

+
ν

2
‖∂xu‖2L2(Ωt)

=

= C3|u(kt, t)|2 + C4|u(0, t)|2 + C5‖u(x, t)‖2L2(Ωt)
+
ν

2
‖∂xu‖2L2(Ωt)

. (110)

На основе соотношений (107)—(110) устанавливаем

d

dt
‖u(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂xu(x, t)‖2L2(Ωt)
�

� (2C3 + k)|u(kt, t)|2 + 2C4|u(0, t)|2 + 2C5‖u(x, t)‖2L2(Ωt)
∀t ∈ (0, T ]. (111)

Теперь оценим два предпоследних слагаемых из (111). Учитывая интерполяционное неравенство,
будем иметь

2C|u(kt, t)|2 � 2C‖u(x, t)‖2L∞(Ωt)
� 2CK2‖u‖H1(Ωt)‖u‖L2(Ωt) �

� ν

4

[‖u‖2L2(Ωt)
+ ‖∂xu‖2L2(Ωt)

]
+

4C2K4

ν
‖u‖2L2(Ωt)

=

� ν

4
‖∂xu‖2L2(Ωt)

+

[
ν

4
+

4C2K4

ν

]
‖u‖2L2(Ωt)

, (112)

где C = C3 + k/2 и K —постоянная из [8, Theorem 5.9, p. 140—141].
Аналогично (112) устанавливаем оценку

2C̃|u(0, t)|2 � ν

4
‖∂xu‖2L2(Ωt)

+

[
ν

4
+

4C̃2K4

ν

]
‖u‖2L2(Ωt)

, (113)

где C̃ = C4. Применяя неравенство Гронуолла, из (111)—(113) получаем

‖u(x, t)‖2L2(Ωt)
≡ 0, ∀t ∈ (0, T ].

Это означает, что u(1)(x, t) ≡ u(2)(x, t) в L2(Qxt), т.е. решение начально-граничной зада-
чи 1 (1)—(2) единственно. Теорема 1 полностью доказана.
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12. Заключение. В работе установлены априорные оценки и теорема о разрешимости в со-
болевских классах граничной задачи типа Неймана для уравнения Бюргерса в вырождающейся
угловой области, точка вырождения которой находится в начале координат. Причем, подвиж-
ная часть границы подчиняется линейному закону. Установленные результаты могут оказаться
полезными в задачах моделирования нелинейных тепловых полей в контактных устройствах вы-
сокого напряжения, нелинейных процессов диффузии и распространения инородных включений
в потоках водных и атмосферных ареалов и др.
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ОБ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
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Аннотация. В работе исследуются вопросы существования решения нелинейной краевой задачи
для уравнения третьего порядка и предлагается алгоритм нахождения приближенного решения.
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ON A NONLINEAR BOUNDARY-VALUE PROBLEM

FOR A THIRD-ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Abstract. In this paper, we examine the existence of a solution to a nonlinear boundary-value problem
for a third-order partial differential equation and propose an algorithm for the search for an approximate
solution.

Keywords and phrases: nonlinear boundary-value problem, partial differential equation, approximate
solution.
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На множестве Ω = [X0,X]× [0, T ], X0 > 0, рассмотрим задачу вида

∂w

∂x
= w

∂w

∂t
+ ϕ

∂3w

∂x∂t2
+

1

x2
ψ(t), (1)

w(x, 0) = 0, (2)

αw′′
xt(x, 0) = βw′′

xt(x, T ), (3)

где ϕ �= 0, α, β —константы, ψ(t)—непрерывная на [0, T ] функция. При ψ(t) = 0 получим уравне-
ние Бенджамина—Бона—Махони. Уравнение Бенджамина—Бона—Махони имеет многочисленные
приложения, в том числе описывает длинные волны в дисперсных системах (см. [1, 4, 8]).
В настоящей работе исследуются вопросы существования решения нелинейной краевой задачи

для уравнения третьего порядка и предлагается алгоритм нахождения приближенного реше-
ния. С помощью дополнительных функций рассматриваемая задача сводится к многоточечной
задаче, состоящей из краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения перво-
го порядка и функционального соотношения. При установлении условий разрешимости краевой
задачи для обыкновенного дифференциального уравнения использован метод параметризации
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(см. [9]). В [2–7,11–14] метод параметризации был применен для решения нелокальных, периоди-
ческих краевых задач системы гиперболических уравнений. Применение данного метода позволи-
ло предложить алгоритмы нахождения приближенного решения исследуемой задачи и доказать
его сходимость.
Точное решение задачи будем искать в виде w(x, t) = u(t)/x; тогда

∂w

∂x
= − u

x2
,

∂w

∂t
=
u′

x
,

∂2w

∂x∂t
= − u′

x2
,

∂3w

∂x∂t2
= −u

′′

x2

и функция u = u(t) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ϕu′′ − uu′ − u = ψ(t) (4)

с условиями
u(0) = 0, αu′(0) = βu′(T ).

Итак, получили периодическую краевую задачу для обыкновенного дифференциального урав-
нения второго порядка. Поставим в соответствие уравнению (4) эквивалентную систему первого
порядка, обозначив z(t) = u′(t), после чего будем иметь эквивалентную задачу:

∂z

∂t
= F (t, z), αz(0) = βz(T ), (5)

где

F (t, z) =
1

ϕ

⎡
⎣(z + 1)

t∫

0

z(τ)dτ + ψ(t)

⎤
⎦ .

Для нахождения решения задачи (5) применим метод параметризации.
Возьмем шаг h > 0 (Nh = X) и по нему произведем разбиение

[0, T ) =

N⋃
r=1

[(r − 1)h, rh), N = 1, 2, . . . .

Сужение функций u(t), z(t) на r-й интервал [(r − 1)h, rh) обозначим через ur(t), zr(t), r = 1, N ,
и сведем задачу (5) к многоточечной краевой задаче

∂zr
∂t

= F (t, zr), αz(0) = β lim
t→Nh−0

zN (t), lim
t→sh−0

zs(t) = zs+1(sh), s = 1, N − 1,

где последнее условие представляет собой условие непрерывности решения во внутренних точках
разбиения интервала.
Обозначим через λr значение функции zr(t), r = 1, N , и на каждом интервале [(r − 1)h, rh)

произведем замену vr(t) = zr(t)−λr. Получим систему многоточечных краевых задач с парамет-
ром:

∂vr
∂t

= F (t, vr(t) + λr), vr[(r − 1)h, rh) = 0, r = 1, N, (6)

αλ1 − βλN = lim
t→Nh−0

vN (t), (7)

λs + lim
x→sh−0

vs(t) = λs+1, s = 1, N − 1, (8)

При фиксированных значениях параметра λr задача Коши (6) эквивалентна интегральному урав-
нению Вольтерра

vr(t) =

t∫

(r−1)h

F (τ, vr(τ) + λr)dτ, τ ∈ [(r − 1)h, rh), r = 1, N. (9)
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Вместо vr(t) подставим соответствующую правую часть (9); повторив процесс ν раз (ν = 1, 2, . . .),
получим

vr(t) =

t∫

(r−1)h

F

⎛
⎜⎝τ1,

τ1∫

(r−1)h

F

⎛
⎜⎝τ2, . . .

τν−1∫

(r−1)h

F (τν , vr(τν) + λr)dτν + . . .+ λr

⎞
⎟⎠ dτ2 + λr

⎞
⎟⎠ dτ1. (10)

Отсюда, определив lim
t→rh−0

vr(t), подставив в (7)—(8) на h > 0, получим систему уравнений отно-

сительно λr ∈ R
n:

λ1 − λN−

−
Nh∫

(N−1)h

F

⎛
⎜⎝τ1

τ1∫

(N−1)h

F

⎛
⎝τ2, . . .

τ(N−1)h∫

ν−1

F (τν , vN (τν) + λN )dτν + . . .+ λN

⎞
⎠ dτ2 + λN

⎞
⎟⎠ dτ1 = 0,

λs +

sh∫

(s−1)h

F

⎛
⎜⎝τ1,

τ1∫

(s−1)h

F

⎛
⎜⎝τ2, . . .

τν−1∫

(s−1)h

F (τν , vs(τν) + λs)dτν + . . .+ λs

⎞
⎟⎠ dτ2 + λs

⎞
⎟⎠ dτ1 = λs+1,

s = 1, N − 1, которую запишем в виде

Qν,h(v, λ) = 0, λ ∈ R
nN . (11)

Таким образом, для нахождения пары (λr, vr(t)), r = 1, N , имеем замкнутую систему, состоящую
из уравнений (11), (10).
Обозначим через C([(r− 1)h, rh],Rn) множество непрерывных и ограниченных на [(r− 1)h, rh]

функций vr : [(r − 1)h, rh] → R
n.

Взяв за начальное приближение vr(t) = 0 параметр λ(0), определим из системы уравнений (11).
Подставляя (10) в правую часть уравнения вместо λr = λ

(0)
r , находим v

(0)
r (t), t ∈ [(r − 1)h, rh],

r = 1, N .
Взяв λ(0), v(0)[t] и числа ρ > 0, θ > 0, построим следующие множества:

S(λ(0), ρ) =
{
(λ1, λ2, . . . , λN )′ ∈ RnN : ‖λr − λ(0)r ‖ < ρ, r = 1, N

}
,

S(v(0)[t], θ) =
{
(v1(t), v2(t), . . . , vN (t))′, vr(t) ∈ C([(r − 1)h, rh],Rn),

‖vr(t)− v(0)r (t)‖ � θ, t ∈ [(r − 1)h, rh], r = 1, N
}
,

G(ρ, θ) =
{
(t, z) : t ∈ [0, T ], ‖z − λr

(0) − v(0)r (t)‖ < ρ+ θ,

t ∈ [(r − 1)h, rh], r = 1, N,
∥∥∥z − λN

(0) − lim
t→Nh−0

v
(0)
N (t)

∥∥∥ < ρ+ θ, t = T
}
,

где v[t] = (v1(t), v2(t), . . . , v(t))
′. Обозначим через U(F,L, h) совокупность (λ(0), v(0)[t], ρ, θ), при

которых функция F (t, z) в G(ρ, θ) имеет непрерывные частные производные F ′
z(t, z) и

sup
t∈[0,T ]

‖F ′
z(t, z)‖ � L, L = const.

Возьмем систему пар (λ
(0)
r , v

(0)
r (t)), r = 1, N , и последовательные приближения строим по сле-

дующему алгоритму:

Шаг 1. (a) Подставляя v(0)r (t), r = 1, N , в (11), определяем λ
(1)
r , r = 1, N , из системы функцио-

нальных уравнений Qν,h(v
(0), λ) = 0.

(b) Подставляя в правую часть уравнения (10) величины λ
(1)
r , v

(0)
r (t) вместо λr, νr(t),

соответственно, r = 1, N , определяем v(1)r (x), r = 1, N .
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Шаг 2. (a) Подставляя v(1)r (t), r = 1, N , в (11), определяем λ
(2)
r , r = 1, N , из системы функцио-

нальных уравнений Qν,h(v
(1), λ) = 0.

(b) Подставляя в правую часть уравнения (10) величины λ
(2)
r , v

(1)
r (t) вместо λr, νr(t),

соответственно, r = 1, N , определяем v(2)r (t), r = 1, N .

Продолжая процесс, на k-м шаге получаем систему пар (λ
(k)
r , v

(k)
r (x)), r = 1, N .

Достаточные условия осуществимости, сходимости алгоритма и существования решения мно-
готочечной краевой задачи с параметром (6)—(8) устанавливает следующая теорема.

Теорема 1. Пусть существуют такие h > 0 (Nh = T , N = 1, 2, . . .), ν (ν = 1, 2, . . .),
(λ(0), v(0)[t], ρ, θ) ∈ U(F,L, h), при которых матрица Якоби ∂Qν,h(v, λ)/∂λ обратима для всех
(λ, v[t], u[t]) ∈ S(λ(0), ρ)× S(v(0)[t], θ)× S(u(0)[t], h(ρ+ θ)), причем выполнены следующие неравен-
ства: ∥∥∥∥

[
∂Qν,h(v, λ)

∂λ

∥∥∥∥
]−1

‖ � γν(h),

qν(h) =
(Lh)ν

ν!

(
1 + γν(h)

ν∑
j=1

(Lh)j

j!

)
� μ < 1, μ = const,

(Lh)ν

ν!

γν(h)

1− qν(h)
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖v(1)r (t)− v(0)r (t)‖+ γν(h)‖Qν,h(v

(0), λ(0))‖ < ρ,

1

1− qν(h)
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖v(1)r (t)− v(0)r (t)‖ < θ.

Тогда определяемая алгоритмом последовательность пар (λ(k), v(k)[t]), k = 1, 2, . . ., содержится
в S(λ(0), ρ) × S(v(0)[t], θ) и сходится к решению (λ∗, v∗[t]) задачи (6)—(8), причем справедливы
следующие оценки:

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖v∗r (t)− v(0)r (t)‖ � 1

1− qν(h)
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖v(1)r (t)− v(0)r (t)‖,

‖λ∗ − λ(0)‖ � γν(h)‖Qν,h(v
(0), λ(0))‖+ (Lh)ν

ν!

γν(h)

1− qν(h)
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖v(1)r (t)− v(0)r (t)‖.

При этом любое решение (λ, v[t]) задачи (6)—(8) в S(λ(0), ρ)× S(ṽ(0)[t], θ) изолировано.

Доказательство теоремы 1 аналогично доказательству теоремы 1 из [3].
Определим функции z(k)(t), k = 0, 1, 2, . . ., равенством

z(k)(t) =

⎧⎨
⎩
λ(k)r + v(k)r (t), r = 1, N,

λ
(k)
N + lim

t→T−0
v
(k)
N (t), t = Nh.

Тогда

w(x, t) =
1

x

t∫

0

z(k)(τ)dτ.

Обозначим через S0(w(0)(x, t), t(ρ+ θ)/x) множество кусочно непрерывно дифференцируемых по
x, t функций w : Ω → R

n, удовлетворяющих неравенствам
∥∥∥∥∥∥
w(t)− 1

x

t∫

0

(λ(0) − v(0)(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥
<
t(ρ+ θ)

x
,

∥∥∥∥∥∥
w(T )− 1

x

T∫

0

(λ(0) − v(0)(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥
<
T (ρ+ θ)

x
.

Ввиду эквивалентности задач (6)—(8) и (1)—(3) из теоремы 1 вытекает следующее утвержде-
ние.
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Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то последовательность {w(k)(x, t)},
k = 1, 2, . . ., содержится в S0

(
w(0)(x, t), t(ρ + θ)/x

)
, сходится к решению w∗(x, t) задачи (1)—(3)

в S0
(
w(0)(x, t), t(ρ + θ)/x

)
и справедливо неравенство

∥∥w∗(x, t)− w(0)(x, t)
∥∥ � t

x
γν(h)

∥∥Qν,h(v
(0), λ(0))

∥∥+

+
t

x

(
(Lh)ν

ν!
γν(h) + 1

)
1

1− qν(h)
sup

t∈[(r−1)h,rh)

∥∥v(1)r (t)− v(0)r (t)
∥∥,

причем любое решение задачи (1)—(3) в S0
(
w(0)(x, t), t(ρ+ θ)/x

)
изолировано.
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Аннотация. Доказаны теоремы существования и единственности решения обратной задачи
определения зависящего от x коэффициента поглощения в вырождающемся параболическом
уравнении с двумя независимыми переменными. В качестве дополнительного условия задается
условие интегрального наблюдения. Приведены примеры обратных задач, для которых выпол-
няются условия доказанных в работе теорем.

Ключевые слова: обратная задача, интегральное наблюдение, вырождающееся параболическое
уравнение.
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Abstract. In this paper, we prove existence and uniqueness theorems for solutions of the inverse
problem of determining the x-dependent absorption coefficient in a degenerate parabolic equation. As
an additional condition, the integral observation condition is specified. Also, we give examples of inverse
problems satisfying the conditions of the theorems proved in the paper.
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1. Введение. В работе изучаются вопросы однозначной разрешимости обратной задачи опре-
деления коэффициента γ(x) в параболическом уравнении

ut − a(x)uxx + b(x)ux + c(t, x)u + γ(x)u = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (1)
с начальным условием

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, l], (2)
граничными условиями

u(t, 0) = μ1(t), u(t, l) = μ2(t), t ∈ [0, T ], (3)
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и дополнительным условием интегрального наблюдения
T∫

0

u(t, x)χ(t)dt = ϕ(x), x ∈ [0, l]. (4)

Здесь Q = [0, T ] × [0, l], T , l—некоторые числа, a(x), b(x), c(t, x), f(t, x), u0(x), μ1(t), μ2(t), χ(t),
ϕ(x)—известные функции.

Особенностью постановки обратной задачи в данной работе является предположение о том,
что уравнение (1) является вырождающимся, а именно, выполнены условия

0 � a(x) � a1, x ∈ [0, l], 1/a(x) ∈ Lq(0, l), q > 1. (5)

Для случая равномерно параболических уравнений обратные задачи восстановления коэффи-
циента поглощения γ(x) с интегральным наблюдением вида (4) при различных предположениях
о входных данных рассматривались в работах ряда авторов (см. [2, 4, 6, 11–13] и др.). Что ка-
сается вырождающихся параболических уравнений с условием слабого вырождения вида (5),
то укажем работы [16, 18], где при дополнительном условии (4) были доказаны теоремы суще-
ствования и единственности решений обратных задач восстановления неизвестной правой части
уравнения, а также работы [3,17], где были исследованы обратные задачи нахождения младшего
коэффициента, но зависящего от времени, и при дополнительном условии наблюдения, отличном
от (4).

Отметим, что изучение как прямых, так и обратных задач для вырождающихся параболиче-
ских уравнений имеет важные применения в различных прикладных задачах гидродинамики,
климатологии, задачах изучения пористых сред, а также в финансовой математике (см., напри-
мер, [14, 15] и дальнейшие ссылки в [15]).

Все равенства и неравенства предполагаются выполненными почти всюду, все рассматривае-
мые в работе функции предполагаются, как минимум, измеримыми, производные понимаются
в обобщенном смысле по Соболеву. Перейдем к точным формулировкам.

Используемые в работе пространства Лебега и Соболева с соответствующими нормами будем
понимать в общепринятом смысле (см, например, [7,9]). При этом для удобства будем использо-
вать обозначения норм: ‖ · ‖L∞(0,l) ≡ ‖ · ‖∞, ‖ · ‖L2(0,l) ≡ ‖ · ‖2.

Через C0,α(Q), α = const ∈ (0, 1), будем обозначать пространство Гельдера непрерывных в Q
функций, имеющих конечную норму

|u|C0,α(Q) = max
Q

|u(t, x)| + sup
(t1,x1),(t2,x2)∈Q
(t1,x1)�=(t2,x2)

|u(t1, x1)− u(t2, x2)|
|x1 − x2|α + |t1 − t2|α/2

.

Положим

Qτ = [0, τ ]× [0, l], τ ∈ (0, T ], QT ≡ Q, F (x) =

T∫

0

f(t, x)χ(t)dt,

L+
∞(0, l) = {z(x) ∈ L∞(0, l) : z(x) � 0}, B+

R = {z(x) ∈ L+
∞(0, l) : ‖z‖∞ � R}.

Нам понадобятся хорошо известные неравенства: неравенство Коши

|ab| � ε

2
a2 +

1

2ε
b2, ε > 0, (6)

и неравенство Пуанкаре—Стеклова, которое при n = 1 может быть записано в виде

‖z‖2 � l

π
‖zx‖2, z ∈

◦
W 1

2(0, l). (7)

Во всех дальнейших рассуждениях мы будем предполагать, что функции, входящие в исходные
данные задачи (1)—(4), измеримы и удовлетворяют следующим условиям:

0 � a(x) � a1, x ∈ (0, l);
1

a(x)
∈ Lq(0, l), q > 1,

∥∥∥∥
1

a

∥∥∥∥
Lq(0,l)

� a2; (A)
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⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

b(x)

a(x)
∈ L∞(0, l),

c2(t, x)

a(x)
, f(t, x) ∈ L∞(Q),

∥∥∥∥
b

a

∥∥∥∥
L∞(0,l)

� Kb,a,

∥∥∥∥
c2

a

∥∥∥∥
L∞(Q)

� Kc,a, ‖f‖L∞(Q) � Kf ;

(B)

{
u0(x) ∈W 1

2 (0, l), μ1(t), μ2(t) ∈W 1
∞(0, T ), u0(0) = μ1(0), u0(l) = μ2(0),

|u0(x)| �M0, x ∈ [0, l], |μ1(t)| �M0, |μ2(t)| �M0, t ∈ [0, T ];
(C)

{
ϕ(x) ∈W 2

q (0, l) (q > 1— та же, что и в условии (A)), a(x)ϕ′′(x) ∈ L∞(0, l),

ϕ(x) � ϕ0 > 0, ϕ1 � a(x)ϕ′′(x) � ϕ2, |ϕ′(x)| � K∗
ϕ, x ∈ (0, l);

(D)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

χ(t) ∈W 1
1 (0, T ), ‖χ‖L1(0,T ) � Kχ, ‖χ′‖L1(0,T ) � K∗

χ,

F1 � F (x) � F2, ϕ(0) =

T∫

0

μ1(t)χ(t)dt, ϕ(l) =

T∫

0

μ2(t)χ(t)dt.
(E)

Здесь a1, a2,M0,Kχ, ϕ0, ϕ1, ϕ2,K
∗
ϕ = const > 0, Kb,a,Kc,a,Kf ,K

∗
χ = const � 0, F1, F2 = const ∈ R

1.

Замечание 1. Из условий (8) следует, что b(x) ∈ L∞(0, l), c(t, x) ∈ L∞(Q), причем

‖b‖∞ � Kb ≡ a1Kb,a, ‖c‖L∞(Q) � Kc ≡
√
a1Kc,a.

Определение 1. Обобщенным решением обратной задачи (1)—(4) будем называть пару функ-
ций {u(t, x), γ(x)}, удовлетворяющих следующим условиям:

u(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

s (Q) ∩ C0,α(Q), s > 1, α ∈ (0, 1),

ut ∈ L2(Q), au2xx ∈ L1(Q), γ(x) ∈ L+
∞(0, l),

эти функции удовлетворяют уравнению (1) п.в. в Q, а функция u(t, x) удовлетворяет услови-
ям (2)—(4) в классическом смысле.

Структура работы следующая. В разделе 2 рассматривается прямая задача (1)—(3) (функция
γ(x) ∈ L+∞(0, l) в уравнении (1) предполагается известной) и доказываются теоремы существо-
вания и единственности обобщенного решения этой задачи, а также устанавливаются некоторые
оценки этого решения с явно выписанными константами.

Полученные в разделе 2 результаты применяются в разделе 3, где устанавливаются теоремы
существования и единственности решения обратной задачи (1)—(4).

Наконец, в разделе 4 приводятся примеры обратных задач, для которых справедливы дока-
занные в разделе 3 теоремы.

2. Исследование прямой задачи. Рассмотрим прямую задачу (1)—(3). Будем предполагать,
что коэффициент γ(x) ∈ L+∞(0, l) известен и

‖γ‖∞ � Kγ , Kγ = const > 0. (8)

Решение u(t, x) прямой задачи будем понимать в смысле определения 1.
Докажем теоремы существования и единственности решения задачи (1)—(3), при этом вос-

пользуемся идеями доказательства аналогичных теорем из работ [16, 18].

Теорема 1. Пусть выполнены условия (A)—(C) и (8). Тогда существует не более одного
обобщенного решения задачи (1)—(3).

Доказательство. Предположим, что существуют два решения u(1)(t, x) и u(2)(t, x) этой задачи.
Положим v(t, x) = u(1)(t, x)− u(2)(t, x). Тогда функция v(t, x) является решением уравнения

1

a(x)
vt − vxx +

b(x)

a(x)
vx +

c(t, x)

a(x)
v +

γ(x)

a(x)
v = 0, (9)

с однородными краевыми условиями

v(0, x) = 0, x ∈ [0, l], v(t, 0) = v(t, l) = 0, t ∈ [0, T ]. (10)
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Умножим уравнение (9) на e−λtv (где λ = const > 0 будет выбрана ниже) и проинтегрируем
получившееся равенство по прямоугольнику Q. Учитывая условие (10) и предположение, что
γ(x) � 0, после интегрирования по частям приходим к неравенству

e−λT

2

l∫

0

v2(T, x)

a(x)
dx+

λ

2

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt+

∫

Q

e−λtv2xdxdt �

�
∫

Q

e−λt|c(t, x)| v
2

a(x)
dxdt +

∫

Q

(e−λt/2|vx|)
(
e−λt/2

∣∣∣∣
b(x)

a(x)

∣∣∣∣ |v|
)
dxdt.

Для оценки второго слагаемого в правой части данного неравенства применим неравенство (6),
отнеся множитель ε = 1/2 к слагаемому ∫

Q

e−λtv2xdxdt.

Тогда приходим к соотношению
λ

2

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt �

∫

Q

e−λt|c(t, x)| v
2

a(x)
dxdt +

∫

Q

e−λt

∣∣∣∣
b2(x)

a(x)

∣∣∣∣
v2

a(x)
dxdt.

Учитывая условие (D), получаем неравенство

λ

2

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt � (Kc +K2

b,aa1)

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt.

Выбирая теперь λ > 2(Kc +K2
b,aa1), из последнего неравенства получаем, что

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt = 0.

Учитывая оценку 1/a(x) � 1/a1 > 0 (см. условие (A)), приходим к выводу, что v(t, x) = 0 в Q,
т.е. u(1)(t, x) = u(2)(t, x) в Q. Теорема доказана. �

Теперь докажем теорему существования обобщенного решения задачи (1)—(3) и установим ряд
оценок для такого решения, которые будут использованы в разделе 3 при исследовании обратной
задачи (1)—(4). В этих оценках через C с индексом будем обозначать положительные константы,
зависящие только от l, T , a1, a2, Kb,a, Kc,a, Kγ , Kf , M0, ‖u′0‖2, ‖μ′1‖L∞(0,T ), ‖μ′2‖L∞(0,T ).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (A)—(C) и (8). Положим

q∗ =
2q

q + 1
. (11)

Тогда существует обобщенное решение задачи (1)—(3) при s = q∗ и имеют место оценки

sup
0�t�T

‖ux(t, ·)‖22 + ‖au2xx‖L1(Q) + ‖uxx‖2Lq∗(Q) + ‖ut‖2L2(Q) � C1, (12)

|u(t1, x1)− u(t2, x2)| � C2|x1 − x2|1/2 + C3|t1 − t2|1/6, (t1, x1), (t2, x2) ∈ Q, (13)

|u(t, x)| � (M0 +KfT )e
KcT ≡M, (t, x) ∈ Q. (14)

Доказательство. Будем использовать схему доказательства теоремы 2 из [16] с некоторыми мо-
дификациями. Положим an = a(x) + 1/n, n = 1, 2, . . ., и рассмотрим в Q краевую задачу для
уравнения

unt − an(x)u
n
xx +

√
an(x)

b(x)√
a(x)

unx + c(t, x)un + γ(x)un = f(t, x) (15)

с краевыми условиями (2), (3).
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Уравнение (15) является равномерно параболическим с ограниченными коэффициентами, по-
этому в силу результатов работы [7] данная краевая задача имеет единственное решение

un(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

2 (Q)

и для него справедлива равномерная по n оценка (см., например, [8]):

|un(t, x)| � (M0 +KfT )e
KcT , (t, x) ∈ Q. (16)

Положим

ψ(t, x) =
l − x

l
μ1(t) +

x

l
μ2(t), zn(t, x) = un(t, x)− ψ(t, x), z0(x) = u0(x)− ψ(0, x),

gn(t, x) = f(t, x)−
√
an(x)

b(x)√
a(x)

ψx(t, x)− c(t, x)ψ(t, x) − γ(x)ψ(t, x) − ψt(t, x).

Заметим, что в силу условий (B) и (C)

z0(x) ∈
◦
W 1

2(0, l), gn(t, x) ∈ L∞(Q), ‖gn‖L∞(Q) � C4,

где C4 не зависит от n. Кроме того, для zn(t, x) в силу (16) справедлива равномерная по n оценка

|zn(t, x)| � (M0 +KfT )e
KcT +M0, (t, x) ∈ Q. (17)

Функция zn(t, x) является решением краевой задачи

znt − an(x)z
n
xx +

√
an(x)

b(x)√
a(x)

znx + c(t, x)zn + γ(x)zn = gn(t, x), (t, x) ∈ Q, (18)

zn(0, x) = z0(x), x ∈ [0, l], zn(t, 0) = zn(t, l) = 0, t ∈ [0, T ]. (19)

Выведем для zn(t, x) ряд равномерных по n оценок. Для этого умножим уравнение (18) на
−e−λtznxx (где λ = const > 0 будет выбрана ниже) и проинтегрируем получившееся равенство по
прямоугольнику Qτ , 0 � τ � T . После интегрирования по частям получим соотношение

1

2
e−λτ

l∫

0

|znx (τ, x)|2dx+
λ

2

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt +
∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt �

� 1

2
‖z′0‖22 +

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2

∣∣∣∣∣
b(x)√
a(x)

∣∣∣∣∣ |z
n
x |
)
dxdt+

+

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2|c(t, x)| |zn|√

an(x)

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2γ(x)

|zn|√
an(x)

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2 |gn(t, x)|√

an(x)

)
dxdt.

Для оценки второго, третьего, четвертого и пятого слагаемых в правой части этого неравенства
применим неравенство (6), относя множитель ε = 1/4 к слагаемым

∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt.

В результате получим
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e−λτ‖znx (τ, ·)‖22 + λ

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt +
∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt �

� C5 + 4

∫

Qτ

e−λt b
2(x)

a(x)
|znx |2dxdt + 4

∫

Qτ

e−λtc2(t, x)
|zn|2
an(x)

dxdt+

+ 4

∫

Qτ

e−λtγ2(x)
|zn|2
an(x)

dxdt + 4

∫

Qτ

e−λt g
2(t, x)

an(x)
dxdt, (20)

где константа C5 не зависит от n. С учетом условий (A), (B), оценки (17) и определения функции
an(t, x) из (20) вытекает неравенство

e−λτ‖znx (τ, ·)‖22 + λ

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt +
∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt �

� C5 + C6

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt+ C7

∫

Qτ

e−λt 1

an(x)
dxdt �

� C5 + C6

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt + C7

∫

Qτ

e−λt 1

a(x)
dxdt � C6

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt + C8, (21)

где константы C6, C7, C8 не зависят от n. Положим в (21) λ = 2C6. Тогда из (21) вытекает
равномерная по n оценка

sup
0�t�T

‖znx (t, ·)‖22 +
∫

Q

an(x)|znxx|2dxdt � C9. (22)

Применяя неравенство Гельдера, с учетом определения q∗ в (11), условия (A) и уже доказанной
оценки (22) получаем (подробнее см. [5]) равномерную по n оценку

‖znxx‖2Lq∗ (Q) =

⎛
⎜⎝
∫

Q

(
1√
an(x)

)q∗

|
√
an(x)z

n
xx|q

∗
dxdt

⎞
⎟⎠

2/q∗

�

�
∥∥∥∥

1√
an

∥∥∥∥
Lq(Q)

∫

Q

√
an(x)|znxx|2dxdt � C10. (23)

В силу уравнения (18) с учетом оценок (17), (22) получаем также равномерную по n оценку

‖znt ‖2L2(Q) � C11. (24)

Наконец, на основании оценок (22), (24) и оценки (2.9) из [9, с. 79] получаем равномерную по n
оценку (подробнее см. доказательство теоремы 2.3 в [18]):

|zn(t2, x2)− zn(t1, x1)| � C12|x2 − x1|1/2 + C13|t2 − t1|1/6, (t2, x2), (t1, x1) ∈ Q. (25)

Но тогда для функции un(t, x) ≡ vn(t, x) + ψ(t, x)—решения задачи (15), (2), (3) — справедливы
равномерные по n оценки

sup
0�t�T

‖unx(t, ·)‖22 + ‖√anunxx‖2L2(Q) + ‖unxx‖2Lq∗ (Q) + ‖unt ‖2L2(Q) � C14,

|un(t2, x2)− un(t1, x1)| � C15|x2 − x1|1/2 + C16|t2 − t1|1/6, (t2, x2), (t1, x1) ∈ Q.
Повторяя теперь доказательство теоремы 2 из [16], получаем, что существует решение

u(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

q∗ (Q) ∩C0,1/3(Q), ut ∈ L2(Q), au2xx ∈ L1(Q),
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задачи (1)—(3), причем для u(t, x) справедливы оценки (12), (13). Поскольку в силу доказатель-
ства теоремы 2 из [16] функция u(t, x) есть равномерный на Q предел подпоследовательности
unk(t, x) при k → ∞, то из оценки (16) следует оценка (14). Теорема 2 доказана. �

Теорема 3. Предположим, что выполнены условия (A), (B), число q∗ определено в (11).
Пусть h(t, x) ∈ L∞(Q)—некоторая функция, удовлетворяющая оценке

‖h‖L∞(Q) � Kh. (26)

Пусть v(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

q∗ (Q) ∩ C0,α(Q), vt ∈ L2(Q), av2xx ∈ L1(Q)—решение в Q
краевой задачи для уравнения

vt − a(x)vxx + b(x)vx + c(t, x)v + γ(x)v = h(t, x) (27)

с однородными краевыми условиями (10). (Заметим, что в силу доказанных выше теорем 1 и 2
такое решение существует и единственно.) Положим

λ0 = 3

(
Kb,aa1 +

l2

π2
Kc,a

)
. (28)

Тогда для функции v(t, x) справедлива оценка

|v(t, x)| � (3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q Kh, (t, x) ∈ Q. (29)

Доказательство. Как и в теореме 2, положим an = a(x) + 1/n, n = 1, 2, . . ., и рассмотрим в Q
краевую задачу для уравнения

vnt − an(x)v
n
xx +

√
an(x)

b(x)√
a(x)

vnx + c(t, x)vn + γ(x)vn = h(t, x) (30)

с краевыми условиями (10). В силу теоремы 2

vn(t, x) ⇒ v(t, x), n→ ∞, равномерно на Q. (31)

Умножим уравнение (30) на e−λ0tvnt /an(x), где λ0 определено формулой (28), и проинтегрируем
результат по прямоугольнику Qτ , τ ∈ [0, T ]. Тогда после интегрирования по частям с учетом
условий (10), придем к соотношению
∫

Qτ

e−λ0t |vnt |2
an(x)

dxdt +
1

2
e−λ0τ‖vnx (τ, ·)‖22 +

λ0
2

∫

Qτ

e−λ0t|vnx |2dxdt+

+
1

2
e−λ0τ

l∫

0

γ(x)

an(x)
|vn(τ, x)|2dx+

λ0
2

∫

Qτ

e−λ0t γ(x)

an(x)
|vn|2dxdt �

�
∫

Qτ

(
e−λ0t/2 |vnt |√

an(x)

)(
e−λ0t/2 |b(x)|√

a(x)
|vnx |

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(
e−λ0t/2 |vnt |√

an(x)

)(
e−λ0t/2 |c(t, x)|√

an(x)
|vn|

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(
e−λ0t/2 |vnt |√

an(x)

)(
e−λ0t/2 |h(t, x)|√

an(x)

)
dxdt.

Для оценки слагаемых в правой части этого неравенства применим неравенство (6), относя мно-
житель ε = 1/3 к слагаемым ∫

Qτ

e−λ0t |vnt |2
an(x)

dxdt.
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С учетом того, что γ(x) � 0 на [0, l], получим:

1

2
e−λ0τ‖vnx (τ, ·)‖22 +

λ0
2

∫

Qτ

e−λ0t|vnx |2dxdt �

� 3

2

∫

Qτ

e−λ0t b
2(x)

a(x)
|vnx |2dxdt+

3

2

∫

Qτ

e−λ0t c
2(t, x)

an(x)
|vn|2dxdt+ 3

2

∫

Qτ

e−λ0th
2(t, x)

an(x)
dxdt �

� 3

2

(
Kb,aa1 +Kc,a

l2

π2

)∫

Qτ

|vnx |2dxdt +
3

2
K2

h

∫

Qτ

1

a(x)
dxdt �

� 3

2

(
Kb,aa1 +Kc,a

l2

π2

)∫

Qτ

|vnx |2dxdt +
3

2
TK2

hl
q−1
q a2; (32)

здесь использовано неравенство (6), условия (A), (B), оценка (26) а в последнем переходе еще
неравенство Гельдера. В силу условия (28) из (32) вытекает оценка

sup
0�t�T

‖vnx (t, ·)‖22 � 3TK2
he

λ0T l
q−1
q a2.

Поскольку v(t, 0) = 0, отсюда следует, что

|vn(t, x)| �
l∫

0

|vy(t, y)|dy � l1/2 · sup
0�t�T

‖vnx (t, ·)‖22 � (3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q Kh, (t, x) ∈ Q,

а значит, в силу соотношения (31) справедлива оценка (29). Теорема доказана. �

3. Исследование обратной задачи. Рассмотрим обратную задачу (1)—(4) и выведем опе-
раторное уравнение для нахождения неизвестной функции γ(x) ∈ L+∞(0, l). Для этого умножим
уравнение (1) на χ(t) и проинтегрируем по отрезку [0, T ]. Учитывая условие наблюдения (4)
и предположения (D), (E), после интегрирования по частям получим равенство

γ(x) =
1

ϕ(x)

[
F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))udt

]
. (33)

Введем оператор A : L+∞(0, l) → L∞(0, l) по формуле

A(γ)(x) =
1

ϕ(x)

[
F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))udt

]
, (34)

где γ(x)—произвольная функция из L+∞(0, l), а u(t, x) ≡ u(t, x; γ)—решение прямой зада-
чи (1)—(3) с данной γ(x) в уравнении (1). Такое решение существует и единственно в силу теорем 1
и 2 из предыдущего раздела. Тогда соотношение (33) может быть записано в виде

γ = A(γ). (35)

Замечание 2. В силу условий (A)—(E) и теорем 1, 2 оператор A определен корректно и дей-
ствует из L+∞(0, l) в L∞(0, l).
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Лемма 1. Пусть выполнены условия (A)—(E). Тогда операторное уравнение (35) эквива-
лентно обратной задаче (1)—(4) в следующем смысле. Если пара {u(t, x), γ(x)} является реше-
нием обратной задачи, то γ(x) удовлетворяет уравнению (35). Обратно, если γ∗(x) ∈ L+∞(0, l)
является решением операторного уравнения (35), а u∗(t, x)— решение прямой задачи (1)—(3)
с данной γ∗(x) в уравнении (1), то пара {u∗(t, x), γ∗(x)} является обобщенным решением обрат-
ной задачи (1)—(4).

Доказательство. Первое утверждение леммы доказано выше при выводе соотношения (33). До-
кажем второе утверждение. Пусть γ∗(x) ∈ L+∞(0, l) является решением уравнения (35). Рассмот-
рим функцию u∗(t, x) как единственное обобщенное решение прямой задачи (1)—(3) с выбранной
функцией γ(x) ≡ γ∗(x) в правой части уравнения (1). Положим

ϕ∗(x) =
T∫

0

u∗(t, x)χ(t)dt. (36)

Тогда
ϕ∗(x) ∈W 2

q∗(0, l), a(x)ϕ′′(x) ∈ L2(0, l). (37)
Повторяя рассуждения, приведенные выше при выводе (33) (в этих рассуждениях достаточно,

чтобы было выполнено условие (37)), приходим к соотношению

γ∗(x)ϕ∗(x) =

[
F (x) + a(x)ϕ∗′′ (x)− b(x)ϕ∗′(x)− u∗(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))u∗dt

]
. (38)

Отметим, что из (38) вытекает, что a(x)ϕ∗′′ (x) ∈ L∞(0, l), откуда ϕ∗′′(x) ∈ Lq(0, l).
С другой стороны, γ∗(x) является решением уравнения (35), поэтому, учитывая определение

оператора A в (34), имеем

γ∗(x)ϕ(x) =

[
F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u∗(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))u∗dt

]
. (39)

Заметим, что из определения ϕ∗(x) в (36) и условия (E) следует, что

ϕ∗(0) =
T∫

0

μ1(t)χ(t)dt = ϕ(0), ϕ∗(l) =
T∫

0

μ2(t)χ(t)dt = ϕ(l). (40)

Положим z(x) = ϕ(x)−ϕ∗(x). Тогда z(x) ∈W 2
q (0, l), a(x)z′′(x) ∈ L∞(0, l). Вычитая (39) из (38)

и учитывая соотношения (40), получаем, что z(x) является обобщенным решением краевой задачи

−z′′ + b(x)

a(x)
z′ +

γ∗(x)
a(x)

z = 0, x ∈ (0, l), (41)

z(0) = z(l) = 0. (42)

Пусть v(x) ∈ W 1
2 (0, l)—произвольная функция, для которой выполнены условия v(x) � 0,

z(x)v(x) � 0 на [0, l]. Тогда из (41), (42) следует, что
l∫

0

z′v′dx+

l∫

0

b(x)

a(x)
z′vdx+

l∫

0

γ∗(x)
a(x)

zvdx = 0.
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Учитывая, что γ∗(x) � 0, a(x) � 0, z(x)v(x) � 0 на [0, l], получаем отсюда неравенство
l∫

0

z′v′dx+

l∫

0

b(x)

a(x)
z′vdx � 0.

Повторяя теперь рассуждения, проведенные в доказательстве теоремы 8.1 из [1, с. 173] после
формулы (8.10), получаем, что z(x) = 0 на [0, l], т.е. ϕ(x) = ϕ∗(x) на [0, l], а следовательно, пара
{u∗(t, x), γ∗(x)} является обобщенным решением обратной задачи (1)—(4). Лемма доказана. �

Лемма 2. Пусть выполнены условия (A)—(E), константа M определена в формуле (14).
Предположим, что выполнено неравенство

F1 + ϕ1 � Kb,aa1K
∗
ϕ +M0|χ(0)| +M(|χ(T )| +K∗

χ +KcKχ). (43)

Тогда для всех γ(x) ∈ L+∞(0, l) имеем A(γ)(x) � 0.

Доказательство. Из (43) в силу условий (A)—(E) и оценки (14) вытекает неравенство

F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0) +

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))udt � 0,

из которого в силу определения оператора A следует утверждение леммы. �

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда для всех γ(x) ∈ L+∞(0, l) справедлива
оценка

‖A(γ)‖∞ � R0, (44)
где

R0 =
1

ϕ0

[
F2 + ϕ2 +Kb,aa1K

∗
ϕ +M0|χ(0)|+M(|χ(T )| +K∗

χ +KcKχ)
]
. (45)

Доказательство. Оценка (44) есть непосредственное следствие определения оператора A, усло-
вий (A)—(E) и оценки (14). �

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда оператор A отображает множество
L+∞(0, l) в B+

R0
, где R0 определено в (45).

Лемма 4 непосредственно следует из лемм 2 и 3.

Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда оператор A непрерывен на множестве
B+

R при всех R > 0.

Доказательство. Пусть γ(1)(x), γ(2)(x) ∈ B+
R , а u

(1)(t, x) и u(2)(t, x)— соответствующие обобщен-
ные решения прямой задачи (1)—(3). Положим

v(t, x) = u(1)(t, x)− u(2)(t, x), σ(x) = γ(1)(x)− γ(2)(x).

Тогда для данных функций выполняется уравнение

vt − a(x)vxx + b(x)vx + c(t, x)v + γ(1)(x)v = −σ(x)u(2)(t, x) (46)

и краевые условия (10). Заметим, что уравнение (46) совпадает с уравнением (27) при h(t, x) =
−σ(x)u(2)(t, x), а следовательно, в силу теоремы 3 с учетом оценки (14) имеем

|v(t, x)| � (3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q M‖σ‖∞, (t, x) ∈ Q, (47)

где λ0 определена в (28). Но тогда в силу определения оператора A в (34) получаем

‖A(γ(1))−A(γ(2))‖∞ � |χ(T )|‖v(T, ·)‖∞ + (K∗
χ +KcKχ)‖v‖L∞(Q) �

� (|χ(T )|+K∗
χ +KcKχ)(3lTa2e

λ0T )1/2l
q−1
2q M‖σ‖∞,

откуда следует, что ‖A(γ(1))−A(γ(2))‖∞ → 0, если ‖γ(1) − γ(2)‖∞ → 0. Лемма доказана. �
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Лемма 6. Пусть выполнены условия леммы 2. Пусть R > 0 произвольно. Тогда оператор A
является вполне непрерывным оператором на множестве B+

R .

Доказательство. Утверждение леммы есть прямое следствие оценки (13), компактности вложе-
ния пространства C0,1/3(Q) в пространство C(Q) и леммы 5. �

Теорема 4. Пусть выполнены условия (A)—(E) и неравенство (43). Тогда существует обоб-
щенное решение {u(t, x), γ(x)} обратной задачи (1)—(4), причем для γ(x) справедлива оценка

0 � γ(x) � R0, (48)

где R0 определено в (45), а для функции u(t, x) справедливы оценки (12), (13) с константами C1,
C2, C3, зависящими от Kγ ≡ R0, а также оценка (14).

Доказательство. В силу лемм 2—6 оператор A является вполне непрерывным оператором, пе-
реводящим замкнутое выпуклое множество B+

R0
на свою часть. Поэтому по теореме Шаудера

о неподвижной точке (см. [10, с. 193]) существует решение γ(x) уравнения (35), принадлежащее
множеству B+

R0
, так что для γ(x) выполнена оценка (48).

Пусть u(t, x)—решение прямой задачи (1)—(3) с данным γ(x) в уравнении (1). Такое решение
существует и единственно в силу теорем 1 и 2. Кроме того, в силу теоремы 2 и оценки (48) для
u(t, x) справедливы оценки (12), (13), в которых константы C1, C2, C3, зависят от Kγ ≡ R0,
а также оценка (14). Применяя лемму 1, получаем, что пара {u(t, x), γ(x)} является обобщенным
решением обратной задачи (1)—(4). Теорема доказана. �

Докажем теперь теорему единственности решения обратной задачи (1)—(4).

Теорема 5. Пусть выполнены условия (A)—(E). Предположим, что справедливо неравен-
ство

1

ϕ0
(|χ(T )|+K∗

χ +KcKχ)(3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q M < 1, (49)

где M из (14), а λ0 из (28). Тогда обратная задача (1)—(4) не может иметь более одного
обобщенного решения.

Доказательство. Предположим, что существуют два различных решения {u(1), γ(1)} и {u(2), γ(2)}
этой обратной задачи. Положим

v(t, x) = u(1)(t, x)− u(2)(t, x), σ(x) = γ(1)(x)− γ(2)(x).

Тогда для пары {v, σ} справедливы соотношения (46), (10), а также соотношение
T∫

0

v(t, x)χ(t)dt = 0. (50)

Умножим (46) на χ(t) и проинтегрируем результат по [0, T ]. Учитывая соотношения (50) и (4),
после интегрирования по частям получим, что

σ(x) =
1

ϕ(x)

⎡
⎣

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))v(t, x)dt − χ(T )v(T, x)

⎤
⎦ . (51)

Заметим, что при доказательстве леммы 5 для функции v(t, x)—решения задачи (46), (10) —
была получена оценка (47), где константа M из (14), а λ0 из (28). Но тогда из соотношения (51)
получаем неравенство

‖σ‖∞ � 1

ϕ0
(|χ(T )|+K∗

χ +KcKχ)(3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q M‖σ‖∞,

откуда в силу условия (49) вытекает, что σ(x) = 0 на [0, l], т.е. γ(1)(x) = γ(2)(x). Но тогда
и u(1)(t, x) = u(2)(t, x) в Q в силу единственности решения прямой задачи (1)—(3) (см. теорему 1).
Таким образом, решения {u(1), γ(1)} и {u(2), γ(2)} обратной задачи (1)—(4) совпадают. Теорема 5
доказана. �
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4. Некоторые примеры. В данном разделе приведем примеры конкретных обратных задач,
для которых применимы доказанные в разделе 3 теоремы существования и единственности.

Пример 1. Рассмотрим в Q обратную задачу

ut − x1/2uxx + γ(x)u = 0, (52)

u(0, x) =
6

T 3
(l1/2x+ l), x ∈ [0, l], (53)

u(t, 0) =
6l

T 3
, u(t, l) =

6

T 3
(l3/2 + l), t ∈ [0, T ], (54)

T∫

0

u(t, x)t(T − t)dt = x3/2 + l, x ∈ [0, l]. (55)

Для обратной задачи (52)—(55) имеем

a(x) = x1/2, b(x) = 0, c(t, x) = f(t, x) = 0, u0(x) =
6

T 3
(l1/2x+ l), μ1(t) =

6l

T 3
,

μ2(t) =
6

T 3
(l3/2 + l), χ(t) = t(T − t), ϕ(x) = x3/2 + l.

Нетрудно проверить, что для задачи (52)—(55) выполнены условия (A)—(E). Кроме того, кон-
станты, входящие в условие (43) из теоремы 4 и в условие (49) из теоремы 5, могут быть выбраны
следующими:

F1 = F2 = 0, ϕ0 = l, ϕ1 = ϕ2 =
3

4
, K∗

ϕ =
3l1/2

2
, q =

3

2
, a1 = l1/2, a2 = 161/3l1/6,

Kχ =
T 3

6
, K∗

χ =
T 2

2
, Kb,a = Kc = 0, M0 =M =

6

T 3
(l3/2 + l).

Тогда условие (43) имеет вид

1 � 4l

T
(l1/2 + 1), (56)

а условие (49) — вид

63/221/6
l3/4

2T 1/2
(l1/2 + 1) < 1. (57)

Таким образом, условия (56) и (57) будут выполнены либо при достаточно большом T (и фик-
сированном l), либо при достаточно малом l (и фиксированном T ). В обоих этих случаях для
задачи (52)—(55) выполняются условия теорем 4 и 5, а следовательно, обратная задача (52)—(55)
имеет решение, которое будет единственным.

Пример 2. Рассмотрим в Q обратную задачу для уравнения (52), но с краевыми условиями

u(0, x) = l1/2x+ l, x ∈ [0, l], (58)

u(t, 0) = l, u(t, l) = l3/2 + l, t ∈ [0, T ], (59)

и дополнительным условием наблюдения

1

T

T∫

0

u(t, x)dt = x3/2 + l, x ∈ [0, l]. (60)

Заметим, что условие наблюдения (60) имеет простой физический смысл: это взятие среднего по
времени от функции u(t, x) на промежутке [0, T ].

Для обратной задачи (52), (58)—(60) имеем

a(x) = x1/2, b(x) = 0, c(t, x) = f(t, x) = 0, u0(x) = l1/2x+ l, μ1(t) = l,

μ2(t) = l3/2 + l, χ(t) =
1

T
, ϕ(x) = x3/2 + l.



80 В. Л. КАМЫНИН

Нетрудно проверить, что для задачи (52), (58)—(60) выполнены условия (A)—(E), при этом кон-
станты, входящие в условие (43) из теоремы 4 и в условие (49) из теоремы 5, могут быть выбраны
следующими:

F1 = F2 = 0, ϕ0 = l, ϕ1 = ϕ2 =
3

4
, K∗

ϕ =
3l1/2

2
, q =

3

2
, a1 = l1/2, a2 = 161/3l1/6,

Kχ, K∗
χ = 0, Kb,a = Kc = 0, M0 =M = (l3/2 + l).

Поэтому условие (43) для рассматриваемой задачи имеет вид

3

4
� 2l

T
(l1/2 + 1), (61)

а условие (49) — вид

61/221/6
l3/4

T 1/2
(l1/2 + 1) < 1. (62)

Как и в примере 1, эти условия будут выполнены либо при достаточно большом T (l фиксирова-
но), либо при достаточно малом l (T фиксировано). В обоих случаях для задачи (52), (58)—(60)
будут выполнены условия теорем 4 и 5, а следовательно, обратная задача (52), (58)—(60) имеет
решение, которое будет единственным.
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Аннотация. В работе исследуется краевая задача для нагруженного дробного уравнения тепло-
проводности; нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной Капуто по вре-
менной производной.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, дробное уравнение, дробная производная.
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Abstract. In this paper, we study a boundary-value problem for the loaded fractional heat equation;
the loaded term is represented as the fractional Caputo derivative with respect to the time derivative.
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1. Введение. Исследования по дробным дифференциальным уравнениям активно проводи-
лись в предыдущие десятилетия (см. [8, 9, 12, 17]); в настоящее время интерес к этой области не
ослабевает (см. [14, 21]). Это обусловлено как развитием самой теории дробного интегрирования
и дифференцирования, так и ее приложениями в различных областях науки. Важный раздел тео-
рии дифференциальных уравнений составляют нагруженные уравнения, в которых нагруженное
слагаемое содержит дифференциальный или интегро-дифференциальный оператор, включаю-
щий операцию взятия следа от искомой функции на многообразиях размерности, меньшей раз-
мерности области определения искомой функции. В [7] на многочисленных примерах А. М. На-
хушев показал практическую и теоретическую важность исследований нагруженных уравнений.
В работах М. Т. Дженалиева и учеников его научной школы теория нагруженных уравнений
получила дальнейшее развитие (см. [2–4]).

Интерес представляют краевые задачи для дробно-нагруженного уравнения теплопроводно-
сти, когда нагруженное слагаемое представлено в форме дробной производной. В [5] нагруженное
слагаемое — след производной дробного порядка на многообразии x = t, а именно, нагруженное
слагаемое представлено в виде дробной производной Римана—Лиувилля. Возникающее сингу-
лярное интегральное уравнение Вольтерра имеет непустой спектр при определенных значениях
порядка дробной производной. В [6, 20] нагруженное слагаемое представлено в форме дробной
производной Капуто по временной переменной и пространственной переменной, причем порядок
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производной в нагруженном слагаемом меньше порядка дифференциальной части. В [6] доказа-
но, что существует непрерывность справа по порядку дробной производной. Непрерывность слева
нарушена. В [20] имеет место непрерывность по порядку производной в нагруженном слагаемом
задачи.

В данной работе исследуется краевая задача для дробно-нагруженного уравнения теплопро-
водности: нагруженное слагаемое уравнения представлено в виде дробной производной Капуто
по временной производной, причем, в отличие от работы [6], порядок дробной производной выше
порядка по временной переменной в дифференциальной части уравнения. В разделе 2 приведены
некоторые понятия и ранее известные результаты из теории дробного исчисления, а также даны
определения и некоторые из наиболее полезных свойств некоторых специальных функций, кото-
рые будут использоваться на протяжении всей статьи. В разделе 3 дана постановка неоднородной
краевой задачи для уравнения теплопроводности с дробной нагрузкой в естественных для иссле-
дования функциональных классах. Раздел 4 посвящен редукции поставленной краевой задачи
к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальную функ-
цию, а именно, вырожденную гипергеометрическую функцию Трикоми. В разделе 5 рассмотрены
предельные случаи для порядка дробной производной слагаемого с нагрузкой в уравнении и по-
казана непрерывность по порядку дробной производной. В разделе 6 установлена разрешимость
интегрального уравнения в зависимости от порядка дробной производной в нагруженном члене
в уравнении краевой задачи и характера линии, на которой задана нагрузка, при малых значе-
ниях времени.

2. Необходимые сведения по дробным производным и специальным функциям.
Приведем некоторые известные понятия и результаты.

Определение 1 (см. [12]). Пусть f(t) ∈ L1[a, b]. Производная Римана—Лиувилля порядка β,
где n− 1 < β < n, определяется равенством

rD
β
a,tf(t) =

1

Γ(n− β)

dn

dtn

t∫

a

f(τ)

(t− τ)β−n+1
dτ, β, a ∈ R. (1)

Для практических приложений важно определение дробной производной Капуто. Оно полу-
чается перестановкой операций дифференцирования и интегрирования в (1).

Определение 2 (см. [15]). Пусть f(t) ∈ ACn[a, b] (т.e. f (n−1)(t)—абсолютно непрерывная
функция). Производная Капуто порядка β, n− 1 < β < n, определяется равенством

cD
β
a,tf(t) =

1

Γ(n− β)

t∫

a

f (n)(τ)

(t− τ)β−n+1
dτ ; β, a ∈ R. (2)

Из формулы (1) следует, что

rD
0
a,tf(t) = f(t), rD

n
a,tf(t) = f (n)(t), n ∈ N. (3)

Производные, определенные формулами (1) и (2), связаны соотношением (см., например, [16])

cD
β
a,tf(t) = rD

β
a,t

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
. (4)

Дробное дифференцирование по Капуто может быть приложено не для всех функций, в отли-
чие от дробного дифференцирования в смысле Римана—Лиувилля. Известно, что основные со-
отношения, определенные при помощи дробных производных Капуто, обладают преимуществом
при моделировании вязкоупругости. При этом упрощается понимание физического смысла по-
ставленной задачи, поскольку начальные условия можно записать, ограничившись классически-
ми производными целого порядка. Другими словами, производная по Капуто более практична
и удобна в использовании, но применима к меньшему количеству функций.
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Дробное исчисление можно рассматривать как «лабораторию» для специальных функций. Lа-
дим определения и некоторые свойства специальных функций, которые понадобятся нам на про-
тяжении всей работы.

Интеграл ошибок и дополнительный интеграл ошибок имеют вид:

erf(z) =
2√
π

z∫

0

exp(−ζ2)dζ, erfc(z) =
2√
π

∞∫

z

exp(−ζ2)dζ = 1− erf(z).

Линейно независимыми решениями уравнениями

[zD2 + (c− z)D − a]ω(z) = 0, D =
d

dz
,

являются функции Φ(a, c; z) и Ψ(a, c; z), где Φ(a, c; z)— вырожденная гипергеометрическая функ-
ция

Φ(a, c; z) = 1 +
a

c

z

1!
+
a(a+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+
a(a+ 1)(a + 2)

c(c+ 1)(c + 2)

z3

3!
+ . . .

и Ψ(a, c; z)— вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми

Ψ(a, c; z) =
Γ(1− c)

Γ(a− c+ 1)
Φ(a, c; z) +

Γ(c− 1)

Γ(a)
z1−cΦ(a− c+ 1, 2− c; z)

(см. [18, с. 119], [1, с. 1072]). Вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми может быть
представлена в виде интеграла (см. [11, с. 365, формула 72.2(7)]):

Ψ(a, c; z) =
1

Γ(a)

∞∫

0

ξa−1(1 + ξ)c−a−1e−zξdξ, Re a > 0. (5)

Для больших значений z имеет место асимптотическое представление

Ψ(a, c; z) ∼ z−a
2F0

(
a, 1 + a− c;−1

z

)
, |z| → ∞, | arg z| � 3π

2
− ε, ε > 0, (6)

(см. [18, с. 127, формула 4.7 (1)]), где 2F0

(
a, 1 + a− c;−1/z

)
— обобщенный гипергеометрический

ряд, определяемый формулой

pF q(a1, a2, . . . , ap; b1, b2, . . . , bq; ) =

∞∑
k=0

(a1)k(a2)k . . . (ap)k
(b1)k(b2)k . . . (bq)k

zk

k!

(см. [18, с. 136]), где (a)k = Γ(a+ k)/Γ(a)— символ Похгаммера.
Вырожденные гипергеометрические функции при некоторых значениях своих аргументов свя-

заны с функцией параболического цилиндра (функцией Вебера) Dν(z)

Dν(z) = 2(ν−1)/2e−z2/4Ψ

(
1− ν

2
,
3

2
;
z2

2

)
=

= 2ν/2e−z2/4

{ √
π

Γ
(
1−ν
2

)Φ
(
−ν
2
;
1

2
;
z2

2

)
−

√
2πz

Γ
(−ν

2

)Φ
(
1− ν

2
;
3

2
;
z2

2

)}
(7)

(см. [18, с. 212]). Формула (7) является определением функции параболического цилиндра Dν(z).
Имеет место также представление вырожденной гипергеометрической функции Трикоми через
функцию Уиттекера Wλ,μ(z) (см. [11, с. 264, формула 2.20]):

Ψ(a, b; z) = z−b/2ez/2Wb/2−a,(b−1)/2(z). (8)

Точка z = 0 является для функции Wλ,μ(z) точкой ветвления, a z = ∞— существенно особой
точкой (см. [1, с. 1074]). Поэтому будем рассматривать эту функцию только для | arg z| < π.
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Естественным развитием дробного исчисления и теории нагруженных уравнений является тео-
рия дробно-нагруженных дифференциальных уравнений. На первом этапе исследования восполь-
зуемся методом интегральных уравнений, в котором краевая задача сводится к решению соответ-
ствующего интегрального уравнения, с дальнейшим преобразованием ядра полученного уравне-
ния. Такие методы позволяют ставить краевые задачи более компактно, чем дифференциальные
уравнения, с учетом всех условий задачи.

Рассматриваемая задача сводится к интегральному уравнению путем обращения дифферен-
циальной части уравнения.

Известно (см. [19, с. 57]), что в области Q = {(x, t) | x > 0, t > 0} решение краевой задачи
теплопроводности

ut = a2uxx + F (x, t), u
∣∣
t=0

= f(x), u
∣∣
x=0

= g(x),

описывается формулой

u(x, t) =

∞∫

0

G(x, ξ, t)f(ξ)dξ +

t∫

0

H(x, t− τ)g(τ)dτ +

t∫

0

∞∫

0

G(x, ξ, t− τ)F (ξ, τ)dξdτ, (9)

где

G(x, ξ, t) =
1

2
√
πat

{
exp

(
−(x− ξ)2

4at

)
− exp

(
−(x+ ξ)2

4at

)}
, H(x, t) =

1

2
√
πat3/2

exp

(
− x2

4at

)
.

Функция Грина G(x, ξ, t− τ) удовлетворяет соотношению
∞∫

0

G(x, ξ, t − τ)dξ = erf

(
x

2
√
t− τ

)
. (10)

3. Постановка граничной задачи Дирихле для уравнения теплопроводности с дроб-
ной нагрузкой. Итак, в области Q = {(x, t) | x > 0, t > 0} рассматривается задача

ut − uxx + λ{cDβ
0,tu(x, t)}|x=γ(t) = f(x, t), u|t=0 = 0, u|x=0 = 0, (11)

где λ—комплексный параметр, cD
β
0,tu(x, t)—производная Капуто порядка β, 1 < β < 2; γ(t)—

непрерывная возрастающая функция, γ(0) = 0. Задача исследуется в классе функций u(x, t) ∈
AC2(0,+∞) ∩ C1 по переменной t, t ∈ [0, T ]. Классы определяются из естественного требования
существования и сходимости несобственных интегралов, возникающих в ходе исследования.

4. Сведение задачи к интегральному уравнению Вольтерра второго рода.

Лемма 1. Краевая задача (11) сводится к эквивалентному интегральному уравнению Воль-
терра второго рода с ядром, содержащим специальную функцию.

Доказательство. Обратим дифференциальную часть задачи (11) по формуле (9):

u(x, t) = −λ
t∫

0

∞∫

0

G(x, ξ, t− τ)μ(τ)dξdτ +

t∫

0

∞∫

0

G(x, ξ, t − τ)f(ξ, τ)dξdτ,

где

μ(t) = {cDβ
0,tu(x, t)}|x=γ(t) =

⎧⎨
⎩

1

Γ(2− β)

t∫

0

uττ (x, τ)

(t− τ)β−1
dτ

⎫⎬
⎭

∣∣∣∣∣
x=γ(t)

. (12)

С учетом соотношения (10), вводя обозначение

f1(x, t) =

t∫

0

∞∫

0

G(x, ξ, t − τ)f(ξ, τ)dτ, (13)
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получим следующее представление решения задачи (11):

u(x, t) = −λ
t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ + f1(x, t). (14)

Подействуем оператором дробного дифференцирования по формуле (2) на полученное представ-
ление (14), а именно, от представления (14) найдем производную Капуто порядка β по t при
1 < β < 2 и затем положим x = γ(t). Предварительно вычислим

d

dt

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ = μ(t)− 1

2
√
π

t∫

0

x

(t− τ)3/2
exp

(
− x2

4(t− τ)

)
μ(τ)dτ ;

d2

dt2

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ =

= μ′(t)− 1

2
√
π

t∫

0

x exp

(
− x2

4(t− τ)

)[
− 3

2(t− τ)5/2
+

x2

4(t− τ)7/2

]
μ(τ)dτ.

Согласно формуле производной Капуто порядка β при 1 < β < 2 имеем

cD
β
0,t

⎡
⎣

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ

⎤
⎦ =

1

Γ(2− β)

t∫

0

1

(t− τ)β−1
×

×
⎧⎨
⎩μ

′(τ)− 1

2
√
π

τ∫

0

x exp

(
− x2

4(τ − θ)

)[
− 3

2(t− θ)5/2
+

x2

4(τ − θ)7/2

]
μ(θ)dθ

⎫⎬
⎭ dτ =

=
1

Γ(2− β)

⎡
⎣

t∫

0

μ′(τ)
(t− τ)β−1

dτ +
3x

4
√
π

t∫

0

τ∫

0

1

(t− τ)β−1(τ − θ)5/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

)
μ(θ)dθdτ−

− x3

8
√
π

t∫

0

τ∫

0

1

(t− τ)β−1(τ − θ)7/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

)
μ(θ)dθdτ

⎤
⎦ .

Первый интеграл вычисляем интегрированием по частям, во втором и третьем интегралах меняем
порядок интегрирования:

cD
β
0,t

⎡
⎣

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ

⎤
⎦ =

1

Γ(2− β)
×

⎡
⎣ lim
τ→t−0

μ(τ)

(t− τ)β−1
− (β − 1)

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β
dτ+

+
3x

4
√
π
μ(θ)

⎛
⎝

t∫

θ

1

(t− τ)β−1(τ − θ)5/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

)
dτ

⎞
⎠ dθ−

− x3

8
√
π

t∫

0

μ(θ)

⎛
⎝

t∫

θ

1

(t− τ)β−1(τ − θ)7/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

)
dτ

⎞
⎠ dθ

⎤
⎦ .

Потребуем выполнения условия
μ(τ)

(t− τ)β−1
∼ (t− τ)ε при τ → t− 0, ε > 0.

Тогда
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cD
β
0,t

⎡
⎣

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(t)dτ

⎤
⎦ =

1

Γ(2− β)

[
3x

4
√
π

t∫

0

μ(θ)I1(x, t, θ, β)dθ−

− x3

8
√
π

t∫

0

μ(θ)I2(x, t, θ, β)dθ

]
− β − 1

Γ(2− β)

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β
dτ, (15)

где

I1(x, t, θ, β) =

t∫

θ

1

(t− τ)β−1(τ − θ)5/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

)
dτ,

I2(x, t, θ, β) =

t∫

θ

1

(t− τ)β−1(τ − θ)7/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

)
dτ.

Выполняя замену

z =
τ − θ

t− τ
⇒ τ =

θ + zt

z + 1
; 0 � z < +∞;

dτ =
t− θ

(z + 1)2
dz; t− τ = t− θ + zt

z + 1
=
t− θ

z + 1
; τ − θ =

θ + zt

z + 1
− θ =

z(t− θ)

z + 1
,

получим

I1(x, t, θ, β) =

+∞∫

0

(z + 1)β−1(z + 1)5/2(t− θ)

(t− θ)β−1z5/2(τ − θ)5/2(z + 1)2
exp

(
−x

2(z + 1)

4z(τ − θ)

)
dz =

=
1

(t− θ)β+1/2

+∞∫

0

(z + 1)β−1/2z−5/2 exp

(
− x2

4(t− θ)

(
1 +

1

z

))
dz =

=
1

(t− θ)β+1/2
exp

(
− x2

4(t− θ)

) ∞∫

0

(z + 1)β−1/2 · z−5/2 exp

(
− x2

4(t− θ)

1

z

)
dz

После замены переменной υ = 1/z последнее выражение примет вид

I1(x, t, θ, β) =
1

(τ − θ)β+1/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

) ∞∫

0

(υ + 1)β−1/2υ5/2

υβ−1/2υ2
exp

(
− x2

4(t− θ)
υ

)
dυ =

=
1

(t− θ)β+1/2
exp

(
− x2

4(t− θ)

) ∞∫

0

(υ + 1)β−1/2υ1−β exp

(
− x2

4(t− θ)
υ

)
dυ.

Интеграл в последнем выражении вычисляем по формуле 2.3.6(9) из [10, с. 286]:

I1(x, t, θ, β) =
Γ(2− β)

(τ − θ)β+1/2
exp

(
− x2

4(τ − θ)

)
Ψ

(
2− β;

5

2
;

x2

4(t− θ)

)
. (16)

Аналогично получим

I2(x, t, θ, β) =
1

(t− θ)β+3/2
exp

(
− x2

4(t− θ)

) +∞∫

0

(z + 1)β+1/2z−7/2 exp

(
− x2

4(t− θ)

1

z

)
dz =

=
1

(t− θ)β+3/2
exp

(
− x2

4(t− θ)

) ∞∫

0

(υ + 1)β+1/2υ1−β exp

(
− x2

4(t− θ)
υ

)
dυ,
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или

I2(x, t, θ, β) =
Γ(2− β)

(t− θ)β+3/2
exp

(
− x2

4(t− θ)

)
Ψ

(
2− β;

7

2
;

x2

4(t− θ)

)
. (17)

Здесь Ψ(a, b, z)— вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми.
Подставив выражения (16) и (17) в (15), находим:

cD
β
0,t

⎡
⎣

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ

⎤
⎦ =

=
3x

4
√
π

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β+1/2
exp

(
− x2

4(t− τ)

)
Ψ

(
2− β;

5

2
;

x2

4(t− τ)

)
dτ−

− x3

8
√
π

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β+3/2
exp

(
− x2

4(t− τ)

)
Ψ

(
2− β;

7

2
;

x2

4(t− τ)

)
dτ−

− β − 1

Γ(2− β)

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β
dτ. (18)

С учетом (18) при x = γ(t) из (14) получим:

μ(t) = −λ
⎡
⎣3γ(t)

4
√
π

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β+1/2
exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
Ψ

(
2− β;

5

2
;
γ2(t)

4(t− τ

)
−

− γ3(t)

8
√
π

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β+3/2
exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
Ψ

(
2− β;

7

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
dτ−

− β − 1

Γ(2− β)

t∫

0

μ(τ)

(t− τ)β
dτ

⎤
⎦ + f2(t),

где

f2(t) =
1

Γ(2− β)

t∫

0

∂2f1(ξ, τ)

∂τ2
1

(t− τ)β−1
dτ

∣∣∣∣∣
x=γ(t)

, (19)

или

μ(t)− λ

t∫

0

K(t, τ)μ(τ)dτ = f2(t), (20)

где

K(t, τ) =

[
γ3(t)

8
√
π(t− τ)β+3/2

Ψ

(
2− β;

7

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
− 3γ(t)

4
√
π(t− τ)β+1/2

Ψ

(
2− β;

5

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)]
×

× exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
− β − 1

Γ(2− β)(t− τ)β
. (21)

Преобразуем выражение в квадратных скобках в равенстве (21), обозначив его через A(t, τ, β).
Введем обозначение

z =
γ2(t)

4(t− τ)
⇒ t− τ =

γ2(t)

4z
.
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Тогда

γ3(t)

8(t− τ)β+3/2
=
γ3(t)4β+3/2zβ+3/2

8(γ2(t))β+3/2
=

(
2

γ(t)

)2β

zβ+3/2;

3γ(t)

4(t− τ)β+1/2
=

3γ(t)4β+1/2zβ+1/2

4(γ2(t))β+1/2
=

3

2

(
2

γ(t)

)2β

zβ+1/2.

Отсюда получим

A(t, τ, β) =
γ3(t)

8
√
π(t− τ)β+3/2

Ψ

(
2− β;

7

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
− 3γ(t)

4
√
π(t− τ)β+1/2

Ψ

(
2− β;

5

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
=

=
1√
π

(
2

γ(t)

)2β

zβ+1/2

[
zΨ

(
2− β;

7

2
; z

)
− 3

2
Ψ

(
2− β;

5

2
; z

)] ∣∣∣∣
z= γ2(t)

4(t−τ)

. (22)

Согласно [13] введем обозначения

Ψ(a+) = Ψ(a+ 1; c; z), Ψ(c+) = Ψ(a; c+ 1; z),

Ψ(a−) = Ψ(a− 1; c; z), Ψ(c−) = Ψ(a; c− 1; z).

Тогда согласно формулам (7) и (6) из [13, с. 246] имеем

zΨ

(
2− β;

7

2
; z

)
− 3

2
Ψ

(
2− β;

5

2
; z

)
=

=

(
1

2
+ β

)
Ψ

(
2− β;

5

2
; z

)
+Ψ

(
1− β;

5

2
; z

)
− 3

2
Ψ

(
2− β;

5

2
; z

)
=

= (β − 1)Ψ

(
2− β;

5

2
; z

)
+Ψ

(
1− β;

5

2
; z

)
=

= (β − 1)

(
1

1− β
Ψ

(
1− β;

5

2
; z

)
− 1

1− β
Ψ

(
1− β;

3

2
; z

))
+Ψ

(
1− β;

5

2
; z

)
=

= Ψ

(
1− β;

3

2
; z

)
.

Теперь выражение (22) примет вид с учетом обозначения для z

A(t, τ, β) =
1√
π

(
2

γ(t)

)2β (
γ2(t)

4(t− τ)

)β+1/2

Ψ

(
1− β;

3

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
=

=
γ(t)

2
√
π(t− τ)β+1/2

Ψ

(
1− β;

3

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
.

Ядро (21) можно переписать в виде

Kβ(t, τ) =
γ(t)

2
√
π(t− τ)β+1/2

Ψ

(
1− β;

3

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
− β − 1

Γ(2− β)(t− τ)β
. (23)

Итак, краевая задача (11) сведена к эквивалентному интегральному уравнению Вольтерра (21)
с правой частью (19) и ядром (23). Лемма доказана. �

5. Исследование на непрерывность по порядку производной в нагруженном слага-
емом краевой задачи.

Лемма 2. Для граничной задачи (11) имеет место непрерывность ядра редуцированного ин-
тегрального уравнения по порядку β производной в нагруженном слагаемом уравнения (11).

Доказательство. Рассмотрим предельные случаи для порядка дробной производной члена с на-
грузкой в уравнении (11).
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I. β = 1. Тогда из формул (3), (4) и краевых условий (11) имеем

D1
0,tu(x, t) = ut(x, t).

Введя обозначение μ(t) = ut(x, t)|x=γ(t), из задачи (11) при β = 1 получим граничную задачу

ut − uxx + λμ(t) = f(x, t), u(x, 0) = 0, u(0, t) = 0.

Запишем ее решение, обращая дифференциальную часть по формуле (9) и учитывая (10):

u(x, t) = −λ
t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ + f1(x, t). (24)

Поскольку

cD
1
0,t

⎧⎨
⎩

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ

⎫⎬
⎭ =

d

dt

⎧⎨
⎩

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ

⎫⎬
⎭ =

= μ(t)− 1

2
√
π

t∫

0

x

(t− τ)3/2
exp

(
− x2

4(t− τ)

)
μ(τ)dτ,

то, дифференцируя (24) по t и подставляя x = γ(t), получим

μ(t)− λ

1 + λ

t∫

0

K1(t, τ)μ(τ)dτ = f2(t), (25)

где

f2(t) =
1

1 + λ

∂f1(x, t)

∂t

∣∣∣∣
x=γ(t)

, K1(t, τ) =
γ(t)

2
√
π(t− τ)3/2

exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
. (26)

С другой стороны, найдём предел при β → 1+0 от (23). Функция под знаком предела определена
и непрерывна при β = 1, следовательно, можно совершить предельный переход:

lim
β→1+0

Kβ(t, τ) =
γ(t)

2
√
π(t− τ)3/2

Ψ

(
0;

3

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
· exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
=

=
γ(t)

2
√
π(t− τ)3/2

exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
.

Полученное выражение совпадает с ядром (26), так как Ψ(0, b, z) = 1. Итак,

lim
β→1+0

Kβ(t, τ) = K1(t, τ).

II. β = 2. Тогда из формул (3), (4) имеем D2
0,tu(x, t) = utt(x, t). Из задачи (11) при β = 2 получим

граничную задачу

ut − uxx + λμ(t) = f(x, t), u(x, 0) = 0, u(0, t) = 0,

где μ(t) = utt(x, t)|x=γ(t). Запишем ее решение, обращая дифференциальную часть по формуле (9)
и учитывая формулу (10):

u(x, t) = −λ
t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ + f1(x, t), (27)

где функция f1(x, t) определяется формулой (13). Так как

cD
2
0,t

⎧⎨
⎩

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ

⎫⎬
⎭ =

d2

dt2

⎧⎨
⎩

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
μ(τ)dτ

⎫⎬
⎭ =
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= μ′(τ)− 1

2
√
π

t∫

0

x exp

(
− x2

4(t− τ)

)[
− 3

2(t− τ)5/2
+

x2

4(t− τ)7/2

]
μ(τ)dτ,

то из (27) получим

μ(t) = −λ
⎧⎨
⎩μ

′(t)−− 1

2
√
π

t∫

0

exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)[
− 3γ(t)

2(t− τ)5/2
+

γ3(t)

4(t− τ)7/2

]
μ(τ)dτ

⎫⎬
⎭ + f2(t),

где

f2(t) =
∂2f1(x, t)

∂t2

∣∣∣∣
x=γ(t)

.

Здесь использовано равенство (4):

cD
2
0,tf(t) = rD

2
0,t

[
f(t)− f(0)− f ′(0)t

]
, f |t=0 = 0 ⇒ cD

2
0,tf(t) = rD

2
0,tf(t) = f ′′(t).

Получим интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра второго рода

λμ′(t) + μ(t)− λ

t∫

0

1

2
√
π
exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)[
γ3(t)

4(t− τ)7/2
− 3γ(t)

2(t− τ)5/2

]
μ(τ)dτ = f2(t). (28)

С другой стороны, найти предел при β → 2 − 0 от (23), как в случае I, мы не можем, так
как a < 0 для функции Трикоми Ψ(a, c, z). Возьмём предел при β → 2 − 0 от эквивалентного
выражения (21), учитывая, что Ψ(0, c, z) = 1:

lim
β→2−0

Kβ(t, τ) =

(
γ3(t)

8
√
π(t− τ)7/2

− 3γ(t)

4
√
π(t− τ)5/2

)
· exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
.

Это выражение совпадает с ядром в уравнении (28), но при β = 2 исходная задача сводится
к интегро-дифференциальному уравнению. Лемма 2 доказана. �

6. Исследование интегрального уравнения (20) на разрешимость. Основной резуль-
тат. Ядро (23) интегрального уравнения (20) имеет особенности при τ = t и t = 0. Непосред-
ственное исследование уравнения (20) затруднительно, так как его ядро содержит вырожденную
гипергеометрическую функцию Трикоми. Найдем интеграл

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ

и исследуем поведение полученной функции при малых значениях t.

Теорема. Интегральное уравнение (20) с ядром и правой частью, определяемыми формула-
ми (23) и (19) соответственно, для γ(t) ∼ tω, ω > 0 при t→ +0 однозначно разрешимо в классе
непрерывных функций при любой непрерывной правой части, если 0 < ω < 1/2 при 1 � β < 2.

Доказательство. Рассмотрим интеграл от (23):

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ =
γ(t)

2
√
π

t∫

0

Ψ
(
1− β; 32 ;

γ2(t)
4(t−τ)

)

(t− τ)β+1/2
exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
dτ − β − 1

Γ(2− β)

t∫

0

dτ

(t− τ)β
. (29)

Поскольку второй интеграл в (29)
t∫

0

dτ

(t− τ)β
= − lim

τ→t−0

1

(β − 1)(t− τ)β−1
+

t1−β

β − 1
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расходится при 1 < β < 2, то для сходимости интеграла (29) необходимо (но не достаточно), чтобы
первый интеграл был равен −∞. Далее, применяя правило Лопиталя для вычисления предельных
значений τ → t− 0, найдем достаточные условия для выполнения предельного соотношения

lim
t→0

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ = 0.

Вычислим интеграл

I(t, β) =

t∫

0

Ψ
(
1− β; 32 ;

γ2(t)
4(t−τ)

)

(t− τ)β+1/2
exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
dτ ; (30)

для этого воспользуемся представлением функции Трикоми через функцию Уиттекера по фор-
муле (8):

Ψ

(
1− β;

3

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
=

(
γ2(t)

4(t− τ)

)−3/4

exp

(
γ2(t)

8(t− τ)

)
Wβ− 1

4
; 1
4

(
γ2(t)

4(t− τ)

)
.

Тогда интеграл (30) принимает вид

I(t, β) =

t∫

0

1

(t− τ)β+1/2
exp

(
− γ2(t)

4(t− τ)

)
Ψ

(
1− β;

3

2
;
γ2(t)

4(t− τ)

)
dτ =

=
23/2

(γ(t))3/2

t∫

0

(t− τ)1/4−β exp

(
− γ2(t)

8(t− τ)

)
Wβ−1/4;1/4

(
γ2(t)

4(t− τ)

)
dτ =

=
22β−1

(γ(t))2β−1

+∞∫

γ2(t)/(4t)

zβ−9/4e−z/2Wβ−1/4;1/4(z)dz =

=
23/2t5/4−β

(γ(t))3/2
exp

(
−γ

2(t)

8t

)
Wβ−5/4;1/4

(
γ2(t)

4t

)
. (31)

Здесь введена замена z = γ2(t)/(4(t − τ)) и использована формула 2.19.5(13) из [11, с. 217].
Пусть γ(t) ∼ tω при t→ +0. Тогда в окрестности точки t = 0 выражение (31) можно переписать

в виде

I(t;β) = 23/2t5/4−β− 3
2
ω exp

(
−1

8
t2ω−1

)
Wβ−5/4;1/4

(
1

4
t2ω−1

)
.

Для функции Уиттекера применим формулу 7.2.2(5) из [11, с. 366]:

Wβ−5/4;1/4

(
1

4
t2ω−1

)
= 2−3/2tω/2−3/4 exp

(
−1

8
t2ω−1

)
Ψ

(
2− β;

3

2
;
1

4
t2ω−1

)
.

Тогда

I(t;β) = t1/2−β−ω exp

(
−1

4
t2ω−1

)
Ψ

(
2− β;

3

2
;
1

4
t2ω−1

)
.

Для функции Трикоми Ψ(a, b, z) используем представление (5) и затем применим формулу (12)
из [10, с. 262]:

I(t;β) =
t1/2−β−ω

Γ(2− β)
exp

(
−1

4
t2ω−1

)
×

∞∫

0

ξ1−β(1 + ξ)β−3/2 exp

(
−1

4
t2ω−1ξ

)
dξ =

= 25/2−βt1−2β−2ω exp

(
−1

8
t2ω−1

)
D2β−3

(
1√
2
tω−1/2

)
. (32)
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Таким образом, подставляя выражение (32) в (29), получим:

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ = lim
τ→t−0

1

β − 1

[
1

(t− τ)β−1
− 1

tβ−1

]
−

− 23/2−β

√
π

t1−2β−ω exp

(
−1

8
t2ω−1

)
D2β−3

(
1√
2
tω−1/2

)
, (33)

где Dν(z)—функция параболического цилиндра. Далее,

1

(t− τ)β−1
− 1

tβ−1
=

1

tβ−1

[
1(

1− τ
t

)β−1
− 1

]
=

1

tβ−1

[(
1− τ

t

)1−β − 1

]
.

Поскольку 0 < τ < t, то 0 < τ/t < 1. Тогда

lim
τ→t−0
t→+0

τ

t
= 0.

Поэтому

lim
τ→t−0
t→+0

1

tβ−1

((
1− τ

t

)1−β − 1

)
=

(
0

0

)
.

Введём замену x = τ/t. Вместо последнего предела можно рассматривать

lim
x→0

(1 − x)1−β − 1

x1−β
=

(
0

0

)
= lim

x→0

(1− β)(1− x)−β

(1− β)x−β
= lim

x→0

xβ

(1− x)β
= 0,

так как 1 < β < 2. Тогда из (33) имеем:

lim
t→0+0

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ = − lim
t→+0

{
t1−2β−ω

2β−3/2
√
π
exp

(
−1

8
t2ω−1

)
D2β−3

(
1√
2
tω−1/2

)}
. (34)

Здесь −1 < 2β − 3 < 1.

Рассмотрим следующие случаи.

1. 2ω − 1 > 0. Применяя формулу (4) из [13, с. 120] при z = 0 и формулу 2.3.3(1) из [10, с. 259],
получим

D2β−3(0) = −
√

2

π

∞∫
e−t2/2t2β−3 cos(βπ)dt = −

√
2

π
cos βπ

∞∫

0

e−t2/2t2β−3dt =

= − 1√
2π

cos βπ

∞∫

0

xβ−2e−x/2dx = − 1

2
√
π
cos βπ · Γ(β − 1)

(
1

2

)β−1

= −cos βπ · Γ(β − 1)

2β−1/2
√
π

.

Тогда при 2ω − 1 > 0 из (34) имеем:

lim
t→0+0

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ =
cos βπ

22β−2π
lim

t→0+0
t1−2β−ω = ∞. (35)

2. 0 < ω < 1/2, 1 < β < 2. В этом случае в (34) аргумент функции параболического цилиндра
будет неограниченно расти при t → +0. Поскольку имеет место асимптотическое разложение
функции согласно формуле 9.246(1) из [1, с. 1079], то из (34) имеем

lim
t→+0

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ = − 1√
π

lim
t→+0

t7/2−3β−ω+2βω exp

(
− 1

4t1/2−ω

)
= 0. (36)
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3. ω = 1/2. Из (34) следует

lim
t→0+0

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ = −e−1/8D2β−3

(
1√
2

)
1

2β−3/2
√
π
· lim
t→0+0

t1/2−2β .

Вычислим D2β−3(1/
√
2), используя формулу 9.241(1) из [1, с. 1078]:

D2β−3

(
1√
2

)
=

1√
π
22β−

1
2 e−π(2β−1)i/2e1/8

+∞∫

−∞
x2β−1e−2x2+xi/

√
2dx.

Для вычисления интеграла

J(β) =

+∞∫

−∞
x2β−1e−2x2+xi

√
2dx

используем формулу 3.462(3) из [1, с. 352]:

J(β) =
1

i2β−1

+∞∫

−∞
(ix)2β−1e−2x2−xi/

√
2dx =

21/2−2β

i2β−1

√
πe−1/32D2β−3

(
1

2
√
2

)
.

Тогда

D2β−3

(
1√
2

)
=

1

i2β−2
sin

(π
2
− πβ

)
D2β−3

(
1

2
√
2

)
.

Заметим, что аргумент функции параболического цилиндра убывает в геометрической прогрес-
сии со знаменателем 1/2, оставаясь положительным.

Вычислим D2β−3(0) с помощью формул 8.3 (1) из [13, с. 125] и 3.194(3) из [1, с. 299]:

D2β−3(0) =
2β−3/2

Γ
(
3
2 − β

)
∞∫

0

t1/2−β(1 + t)β−2dt =
2β−3/2

Γ
(
3
2 − β

)B
(
3

2
− β;

1

2

)
=

2β−3/2√π
Γ(2− β)

.

Отсюда следует, что D2β−3(1/
√
2)— ограниченная функция аргумента β. Тогда при ω = 1/2

имеем

lim
t→0

t∫

0

Kβ(t, τ)dτ = ∞, 1 < β < 2. (37)

Рассмотрим предельные случаи β.

I. β = 1. Используем формулу (26), где γ(t) ∼ tω при t→ +0, и ω > 0:
t∫

0

K1(t, τ)dτ = −
t∫

0

tω

2
√
π(t− τ)3/2

exp

(
− t2ω

4(t− τ)

)
dτ. (38)

После замены

z =

√
t2ω

4(t− τ)
; t− τ =

t2ω

4z2
; dτ =

t2ω

2z3
dz;

τ = 0 ⇒ z =
1

2
t(2ω−1)/2, τ = t ⇒ z → +∞

интеграл (38) примет вид:
t∫

0

K1(t, τ)dτ = − tω

2
√
π

+∞∫

t(2ω−1)/2/2

23z3

t3ω
t2ω

2z3
exp

(−z2) dz = − erfc

(
1

2
t(2ω−1)/2

)
.
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Тогда

lim
t→0+0

t∫

0

K1(t, τ)dτ =

{
−1, если ω > 1/2;

0, если 0 < ω < 1/2.
.

По условию x = γ(t) возрастает в области Q− и γ(0) = 0. Поэтому случай ω � 0 мы не рассмат-
риваем.

Теперь рассмотрим случай при γ(t) =
√
t и β = 1:

t∫

0

K1(t, τ)dτ = −
√
t

2
√
π

t∫

0

dτ

(t− τ)3/2
exp

(
− t

4(t− τ)

)
dτ =

= −
√
t√
π

√
t∫

0

1

z2
e−t/(4z2)dz = − 2√

π

+∞∫

1
2

e−ξ2dξ = − erfc

(
1

2

)
.

При вычислении интеграла использована замена z =
√
t− τ . Итак,

lim
t→+0

t∫

0

K1(t, τ)dτ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−1, если ω > 1/2;

0, если 0 < ω < 1/2;

− erfc(1/2) 
= 0, если ω = 1/2.

. (39)

II. β = 2. Используем формулу ядра в уравнении (28) при γ(t) ∼ tω, если t → +0, ω > 0:
t∫

0

K2(t, τ)dτ =

t∫

0

(
t2ω

8
√
π(t− τ)7/2

− 3tω

4
√
π(t− τ)5/2

)
exp

(
− t2ω

4(t− τ)

)
dτ. (40)

После замен

z =

√
t2ω

4(t− τ)
, t− τ =

t2ω

4z2
, dτ =

t2ω

2z3
dz, z2 = x

интеграл (40) примет вид:
t∫

0

K2(t, τ)dτ =
4

t2ω
√
π

+∞∫

t2ω−1/4

x3/2e−xdx− 6

t2ω
√
π

+∞∫

t2ω−1/4

z1/2e−xdx.

Применив формулу 2.3.6(6) из [10, с. 261], получим

t∫

0

K2(t, τ)dτ =
1

8
√
π
t3ω−5/2 exp

(
−1

4
t2ω−1

)
Ψ

(
1;

7

2
;
1

4
t2ω−1

)
−

− 3

4
√
π
tω−3/2 exp

(
−1

4
t2ω−1

)
Ψ

(
1;

5

2
;
1

4
t2ω−1

)

или
t∫

0

K2(t, τ)dτ =
1

2
√
π
tω−3/2 exp

(
−1

4
t2ω−1

)[
1

4
t2ω−1Ψ

(
1;

7

2
;
1

4
t2ω−1

)
− 3

2
Ψ

(
1;

5

2
;
1

4
t2ω−1

)]
. (41)

Введя согласно [13] обозначения

Ψ(a, c, x) = Ψ

(
1;

5

2
;
1

4
t2ω−1

)
, Ψ(0, c+, x) = Ψ

(
1;

7

2
;
1

4
t2ω−1

)
, Ψ(a−, c, x) = Ψ

(
0;

5

2
;
1

4
t2ω−1

)
,
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из формулы (7) (см. [13, с. 246]) получим

xΨ

(
1;

7

2
;x

)
− 3

2
Ψ

(
1;

5

4
;x

)
= Ψ

(
0;

5

2
;x

)
≡ 1.

Тогда (41) можно переписать в виде
t∫

0

K2(t, τ)dτ =
1

2
√
π
tω−3/2 · exp

(
−1

4
t2ω−1

)
.

Отсюда

lim
t→+0

t∫

0

K2(t, τ)dτ =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∞, если 1/2 � ω < 3/2;

1

2
√
π
, если ω = 3/2;

0, если 0 < ω < 1/2 или ω > 3/2.

.

Суммируя результаты (35), (36), (37), (39), получаем основной результат. Теорема доказана. �

Замечание. Случай β = 2 в основной результат не включатся, так как при β = 2 граничная
задача (11) сводится к интегро-дифференциальному уравнению (28).

7. Заключение. В условиях теоремы ядро (23) интегрального уравнения обладает слабой осо-
бенностью. Следовательно, можно применить метод последовательных приближений для нахож-
дения единственного решения уравнения (21). Тогда соответствующие краевые задачи корректны
в естественных классах функций, т.е. нагруженное слагаемое поставленной граничной задачи яв-
ляется слабым возмущением дифференциального уравнения.

Если же линия, на которой дается нагрузка в поставленной задаче, удовлетворяет условию
γ(t) ∼ tω при t → +0 и определяется при ω � 1/2, и порядок дробной производной 1 � β < 2, то
интегральное уравнение (21) не разрешимо методом последовательных приближений. Можно по-
казать, что соответствующее однородное уравнение при некоторых значениях параметра λ будет
иметь ненулевые решения. Если единственность решения первой краевой задачи нарушается, то
в этом случае нагрузку можно интерпретировать как сильное возмущение. Таким образом, суще-
ствование и единственность решений возникающего интегрального уравнения зависит от порядка
дробной производной в нагруженном члене поставленной краевой задачи.
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Аннотация. Рассматриваются диффузионные модели изменения языка. Первая из моделей
представляет собой начально-краевую задачу для уравнения Хотеллинга. Эта модель описывает
изменение размера словаря естественного языка с течением времени под воздействием собствен-
но его развития и диффузионного проникновения. Другая модель описывает процесс взаимо-
действия носителей двух языков. Обсуждается вопрос об устойчивости стационарных решений.

Ключевые слова: диффузионная модель, стационарное состояние, устойчивость, рост словаря.

ON SOME MODELS IN LINGUISTICS
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Abstract. Two diffusion models of language change are considered. The first model is an initial-
boundary-value problem for the Hotelling equation. This model describes the change in the size of a
natural language vocabulary over time under the influence of its development and diffusion penetration.
The other model describes the process of interaction between native speakers of two languages. The
stability of stationary solutions is discussed.

Keywords and phrases: diffusion model, steady state, stability, vocabulary growth.

AMS Subject Classification: 35B35, 35Q99

1. Введение. Методы теории нелинейной динамики применяются во многих отраслях науки.
Одно из направлений, где может быть использована идеология нелинейной динамики, связа-
но с изучением формирования и изменения языка во времени. Накопленные на сегодняшний
день сведения о количественных характеристиках процесса изменения языка позволяют пред-
положить, что этот процесс протекает по законам, схожим с законами роста и распространения
популяций. Это наблюдение дает возможность применять математические методы, уже с успе-
хом используемые в биологии, медицине и даже в экономике, к изучению развития языка. Ниже
мы приведем пример применения одного из методов исследования устойчивости стационарного
состояния системы к изучению развития языка. Модели, рассмотренные в настоящей работе, в их
диффузионном варианте, введены в [2].

2. О моделировании роста словаря естественного языка. Обратимся к вопросу о моде-
лировании роста словаря языка. Очень содержательные мысли по этой проблеме можно найти
в книгах [7] и [9]. Сделаем краткое введение в настоящий раздел, опираясь на эти книги (к со-
жалению, каждая из них является библиографической редкостью).
Общеизвестным является тезис о том, что «в результате постоянного расширения сферы дея-

тельности человека лексика каждого языка, особенно его терминологический словарь, несмотря
на выпадение некоторого количества слов, неуклонно растет» (см. [7, с. 56]). Такому неуклон-
ному нарастанию размера словаря соответствует, в частности, экспоненциальный закон роста по
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следующей формуле (см. [7, с. 57]):
L(t) = L0e

nt, (1)
где t— текущий момент времени, L(t)—размер словаря в момент времени t, L0 —начальный
размер словаря, задающий начало отсчета времени, n > 0—коэффициент прироста. По экспо-
ненциальному закону скорость роста словаря имеет «лавинообразный» характер (скорость роста
словаря пропорциональна достигнутому уровню), который может быть описан обыкновенным
дифференциальным уравнением

dL(t)

dt
= nL(t). (2)

Множитель L0 задается начальным условием

L(0) = L0. (3)

Ретроспективная проверка закона (1) на основе данных о представительных (например, толко-
вых) словарях некоторых естественных языков убеждает в том, что рост общеупотребительной
лексики и рост объема словаря литературного языка за разные промежутки времени может ха-
рактеризоваться экспоненциальным законом только в отдельные периоды развития языка [9].
В действительности процесс роста лексики начинается медленно (период становления литера-
турного языка), затем ускоряется и принимает «лавинообразный» характер (период формирова-
ния литературного языка), но в какой-то момент процесс роста обязательно замедляется (период
стабилизации). Такой схеме развития отвечает математическая модель, выражаемая т. н. логи-
стической функцией

L(t) =
Lc

1 + ae−kt
, (4)

где Lc — теоретический супремум словаря, k > 0, a суть некоторые параметры. Графически эта
модель представляется S-образной кривой, которая выражает сначала рост с возрастающей ско-
ростью, затем скорость уменьшается и почти прекращается по мере асимптотического прибли-
жения к пределу Lc.
По всей вероятности, закон логистического развития в своей общей форме (ускорение — точ-

ка перегиба — замедление) имеет всеобщее социально-лингвистическое значение и характеризует
рост и развитие лексики большинства литературных языков, хотя конкретную форму этот закон
принимает в зависимости от условий исторического развития данного народа — носителя языка.
Можно добавить, что логистический закон роста в различных своих конкретных проявлениях
(имеется ряд вариантных формул логистического роста) считается одним из основных законов
развития самоорганизующихся сложных систем, если рассматривать их развитие при достаточ-
но больших временных интервалах. S-образной кривой характеризуются также некоторые другие
диахронные лингвистические процессы, и они находят себе в наши дни широкое применение во
многих областях науки, в том числе при решении задач моделирования развития самой науки
(см. [9, с. 155]).
Здесь нельзя не отметить, в частности, что осознание законов развития роста словаря есте-

ственного языка идет по тому же пути, что и осознание законов роста популяций.
Уравнение (2) называется моделью Мальтуса (см. [10]). Одним из первых исследователей ди-

намики населения был Томас Мальтус (Thomas Malthus). Мальтус заметил в эссе, написанном
в 1798 году, что рост человеческого населения принципиально отличался от роста запасов про-
довольствия, чтобы прокормить это население. Он писал, что человеческое население растет
геометрически (то есть экспоненциально), в то время как запасы продовольствия растут ариф-
метически (то есть линейно). Он пришел к выводу, что если его не остановить, то будет лишь
вопросом времени следующая ситуация: население будет слишком велико, чтобы прокормить се-
бя. Мальтус предположил, что темпы роста населения прямо пропорциональны его нынешнему
размеру. Если популяция в момент времени t обозначается L(t), то предположение о естествен-
ном росте может быть записано символически как (2), а L0 —начальная популяция. Решение
предсказывает демографический взрыв при n > 0, вымирание популяции при n < 0 и отсутствие
изменений при n = 0.
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Мальтузианскую модель обычно называют моделью естественного роста или моделью экспо-
ненциального роста. Эта модель может быть полезна в ситуации, в которых временной масштаб
наблюдения достаточно мал, чтобы сделать приемлемым предположение, что n > 0 остается
почти постоянным, ресурсы кажутся неограниченными, а L0 мал.
Позже (1838) Пьер Франс Ферхююльст (Pierre François Verhulst) заменил постоянную относи-

тельную скорость роста n в (2) на относительную скорость роста

k

(
1− L

Lc

)
,

которая линейно уменьшается в зависимости от L. Безразмерный множитель k(1 − L/Lc) слу-
жит для отражения уменьшения относительного темпа роста от k до нуля по мере увеличения
численности населения от его начальный уровень L0 —Lc. Константа Lc представляет собой мак-
симальное устойчивое население, за пределами которого L не может увеличиться. Полученная
модель (см. [10])

dL

dt
= kL

(
1− L

Lc

)
, (5)

называется моделью логистического роста или моделью Ферхюльста. Модель Ферхюльста пред-
полагает, что скорость роста колеблется от значения k, когда условия очень благоприятны, к зна-
чению 0, когда популяция увеличилась до максимального значения Lc, которое может поддер-
живать окружающая среда. Решение уравнения (5) имеет вид

L(t) =
LcL0

L0 + (Lc − L0)e−kt
,

и это совпадает с (4) при a = (Lc − L0)/L0.
Логистическая модель предсказывает быстрый начальный рост для 0 < L0 < Lc, затем сни-

жение темпов роста с течением времени, так что размер популяции приближается к пределу.
Такое поведение согласуется с наблюдаемым поведением многих популяций, и по этой причине
логистическая модель часто используется в качестве средства описания численности популяции
Модель Ферхюльста и мальтузианская модель не учитывали миграции населения. Гарольд

Хотеллинг (Harold Hotelling) (1921) добавил к уравнению Ферхюльста слагаемое, описывающее
миграции. В результате уравнение приняло вид (см. [13])

∂L

∂t
= A(Lc − L)L+BΔL, (6)

где L = L(x1, x2, t)—плотность населения в точке (x1, x2) в момент времени t,

Δ = ∇2 =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

— оператор Лапласа, A— скорость роста населения, B — скорость миграции, s—коэффициент
насыщенной плотности населения, t— временной параметр, x1, x2 — географические координаты.
Модель Хотеллинга описывает как рост населения, так и миграционные процессы. Рост населе-

ния моделируется как логистический процесс. Миграционные процессы описываются с помощью
закона Фурье теплопроводности. Хотеллинг ввел понятие насыщенной плотности населения. Ес-
ли реальная плотность населения выше насыщенной, то население уменьшается, если реальная
плотность населения ниже насыщенной, то население увеличивается. Пространственная диффу-
зия объяснялась тем, что рост населения приводит к снижению производства на душу населения,
а люди перемещаются из более населенных мест в менее населенные.
Существенным недостатком модели Хотеллинга как модели роста и распространения насе-

ления является то, что предполагается, что запасы средств к существованию равны заданной
константе, не зависящей от времени и численности населения (рабочей силы). Таким образом,
эта модель более пригодна для популяций животных, о чем свидетельствует его успешное при-
менение в экологии через 30 лет после создания.
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В огромном числе случаев при попытке построить модель какого-либо объекта либо невозмож-
но прямо указать фундаментальные законы или вариационные принципы, которым он подчиня-
ется, либо, с точки зрения наших сегодняшних знаний, вообще нет уверенности в существовании
подобных законов, допускающих математическую формулировку. Одним из плодотворных под-
ходов к такого рода объектам является использование аналогий с уже изученными явлениями
(см. [8]). В интересующем нас случае моделирования роста словаря мы можем повторить фраг-
менты пути исследований роста и распространения популяции. Часто наряду с явным заданием
функций, которое далеко не всегда известно, полезно изучать дифференциальные уравнения, ко-
торым эта функция удовлетворяет, развивая закон, который это уравнение описывает. В нашем
случае мы можем наряду с заданием функции (4) в явном виде рассматривать и дифференци-
альное уравнение (5), которое его задает. Такой подход целесообразен, например, при изучении
вопросов, связанных с устойчивостью стационарного состояния.
Уравнение (5) хорошо изучено. Мы можем пойти дальше по тому же пути что и при исследо-

вании роста и распространения популяции. Добавим справа от знака равенства диффузионный
член и получим уравнение вида (6), где L = L(x1, x2, t) размер словаря в точке (x1, x2) в момент
времени t.
В некоторых случаях удобно трактовать L = L(x1, x2, t) как отклонение размера словаря

в момент времени t от размера, зафиксированного как некий стационарный уровень, который
принимается нулевым. К сожалению, такой «локализованный» подход может повлечь за собой
дополнительные технические трудности в экспериментальном подтверждении модели. Без диф-
фузионного члена BΔL мы имеем дело с «точечной» моделью, которая на самом деле как раз
глобальна в том смысле что закон (6) может быть применен к языку в целом. В этом случае
можно опираться на представительные словари рассматриваемого языка разных лет для про-
верки гипотез. В случае диффузионно-логистической модели (6) мы, возможно, если речь идет
о большой стране, вынуждаем себя заменить исследование национального языка изучением на-
речий и диалектов, динамика изменения которых не так подробно отражена в официальных
словарях. Впрочем, можно надеяться, что эта модель подойдет для исследования влияния вза-
имопроникновения языков некоторой территории с относительно небольшими подтерриториями
(странами, федеральными землями, регионами и т. д.) языки и наречия которых фиксируются
в словарях. Диффузионный подход на самом деле дает новые знания о модели. Простейшим при-
мером, иллюстрирующим это, может служить задача об устойчивости стационарного состояния.
Пусть w = w(x1, x2)— стационарное решение уравнения (6) в некоторой ограниченной области Ω
с кусочно гладкой границей, удовлетворяющее на границе этой области классическому краевому
условию первого, второго или третьего рода, d—диаметр области Ω. В [5] показано, что условие

w >
Lc

2
− B

2Ad2

является достаточным для устойчивости стационарного решения w(x1, x2) (см. также [12], где
этот результат обобщен). Хорошо известно, что без диффузионного члена (при B = 0) нулевое
стационарное решение является неустойчивым. В диффузионном случае (при B �= 0) тривиальное
стационарное решение может оказаться как устойчивым, так и неустойчивым, что определяется
размером области Ω. Это эффект исключительно диффузионной модели.

3. О моделировании взаимодействия языковых групп. Рассматриваемая далее модель
в бездиффузионном виде заимствована из работы [3]. Мы дополняем ее до диффузионного вида.
Только величинам, в ней участвующим, придан нами иной смысл. Мы по-прежнему считаем
возможной новую интерпретацию, исходя из уже упомянутого принципа аналогий при построении
моделей [8]. Мы осознаем, что получение достоверных данных о входных величинах модели, как
и об искомых величинах для ее экспериментальной проверки, представляет собой отдельную
трудоемкую задачу, которую мы здесь не рассматриваем.
Пусть u1 = u1(x1, x2, t) и u2 = u2(x1, x2, t) суть численности (в условных единицах) групп но-

сителей двух языков (наречий, диалектов), проживающих на общей территории. Будем считать,
что вторая группа обладает «агрессивностью» в следующем смысле: за счет влияния участников
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второй группы возможен переход из первой группы во вторую. Система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, описывающая этот процесс, имеет вид

∂u1
∂t

= μu1(u1 − α)(1 − u1)− u1u2, (7)

∂u2
∂t

= −β(b− u1)u2, (8)

где α ∈ [0, 1), μ, β и b суть некоторые параметры. К системе (7)—(8) добавим начальные условия

u1|t=0 = u01 ∈ [0, 1], (9)

u2|t=0 = u02 ∈ [0, 1). (10)

В диффузионном варианте система принимает вид

∂u1
∂t

= μu1(u1 − α)(1 − u1)− u1u2 + ϑ1Δu1, (11)

∂u2
∂t

= −β(b− u1)u2 + ϑ2Δu2, (12)

где ϑ1 � 0, ϑ2 � 0 (при ϑ1 = 0, ϑ2 = 0 мы получаем систему (7)—(8) из [3]). Будем считать,
что система рассматривается в ограниченной области Ω с кусочно гладкой границей Γ. Добавим
краевые условия

(
η11u1 + η12

∂u1
∂ν

)∣∣∣∣
Γ

= ζ1(x1, x2), (13)
(
η21u2 + η22

∂u2
∂ν

)∣∣∣∣
Γ

= ζ2(x1, x2), (14)

где ν — единичный вектор внешней нормали к границе Γ, η2s1 + η2s2 > 0, ηs1ηs2 > 0, s = 1, 2.
Всюду далее будем рассматривать регулярные решения, обладающие достаточной гладкостью,
что в частности, влечет за собой выполнение всех необходимых условий согласования начальных
и граничных данных.

4. Исследование устойчивости стационарного состояния в диффузионной моде-
ли взаимодействия языковых групп. Пусть v = (v1, v2)— стационарное решение систе-
мы (11)—(12), то есть решение системы

μu1(u1 − α)(1 − u1)− u1u2 + ϑ1Δu1 = 0, (15)
−β(b− u1)u2 + ϑ2Δu2 = 0, (16)

удовлетворяющее граничным условиям (13)—(14).
Пусть zj = uj − vj, j = 1, 2. Выведем уравнения для каждого из отклонений zj , полученное

равенство умножим на zj и проинтегрируем по Ω. Из первого уравнения (11) имеем:

∂u1
∂t

=
∂z1
∂t

= μ(v1 + z1)(v1 + z1 − α)(1 − v1 − z1)− (v1 + z1)(v2 + z2) + ϑ1Δ(v1 + z1).

Раскрывая скобки и приводя подобные, получим

∂z1
∂t

= μz21 + 2μv1z1 − μαz1 − μz31 − 3μv1z
2
1 − 3μv21z1 + μ+ αz21+

+ 2μαv1z1 − z1z2 − v1z2 − v2z1 + ϑΔz1 + μv1(v1 − α)(1− v1)− v1v2 + ϑ1Δv1.

В силу того, что v = (v1, v2) является решением системы (15)—(16), сумма последних трех слага-
емых в правой части последнего равенства равна нулю. Поэтому получим

∂z1
∂t

= μz21+2μv1z1−μαz1−μz31−3μv1z
2
1−3μv21z1+μαz

2
1+2μαv1z1−z1z2−v1z2−v2z1+ϑΔz1. (17)
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Умножим равенство (17) на z1, после чего получим

z1
∂z1
∂t

= μz31 + 2μv1z
2
1 − μαz21 − μz41 − 3μv1z

3
1 − 3μv21z

2
1+

+ μαz31 + 2μαv1z
2
1 − z21z2 − v1z1z2 − v2z

2
1 + z1ϑΔz1.

Считая отклонения zj достаточно малыми, после умножения равенств на zj будем отбрасывать
одночлены переменных (z1, z2), имеющие степень выше второй. Последнее равенство после этого
будет преобразовано к виду

1

2

∂

∂t
(z21) = 2μv1z

2
1 − μαz21 − 3μv21z

2
1 + 2μαv1z

2
1 − v1z1z2 − v2z

2
1 + ϑz1Δz1.

Проинтегрируем полученное равенство по Ω и получим
1

2

∫

Ω

∂

∂t
(z21)dx = ϑ

∫

Ω

z1Δz1dx+

∫

Ω

(2μv1z
2
1 − μαz21 − 3μv21z

2
1 + 2μαv1z

2
1 − v1z1z2 − v2z

2
1)dx.

К первому интегралу в правой части последнего равенства применим формулу Грина [1]. Учи-
тывая граничные условия, получим

1

2

∂

∂t

∫

Ω

(z21)dx = −ϑ
∫

Ω

|∇z1|2dx+ ϑ1

∫

∂Ω

z1
∂z1
∂ν

dΓ+

+

∫

Ω

(2μv1z
2
1 − μαz21 − 3μv21z

2
1 + 2μαv1z

2
1 − v1z1z2 − v2z

2
1)dx, (18)

где dΓ является элементом границы dΩ, так что второе слагаемое в правой части равенства (18)
представляет собой криволинейный интеграл первого рода по границе области Ω. В интеграле
по границе при μs = 0 или при ηs = 0 подынтегральная функция равна нулю в силу краевого
условия (13). Из этого же краевого условия при μsηs > 0 получим:

∂z1
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= −μs
ηs
z1

∣∣∣∣
∂Ω

.

Поэтому равенство (18) может быть переписано в виде

1

2

∂

∂t

∫

Ω

(z21)dx = −ϑ
∫

Ω

|∇z1|2dx− σ1ϑ1

∫

∂Ω

μ1
η1
z21dΓ+

+

∫

Ω

(2μv1z
2
1 − μαz21 − 3μv21z

2
1 + 2μαv1z

2
1 − v1z1z2 − v2z

2
1)dx. (19)

Аналогичным образом мы получим из второго уравнения (12):

1

2

∂

∂t

l∫

0

z22dx = −ϑ2
∫

Ω

|∇z2|2dx− σ2ϑ2

∫

∂Ω

μ2
η2
z22dΓ +

∫

Ω

(βv2z1z2 + βv1z
2
2 − bβz22)dx, (20)

где σs = 1 в случае μsηs > 0 или σs = 0 в случае μsηs = 0, s = 1, 2.
Сложив равенства (19)—(20), получим

1

2

∂

∂t

l∫

0

|z|2dx = −ϑ1
∫

Ω

|∇z1|2dx− ϑ2

∫

Ω

|∇z2|2dx− σ1ϑ1

∫

∂Ω

μ1
η1
z21dΓ− σ2ϑ2

∫

∂Ω

μ2
η2
z22dΓ+

+

∫

Ω

(2μv1z
2
1 − μαz21 − 3μv21z

2
1 + 2μαv1z

2
1 − v1z1z2 − v2z

2
1 + βv2z1z2 + βv1z

2
2 − bβz22)dx. (21)
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где |z|2 = z21 + z22 . Положим

Θ11 =
(
2μv1 + 2μαv1 − μα− 3μv21 − v2

)
, (22)

Θ12 = Θ21 =
1

2
(βv2 − v1) , (23)

Θ22 = βv1 − bβ (24)

Нас интересует знак выражения, определенного формулой (21). Более точно, мы хотим уста-
новить достаточные условия для того, чтобы это выражение было отрицательным. Безусловно,
отрицательная определенность квадратичной формы

2∑
k=1

2∑
j=1

bkjξkξj (25)

будет таким достаточным условием. Однако еще есть резерв для уточнения достаточных условий.
Воспользуемся методом, примененным в [5]. К интегралам от квадратов градиентов в правой
части равенства (21) применим неравенство Стеклова—Пуанкаре—Фридрихса [4, 6, 11, 14],. С его
учетом из равенства (21) получим следующее неравенство:

1

2

∂

∂t

l∫

0

|z|2dx �
l∫

0

(a11z
2
1 + 2a12z1z2 + a22z

2
2)dx, (26)

где

a11 = 2μv1 + 2μαv1 − μα− 3μv21 − v2 − ϑ1
d2
, (27)

a12 = a21 =
1

2
(βv2 − v1), (28)

a22 = βv1 − bβ − ϑ2
d2
, (29)

где d—диаметр области Ω.
Уточненное достаточное условие асимптотической устойчивости стационарного решения состо-

ит в том, чтобы квадратичная форма

2∑
k=1

2∑
j=1

akjξkξj (30)

была отрицательно определенной. Безусловно, проверка этого условия хотя и несколько громозд-
ка, все же вполне реализуема, особенно с помощью компьютера.
Отметим, что учет диффузионных явлений и здесь может внести новые знания об объекте

исследования или о модели. Обратимся к первоисточнику рассматриваемой модели. В работе [3]
указывается, что система обыкновенных дифференциальных уравнений (7)—(8) имеет четыре
стационарные точки. Отметим, что каждая из них является и стационарным решением систе-
мы (11)—(12) уравнений в частных производных с диффузионными членами. Для иллюстрации
нашего тезиса о новой информации об объекте рассмотрим две из указанных стационарных точек.
1. v1 = α, v2 = 0. В этой стационарной точке собственные значения матрицы правой части урав-
нений (7)—(8) будут следующими: λ1 = μα(1 − α) > 0, λ2 = −β(b − α). Поскольку одно из
собственных значений положительно, эта стационарная точка будет неустойчивой. Посмотрим,
что даст нам наличие ненулевых диффузионных членов. Оказывается, в таком случае квадра-
тичная форма (30) может быть отрицательно определенной при выполнении некоторых условий.
В этом случае имеем:

a11 = μα(1− α)− ϑ1/d
2, a12 = −α/2, a22 = β(α − b)− ϑ2/d

2.



О НЕКОТОРЫХ МОДЕЛЯХ В ЯЗЫКОЗНАНИИ 105

Согласно критерию Сильвестра, для отрицательной определенности формы (30) необходимо и до-
статочно выполнение условий

a11 = μα(1− α)− ϑ1/d
2 < 0,

a11a22 − a212 = Φ1(d;α, β, μ, b) = (μα(1 − α)− ϑ1/d
2)(β(α − b)− ϑ2/d

2)− α2/4 > 0.

Совершенно очевидно, что каждое из этих двух условий будет выполняться при достаточно ма-
лых d.
2. v1 = 1, v2 = 0. В этой точке λ1 = −μ(1 − α) < 0, λ2 = −β(b − 1). Неравенство b > 1 является
необходимым и достаточным условием устойчивости точки (1, 0), рассматриваемой как стацио-
нарная точка системы обыкновенных дифференциальных уравнений (7)—(8). При рассмотрении
системы (11)—(12) мы имеем:

a11 = −μ(1− α)− ϑ1/d
2, a12 = −1/2, a22 = β(1 − b)− ϑ2/d

2.

Критерий Сильвестра отрицательной определенности квадратичной формы в этом случае при-
ведет к условиям

a11 = −μ(1− α)− ϑ1/d
2 < 0,

a11a22 − a212 = Φ2(d;α, β, μ, b) = (−μ(1− α)− ϑ1/d
2)(β(1 − b)− ϑ2/d

2)− 1/4 > 0.

На сей раз первое условие выполнено. Второе условие может быть выполнено при малых значе-
ниях d не только при b > 1, но и при b � 1.
Отметим также точку v1 = 0, v2 = 0. В этой стационарной точке собственные значения матри-

цы правой части уравнений (7)—(8) будут отрицательными, а значит, эта точка будет устойчивой.
В этом случае добавление диффузионных членов ничего нового не дает.

5. Заключение. Мы затронули некоторые стороны обширной проблемы математического мо-
делирования в языкознании. Мы полагаем, что принцип аналогий, широко используемый при
моделировании, даст свои плоды и при моделировании в задачах языкознания. В частности, мы
считаем, что аппарат дифференциальных уравнений весьма пригоден для моделирования роста
словаря и взаимодействия разных языковых групп. При моделировании процесса взаимодействия
двух разных языковых групп мы добавили диффузионные (миграционные) составляющие в урав-
нения системы. Это привело к некоторым новым эффектам, которые не были ожидаемы a priori.
Выяснилось, что некоторые стационарные состояния, будучи неустойчивыми как стационарные
точки системы с сосредоточенными параметрами (системы обыкновенных дифференциальных
уравнений), становятся устойчивыми в областях с малыми диаметрами как стационарные состо-
яния системы с распределенными параметрами (системы дифференциальных уравнений в част-
ных производных). В терминах предметной области это означает, что миграционные процессы
способны сохранить устойчивые состояния языка в малых областях. Этот вывод, безусловно,
нуждается в подтверждении статистическими данными.
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Аннотация. Работа обобщает полученные ранее результаты анализа применимости метода мо-
ментов к исследованию задач оптимального управления линейными системами дробного порядка
с сосредоточенными параметрами на новые типы систем, отличающиеся выбором оператора дроб-
ного дифференцирования в определяющих уравнениях. Исследована постановка и разрешимость
l-проблемы моментов для простейших одно- и двумерных систем с операторами Прабхакара,
Сайго, Гринько. В ряде случаев получены точные аналитические решения этой проблемы.

Ключевые слова: динамическая система дробного порядка, оптимальное управление, дробная
производная, l-проблема моментов.

ON THE STATEMENT AND SOLVABILITY OF THE l-PROBLEM

OF MOMENTS FOR FRACTIONAL SYSTEMS

c© 2022 S. S. POSTNOV

Abstract. In this paper, we generalize the method of moments for optimal control problems for
fractional linear systems with concentrated parameters to new types of systems. We analyze the
statement and solvability of the l-problem of moments for the simplest one- and two-dimensional
systems with Prabhakar, Saigo, and Grinko operators. In some cases, we obtain exact analytical
solutions of this problem.

Keywords and phrases: fractional order dynamical system, optimal control, fractional derivative,
l-problem of moments.

AMS Subject Classification: 49N05, 49J21, 93C23, 34K35, 34A08

1. Введение. В ходе ранее выполненных исследований было проанализировано влияние ти-
па оператора дробного дифференцирования в уравнении, описывающем динамику системы, на
свойства решений задачи оптимального управления для данной системы (см. [5] и ссылки в ней).
Были рассмотрены операторы Хильфера, Адамара, Эрдейи—Кобера, Катугамполы, Капуто—
Фабрицио, Атанганы—Балеану. В целом, на основе полученных результатов можно отметить
два основных момента. Во-первых, для всех операторов, за исключением оператора Капуто—
Фабрицио, при постановке l-проблемы моментов возникают дополнительные условия её коррект-
ности, связывающие показатели оператора дробного дифференцирования с индексом лебегова
пространства, в котором определено управление. Это качественно отличает исследованные си-
стемы дробного порядка от аналогичных систем целого порядка, при этом полученные допол-
нительные условия, как правило, тривиально выполняются при целых значениях показателей
оператора дифференцирования. Кроме того, выполнение условий корректности l-проблемы мо-
ментов, для исследованных систем влечёт за собой выполнение условий её разрешимости, которые
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принято проверять для систем целого порядка. Во-вторых, сравнение решений задачи оптималь-
ного управления, полученных в вышеупомянутых работах методом моментов, показало наличие
как весьма схожих, так и кардинально отличающихся тенденций в их поведении. Например,
граничные траектории систем Римана—Лиувилля и Капуто оказываются весьма близки, но за-
висимости нормы оптимального управления от показателя дробной производной различаются
как количественно, так и качественно. В то же время, зависимости нормы оптимального управ-
ления от показателя дробной производной в случае операторов Римана—Лиувилля и Адамара
оказываются близки качественно, а в определённом диапазоне изменения показателя производ-
ной — и количественно. Отмеченные факты подтверждают, что динамические системы дробного
порядка с управлением обладают характерными особенностями, не только отличающими их от
аналогичных систем целого порядка, но и позволяющих характеризовать их разновидности, со-
ответствующие разным определениям оператора дробного дифференцирования. В свою очередь,
это делает актуальной затронутую проблематику.
Настоящая работа продолжает упомянутые исследования и содержит аналогичные результаты

для уравнений с операторами Прабхакара, Сайго и Гринько. Данные операторы являются мно-
гопараметрическими и содержат в ядре как дробно-степенную функцию, так и одну из специ-
альных функций — соответственно функцию Прабхакара, гипергеометрическую функцию Гаусса
или вырожденную гипергеометрическую функцию Куммера.

2. Предварительные сведения. В данном разделе приводятся определения используемых
в дальнейшем левосторонних операторов дробного интегрирования и дифференцирования. Пра-
восторонние операторы могут быть определены аналогичным образом.

Определение 1. Дробный интеграл Прабхакара от некоторой функции q(t) ∈ L1(0, T ) может
быть вычислен по следующей формуле (см. [8]):

P
0 I

γ
ρ,μ,ω,tq(t) =

t∫

0

Eγ
ρ,μ[ω(t− τ)ρ]

(t− τ)1−μ
q(τ)dτ. (1)

Здесь Eγ
ρ,μ[z]—функция Прабхакара, являющаяся обобщением функции Миттаг-Леффлера:

Eγ
ρ,μ[z] =

1

Γ(γ)

∞∑
k=0

Γ(γ + k)

Γ(ρk + μ)

zk

k!
, (2)

γ, ρ, μ, ω ∈ C, Re(ρ) > 0, Re(μ) > 0.

Определение 2. Пусть задана функция q(t) ∈ L1(0, T ). Тогда дробная производная Прабха-
кара типа Римана—Лиувилля может быть вычислена по следующей формуле (см. [8]):

PRL
0 Dγ

ρ,μ,ω,tq(t) =
d

dt
P
0 I

−γ
ρ,1−μ,ω,tq(t), (3)

γ, ρ, ω ∈ C, Re(ρ) > 0, μ ∈ (0, 1).

Определение 3. Пусть задана функция q(t), удовлетворяющая условию q′(t) ∈ L1(0, T ). То-
гда дробная производная Прабхакара типа Капуто может быть вычислена по следующей формуле
(см. [8]):

PC
0 Dγ

ρ,μ,ω,tq(t) =
P
0 I

−γ
ρ,1−μ,ω,tq

′(t), (4)

γ, ρ, ω ∈ C, Re(ρ) > 0, μ ∈ (0, 1).

Определение 4. Дробный интеграл Сайго от некоторой функции q(t) ∈ L1(0, T ) может быть
вычислен по следующей формуле (см. [7]):

S
0 I

α,β,γ
t q(t) =

t−α−β

Γ(α)

t∫

0

2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

t

)
(t− τ)1−α

q(τ)dτ. (5)
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Здесь

2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

t

)

— гипергеометрическая функция Эйлера, β, γ ∈ R, α > 0.

Определение 5. Пусть задана функция q(t), удовлетворяющая условию q′(t) ∈ L1(0, T ). То-
гда дробная производная Сайго типа Капуто может быть вычислена по следующей формуле
(см. [7]):

SC
0 Dα,β,γ

t q(t) = S
0 I

1−α,−β−1,α+γ−1
t q′(t), (6)

β, γ ∈ R, α ∈ (0, 1).

Определение 6. Пусть задана функция q(t) ∈ L1(0, T ). Тогда дробная производная Сайго
типа Римана—Лиувилля может быть вычислена по следующей формуле (см. [7]):

SRL
0 Dα,β,γ

t q(t) =
d

dt
S
0 I

1−α,−β−1,α+γ−1
t q(t), (7)

β, γ ∈ R, α ∈ (0, 1).

Определение 7. Дробный интеграл Гринько от некоторой функции q(t) ∈ L1(0, T ) может
быть вычислен по следующей формуле (см. [3, 9]):

G
0 I

α,β,η
t q(t) =

1

Γ(α)

t∫

0

1F1[β;α; η(t − τ)]

(t− τ)1−α
q(τ)dτ. (8)

Здесь 1F1[β;α; η(t − τ)]— гипергеометрическая функция Куммера, α, β > 0, η ∈ R.

Определение 8. Пусть задана функция q(t) ∈ L1(0, T ). Тогда дробная производная Гринько
типа Римана—Лиувилля может быть вычислена по следующей формуле (см. [3, 9]):

GRL
0 Dα,β,η

t q(t) =
d

dt
G
0 I

1−α,−β,η
t q(t), (9)

α ∈ (0, 1), β > 0, η ∈ R.

Определение 9. Пусть задана функция q(t), удовлетворяющая условию q′(t) ∈ L1(0, T ). То-
гда дробная производная Гринько типа Капуто может быть вычислена по следующей формуле:

GC
0 Dα,β,η

t q(t) = G
0 I

1−α,−β,η
t q′(t), (10)

α ∈ (0, 1), β > 0, η ∈ R.

3. Постановка задачи. Будем полагать, что состояние системы q(t) и управление u(t) опре-
делены на полуинтервале t ∈ (0, T ], и рассмотрим две простейшие линейные системы дробного
порядка с сосредоточенными параметрами — одиночный и двойной интеграторы.

Определение 10. Одиночным интегратором будем называть систему, динамика которой
определяется уравнением следующего вида:

0D
σ
t q(t) = u(t), (11)

где 0D
σ
t —левосторонний оператор дробного дифференцирования, t ∈ (0, T ].

Определение 11. Двойным интегратором будем называть систему, динамика которой опре-
деляется уравнениями следующего вида:

0D
σ1
t q1(t) = q2(t), 0D

σ2
t q2(t) = u(t), t ∈ (0, T ]. (12)

Показатели дробного дифференцирования σ и σ1,2 в уравнениях (11)—(12) являются в общем
случае составными, подразумевая набор из нескольких чисел в соответствии с используемым
определением оператора дробного дифференцирования.
Допустимые управления u(t) считаются элементами пространства Lp(0, T ], p > 1.
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В следующем разделе будут рассмотрены случаи, когда оператор 0D
σ
t в уравнениях (11)—(12)

понимается в смысле Прабхакара, Сайго или Гринько. Соответственно, системы, которые описы-
ваются уравнениями (11) или (12) с одним из перечисленных операторов дробного дифференци-
рования, будут называться системами Прабхакара, Сайго или Гринько.
Для систем (11) и (12) начальные условия задаются в локальном или нелокальном виде, в за-

висимости от типа выбранного определения оператора дробного дифференцирования (см. след.
раздел). Конечные условия для этих систем задаются единообразно:

q(T ) = qT (T ), (13)

где в случае системы (11) функция q(T ) является скаляром, а в случае системы (12) — вектор-
функцией q(T ) = (q1(T ), q2(T )). Подразумевается также, что правая часть выражения (13) может
параметрически зависеть от выбора конечного момента T .

Задача 1 (задача оптимального управления). Найти такое управление u(t), t ∈ (0, T ], чтобы
исследуемая система перешла из заданного начального состояния в заданное конечное состояние
и при этом было выполнено одно из следующих условий:

(i) норма управления в пространстве Lp(0, T ], p > 1, достигла минимального значения, когда
значение T задано (задача А);

(ii) время управления T было минимальным при условии ‖u‖Lp � l, l > 0, где l задано
(задача Б).

Известно (см. [2,4]), что для систем целого порядка задача 1 может быть сведена к l-проблеме
моментов следующего вида.

Задача 2 (l-проблема моментов). Пусть дана система функций gn(τ) ∈ Lp′(0, T ] и набор чи-
сел cn, n = 1, . . . , N , хотя бы одно из которых отлично от нуля, а также задано число l > 0.
Необходимо построить такую функцию u(t) ∈ Lp(0, T ], 1/p + 1/p′ = 1, что выполняются соотно-
шения

T∫

0

gn(τ)u(τ)dτ = cn, (14)

и условие
‖u(t)‖Lp � l. (15)

Числа cn в формуле (14), называемые моментами, также могут параметрически зависеть от
выбора времени T : cn = cn(T ).

Определение 12. Будем говорить, что постановка l-проблемы моментов в форме задачи 2
для заданной системы корректна, если для этой системы определена норма функций gn(τ) в про-
странстве Lp′ [0, T ], моменты cn определены и ограничены и хотя бы один из них отличен от
нуля.

Необходимым и достаточным условием разрешимости l-проблемы моментов в форме задачи 2
является линейная независимость функций gn(τ) или, что эквивалентно, выполнение условия

ΛN > 0 (16)

(см. [2, 4]), где число ΛN определяет норму оптимального (в смысле задачи А) управления и яв-
ляется решением следующей задачи условной минимизации.

Задача 3. Найти

min
ξ1,...,ξN

⎛
⎝

T∫

0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ξigi(t)

∣∣∣∣∣
p′

dt

⎞
⎠

1/p′

=

⎛
⎝

T∫

0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ξ∗i gi(t)

∣∣∣∣∣
p′

dt

⎞
⎠

1/p′

=
1

ΛN
(17)

при условии
N∑
i=1

ξici =

N∑
i=1

ξ∗i ci = 1. (18)
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Если задача 3 решена, то оптимальное управление в смысле задачи А даётся формулой

u(t) = Λp′
N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ξ∗i gi(t)

∣∣∣∣∣
p′−1

sign

[
N∑
i=1

ξ∗i gi(t)

]
, t ∈ (0, T ] (19)

(см. [2]). Решение задачи Б, в свою очередь, определяется формулой

u(t) = lp
′
∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ξ∗i gi(t)

∣∣∣∣∣
p′−1

sign

[
N∑
i=1

ξ∗i gi(t)

]
, t ∈ (0, T ∗] (20)

(см. [2]), где T ∗ —минимальный неотрицательный действительный корень уравнения

ΛN (T ) = l. (21)

Далее в данной работе для систем (11) и (12) задача 1 будет сведена к задаче 2, при этом будут
получены условия корректности постановки последней и построены её решения.

4. Основные результаты. В данном разделе приведены результаты, касающиеся обоснова-
ния корректности и разрешимости l-проблемы моментов для одиночного интегратора дробного
порядка в случаях, когда оператор дробного дифференцирования в определяющем уравнении (11)
понимается в смысле Прабхакара, Сайго или Гринько. В ряде случаев получены явные аналити-
ческие решения l-проблемы моментов для исследуемой системы.
Как известно, непосредственным многомерным обобщением одиночного интегратора является

цепочка интеграторов, в частности, двойной интегратор (12). Для такой системы получить об-
щее аналитическое решение l-проблемы моментов уже не удаётся, как и для исследованных ранее
двойного интегратора Хильфера, Адамара и Эрдейи—Кобера (см. [5,6] и ссылки в них). В насто-
ящем разделе приводятся результаты, касающиеся обоснования корректности и разрешимости l-
проблемы моментов.

4.1. Постановка и разрешимость l-проблемы моментов: одиночный интегратор. Рассмотрим
одиночный интегратор Прабхакара: уравнение (11), в котором оператор дробного дифференциро-
вания будем понимать в смысле определений (4) или (3) при μ ∈ (0, 1). В первом случае начальное
условие для уравнения (11) ставится в локальном виде:

q(0+) = q0. (22)

Во втором случае начальное условие является нелокальным и может быть записано в виде

lim
t→0+

[
P
0 I

−γ
ρ,1−μ,ω,tq(t)

]
= s0. (23)

Решение уравнения (11) можно записать в виде

q(t) =

t∫

0

Eγ
ρ,μ[ω(t− τ)ρ]

(t− τ)1−μ
u(τ)dτ + f(t) (24)

(см. [8]), где f(t) = q0 в случае, когда оператор дробного дифференцирования понимается в смыс-
ле определения (4), и f(t) = s0tμ−1 в случае, когда оператор дробного дифференцирования по-
нимается в смысле определения (3).
Решение (24) при t = T с учётом конечного условия (13) может быть записано в форме одно-

мерной проблемы моментов (14), если положить

c(T ) = qT − f(T ), (25)

где f(T ) определяется так же, как и в решении (24),

g(τ) =
Eγ

ρ,μ[ω(T − τ)ρ]

(T − τ)1−μ
. (26)
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Теорема 1. Пусть дана одномерная l-проблема моментов (14)—(15), где u(t) ∈ Lp(0, T ],
функция g(τ) определяется формулой (26), γ > 0, ρ > 0, μ ∈ (0, 1), а момент c(T ) определяется
формулой (25) и отличен от нуля. Тогда эта проблема моментов будет корректна и разрешима
при выполнении условия

μ >
1

p
. (27)

Доказательство. Норма функции g(τ), определяемой формулой (26), в пространстве Lp′(0, T ]
может быть оценена следующим образом:

‖g‖Lp′ � ‖(T − τ)μ−1‖Lp′‖Eγ
ρ,μ[ω(T − τ)ρ]‖Lp′ .

Поскольку обобщённая функция Миттаг-Леффлера является целой функцией конечного порядка
роста (см. [10, Ch. 1]), то второй множитель в правой части неравенства ограничен. Первый же
множитель определён, положителен и ограничен при условии

p′(μ − 1) > −1.

Учитывая связь 1/p + 1/p′ = 1, получаем отсюда условие (27). Выполнение этого условия озна-
чает, что норма функции (26) определена, что с учётом предположения об отличии от нуля
момента (25) обусловливает корректность исследуемой проблемы моментов. Параметр Λ1 можно
вычислить, решив одномерную задачу 3. В данном случае ξ = ξ∗ = 1/c и параметр Λ1 выражается
через норму функций (26) и момент (25) следующим образом:

Λ1 =
|c|

‖g‖Lp′
. (28)

Следовательно, при сделанных в условии теоремы предположениях и при выполнении усло-
вия (27) правая часть выражения (28) ограничена и положительна. Следовательно, проблема
моментов (14)—(15) с учётом (25)—(26) разрешима. Теорема доказана. �
Рассмотрим теперь одиночный интегратор Сайго: уравнение (11), в котором оператор дробного

дифференцирования будем понимать в смысле определений (6) или (7) при α ∈ (0, 1). В первом
случае, как и выше, начальное условие для уравнения (11) можно поставить в локальном ви-
де (22), а во втором случае начальное условие ставится в нелокальном виде:

Γ(γ − β)

Γ(−β)Γ(α+ γ)
lim
t→0+

[
S
0 I

1−α,−β−1,α+γ−1
t q(t)

]
= s0. (29)

При этом предполагается выполнение следующих условий (см. [11]):

γ − β > 0, β < 0, α+ γ > 0. (30)

Решение уравнения (11) можно записать в виде

q(t) =
t−α−β

Γ(α)

t∫

0

2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

t

)
(t− τ)1−α

u(τ)dτ + f(t) (31)

(см. [7, 11]), где f(t) = q0 в случае, когда оператор дробного дифференцирования понимается
в смысле определения (6), и f(t) = s0t−β−1 в случае, когда оператор дробного дифференцирова-
ния понимается в смысле определения (7).
Решение (31) при t = T с учётом конечного условия (13) может быть записано в форме одно-

мерной проблемы моментов (14), если положить

c(T ) = qT − f(T ), (32)

где f(T ) определяется так же, как и в решении (31),

g(τ) =
T−α−β

Γ(α)

2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

T

)
(T − τ)1−α

. (33)
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Теорема 2. Пусть дана одномерная l-проблема моментов (14)—(15), где u(t) ∈ Lp(0, T ],
функция g(τ) определяется формулой (33), α ∈ (0, 1), а момент c(T ) определяется форму-
лой (32) и отличен от нуля. Тогда эта проблема моментов будет корректна и разрешима при
выполнении следующих условий:
1. в случае, когда оператор дробного дифференцирования в уравнении (11) определяется в смысле
Капуто (формулой (6)), — условия

α >
1

p
, γ > β; (34)

2. в случае, когда оператор дробного дифференцирования в уравнении (11) определяется в смысле
Римана—Лиувилля (формулой (7)) и выполнены условия (30), — условия

α >
1

p
(35)

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда оператор дробного дифференцирования
в уравнении (11) определяется в смысле Капуто. Начальное условие тогда ставится в виде (22)
и момент c(T ) считается ограниченным и отличным от нуля.
Оценим норму функции g(τ), определяемой формулой (33), в пространстве Lp′(0, T ]:

‖g‖Lp′ �
T−α−β

Γ(α)
‖(T − τ)α−1‖Lp′

∥∥∥2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

T

)∥∥∥
Lp′

.

Если выполнено первое из условий (34), то норма ‖(T − τ)α−1‖Lp′‖ определена (как и выше,
в доказательстве теоремы 1). Выполнение второго из условий (34) означает, что гипергеомет-
рическая функция представляется абсолютно сходящимся степенным рядом (см. [10, Ch. 1]) и,
следовательно, имеет конечный порядок роста. Т. е., при выполнении условий (34) норма ‖g‖Lp′
определена и ограничена, следовательно, рассматриваемая проблема моментов корректна.
Рассмотрим теперь случай, когда оператор дробного дифференцирования в уравнении (11)

определяется в смысле Римана—Лиувилля. Начальное условие тогда ставится в виде (29) и опре-
делено при выполнении условий (30), тогда момент c(T ) может считаться ограниченным и по
условию предполагается отличным от нуля. Сделанная выше оценка для нормы функции (33),
в пространстве Lp′(0, T ] будет справедлива и в этом случае. Соответственно, требование суще-
ствования нормы ‖(T −τ)α−1‖Lp′‖, как и ранее, приводит к условию (35), а первое из условий (30)
обеспечивает существование нормы∥∥∥2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

T

)∥∥∥
Lp′

.

Таким образом, в этом случае рассматриваемая проблема моментов корректна при выполнении
условий (30).
Параметр Λ1 можно вычислить, как и выше, по формуле (28). Следовательно, при сделанных

в условии теоремы предположениях и при выполнении условий (34) или (35) правая часть вы-
ражения (28) будет ограничена и положительна. Следовательно, проблема моментов (14)—(15)
с учётом (32)—(33) разрешима. Теорема доказана. �
Наконец, рассмотрим одиночный интегратор Гринько: уравнение (11), в котором оператор

дробного дифференцирования будем понимать в смысле определений (10) или (9) при α ∈ (0, 1).
Аналогично предыдущему рассмотрению, локальное начальное условие (22) можно поставить
для уравнения (11) с оператором (10), а в случае оператора (9) начальное условие нужно ставить
в нелокальном виде:

lim
t→0+

[
G
0 I

1−α,−β,η
t q(t)

]
= s0. (36)

Решение уравнения (11) можно записать в виде

q(t) =
1

Γ(α)

t∫

0

1F1[β;α; η(t − τ)]

(t− τ)1−α
u(τ)dτ + f(t) (37)
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(см. [3, 9]), где f(t) = q0 в случае, когда оператор дробного дифференцирования понимается
в смысле определения (10), и f(t) = s0tα−1 в случае, когда оператор дробного дифференцирова-
ния понимается в смысле определения (9).
Решение (37) при t = T с учётом конечного условия (13) может быть записано в форме одно-

мерной проблемы моментов (14), если положить

c(T ) = qT − f(T ), (38)

где f(T ) определяется так же, как и в решении (37),

g(τ) =
1F1[β;α; η(T − τ)]

(T − τ)1−α
. (39)

Теорема 3. Пусть дана одномерная l-проблема моментов (14)—(15), где u(t) ∈ Lp(0, T ],
функция g(τ) определяется формулой (39), α ∈ (0, 1), а момент c(T ) определяется форму-
лой (38) и отличен от нуля. Тогда эта проблема моментов будет корректна и разрешима при
выполнении условия

α >
1

p
. (40)

Доказательство. Оценим норму функции g(τ) (см. (39)) в пространстве Lp′(0, T ]:

‖g‖Lp′ � ‖(T − τ)α−1‖Lp′‖1F1[β;α; η(T − τ)]‖Lp′ .

Вырожденная гипергеометрическая функция представляется абсолютно сходящимся степенным
рядом (см. [10, Ch. 1]) и, следовательно, имеет конечный порядок роста. Аналогично доказа-
тельству теоремы 1 можно показать, что при выполнении условия (40) норма ‖(T − τ)α−1‖Lp′
определена. Следовательно, рассматриваемая проблема моментов корректна.
Как и ранее, параметр Λ1 можно вычислить по формуле (28). Следовательно, при сделанных

в условии теоремы предположениях и при выполнении условия (40) правая часть выражения (28)
будет ограничена и положительна, т.е. проблема моментов (14)—(15) с учётом (38)—(39) будет
разрешима. Теорема доказана. �

4.2. Решение l-проблемы моментов: одиночный интегратор. Рассмотрим теперь решения l-
проблемы моментов для уравнения (11). Имеют место следующие результаты.

Теорема 4. Пусть дано уравнение (11), где оператор дробного дифференцирования определён
формулой (4) или (3), u(t) ∈ L∞(0, T ] и задано начальное условие в локальном (22) или нело-
кальном (23) виде соответственно и конечное условие в виде (13). Пусть также выполнены
условия теоремы 1.
1. Решение l-проблемы моментов (14)—(15) с учётом (25) и (26), имеющее минимальную норму
при заданном носителе t ∈ (0, T ] даётся формулой

u(t) =
c(T )

T μEγ
ρ,μ+1(ωT

ρ)
, t ∈ (0, T ]. (41)

2. Решение l-проблемы моментов (14)—(15) с учётом (25) и (26), имеющее минимальный но-
ситель t ∈ (0, T ∗] даётся формулой

u(t) = l sign[c(T )], t ∈ (t0, T
∗], (42)

где T ∗—наименьшее действительное неотрицательное число, удовлетворяющее при задан-
ном l > 0 уравнению

|c(T )|
T μEγ

ρ,μ+1(ωT
ρ)

= l. (43)

Доказательство. Поскольку считается, что выполнены условия теоремы 1, l-проблема момен-
тов (14)—(15) с учётом (25) и (26) корректна и разрешима. Тогда её решение можно строить по
формулам (17)—(18) и (19)—(20).
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Вычислим в явном виде параметр Λ1 по формуле (28). Для этого сначала вычислим норму
функции (26) в случае u(t) ∈ L∞(0, T ], т.е. g(t) ∈ L1(0, T ]:

‖g‖L1 =

T∫

0

|g(t)|dt =
T∫

0

∣∣∣∣
Eγ

ρ,μ[ω(T − τ)ρ]

(T − τ)1−μ

∣∣∣∣ dt. (44)

На полуинтервале t ∈ (0, T ] при μ ∈ (0, 1), γ > 0, ρ > 0функция Прабхакара Eγ
ρ,μ(z) положительно

определена и представляется абсолютно сходящимся степенным рядом (2). Следовательно, можно
подставить представление (2) в (44) и выполнить почленное интегрирование:

‖g‖L1 =
T μ

Γ(γ)

∞∑
k=0

Γ(γ + k)

Γ(ρk + μ+ 1)

ωk

k!
T ρk+μ.

Отсюда, с учётом представления (2):

‖g‖L1 = T μEγ
ρ,μ+1(ωT

ρ).

Используя полученное выражение, вычислим (28):

Λ1 =
|c(T )|

T μEγ
ρ,μ+1(ωT

ρ)
. (45)

Подставим (45) в выражение (19) при N = 1, ξ = ξ∗ = 1/c. Функция (26) на полуинтервале
t ∈ (0, T ] при μ ∈ (0, 1), γ > 0, ρ > 0 неотрицательна, следовательно, получим формулу (41).
Аналогично, запишем выражение (20) при N = 1, ξ = ξ∗ = 1/c, p′ = 1 и учтём неотрицатель-

ность функции (26) на полуинтервале t ∈ (0, T ∗]. В результате получим формулу (42). Подставив
выражение (45) в уравнение (21), получим (43). Теорема доказана. �

Следствие 1. На основе решений (41)—(42) можно вычислить закон движения одиночного
интегратора Прабхакара, соответствующий оптимальному управлению. Подставив выраже-
ния (41)—(42) в общее решение (24) и вычислив интеграл (с использованием представления (2)),
получим:

qA(t) = c(T )
tμEγ

ρ,μ+1(ωt
ρ)

T μEγ
ρ,μ+1(ωT

ρ)
+ f(t), t ∈ (0, T ], (46)

qB(t) = l sign[c(T )]tμEγ
ρ,μ+1(ωt

ρ) + f(t), t ∈ (0, T ∗], (47)

где qA(t) и qB(t)— соответственно законы движения, реализующие оптимальное управле-
ние (41) и (42), f(t) определяется так же, как и в выражении (24). Непосредственной проверкой
можно убедиться, что для законов движения (46)—(47) выполняется конечное условие (13).

Теорема 5. Пусть дано уравнение (11), где оператор дробного дифференцирования определён
формулой (6) или (7), u(t) ∈ L∞(0, T ] и задано начальное условие в локальном (22) или нело-
кальном (29) виде соответственно и конечное условие в виде (13). Пусть также выполнены
условия теоремы 2 и условие α > β.
1. Решение l-проблемы моментов (14)—(15) с учётом (32) и (33), имеющее минимальную норму
при заданном носителе t ∈ (0, T ] даётся формулой

u(t) =
Γ(α+ γ + 1)Γ(1 − β)

Γ(γ − β + 1)
T βc(T ), t ∈ (0, T ]. (48)

2. Решение l-проблемы моментов (14)—(15) с учётом (32) и (33), имеющее минимальный но-
ситель t ∈ (0, T ∗], даётся формулой

u(t) = l sign[c(T )], t ∈ (t0, T
∗], (49)

где T ∗—наименьшее действительное неотрицательное число, удовлетворяющее при задан-
ном l > 0 уравнению

Γ(α+ γ + 1)Γ(1 − β)

Γ(γ − β + 1)
T β|c| = l. (50)
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Доказательство. Поскольку считается, что выполнены условия теоремы 2, то l-проблема момен-
тов (14)—(15) с учётом (32) и (33) является корректной и разрешимой. Следовательно, решение
этой проблемы можно строить по формулам (17)—(18) и (19)—(20).
Вычислим в явном виде норму функции (33) в случае u(t) ∈ L∞(0, T ], т.е. g(t) ∈ L1(0, T ]:

‖g‖L1 =

T∫

0

|g(t)|dt = T−α−β

Γ(α)

T∫

0

∣∣∣∣∣
2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

T

)
(T − τ)1−α

∣∣∣∣∣ dt. (51)

На полуинтервале t ∈ (0, T ] при α > β гипергеометрическая функция Гаусса, присутствующая
под интегралом в выражении (51), положительно определена. При выполнении условий теоремы 2
упомянутая функция представляется абсолютно сходящимся степенным рядом следующего вида:

2F1

(
α+ β,−γ;α; 1 − τ

T

)
=

Γ(α)

Γ(−γ)Γ(α+ β)

∞∑
k=0

Γ(α+ β + k)Γ(−γ + k)

Γ(α+ k)

(
1− τ

T

)k
k!

. (52)

Подставив представление (52) в (51) и выполнив почленное интегрирование, получим:

‖g‖L1 =
T−β

Γ(α+ 1)
2F1(α+ β,−γ;α+ 1; 1).

Значение гипергеометрической функции в правой части полученного выражения можно вычис-
лить через значения гамма-функции (см. [1, с. 371]):

‖g‖L1 = T−β Γ(γ − β + 1)

Γ(1− β)Γ(α+ γ + 1)
.

Используя полученное выражение, вычислим параметр Λ1 по формуле (28):

Λ1 = |c(T )|T β Γ(1− β)Γ(α+ γ + 1)

Γ(γ − β + 1)
. (53)

Подставим (53) в выражение (19) при N = 1, ξ = ξ∗ = 1/c. Функция (33) на полуинтервале
t ∈ (0, T ] при сделанных предположениях неотрицательна, следовательно, получим формулу (48).
Аналогично, запишем выражение (20) при N = 1, ξ = ξ∗ = 1/c, p′ = 1 и учтём неотрицатель-

ность функции (33) на полуинтервале t ∈ (0, T ∗]. В результате получим формулу (49). Подставив
выражение (53) в уравнение (21), получим (50). Теорема доказана. �

Замечание. Уравнение (50) имеет единственное решение в случае, когда оператор дробного
дифференцирования в уравнении (11) определяется выражением (6) и начальное условие ставит-
ся в виде (22):

T ∗ =
(

Γ(γ − β + 1)

Γ(1− β)Γ(α + γ + 1)

l

|qT − q0|
)1/β

.

В случае, когда оператор дробного дифференцирования в уравнении (11) определяется выраже-
нием (7) и начальное условие ставится в виде (29), явное решение уравнения (50) можно получить
при qT = 0:

T ∗ =
Γ(1− β)Γ(α + γ + 1)

Γ(γ − β + 1)

|s0|
l
.

Следствие 2. На основе решений (48)—(49) можно вычислить закон движения одиноч-
ного интегратора Сайго, соответствующий оптимальному управлению. Подставив выраже-
ния (48)—(49) в общее решение (31) и, вычислив интеграл (с использованием представле-
ния (52)), получим:

qA(t) = c(T )

(
T

t

)β

+ f(t), t ∈ (0, T ], (54)

qB(t) = l sign[c(T )]t−β Γ(γ − β + 1)

Γ(1− β)Γ(α+ γ + 1)
+ f(t), t ∈ (0, T ∗], (55)
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где qA(t) и qB(t)— соответственно законы движения, реализующие оптимальное управле-
ние (48) и (49), f(t) определяется так же, как и в выражении (31). Непосредственной проверкой
можно убедиться, что для законов движения (54)—(55) выполняется конечное условие (13).

Теорема 6. Пусть дано уравнение (11), где оператор дробного дифференцирования определён
формулой (10) или (9), u(t) ∈ L∞(0, T ] и задано начальное условие в локальном (22) или нело-
кальном (36) виде соответственно и конечное условие в виде (13). Пусть также выполнены
условия теоремы 3 и β � 0.
1. Решение l-проблемы моментов (14)—(15) с учётом (38) и (39), имеющее минимальную норму
при заданном носителе t ∈ (0, T ] даётся формулой

u(t) =
Γ(α+ 1)

1F1(β, α + 1, ηT )

c(T )

Tα
, t ∈ (0, T ]. (56)

2. Решение l-проблемы моментов (14)—(15) с учётом (38) и (39), имеющее минимальный но-
ситель t ∈ (0, T ∗], даётся формулой

u(t) = l sign[c(T )], t ∈ (t0, T
∗], (57)

где T ∗—наименьшее действительное неотрицательное число, удовлетворяющее при задан-
ном l > 0 уравнению

Γ(α+ 1)

1F1(β;α+ 1; ηT )

|c(T )|
Tα

= l. (58)

Доказательство. Условия теоремы 3 считаются выполненными. Следовательно, l-проблема мо-
ментов (14)—(15) с учётом (38) и (39) корректна, разрешима и её решение можно строить по
формулам (17)—(18) и (19)—(20).
Воспользуемся формулой (28) и вычислим параметр Λ1. Сначала вычислим норму функ-

ции (39) в случае u(t) ∈ L∞(0, T ], т.е. g(t) ∈ L1(0, T ]:

‖g‖L1 =

T∫

0

|g(t)|dt =
T∫

0

∣∣∣∣1
F1[β;α; η(T − τ)]

(T − τ)1−α

∣∣∣∣ dt. (59)

На полуинтервале t ∈ (0, T ] при α ∈ (0, 1), β � 0 вырожденная гипергеометрическая функция
положительно определена и представляется абсолютно сходящимся степенным рядом:

1F1[β, α, η(T − τ)] =
Γ(α)

Γ(β)

∞∑
k=0

Γ(β + k)

Γ(α+ k)

[η(T − τ)]k

k!
. (60)

Подставим теперь представление (60) в (59) и, выполнив почленное интегрирование и использовав
представление (60), получим:

‖g‖L1 =
Tα

Γ(α+ 1)
1F1[β, α + 1, ηT ].

Используя полученное выражение, вычислим (28):

Λ1 =
Γ(α+ 1)

1F1[β, α+ 1, ηT ]

|c(T )|
Tα

. (61)

Подставим (61) в выражение (19) при N = 1, ξ = ξ∗ = 1/c. Функция (39) на полуинтервале
t ∈ (0, T ] при α ∈ (0, 1), β � 0 неотрицательна, следовательно, получим формулу (56).
Запишем теперь выражение (20) при N = 1, ξ = ξ∗ = 1/c, p′ = 1 и, учтя неотрицательность

функции (39) на полуинтервале t ∈ (0, T ∗] при α ∈ (0, 1), β � 0, получим формулу (57). Подставив
выражение (61) в уравнение (21), получим (58). Теорема доказана. �
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Следствие 3. Аналогично следствиям 1 и 2 вычислим закон движения одиночного интегра-
тора Гринько, соответствующий оптимальному управлению, подставив выражения (56)—(57)
в общее решение (37). Используем представление (60)) чтобы вычислить интеграл в форму-
ле (37), тогда получим:

qA(t) = c(T )
1F1(β, α+ 1, ηt)

1F1(β, α + 1, ηT )

(
t

T

)α

+ f(t), t ∈ (0, T ], (62)

qB(t) = l sign[c(T )]
1F1(β, α + 1, ηt)tα

Γ(α+ 1)
+ f(t), t ∈ (0, T ∗], (63)

где qA(t) и qB(t)— соответственно законы движения, реализующие оптимальное управле-
ние (56) и (57), f(t) определяется так же, как и в выражении (37). Непосредственной проверкой
можно убедиться, что для законов движения (62)—(63) выполняется конечное условие (13).

4.3. Постановка и разрешимость l-проблемы моментов: двойной интегратор. Рассмотрим
двойной интегратор Прабхакара: систему уравнений (12), в котором оператор дробного диффе-
ренцирования будем понимать в смысле определений (4) или (3) при μ ∈ (0, 1). В первом случае
начальные условия, как и выше, могут быть поставлены в локальном виде:

qi(0+) = q0i , i = 1, 2. (64)

Во втором случае начальное условие ставится в нелокальном виде:

lim
t→0+

[
P
0 I

−γi
ρi,1−μi,ωi,t

qi(t)
]
= s0i , i = 1, 2. (65)

Будем полагать также, что показатели операторов дробного дифференцирования μi и γi в пер-
вом и втором уравнениях системы (12) в общем случае различны, а индексы ρ и ω— одинаковы,
ρ1 = ρ2 = ρ, ω1 = ω2 = ω.

Теорема 7. Пусть задана система уравнений (12), где ρ1 = ρ2 = ρ, ω1 = ω2 = ω, μ1,2 ∈ (0, 1),
γ1,2 ∈ C, u(t) ∈ Lp(0, T ], p > 1. Пусть также выполнено одно из условий:

(i) q1,2(t) ∈ L1(0, T ], операторы дробного дифференцирования в (12) понимаются в смысле
определения (3) и заданы начальные условия (65);

(ii) q1,2(t) ∈ L1(0, T ], q′1,2(t) ∈ L1(0, T ], операторы дробного дифференцирования в (12) пони-
маются в смысле определения (4) и заданы начальные условия (64).

Тогда решение системы уравнений (12) существует, единственно и определяется формулами

q1(t) =

t∫

0

Eγ1+γ2
ρ,μ1+μ2

[ω(t− τ)ρ]

(t− τ)1−μ1−μ2
u(τ)dτ + f1(t),

q2(t) =

t∫

0

Eγ2
ρ,μ2 [ω(t− τ)ρ]

(t− τ)1−μ2
u(τ)dτ + f2(t),

(66)

где
f1(t) = s01t

μ1−1 + s02t
μ1+μ2−1Eγ1

ρ,μ1+μ2
(ωtρ), f2(t) = s02t

μ2−1,

в случае, когда справедливо условие (i), и

f1(t) = q01 + q02t
μ1Eγ1

ρ,μ1+1(ωt
ρ), f2(t) = q02,

в случае, когда справедливо условие (ii).

Доказательство. Подействовав на обе части уравнений системы (12) соответственно операторами
P
0 I

γ1
ρ,μ1,ω,t и

P
0 I

γ2
ρ,μ2,ω,t и воспользовавшись правилами композиции операторов Прабхакара, получим

q1(t) =
P
0 I

γ1
ρ,μ1,ω,tq2(t) + f̃1(t), q2(t) =

P
0 I

γ2
ρ,μ2,ω,tu(t) + f̃2(t) (67)
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(см. [8]), где f̃i(t) = q0i в случае, когда операторы дробного дифференцирования понимаются
в смысле определения (4), и f̃i(t) = s0i t

μi−1 в случае, когда операторы дробного дифференциро-
вания понимаются в смысле определения (3), i = 1, 2. Данное представление единственно (см. [8]).
Подставим теперь второе из полученных уравнений в первое и воспользуемся полугрупповым

свойством интегралов Прабхакара (см. [8]):

q1(t) =
P
0 I

γ1+γ2
ρ,μ1+μ2,ω,t

u(t) + P
0 I

γ1
ρ,μ1,ω,t

f̃2(t) + f̃1(t). (68)

Сравнив второе выражение в представлении (67) и аналогичное выражение в представлении (66),
можно убедиться в их идентичности при f̃2(t) = f2(t). Далее воспользуемся определением 1 и вы-
числим второе слагаемое в выражении (68), используя представление (2). В результате получим:

q1(t) =
P
0 I

γ1+γ2
ρ,μ1+μ2,ω,tu(t) + f1(t).

Теорема доказана. �
Решение (66) при t = T с учётом конечного условия (13) может быть записано в форме дву-

мерной проблемы моментов (14), если положить:

ci(T ) = qTi − fi(T ), i = 1, 2, (69)

где fi(T ) определяется так же, как и в решении (66),

g1(τ) =
Eγ1+γ2

ρ,μ1+μ2
[ω(T − τ)ρ]

(T − τ)1−μ1−μ2
, g2(τ) =

Eγ2
ρ,μ2 [ω(T − τ)ρ]

(T − τ)1−μ2
. (70)

Теорема 8. Пусть дана двумерная l-проблема моментов (14)—(15), где u(t) ∈ Lp(0, T ], функ-
ции g1,2(τ) определяются формулами (70), γ1,2 > 0, ρ > 0, μ1,2 ∈ (0, 1), а моменты c1,2(T ) опреде-
ляются формулой (69) и хотя бы один из них отличен от нуля. Тогда эта проблема моментов
будет корректна и разрешима при выполнении условия:

μ2 >
1

p
. (71)

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1 оценим норму функций g1,2(τ), опреде-
ляемых формулами (70), в пространстве L′

p(0, T ]:

‖g1‖Lp′ � ‖(T − τ)μ1+μ2−1‖Lp′‖Eγ1+γ2
ρ,μ1+μ2

[ω(T − τ)ρ]‖Lp′ ,

‖g2‖Lp′ � ‖(T − τ)μ2−1‖Lp′‖Eγ2
ρ,μ2

[ω(T − τ)ρ]‖Lp′ .

Обобщённая функция Миттаг-Леффлера является целой функцией конечного порядка роста
(см. [10, Ch. 1]), следовательно, второй множитель в правых частях полученных неравенств огра-
ничен. Первые же множители в рассматриваемых неравенствах будет определены, положительны
и ограничены при выполнении условий

μ1 + μ2 >
1

p
, μ2 >

1

p
.

Поскольку μ1,2 ∈ (0, 1), то выполнение второго из этих неравенств влечёт выполнение и первого.
Следовательно, в предположении об отличии от нуля хотя бы одного из моментов (69), получаем
в качестве условия корректности исследуемой проблемы моментов неравенство (71).
Функции (70) представляют собой произведение функции Прабхакара и дробно-степенной

функции и отличаются набором показателей этих функций. Следовательно, такие функции яв-
ляются линейно независимыми, а l-проблема моментов (14)—(15) с учётом (69)—(70) является
разрешимой. Теорема доказана. �
Рассмотрим далее двойной интегратор Сайго: систему уравнений (12), в которой оператор

дробного дифференцирования понимается в смысле определений (6) или (7) при α1,2 ∈ (0, 1).
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Как и выше, при использовании операторов (6) начальные условия для уравнений (12) можно
поставить в локальном виде (64), а в случае использования операторов (7) начальные условия
ставятся в нелокальном виде:

Γ(γi − βi)

Γ(−βi)Γ(αi + γi)
lim
t→0+

[
S
0 I

1−αi,−βi−1,αi+γi−1
t q(t)

]
= s0i , i = 1, 2. (72)

При этом предполагается выполнение следующих условий (см. [11]):

γi − βi > 0, βi < 0, αi + γi > 0, i = 1, 2. (73)

Примем также γ1 = γ и наложим дополнительное ограничение на показатели операторов дроб-
ного дифференцирования в уравнениях (12): γ2 = γ + α1.

Теорема 9. Пусть задана система уравнений (12), где γ1 = γ, γ2 = γ+α1, α1,2 ∈ (0, 1), γ ∈ R,
u(t) ∈ Lp(0, T ], p > 1. Пусть также выполнено одно из следующих условий:

(i) q1,2(t) ∈ L1(0, T ], операторы дробного дифференцирования в (12) понимаются в смысле
определения (7), выполнены условия (73) и заданы начальные условия (65);

(ii) q1,2(t) ∈ L1(0, T ], q′1,2(t) ∈ L1(0, T ], операторы дробного дифференцирования в (12) пони-
маются в смысле определения (6), γ − β1 > 0 и заданы начальные условия (64).

Тогда решение системы уравнений (12) существует, единственно и определяется формулами

q1(t) =
t−α1−α2−β1−β2

Γ(α1 + α2)

t∫

0

2F1

(
α1 + α2 + β1 + β2,−γ;α1 + α2; 1− τ

t

)
(t− τ)1−α1−α2

u(τ)dτ + f1(t),

q2(t) =
t−α2−β2

Γ(α2)

t∫

0

2F1

(
α2 + β2,−γ − α1;α2; 1 − τ

t

)
(t− τ)1−α2

u(τ)dτ + f2(t),

(74)

где

f1(t) = s01t
−β1−1 + s02

Γ(−β2)Γ(γ − β1 − β2)

Γ(γ + α1 − β2)Γ(−β1 − β2)
t−β1−β2−1, f2(t) = s02t

−β2−1,

в случае, когда справедливо условие (i), и

f1(t) = q01 + q02
Γ(γ − β1 + 1)

Γ(1− β1)Γ(γ + α1 + 1)
t−β1 , f2(t) = q02,

в случае, когда справедливо условие (ii).

Доказательство. Подействовав на обе части уравнений системы (12) соответственно операторами
S
0 I

α1,β1,γ
t и S

0 I
α2,β2,γ+α1
t и воспользовавшись правилами композиции операторов Сайго (см. [7,11]),

получим
q1(t) =

S
0 I

α1,β1,γ
t q2(t) + f̃1(t), q2(t) =

S
0 I

α2,β2,γ+α1
t u(t) + f̃2(t), (75)

где f̃i(t) = q0i в случае, когда операторы дробного дифференцирования понимаются в смысле
определения (6), и f̃i(t) = s0i t

−βi−1 в случае, когда операторы дробного дифференцирования
понимаются в смысле определения (3), i = 1, 2. Данное представление единственно (см. [7, 11]).
Очевидно, второе выражение в представлении (67) и аналогичное выражение в представле-

нии (66) идентичны при f̃2(t) = f2(t).
Подставим теперь второе из полученных уравнений в первое и воспользуемся полугрупповым

свойством интегралов Сайго (см. [7]):

q1(t) =
S
0 I

α1+α2,β1+β2,γ
t u(t) + S

0 I
α1,β1,γ
t f̃2(t) + f̃1(t). (76)

Воспользовавшись определением 4, вычислим второе слагаемое в выражении (76) и получим иско-
мое второе выражение из решения (74) (при этом используется представление (52), справедливое
при γ − β1 > 0). Теорема доказана. �
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Решение (74) при t = T с учётом конечного условия (13) может быть записано в форме дву-
мерной проблемы моментов (14), если положить

ci(T ) = qTi − fi(T ), i = 1, 2, (77)

где fi(T ) определяется так же, как и в решении (74),

g1(τ) =
T−α1−α2−β1−β2

Γ(α1 + α2)

2F1

(
α1 + α2 + β1 + β2,−γ;α1 + α2; 1− τ

T

)
(T − τ)1−α1−α2

,

g2(τ) =
T−α2−β2

Γ(α2)

2F1

(
α2 + β2,−γ − α1;α2; 1− τ

T

)
(T − τ)1−α2

.

(78)

Теорема 10. Пусть дана двумерная l-проблема моментов (14)—(15), где u(t) ∈ Lp(0, T ],
функции g1,2(τ) определяются формулами (78), α1,2 ∈ (0, 1), а моменты c1,2(T ) определяют-
ся формулами (77) и хотя бы один из них отличен от нуля. Тогда эта проблема моментов
будет корректна и разрешима при выполнении следующих условий:

(i) в случае, когда операторы дробного дифференцирования в системе уравнений (12) опре-
деляются формулой (6), — условия

α2 >
1

p
, γ > β1, γ > β1 + β2, γ + α1 > β2 (79)

(ii) в случае, когда операторы дробного дифференцирования в системе уравнений (12) опре-
деляются формулой (7) и выполнены условия (73) (с учётом γ1 = γ, γ2 = γ + α1), —
условия

α2 >
1

p
(80)

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда операторы дробного дифференцирования
в уравнениях (12) определяются в смысле Капуто и начальные условия ставятся в виде (64).
По условию теоремы хотя бы один из моментов c1,2(T ) отличен от нуля.
Оценим норму функций g1,2(τ), определяемых формулами (78), в пространстве Lp′(0, T ]:

‖g1‖Lp′ �
T−α1−α2−β1−β2

Γ(α1 + α2)
‖(T − τ)α1+α2−1‖Lp′

∥∥∥2F1

(
α1 + α2 + β1 + β2,−γ;α1 + α2; 1− τ

T

)∥∥∥
Lp′

,

‖g2‖Lp′ �
T−α2−β2

Γ(α2)
‖(T − τ)α2−1‖Lp′

∥∥∥2F1

(
α2 + β2,−γ − α1;α2; 1− τ

T

)∥∥∥
Lp′

.

Если выполнено первое из условий (79), то норма ‖(T − τ)α2−1‖Lp′ определена, а учитывая, что
α1 > 0 определена и норма ‖(T − τ)α1+α2−1‖Lp′ . Выполнение оставшихся условий в системе нера-
венств (79) означает, что гипергеометрическая функция представляется абсолютно сходящимся
степенным рядом (см. [10, Ch. 1]) и, следовательно, имеет конечный порядок роста и для неё
также определена норма в пространстве Lp′(0, T ].
Рассмотрим теперь случай, когда оператор дробного дифференцирования в уравнениях (12)

определяется в смысле Римана—Лиувилля. Начальные условия тогда ставятся в виде (72) и опре-
делены при выполнении условий (73), тогда моменты c1,2(T ) могут считаться ограниченными.
Также по условию теоремы хотя бы один из этих моментов предполагается отличным от нуля.
Сделанная выше оценка для нормы функциий (78), в пространстве Lp′(0, T ] будет справедлива
и в этом случае. Выполнение последних трёх условий (79) обеспечивает существование нормы ги-
пергеометрических функций, входящих в правую часть выписанных выше неравенств для нормы.
Требование существования нормы ‖(T − τ)α2−1‖Lp′‖, как и ранее, приводит к первому условию
в системе неравенств (80) и влечёт существование нормы ‖(T − τ)α1+α2−1‖Lp′ (с учётом α1 > 0).
Тем самым, корректность рассматриваемой проблемы моментов обоснована.
Функции (78) представляют собой произведения гипергеометрической функции Эйлера и дроб-

но-степенной функции и отличаются набором показателей этих функций. Следовательно, такие
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функции являются линейно независимыми, а l-проблема моментов (14)—(15) с учётом (77)—(78)
является разрешимой. Теорема доказана. �
Рассмотрим теперь двойной интегратор Гринько: систему уравнений (12), в котором операторы

дробного дифференцирования будем понимать в смысле определений (10) или (9) при α1,2 ∈ (0, 1).
По аналогии с проводившимся выше рассмотрением локальные начальные условия (64) можно
поставить для уравнений (12) с операторами (10), а в случае операторов (9) начальные условия
ставятся в нелокальном виде:

lim
t→0+

[
G
0 I

1−αi,−βi,ηi
t q(t)

]
= s0i , i = 1, 2. (81)

Примем также дополнительное ограничение на значения показателей оператора дробного диф-
ференцирования: η1 = η2 = η.

Теорема 11. Пусть задана система уравнений (12), где η1 = η2 = η, η ∈ R, α1,2 ∈ (0, 1),
β1,2 > 0, u(t) ∈ Lp(0, T ], p > 1. Пусть также выполнено одно из условий:

(i) q1,2(t) ∈ L1(0, T ], операторы дробного дифференцирования в (12) понимаются в смысле
определения (9) и заданы начальные условия (81);

(ii) q1,2(t) ∈ L1(0, T ], q′1,2(t) ∈ L1(0, T ], операторы дробного дифференцирования в (12) пони-
маются в смысле определения (10) и заданы начальные условия (64).

Тогда решение системы уравнений (12) существует, единственно и определяется формулами

q1(t) =
1

Γ(α1 + α2)

t∫

0

1F1[β1 + β2;α1 + α2; η(t− τ)]

(t− τ)1−α1−α2
u(τ)dτ + f1(t),

q2(t) =
1

Γ(α2)

t∫

0

1F1[β2;α2; η(t− τ)]

(t− τ)1−α2
u(τ)dτ + f2(t),

(82)

где

f1(t) = s01t
α1−1 + s02

Γ(α2)

Γ(α1 + α2)
tα1+α2−1

1F1(β1;α1 + α2; ηt), f2(t) = s02t
α2−1,

в случае, когда справедливо условие (i), и

f1(t) = q01 +
q02t

α1

Γ(α1 + 1)
1F1(β1;α1 + 1; ηt), f2(t) = q02,

в случае, когда справедливо условие (ii).

Доказательство. Подействовав на обе части уравнений системы (12) соответственно операторами
G
0 I

α1,β1,η
t и G

0 I
α2,β2,η
t и воспользовавшись правилами композиции операторов Гринько (см. [3, 9]),

получим
q1(t) =

G
0 I

α1,β1,η
t q2(t) + f̃1(t), q2(t) =

G
0 I

α2,β2,η
t u(t) + f̃2(t), (83)

где f̃i(t) = q0i в случае, когда операторы дробного дифференцирования понимаются в смысле
определения (10), и f̃i(t) = s0i t

αi−1 в случае, когда операторы дробного дифференцирования
понимаются в смысле определения (9), i = 1, 2. Данное представление единственно (см. [3, 9]).
Очевидно, второе выражение в представлении (83) и аналогичное выражение в представле-

нии (82) идентичны при f̃2(t) = f2(t).
Подставим теперь второе из полученных уравнений в первое и воспользуемся полугрупповым

свойством интегралов Гринько (см. [9]):

q1(t) =
G
0 I

α1+α2,β1+β2,η
t u(t) + G

0 I
α1,β1,η
t f̃2(t) + f̃1(t). (84)

Воспользовавшись определением 7, вычислим второе слагаемое в выражении (84) и получим
искомое второе выражение из решения (82) (при этом используется представление (60)). Теорема
доказана. �
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Решение (82) при t = T с учётом конечного условия (13) может быть записано в форме дву-
мерной проблемы моментов (14), если положить

ci(T ) = qTi − fi(T ), i = 1, 2, (85)

где fi(T ) определяется так же, как и в решении (82),

g1(τ) =
1

Γ(α1 + α2)
1F1[β1 + β2, α1 + α2, η(T − τ)]

(T − τ)1−α1−α2
, g2(τ) =

1

Γ(α2)
1F1[β2, α2, η(T − τ)]

(T − τ)1−α2
. (86)

Теорема 12. Пусть дана двумерная l-проблема моментов (14)—(15), где u(t) ∈ Lp(0, T ],
функции g1,2(τ) определяются формулами (86), α1,2 ∈ (0, 1), а моменты c1,2(T ) определяют-
ся формулами (85) и хотя бы один из них отличен от нуля. Тогда эта проблема моментов
корректна и разрешима при выполнении условия

α2 >
1

p
. (87)

Доказательство. Оценим норму функций g1,2(τ), определяемых формулами (86), в пространстве
Lp′(0, T ]:

‖g1‖Lp′ � ‖(T − τ)α1+α2−1‖Lp′‖1F1[β1 + β2, α1 + α2, η(T − τ)]‖Lp′ ,

‖g2‖Lp′ � ‖(T − τ)α2−1‖Lp′‖1F1[β2, α2, η(T − τ)]‖Lp′ .

Вырожденная гипергеометрическая функция Куммера представляется абсолютно сходящимся
степенным рядом (см. [10, Ch. 1]) и имеет конечный порядок роста, следовательно, для неё опре-
делена норма в пространстве Lp′(0, T ]. Непосредственной проверкой (как и выше при доказатель-
стве теорем 3, 8 и др.) можно убедиться, что норма ‖(T − τ)α2−1‖Lp′ определена при выполнении
условия (87). Учитывая, что α1 > 0, в этом случае определена и норма ‖(T − τ)α1+α2−1‖Lp′ .
Следовательно, рассматриваемая проблема моментов корректна.
Функции (86) представляют собой произведения вырожденной гипергеометрической функции

Куммера и дробно-степенной функции и отличаются набором показателей этих функций. Сле-
довательно, такие функции являются линейно независимыми, а l-проблема моментов (14)—(15)
с учётом (85)—(86) является разрешимой. Теорема доказана. �

5. Заключение. Таким образом, в данной работе исследована l-проблема моментов для од-
номерных и двумерных линейных систем дробного порядка, которые описываются уравнениями
с операторами Прабхакара, Сайго или Гринько. Получены условия, при которых l-проблема мо-
ментов будет корректна и разрешима. В ряде случаев, когда выполнены условия корректности
и разрешимости l-проблемы моментов, получены точные аналитические решения поставленных
задач оптимального управления.
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Аннотация. Работа посвящена изучению почти эрмитовых структур, индуцируемых на инте-
гральных многообразиях максимальной размерности первого фундаментального распределения
локально конформно почти косимплектического многообразия.
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INTEGRABILITY OF lcACS-STRUCTURES
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Abstract. In this paper, we study almost Hermitian structures induced on maximal integral manifolds
of the first fundamental distribution of a locally conformally almost cosymplectic manifold.

Keywords and phrases: almost Hermitian structure, integral manifold, fundamental distribution,
cosymplectic manifold.

AMS Subject Classification: 53B35

Между контактной и эрмитовой геометрией существует тесная связь. Ряд работ посвящен изу-
чению почти контактных структур, индуцируемых на ориентируемых гиперповерхностях почти
эрмитовых многообразий. В данной работе мы изучаем почти эрмитовы структуры, индуци-
руемые на интегральных многообразиях максимальной размерности первого фундаментального
распределения локально конформно почти косимплектического многообразия.
Одним из наиболее интересных тензоров почти контактных метрических многообразий, с гео-

метрической точки зрения, является тензор Нейенхейса структурного эндоморфизма. Как из-
вестно, обращение в нуль тензора Нейенхейса структурного эндоморфизма почти контактной
метрической структуры равносильно интегрируемости структуры. С тензором Нейенхейса есте-
ственным образом связаны еще четыре тензора. В данной работе мы также исследуем обращение
этих тензоров в нуль, а именно, каким образом обращение в нуль каждого из этих тензоров
влияет на почти эрмитову структуру, индуцируемую на интегральных многообразиях первого
фундаментального распределения локально конформно почти косимплектического многообра-
зия.
ПустьM — гладкое многообразие, dimM = 2n+1; X (M)—C∞(M)-модуль гладких векторных

полей на многообразии M ; ⊗— тензорное произведение, ∧— внешнее умножение, d— оператор
внешнего дифференцирования. Все многообразия, тензорные поля и т. п. объекты предполага-
ются гладкими класса C∞. В данной работе будем полагать, что индексы i, j, k, . . . принимают
значения от 0 до 2n, а индексы a, b, c, . . .— значения от 1 до n, и будем считать, что â = a + n,
ˆ̂a = a, 0̂ = 0.
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Определение 1 (см. [4, 8]). Почти контактной метрической структурой (AC-структурой) на
нечетномерном ориентируемом многообразии M называется четверка (η, ξ,Φ, g) тензорных по-
лей на этом многообразии, где η—дифференциальная 1-форма, называемая контактной фор-
мой структуры, ξ — векторное поле, называемое характеристическим, Φ— эндоморфизм моду-
ля X (M), называемый структурным эндоморфизмом, g = 〈·, ·〉—риманова структура на M .
При этом

η(ξ) = 1; η ◦ Φ = 0; Φ(ξ) = 0; Φ2 = − id+η ⊗ ξ;

〈ΦX,ΦY 〉 = 〈X,Y 〉 − η(x)η(Y ), ∀X,Y ∈ X (M).

Многообразие, на котором фиксирована почти контактная метрическая структура, называется,
почти контактным метрическим многообразием (AC-многообразием).
Задание почти контактной метрической структуры на многообразии внутренним образом по-

рождает присоединенную G-структуру, тотальное пространство расслоения которой состоит из,
так называемых, A-реперов. Матрицы компонент тензоров Φ и g в A-репере имеют вид соответ-
ственно

(Φj
i ) =

⎛
⎝
0 0 0
0

√−1In 0
0 0 −√−1In

⎞
⎠ , (gij) =

⎛
⎝
1 0 0
0 0 In
0 In 0

⎞
⎠ , (1)

где In — единичная матрица порядка n. Структурной группой такой G-структуры является груп-
па 1× U(n) (см. [2–4]).
В модуле X (M) гладких векторных полей AC-структуры (η, ξ,Φ, g) многообразия M2n+1 внут-

ренним образом определены два взаимно дополнительных проектора m = η⊗ξ и l = id−m = −Φ2

на подмодули M и L соответственно (см. [2–4]). Таким образом, X (M) = L⊕M, где L = Im(Φ) =
ker η —так называемое первое фундаментальное распределение, M = Imm = ker(Φ) = L(ξ)—вто-
рое фундаментальное распределение (линейная оболочка структурного вектора). Распределения
M и L инвариантны относительно Φ и взаимно ортогональны.

Определение 2 (см. [2, 3]). Почти эрмитовой структурой на четномерном многообразии N
называется пара {J, g}, где J —почти комплексная структура, а g = 〈·, ·〉—риманова метрика на
многообразии. При этом 〈JX, JY 〉 = 〈X,Y 〉, X,Y ∈ X (N).

Поскольку (Φ|L)2 = − id, 〈Φ|LX,Φ|LY 〉 = 〈X,Y 〉, X,Y ∈ L, то пара {Φ|L, gL} задает почти эрми-
тову структуру на L. Первая группа структурных уравнений соответствующего почти эрмитова
многообразия имеет вид

dωa = −θab ∧ ωb +Bab
cω

c ∧ ωb +Babcωb ∧ ωc;

dωa = θba ∧ ωb +Bab
cωc ∧ ωb +Babcω

b ∧ ωc,
(2)

где ωi, θij —компоненты форм смещения и римановой связности ∇ соответственно (см. [3, 4]).

Определение 3 (см. [10]). Конформным преобразованием AC-структуры S = (η, ξ,Φ, g) на
многообразии M называется переход от S к AC-структуре S̃ = (η̃, ξ̃, Φ̃, g̃), при этом

η̃ = e−ση, ξ̃ = eσξ, Φ̃ = Φ, g̃ = e−2σg,

где σ— определяющая функция соответствующего конформного преобразования.

Определение 4 (см. [7]). Почти контактная метрическая структура (ξ, η,Φ, g) на многообра-
зии M называется локально конформно почти косимплектической структурой (lcACS-структу-
рой), если сужение этой структуры на некоторую окрестность U произвольной точки p ∈ M
допускает конформное преобразование в почти косимплектическую структуру.

Многообразие, снабженное локально конформно почти косимплектической структурой, назы-
вается локально конформно почти косимплектическим многообразием (lcACS-многообразием).



ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ lcACS-СТРУКТУР 127

Первая группа структурных уравнений lcACS-многообразий на пространстве присоединенной G-
структуры имеет вид

dω = Cbω ∧ ωb + Cbω ∧ ωb;

dωa = −θab ∧ ωb +Bab
cω

c ∧ ωb +Babcωb ∧ ωc +Ba
bω ∧ ωb +Babω ∧ ωb;

dωa = θba ∧ ωb +Bab
cωc ∧ ωb +Babcω

b ∧ ωc +Bb
aω ∧ ωb +Babω ∧ ωb

(3)

(см. [7]), где

B[abc] = B[abc] = 0; B[ab] = B[ab] = 0;

Ba
b = Bb

a = σ0δ
b
a; Bab

c = 2σ[aδb]c ; Bab
c = 2σ[aδ

c
b];

Cab = Cab = 0; Cb = −σb; Cb = −σb;
dσ = σ0ω + σaω

a + σaωa.

(4)

Определение 5 (см. [3]). Распределение D многообразияM называется инволютивным, если
оно является подалгеброй Ли алгебры Ли X (M), рассматриваемой как (бесконечномерное) R-
линейное пространство, т.е. ∀X,Y ∈ D ⇒ [X,Y ] ∈ D.

Распределение инволютивно тогда и только тогда, когда существует такая 1-форма ω, что
dω ∧ ω = 0 (см. [3]).

Определение 6 (см. [3]). Распределение наM называется вполне интегрируемым, если через
каждую точку многообразия M проходит интегральное многообразие максимальной размерно-
сти.

Предложение 1. Первое фундаментальное распределение lcACS-многообразия является
вполне интегрируемым.

Доказательство. Из (3) следует, что первое фундаментальное распределение L lcACS-многооб-
разия инволютивно, а значит, в силу теоремы Фробениуса (см. [3]) вполне интегрируемо. �
Напомним, что компоненты ковариантного дифференциала структурного оператора Φ в ри-

мановой связности ∇ для lcACS-многообразий на пространстве присоединенной G-структуры
имеют следующий вид (см. [7]):

Φa
0,b = −Φ0

â,b = −√−1δabσ0; Φâ
0,b̂

= −Φ0
a,b̂

=
√−1δbaσ0;

Φa
0,0 = −Φ0

â,0 =
√−1σa; Φâ

0,0 = −Φ0
a,0 = −√−1σa;

Φa
b̂,c

= 4
√−1σ[aδb]c ; Φâ

b,ĉ = −4
√−1σ[aδ

c
b];

Φa
b̂,ĉ

= 4
√−1Bcab Φâ

b,c = −4
√−1Bcab;

Φ0
a,b = −Φâ

0,b = −√−1Bab; Φ0
â,b̂

= −Φa
0,b̂

=
√−1Bab;

Φa
b̂,0

= Φâ
b,0 = 0.

(5)

Тензором Нейенхейса (см. [5]) эндоморфизма Φ называется тензор N типа (2, 1), для X,Y ∈
X (M) определяемый формулой

NΦ(X,Y ) =
1

4

(
[ΦX,ΦY ] + Φ2[X,Y ]− Φ[ΦX,Y ]− Φ[X,ΦY ]

)
.

В терминах ковариантного дифференцирования тензор Нейенхейса AC-структуры можно опре-
делить формулой

N(X,Y ) =
1

4

{
∇ΦX(Φ)Y − Φ∇X(Φ)Y −∇ΦY (Φ)X +Φ∇Y (Φ)X

}
.
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На пространстве присоединенной G-структуры компоненты тензора N определяются тождества-
ми

N0
ab = −

√−1

2
Φ0
[a,b]; N0

âb = −N0
bâ = −

√−1

2
Φ0
(â,b);

N0
âb̂

=

√−1

2
Φ0
[â,b̂]

; Na
b̂0

= −Na
0b̂

=

√−1

4
Φa
b̂,0

−
√−1

2
Φa
0,b̂
;

Na
b̂ĉ

=
√−1Φa

[b̂,ĉ]
; N â

bc = −√−1Φâ
[b,c];

N â
b0 = −N â

0b =

√−1

2
Φâ
0,b −

√−1

4
Φâ
b,0.

(6)

Остальные компоненты этого тензора тождественно равны нулю (см. [3, 4]). Тогда согласно (4)
и (5) ненулевые компоненты тензора Нейенхейса структурного эндоморфизма lcACS-структуры
задаются равенствами

Na
b̂0

= −Na
0b̂

= −1

2
Bab; N â

b0 = −N â
0b = −1

2
Bab; Na

b̂ĉ
= 2Babc; N â

bc = 2Babc. (7)

Определение 7 (см. [3, 5]). AC-Структура на многообразии называется интегрируемой, если
AC-многообразие локально эквивалентно произведению комплексного многообразия на гладкое
многообразие без дополнительной структуры.

Обращение тензора Нейенхейса в нуль равносильно интегрируемости AC-структуры (см. [3,5]).
Пусть lcACS-структура интегрируема; тогда из (7) следует, что Babc = Babc = 0, Bab = Bab = 0.

Первая группа структурных уравнений (3) запишется в виде

dω = Cbω ∧ ωb + Cbω ∧ ωb;

dωa = −θab ∧ ωb +Bab
cω

c ∧ ωb +Ba
bω ∧ ωb;

dωa = θba ∧ ωb +Bab
cωc ∧ ωb +Bb

aω ∧ ωb,

а первая группа структурных уравнений (2) почти эрмитовой структуры интегральных многооб-
разий распределения L интегрируемой lcACS-структуры— в виде

dωa = −θab ∧ ωb +Babcωc ∧ ωb;

dωa = θba ∧ ωb +Bab
cωc ∧ ωb.

где Bab
c = 2σ[aδ

b]
c , Bab

c = 2σ[aδ
c
b]. Т. е. в классификации Грея—Хервеллы (см. [3]) эта структура

является структурой класса W4.
Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообразиях
первого фундаментального распределения интегрируемого lcACS-многообразия является струк-
турой класса W4 в классификации Грея—Хервеллы почти эрмитовых структур.

Известно (см. [9]), что задание тензора Нейенхейса равносильно заданию четырех тензоров
N (1), N (2), N (3), N (4), а именно,

N (1)(X,Y ) = N(X,Y ) + 2dη(X,Y )ξ;

N (2)(X,Y ) = (LΦXη)(Y )− (LΦY η)(X);

N (3)(X) = (LξΦ)(X);

N (4)(X) = (Lξη)(X); X,Y ∈ X (M),

где LX —производная Ли в направлении векторного поля X.



ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ lcACS-СТРУКТУР 129

В [1,6] приведено аналитическое выражение тензоров N (2), N (3), N (4):

N (2)(X,Y ) = ∇ΦX(η)(Y ) + η{∇Y (Φ)X} − ∇ΦY (η)(X) − η{∇X(Φ)Y };
N (3)(X) = ∇ξ(Φ)X −∇ΦXξ +Φ(∇Xξ);

N (4)(X) = ∇ξ(η)(X); ∀X,Y ∈ X (M).

(8)

Для получения компонент этих тензоров на пространстве присоединенной G-структуры lcACS-
многообразия, проведем предварительные вычисления. Пусть M — lcACS -многообразие тензор-
ные компоненты формы римановой связности имеют следующий вид (см. [7]):

θa
b̂
= −2σ[aδb]c ω

c − 2Bcabωc; θâb = −2σ[aδ
c
b]ωc − 2Bcabω

c;

θa0 = σ0ω
a +Babωb − σaω; θâ0 = σ0ωa +Babω

b − σaω;

θ0a = −σ0ωa −Babω
b + σaω;

θ0â = −σ0ωa −Babωb + σaω

(9)

Рассмотрим характеристический вектор lcACS-многообразия. Поскольку ξ — тензор типа (0, 1),
его компоненты на пространстве расслоения всех комплексных реперов над M удовлетворяют
уравнениям

dξi + ξjθij = ξi,jω
j ,

где ξi,j —компоненты тензора ∇ξ. Расписывая эти соотношения на пространстве присоединенной
G-структуры с учетом (9) и того обстоятельства, что на этом пространстве ξa = 0, ξâ = 0, ξ0 = 1,
получаем для lcACS-многообразий следующие соотношения:

ξ0,j = 0; ξa,0 =
√−1Φa

0,0 = Ca = −σa;
ξa,b =

√−1Φa
0,b = Ba

b = σ0δ
a
b ; ξa,b̂ =

√−1Φa
0,b̂

= Bab;

ξâ,0 = −√−1Φâ
0,0 = Ca = −σa; ξâ,b = −√−1Φâ

0,b = Bab;

ξâ,b̂ = −√−1Φâ
0,b̂

= Ba
b = σ0δ

b
a.

(10)

Аналогично для контактной формы η lcACS-многообразия получим компоненты ковариантной
производной:

η0,i = 0; ηâ,0 =
√−1Φa

0,0 = Ca = −σa;
ηâ,b =

√−1Φa
0,b = Ba

b = σ0δ
a
b ; ηâ,b̂ =

√−1Φa
0,b̂

= Bab;

ηa,0 = −√−1Φâ
0,0 = Ca = −σa; ηa,b = −√−1Φâ

0,b = Bab;

ηa,b̂ = −√−1Φâ
0,b̂

= Ba
b = σ0δ

b
a.

(11)

Учитывая, что ω = ω0 = π∗(η), где π— естественная проекция пространства присоединенной
G-структуры на lcACS-многообразие M , находим, что на этом пространстве тензор N (1) имеет
следующие компоненты:

(N (1))0a0 = −(N (1))00a = −Ca = σa;

(N (1))0â0 = −(N (1))00â = −Ca = σa;

(N (1))a
b̂0

= −(N (1))a
0b̂

= −1

2
Bab; (N (1))a

b̂ĉ
= 2Babc;

(N (1))âbc = 2Babc, (N (1))âb0 = −(N (1))â0b = −1

2
Bab;

(12)

остальные компоненты нулевые.

Определение 8 (см. [8, 9]). Почти контактная метрическая структура называется нормаль-
ной, если

N(X,Y ) + 2dη(X,Y )ξ = 0.
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Понятие нормальности было введено С. Сасаки и Дж. Хатакеямой (см. [9]) и является одним из
фундаментальных понятий контактной геометрии, тесно связанных с понятием интегрируемости
структуры.
Пусть M —нормальное lcACS-многообразие. Тогда из (12), (4) и определения 8 следует, что

Ca = Ca = 0, Bab = Bab = 0, Babc = Babc = 0, Bab
c = Bab

c = 0.

Первая группа структурных уравнений нормального lcACS -многообразия запишется в виде

dω = 0;

dωa = −θab ∧ ωb +Ba
bω ∧ ωb;

dωa = θba ∧ ωb +Ba
bω ∧ ωb,

а первая группа структурных уравнений почти эрмитовой структуры, индуцированной на первом
фундаментальном распределении, — запишется в виде

dωa = −θab ∧ ωb; dωa = θba ∧ ωb.

Таким образом, в классификации Грея—Хервеллы (см. [3]) эта структура является келеровой
структурой.

Теорема 2. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообразиях
первого фундаментального распределения нормального lcACS-многообразия является келеровой
структурой.

На пространстве присоединенной G-структуры тождество (8) примет вид

N
(2)
ij = ηj,kΦ

k
i − ηi,kΦ

k
j + ηkΦ

k
i,j − ηkΦ

k
j,i. (13)

С учетом соотношений ηâ = ηa = 0, η0 = 1, (1) и (11), из (13) имеем

N
(2)
0a = −N (2)

a0 = −η0Φ0
a,0 =

√−1Ca = −√−1σa;

N
(2)
0â = −N (2)

â0 = −η0Φ0
â,0 = −√−1Ca =

√−1σa,
(14)

остальные компоненты нулевые.
Пусть на lcACS-многообразии N (2)(X,Y ) = 0; тогда из (14), с учетом (4) следует, что

Ca = Ca = 0, Bab
c = Bab

c = 0.

Первая группа структурных уравнений такого lcACS-многообразия примет вид

dω = 0;

dωa = −θab ∧ ωb +Babcωb ∧ ωc +Ba
bω ∧ ωb +Babω ∧ ωb;

dωa = θba ∧ ωb +Babcω
b ∧ ωc +Ba

bω ∧ ωb +Babω ∧ ωb.

Первая группа структурных уравнений почти эрмитовой структуры, индуцированной на первом
фундаментальном распределении данного lcACS-многообразия, имеет следующий вид:

dωa = −θab ∧ ωb +Babcωb ∧ ωc;

dωa = θba ∧ ωb +Babcω
b ∧ ωc.

В классификации Грея—Хервеллы (см. [3]) эта структура является почти келеровой структурой.
Полученный результат можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 3. Почти эрмитова структура, индуцируемая на первом фундаментальном рас-
пределении lcACS-многообразия, для которого N (2)(X,Y ) = 0, является почти келеровой струк-
турой в классификации Грея—Хервеллы почти эрмитовых структур.
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На пространстве присоединенной G-структуры тождество (8) равносильно соотношениям

(N (3))ik = Φi
k,jξ

j − ξi,jΦ
j
k +Φi

jξ
j
,k.

С учетом (5) и (10) ненулевые компоненты N (3) для lcACS-многообразия на пространстве присо-
единенной G-структуры имеют следующий вид:

(N (3))0a = Φ0
a,0 = −√−1Ca =

√−1σa;

(N (3))0â = Φ0
â,0 =

√−1Ca = −√−1σa;

(N (3))a
b̂
= 2

√−1ξa,b̂ = −2Φa
0,b̂

= 2
√−1Bab;

(N (3))âb = −2
√−1ξâ,b = −2Φâ

0,b = −2
√−1Bab.

(15)

Обращение в нуль тензора N (3)(X) на lcACS-многообразии влечет, согласно (15) с учетом (4),
выполнение равенств

Ca = Ca = 0, Bab
c = Bab

c = 0, Bab = Bab = 0.

Первая группа структурных уравнений lcACS-многообразия на пространстве присоединенной G-
структуры примет следующий вид:

dω = 0;

dωa = −θab ∧ ωb +Babcωb ∧ ωc +Ba
bω ∧ ωb;

dωa = θba ∧ ωb +Babcω
b ∧ ωc +Ba

bω ∧ ωb.

Следовательно, почти эрмитова структура, индуцируемая на первом фундаментальном распре-
делении lcACS-многообразия, для которого N (3)(X) = 0 является почти келеровой структурой
в классификации Грея—Хервеллы почти эрмитовых структур.
Наконец, рассмотрим тензор N (4)(X) = ∇ξ(η)(X); ∀X ∈ X (M). На пространстве присоединен-

ной G-структуры это равенство запишется в виде (N (4))i = ηi,0; последнее равносильно соотно-
шениям

(N (4))0 = η0,0 = 0;

(N (4))a = ηa,0 = −√−1Φâ
0,0 = Ca = −σa;

(N (4))â = ηâ,0 =
√−1Φa

0,0 = Ca = −σa.
(16)

Равенство нулю тензора N (4)(X), согласно (16) с учетом (4), равносильно соотношениям

Ca = Ca = 0, Bab
c = Bab

c = 0.

В этом случае первая группа структурных уравнений lcACS -многообразия на пространстве при-
соединенной G-структуры примет следующий вид:

dω = 0;

dωa = −θab ∧ ωb +Babcωb ∧ ωc +Ba
bω ∧ ωb +Babω ∧ ωb;

dωa = θba ∧ ωb +Babcω
b ∧ ωc +Ba

bω ∧ ωb +Babω ∧ ωb.

Поэтому почти эрмитова структура, индуцируемая на первом фундаментальном распределении
lcACS -многообразия, для которой N (4)(X) = 0, является почти келеровой структурой в класси-
фикации Грея—Хервеллы почти эрмитовых структур.
Как промежуточный факт можно отметить следующее утверждение.

Предложение 2. Для lcACS-многообразия обращение тензора N (2) в нуль равносильно обра-
щению в нуль тензора N (4).

Доказательство. Сравнивая полученные для lcACS-многообразия компоненты тензора N (2)

и тензора N (4) на пространстве присоединенной G-структуры, а именно соотношения (14) и (16),
получим требуемое утверждение. �
Обобщая вышеизложенное, сформулируем следующий результат.
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Теорема 4.
1. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообразиях первого фун-

даментального распределения интегрируемого lcACS-многообразия, является структурой
класса W4.

2. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообразиях первого фун-
даментального распределения нормального lcACS-многообразия, является келеровой струк-
турой.

3. Почти эрмитова структура, индуцируемая на интегральных многообразиях первого фун-
даментального распределения lcACS-многообразия, для которого N (2)(X,Y ) = 0, или
N (3)(X) = 0, или N (4)(X) = 0, является почти келеровой структурой в классификации
Грея—Хервеллы почти эрмитовых структур.
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Аннотация. На основе методов качественной теории дифференциальных уравнений проведено
исследование корректности математической модели одномерной диффузии неравновесных носи-
телей заряда, генерированных электронным пучком, доказана непрерывная зависимость решения
от входных данных, получены оценки влияния погрешностей исходных данных на распределение
диффундирующей примеси. Полученные результаты могут быть использованы при планировании
эксперимента в электроннозондовых технологиях.

Ключевые слова: математическая модель, дифференциальное уравнение диффузии, задача
Коши, полупроводник, корректность.
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Abstract. Based on the methods of the qualitative theory of differential equations, we examine
the well-posedness of the mathematical model of one-dimensional diffusion of nonequilibrium charge
carriers generated by an electron beam. We prove the continuous dependence of solutions on input data
and obtain estimates of the influence of errors in the initial data on the distribution of the diffusing
impurity. The results obtained can be used in electron probe technologies.

Keywords and phrases: mathematical model, diffusion equation, Cauchy problem, semiconductor,
well-posedness.
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1. Введение. При математическом описании любых явлений и процессов необходимо решить
ряд математических задач, наиболее важными из которых являются следующие: установление
существования решения, доказательство единственности решения, обоснование непрерывной за-
висимости решения от данных задачи (начальных и граничных данных, свободного члена, ко-
эффициентов операторного уравнения (см. [2]). Задачи, удовлетворяющие этим требованиям,
называются корректно поставленными. В настоящей работе на примере диффузии носителей за-
ряда, генерированных в однородном полупроводнике широким электронным пучком, рассмотрен
вопрос о корректности одной модельной задачи тепломассопереноса. Эта математическая задача
представляет интерес как с точки зрения изучения рассматриваемого класса дифференциальных
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уравнений, так и как задача, интересная для практического приложения в физическом матери-
аловедении.

Выбор объекта исследования обусловлен следующим. Одними из немногих методов, позволя-
ющими реализовать бесконтактную неразрушающую диагностику твёрдых тел, являются элек-
троннозондовые методы, основанные на использовании остро сфокусированных пучков кило-
вольтных электронов низких (примерно до 8—10 кэВ) и средних (от 8—10 до 50 кэВ) энергий
(см. [8]). В полупроводниковом материаловедении при проведении локальных исследований ма-
териалов с использованием сфокусированных пучков электронов наиболее часто в качестве ин-
формативного регистрируется сигнал, связанный с генерацией и диффузией в полупроводнико-
вой мишени неравновесных неосновных носителей заряда (ННЗ) и/или регистрируются сигналы,
характеристики которых существенно зависят от распределения ННЗ.

Регистрация информативных сигналов, возбуждаемых в полупроводниковой мишени и сравне-
ние экспериментальных данных с математической моделью этого явления позволяют идентифи-
цировать параметры полупроводника, которые весьма сложно или даже невозможно определить
другими методами (см. [5, 6, 9]).

Однако математически корректное исследование математических моделей физических явле-
ний, возникающих при взаимодействии электронных пучков с полупроводниковыми объектами
и описываемых дифференциальными уравнениями тепломассопереноса, ранее практически не
проводилось (см. [10–14]). Необходимость подобных математических исследований обусловлена
также недостаточной изученностью физических явлений математическими методами: имеются
лишь единичные публикации, посвящённые изучению корректности математических моделей,
используемых в электроннозондовых технологиях. В частности, можно сказать, что ранее такая
задача моделирования диффузии для рассматриваемого процесса в определённой степени носила
полуколичественный характер. Она решалась только при использовании модели потерь энергии
первичными низкоэнергетическими электронами в мишени в виде нормального распределения
Гаусса (см. [?, 5, 7, 11]), что для широкого диапазона материалов и энергий электронов зонда
(до 50 кэВ) является довольно грубым приближением, описывающим имеющиеся эксперимен-
тальные данные потерь энергии в конденсированном веществе во многом лишь качественно (см.,
например, [3,4]). В настоящей работе использована математическая модель, наиболее полно опи-
сывающая потери энергии электронами пучка в конденсированном веществе и количественное
рассмотрение проведено на основе этой модели, чего ранее не делалось.

2. Постановка задачи. Для количественного описания задачи тепломассопереноса необходи-
мо построить математическую модель рассматриваемого явления. Для этого требуется описать
процесс потерь энергии электронами пучка в твердом теле и, как следствие этого, генерацию
электронно-дырочных пар в полупроводнике, а также процесс диффузии генерированных элек-
тронным пучком ННЗ. Анализ характерных времён вышеуказанных процессов показывает, что
эти процессы можно описывать последовательно, а значит, моделировать каждый из них отдель-
но (см., например, [3, 9]).

Диффузию ННЗ, генерированных в полупроводниковой мишени электронным пучком, будем
описывать с использованием модели независимых источников, согласно которой на диффузию
генерированных электронным пучком неравновесных ННЗ из любого микрообъема полупровод-
ника не оказывают влияния другие электроны или дырки из других микрообластей материала
(см. [1]). В этом случае для одномерной диффузии в полубесконечном полупроводнике распре-
деление избыточных ННЗ по глубине Δp(z) дается выражением

Δp(z) =

∞∫

0

Δp(z, z0)dz0.

Здесь функция Δp(z, z0) описывает распределение по глубине ННЗ, генерированных плоским
бесконечно тонким источником, находящимся на глубине z0, z0 ∈ [0,∞); z—координата, отсчи-
тываемая от плоской поверхности в глубь полупроводника. Распределение Δp(z, z0) является
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решением дифференциального уравнения

D
d2Δp(z, z0)

dz2
− Δp(z, z0)

τ
= −ρ(z)δ(z − z0) (1)

с граничными условиями

D
dΔp(z, z0)

dz

∣∣∣∣
z=0

= υsΔp(0, z0), Δp(∞, z0) = 0. (2)

Здесь ρ(z)—концентрация ННЗ, пропорциональная плотности энергии первичного электронного
пучка, рассеянной в тонком слое мишени на глубине z, а постоянные D, τ и vs —коэффициент
диффузии, время жизни и скорость поверхностной рекомбинации ННЗ соответственно; δ(z−z0)—
дельта-функция.

3. О существовании и единственности решения рассматриваемой задачи. Следующая
теорема посвящена установлению решения задачи (1)—(2) на луче z � 0.

Теорема 1. Задача (1)—(2) на луче z � 0 имеет решение, которое определяется следующей
формулой:

Δp(z, z0) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ρ(z0)τ

2L
exp

(
−z0
L

) [
exp

( z
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
∀z ∈ [0, z0],

ρ(z0)τ

2L
exp

(
− z

L

) [
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0
L

)]
∀z ∈ [z0,∞) .

(3)

Здесь L =
√
Dτ — диффузионная длина ННЗ, а S = υsL/D—приведённая скорость поверхност-

ной рекомбинации ННЗ.

Доказательство теоремы 1, т.е. решение задачи (1)—(2) в виде (3), приведено в [1, 9].
В следующей теореме устанавливается единственность решения задачи (1)—(2).

Теорема 2. Решение задачи (1)—(2) единственно на луче z � 0.

Доказательство. Предположим противное. Пусть n1 и n2 —два различных решения зада-
чи (1)—(2) на луче z � 0. Рассмотрим функцию u = n2−n1, которая удовлетворяет следующему
дифференциальному уравнению

D
d2u

dz2
− u

τ
= 0.

и стремится к 0 в бесконечности. Применив к полученной задаче формулу (3) с ρ(z0) = 0, получим
u = 0, откуда следует n2 = n1. Полученное противоречие и доказывает единственность решения
задачи (1)—(2) на луче z � 0. Теорема 2 доказана. �

4. Теоремы об оценках решения рассматриваемой задачи. Следующие теоремы уста-
навливают непрерывную зависимость решения задачи (1)—(2) от члена в правой части диффе-
ренциального уравнения (1).

Теорема 3. Пусть Δp1(z, z0)— решение уравнения

D
d2Δp1(z, z0)

dz2
− Δp1(z, z0)

τ
= −ρ1(z)δ(z − z0)

с граничными условиями (2), Δp2(z, z0)—решение уравнения

D
d2Δp2(z, z0)

dz2
− Δp2(z, z0)

τ
= −ρ2(z)δ(z − z0)

с граничными условиями (2) и для всех z � 0

|ρ2(z) − ρ1(z)| � ε. (4)

Тогда для всех z � 0 справедлива оценка

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
.
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Доказательство. На отрезке z ∈ [0, z0] решение задачи (1)—(2) определяется формулой (3). Тогда
для функций Δp1(z, z0) и Δp2(z, z0) имеем

Δp1(z, z0) =
ρ1(z0)τ

2L
exp

(
−z0
L

)[
exp

( z
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
,

Δp2(z, z0) =
ρ2(z0)τ

2L
exp

(
−z0
L

)[
exp

( z
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
,

откуда

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � |ρ2(z0)− ρ1(z0)|τ
2L

exp
(
−z0
L

)[
exp

( z
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
.

Применив оценку (4) и учитывая условие z ∈ [0, z0], получим

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
exp

(
−z0 − z

L

)
. (5)

На полуинтервале z ∈ [z0,∞) решение задачи (1)—(2) также определяется формулой (3). Тогда
для функций Δp1(z, z0) и Δp2(z, z0) имеем

Δp1(z, z0) =
ρ1(z0)τ

2L
exp

(
− z

L

)[
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0
L

)]
,

Δp2(z, z0) =
ρ2(z0)τ

2L
exp

(
− z

L

)[
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0
L

)]
,

откуда

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � |ρ2(z0)− ρ1(z0)|τ
2L

exp
(
− z

L

)[
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0
L

)]
.

Применив оценку (4) и учитывая условие z ∈ [z0,∞), получим

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
exp

(
−z − z0

L

)
. (6)

Объединяя оценки (5) и (6), получим, что при всех z � 0

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
exp

(
−|z − z0|

L

)
,

откуда вытекает
|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
.

Теорема 3 доказана. �

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда при всех z � 0 справедлива оценка

|Δp2(z)−Δp1(z)| � ετ.

Доказательство. Оценим выражение

|Δp2(z)−Δp1(z)| =
∞∫

0

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)|dz0.

Применив оценку (5), получим

|Δp2(z)−Δp1(z)| � ετ

L

∞∫

0

exp

(
−|z − z0|

L

)
dz0. (7)

Поскольку
∞∫

0

exp

(
−|z − z0|

L

)
dz0. =

z0∫

0

exp

(
z − z0
L

)
dz0 +

∞∫

z0

exp

(
z0 − z

L

)
dz0 = L exp

(
− z

L

)
,
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из (7) получим
|Δp2(z)−Δp1(z)| � ετ.

Теорема 4 доказана. �
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДУБИНИНА ДЛЯ ВЕСОВОЙ ЕМКОСТИ

КОНДЕНСАТОРА ХЕССЕ С A1-ВЕСОМ МАКЕНХАУПТА

c© 2022 г. В. А. ШЛЫК

Аннотация. Для конденсатора Хессе в Rn, n � 2, доказана эквивалентность его весовой емкости
и его весового модуля с A1-весом Макенхаупта. Это дает решение одной задачи Дубинина об
оценке емкости конденсатора с упомянутым весом.

Ключевые слова: емкость конденсатора, модуль семейства кривых, вес Макенхаупта.

ON ONE DUBININ PROBLEM FOR THE WEIGHT CAPACITANCE

OF A HESSE CONDENSER WITH A1-MACKENHAUPT WEIGHT

c© 2022 V. A. SHLYK

Abstract. For the Hesse condenser in R
n, n � 2, the equivalence of its weight capacitance and its

weight modulus with A1-Muckenhoupt weight is proved. This gives a solution of the Dubinin problem
on estimating the capacitance of a capacitor with the weight mentioned.

Keywords and phrases: capacitance, modulus of a family of curves, Muckenhoupt weight.

AMS Subject Classification: 46E35

1. Введение. Равенство p-емкости и p-модуля конденсатора с двумя пластинами для p ∈
(1,+∞) и его приложения достаточно полно изложены в литературе (см., например, [3, 5, 10]).
Недавно В. Н. Дубинин в [6] поставил задачу о нахождении аналога упомянутого выше равен-
ства в конформном случае, когда число пластин конечно и больше двух. В [1] дано решение этой
задачи в более общей постановке для весовой емкости конденсатора с Ap-весом Макенхаупта
(см. [9]), где p ∈ (1,+∞). Ниже мы распространяем этот результат на случай весовой емкости
конденсатора Хессе (см. [8]) c A1-весом Макенхаупта.

2. Основные определения и обозначения. Обозначим через Rn = R
n ∪ {∞} одноточеч-

ную компактификацию евклидова пространства R
n, n � 2. Все топологические рассмотрения

проводятся ниже проводятся в метрическом пространстве (Rn, h), где h— хордальная метрика,
определяемая с помощью стереографической проекции.
Если F ⊂ Rn, то F̄ , ∂F обозначают соответственно замыкание и границу множества F в то-

пологии Rn. Норму точки (вектора) x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n и скалярное произведение зададим

формулами

|x| =
(

n∑
k=1

x2k

)1/2

, x · y =

n∑
k=1

xkyk.

Если a ∈ Rn, то h(a, F ) означает хордальное расстояние от a до F ⊂ Rn. Соответственно, если
a ∈ R

n, то dist(a, F ) будет означать евклидово расстояние от a до F ⊂ R
n. Обозначим множество
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натуральных чисел через N = {1, 2, . . .}. Для заданного r > 0 и x ∈ R
n положим

B(x, r) = {y ∈ R
n : |x− y| < r}; B(∞, r) = Rn \B(0, 1/r).

Множество
O(F, ε) =

⋃
x∈F

B(x, ε)

назовем ε-окрестностью множества F ⊂ Rn. Обозначим n-мерную меру Лебега через mn и по-
ложим mn(F ) = |F | для mn-измеримого множества F ⊂ R

n. Будем использовать аббревиатуру
«п.в.» для словосочетаний «почти всюду» или «почти везде» по отношению к mn-мере. Анало-
гично используем понятия «измеримая» и «локально интегрируемая» относительно меры mn.
Пусть F —измеримое подмножество из Rn и u—измеримая вещественнозначная функция на

F . Для 1 � p <∞ положим

‖u‖Lp(F ) =

⎛
⎝
∫

F

|u(x)|pdx
⎞
⎠

1/p

.

Ниже в тексте Ω—открытое множество в Rn и пусть u—измеримая функция на Ω. Мы будем
писать, что u ∈ Lp(Ω, loc), если ‖u‖Lp(F ) <∞ для каждого компактного множества F ⊂ Ω. Класс
всех функций u удовлетворяющих условию ‖u‖Lp(Ω) <∞, обозначим через Lp(Ω), 1 � p <∞.
Следуя Макенхаупту (см. [9]), функцию w : Rn → (0,+∞), где w ∈ L1(R

n, loc), назовем A1-
весом, если существует такая постоянная A, что для каждого шара B = B(x, r) ⊂ R

n

⎧⎨
⎩

⎛
⎝ 1

|B|
∫

B

wdx

⎞
⎠ · ess sup

B

1

w(x)

⎫⎬
⎭ � A.

Обозначим через A1 класс всех A1-весов. Далее в тексте w будет означать некоторый вес из A1.
Положим для x ∈ R

n

M(w(x)) = sup
r>0

1

|B(x, r)|
∫

B(x,r)

w(y)dy.

Кроме того, определим L1,w(Ω) как множество всех измеримых функций u на Ω с

‖u‖L1,w(Ω) =

∫

Ω

|u|wdx <∞

и обозначим через L1,w(Ω, loc) множество всех измеримых функций u на Ω, удовлетворяющих
условию uw ∈ L1(Ω, loc).
Пусть E0, E1, . . . , Em ⊂ Ω—попарно непересекающиеся непустые компакты (в топологии Rn);

δ0, δ1, . . . , δm —попарно различные вещественные числа, m � 1. Тогда тройку K = (E ,Δ,Ω), где
E = {Ei}mi=0 и Δ = {δi}mi=0, назовем конденсатором на Ω̄. Множества Ei и Ω \ E, где

E =

m⋃
i=0

Ei,

назовем соответственно пластинами и полем конденсатора K. Число δi назовем потенциалом
пластины Ei, i = 0, 1, . . . ,m.
Если E ⊂ Ω, либо E0 = ∂Ω и, следовательно, E1, . . . , Em ⊂ Ω, то K будем называть конденса-

тором Хессе (см. [8]) в R
n.

Величину

Cap1,w K = inf
u

∫

Ω

|∇u|wdx

назовем (1, w)-емкостью конденсатора K. Здесь инфимум берется по всем вещественнозначным
функциям u, удовлетворяющим локально условию Липшица на Ω и равным δi в некоторой окрест-
ности множества Ei, i = 0, . . . ,m. Класс таких функций, допустимых для Cap1,w K, обозначим
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через Adm1,w K = Adm(E ,Δ,Ω). Здесь отметим, что по теореме Радемахера (см. [4, Theorem 3.16])
любая функция u ∈ AdmK дифференцируема п.в. на Ω и в точках ее дифференцируемости на Ω
мы имеем |∇u| = L(x, u), где

L(x, u) = lim sup
Δx→0

∣∣∣∣
u(x+Δx)− u(x)

Δx

∣∣∣∣
является борелевской функцией на Ω (см. [11, Sec. 5]). Поэтому ниже мы будем считать, что
|∇u(x)| = L(x, u) в тех точках Ω, где u не дифференцируема. Данное требование не повлияет на
величину ∫

Ω

|∇u|wdx

для u ∈ Adm1,w K.
Под кривой γ в R

n будем понимать образ невырожденного числового интервала (a, b) или
сегмента [a, b] при его непрерывном отображении x = x(t) в R

n. В последующем мы полагаем,
что отображение x = x(t) не является постоянным на любом невырожденном отрезке из (a, b)
и определяет параметризацию кривой γ. Мы будем говорить, что кривая γ соединяет множества
F,K ⊂ Rn, если ее параметризация x = x(t), a < t < b, удовлетворяет условиям

lim inf
t→a

h(x(t), F ) = lim inf
t→b

h(x(t),K) = 0. (1)

Если условия (1) выполнены, то мы будем говорить, что кривая γ ориентирована в направлении
от F к K.
По заданной борелевской функции ρ : Rn → [0,+∞] и локально спрямляемой кривой γ, ис-

пользуя ее натуральную параметризацию x = x(s), s ∈ S (подробнее см., например, [10, Sec. 2.1]),
определим ∫

γ

ρds

как интеграл Лебега ∫

S

ρ(x(s))ds.

С конденсатором K = (E ,Δ,Ω) мы ассоциируем конфигурацию
αH = (α01H01, . . . , αm−1,mHm−1,m).

Здесь Hij — семейство всех локально спрямляемых кривых γ в Ω \ E, которые соединяют мно-
жества Ei и Ej, αij = |δi − δj |, 0 � i < j � m, H = {H01, . . . ,Hm−1,m}, α = {α01, . . . , αm−1,m}.
Кроме того, каждая кривая γ ∈ Hij ориентирована в направлении от Ei к Ej , если δi < δj ,
и в противоположном направлении, если δi > δj .
Определим (1, w)-модуль конфигурации αH, или, иначе, (1, w)-модуль конденсатора K как

величину

m1,w(αH) = inf

∫

Ω

ρwdx.

Здесь инфимум берется по всем борелевским функциям ρ : Ω → [0;+∞], удовлетворяющим усло-
вию ∫

γ

ρds � αij

для всех γ ∈ Hij с 0 � i < j � m и Hij 
= ∅. Класс всех таких функций, называемых в дальнейшем
допустимыми метриками для m1,w(αH), будем обозначать через adm1,w(αH) = adm1,w(E ,Δ,Ω).
По определению m1,w(αH) = 0, если Hij = ∅ для всех 0 � i < j � m. В этом случае adm1,w(αH)
представляет собой множество всех борелевских функций ρ : Rn → [0,+∞].
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Как следует из теоремы Витали—Каратеодори (см. [11, c. 57, Theorem 2.24]), для ρ ∈ L1,w(R
n)∩

adm1,w(αH) существует полунепрерывная снизу на Rn функция g � ρ с нормой ‖g‖L1,w(Rn), сколь
угодно близкой к ‖ρ‖L1,w(Rn). Отсюда нетрудно заметить, что

m1,w(αH) = inf

⎧⎨
⎩
∫

Rn

ρwdx : ρ полунепрерывна снизу на R
n и ρ ∈ adm1,w(K)

⎫⎬
⎭ . (2)

Пусть теперь K—конденсатор Хессе. Для 1
k -окрестностей O(Ei, 1/k) его пластин Ei, 0 � i � m,

k ∈ N, выберем k̃0 так, чтобы замыкания этих окрестностей попарно не пересекались при k = k̃0.
Пусть Oi(k) ⊂ O(Ei, 1/k)— открытые множества с кусочно-гладкой границей и Ei ⊂ Oi(k + 1) ⊂
Oi(k), k � k̃0. Также обозначим

E(k) =
m⋃
i=0

Oi(k),

Ω(k) = Ω \ E(k).
Через Hij(k) обозначим семейство локально спрямляемых кривых в Ω(k), соединяющих Oi(k)

и Oj(k), 0 � i < j � m. Кривые из Hij(k) считаются ориентированными в направлении от Oi(k)

до Oj(k) при δi < δj , и в противоположном направлении, если δi > δj . Кроме того, нетрудно
заметить, что в случаеHij = ∅ семейство Hij(k) также будет пустым при всех достаточно больших
k ∈ N.

3. Вспомогательные результаты. Ниже w—некоторый фиксированный A1-вес. Нам пона-
добятся следующие известные свойства A1-весов.

Предложение 1 (см. [12, Remark 1.2.4, Properties 7-8]). Существуют такие положитель-
ные постоянные C1 и C2, что неравенства

M(w(x)) � C1w(x), w(x) � C2

(1 + |x|)n (3)

выполняются п.в. на R
n.

Предложение 2 (см. [12, Remark 1.2.4, Property 1]). L1,w(Ω) ⊂ L1(Ω, loc) и, если Ω— ограни-
ченное открытое множество в R

n, то L1,w(Ω) ⊂ L1(Ω).

Как и в случае Ap-весов, 1 < p < ∞, по стандартной схеме (см. [1, лемма 1]) доказывается
следующее утверждение.

Лемма 1. Для заданного конденсатора K существует функция u0 на Rn, удовлетворяющая
следующим условиям:

(i) u0 — бесконечно дифференцируемая функция в R
n и u0 ∈ Adm1,w K;

(ii) u0 равна постоянной C0 в некоторой окрестности точки ∞, где C0 = 0, если ∞ /∈ E,
и C0 = δ0, если ∞ ∈ E0.

Из леммы 1 и свойства |∇u| ∈ adm1,w αH, где u ∈ Adm1,w K, получим еще одно утверждение.
Следствие 1. Для конденсатора K справедлива оценка

m1,w(αH) � Cap1,w K <∞. (4)

Лемма 2. По заданному β > 0 можно указать такую положительную непрерывную на R
n

функцию g, что ∫

Rn

gwdx < β.
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Доказательство. Для j = 1, 2, . . . пусть Aj = B(0, j + 1) \ B(0, j − 1). Пусть {ψj}∞j=1—C
∞-

разбиение единицы, подчиненное покрытию {Aj}∞j=1 пространства R
n. По построению носитель

suppψjw ⊂ Aj . В силу w ∈ L1,w(R
n, loc) можно подобрать такое εj ∈ (0, 1), что∫

Rn

εjwψjdx <
β

2j
.

Тогда можно взять
g =

∑
j�1

εjψj ,

что завершает доказательство. �

Лемма 3. По данному ε > 0 можно указать метрику ρ ∈ adm1,w(αH) ∩L1,w(R
n), для кото-

рой выполняются следующие условия:
(i) ρ полунепрерывна снизу, положительна на R

n и для любого ограниченного замкнутого
множества K ⊂ R

n

inf
K
ρ > 0;

(ii) ρ непрерывна на Ω \ E;
(iii) выполняются неравенства

m1,w(αH) �
∫

Rn

ρwdx < C1m1,w(αH) + ε,

где постоянная C1 введена в предложении 1 и C1 = 1 в случае w ≡ 1.

Доказательство. Для данного ε > 0 в силу (2), (4) существует такая полунепрерывная снизу на
R
n метрика ρ1 ∈ adm1,w(αH) ∩ L1,w(R

n), что

m1,w(αH)

∫

Rn

ρ1wdx < m1,w(αH) +
ε

3C1
.

Определим d(x) : Rn → [0,+∞] как dist(x,Rn \ (Ω \E)). Известно (см. [4, Sec. 3.2.34]), что d(x)
удовлетворяет на Rn условию Липшица с константой Липшица Lip(d) � 1 и |∇d(x)| = 1 в точках
дифференцируемости d(x) на Ω \ E.
Положим для x ∈ R

n

ρ2,k(x) = Tk(ρ1(x)) =
1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

ρ1

(
x+

d(x)

2k
y

)
dy, (5)

где k ∈ N и Tk — усредняющий оператор, изученный детально в [8, Lemma 4.3]. В частности, для
всех k � 1 ρ2,k —функция, полунепрерывная снизу на R

n и непрерывная в Ω \ E в силу того,
что d(x) > 0 на Ω \E. Отметим, что при фиксированном y ∈ B(0, 1) отображение θy,k : Rn → R

n,
заданное по правилу

θy,k(x) = x+
d(x)

2k
y,

удовлетворяет следующим неравенствам:(
1− 1

2k

)
|x− x′| � |θy,k(x)− θy,k(x

′)| �
(
1 +

1

2k

)
|x− x′| (6)

для любых x, x′ ∈ R
n. Другими словами, θy,k —квазиизометрический гомеоморфизм области R

n

на θy,k(Rn). По теореме Брауэра (см. [2]) θy,k(Rn) = G—область в R
n и поскольку θy,k(x)| < ∞

для всех x ∈ R
n, то G не имеет в R

n конечных граничных точек. Действительно, пусть z0 ∈ ∂G
и |z0| <∞. Тогда существует прямолинейный отрезок [a, b] ⊂ R

n, где [a, b) ⊂ G, b ∈ ∂G. В силу (6)
θ−1
y,k можно доопределить до непрерывной функции на [a, b] так, что θ−1

y,k(b) = x0 будет конечной
точкой в R

n. Это противоречит тому, что по теореме Брауэра θy,k(B(x0, r0))— область в G для
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r0 > 0 и, следовательно, b ∈ G. Отсюда заключаем, что θy,k(Rn) = R
n. Ввиду того, что d(x) = 0

на R
n \ (Ω \E) также заключаем, что θy,k(Rn \ (Ω \ E)) = R

n \ (Ω \E) и, значит,

θy,k(Ω \ E) = Ω \E. (7)

Кроме того, якобиан J(x, θy,k) отображения θy,k равен 1 + y·∇d(x)
2k п.в. на R

n и, следовательно,
в силу (6)

1− 1

2k
� J(x, θy,k) � 1 +

1

2k
(8)

п.в. на R
n.

Из (5) интегрированием получим, что

‖ρ2,k‖L1,w(Rn) =
1

|B(0, 1)|
∫

|B(0,1)|
dy

∫

Rn

ρ1

(
x+

d(x)

2k
y

)
w(x)dx.

Применив во внутреннем интеграле справа замену z = x + d(x)
2k y, из (8) и свойств θy,k, меняя

порядок интегрирования, придем к оценке

‖ρ2,k‖L1,w(Rn) �
1(

1− 1
2k

)
∫

Rn

⎛
⎜⎝ 1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

w(x(z))dy

⎞
⎟⎠ ρ1(z)dz.

Ввиду предложения 2 и соотношения x = z − d(x(z))

2k
y заключим, что

1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

w

(
z − 1

2k
d(x(z))y

)
dy =

1∣∣∣B
(
z, d(x(z))2k

)∣∣∣

∫

B
(
z, d(x(z))

2k

)
w(y)dy �M(w(z)) � C1w(z)

п.в. на R
n. Отсюда

‖ρ2,k‖L1,w(Rn) �
C1

1− 1
2k

∫

Rn

ρ1(z)w(z)dz. (9)

Очевидно, что в случае w ≡ 1 выполняется равенство M(w(x)) = 1 на R
n и в (3), (9) можно

положить C1 = 1.
Покажем теперь, что

ρ3,k =

(
1 +

1

2k

)
ρ2,k ∈ adm1,w αH.

Рассмотрим кривую γ ∈ Hij, 0 � i < j � m. Поскольку согласно (7)

z = θy,k(x) = x+
d(x)

2k
y

—квазиизометрический гомеоморфизм множества Ω \ E на Ω \ E при каждом y ∈ B(0, 1), то по
теореме Фубини (см. [4, теорема 2.6.2]) имеем

∫

γ

ρ2,kds =
1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

dy

∫

γ

ρ1

(
x+

1

2k
d(x)y

)
dsx.

Для внутреннего интеграла очевидным образом получим оценку∫

γ

ρ1

(
x+

1

2k
d(x)y

)
dsx =

∫

z−1(γ)

ρ1(z)
dsx
dsz

dsz �
αij

1 + 1
2k

,

поскольку в силу (6) справедлива оценка

dsz
dsx

=

∣∣∣∣
dx

ds
+

1

2k
d′s(x)y

∣∣∣∣ � 1 +
1

2k
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для всех s = sx из области определения натуральной параметризации кривой γ, исключая мно-
жество нулевой линейной меры, и кривая z−1(γ) ∈ adm1,w αH. Это влечет нужное свойство
ρ3,k ∈ adm1,w αH. Кроме того, из выбора ρ1, ρ3,k следует, что

m1,w(αH) �
∫

Rn

ρ3,kwdx < C1m1,w(αH) +
ε

3
+ o(1),

где o(1) → 0 при k → ∞. Выберем число k′ ∈ N, для которого o(1) < ε/3 и положим ρ = ρ3,k′ + g,
где g—функция из леммы 2 с 0 < β < ε/3. Очевидно, что ρ удовлетворяет условиям леммы,
и это завершает доказательство. �

Лемма 4. Пусть K—конденсатор Хессе в R
n и пусть метрика ρ ∈ adm1,w αH удовлетво-

ряет условиям леммы 3 с заданным ε > 0. Тогда для η ∈ (0, 1) и всех Hij 
= ∅, 0 � i < j � m,
существует такое натуральное число k0 � k̃, что∫

γ

ρds > αij(1− η) (10)

для всех γ ∈ Hij(k) и всех k � k0. Здесь k̃, Hij(k) из п. 2.

Лемма 4 доказывается по схеме, предложенной в [1, лемма 5] для произвольных конденсаторов
в R

n c Ap-весом Макенхаупта, 1 < p < ∞. В силу топологического условия (∂Ω \E) ∩ E = ∅
для конденсаторов Хессе эта схема значительно упрощается и позволяет заменить показатель
суммируемости p ∈ (1,+∞) на p = 1, поэтому доказательство этой леммы опускаем.

4. Формулировка и доказательство основного результата.

Теорема 1. Пусть w—некоторый A1-вес и K—конденсатор Хессе в R
n. Тогда емкость

Cap1,w K эквивалентна модулю m1,w(αH). Другими словами,

m1,w(αH) � Cap1,w K � C1m1,w(αH),

где положительная постоянная C1 введена в предложении 1 и C1 = 1 в случае w ≡ 1.

Доказательство. В силу следствия 1 достаточно доказать, что Cap1,w K � C1m1,w(αH). Пусть
ε ∈ (0, 1) и пусть метрика ρ удовлетворяет условиям леммы 3 с указанным ε.
Применим лемму 4 к этой метрике ρ с заданным наперед η ∈ (0, 1/2) и найдем для ρ, η

соответствующее натуральное число k0 = k0(η, ρ), для которого выполняются неравенства (10)
c k � k0.
Пусть

ρ0 =

⎧⎨
⎩

ρ

1− 2η
, x ∈ Ω(k0),

0, x ∈ R
n \ Ω(k0).

Тогда ρ0 ∈ adm1,w αH и по построению ρ0 непрерывна на Ω(k0) = Ω \ E(k0), равна нулю на

E(k0) =

m⋃
i=0

Oi(k0)

и, следовательно, ρ0 локально ограничена на

Ωk0+1 = Ω
⋃(

m⋃
i=0

Oi(k0 + 1)

)

и п.в. непрерывна на Ωk0+1.
Положим ui = δi на Oi(k0 + 2) и

ui(x) = δi + inf
γx

∫

γx

ρ0ds
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для всех Ωk0+1 \ Oi(k0 + 2), где инфимум берется по всем спрямляемым кривым, γx ⊂ Ωk0+1 \
Oi(k0 + 2), соединяющим точку x и Oi(k0 + 2). Если таких кривых не найдется, то положим

ui(x) = max
0�j�m

δj.

В силу известных свойств функций типа

inf
γx

∫

γx

ρ0ds

(см. [8, Lemma 5.3]) ui(x) удовлетворяет на Ωk0+1 локально условию Липшица (поскольку ρ0
локально ограничена на Ωk0+1) и |∇ui(x)| � ρ0(x) п.в. на Ωk0+1 (в точках, где ρ0 непрерывна на
Ωk0+1). Кроме того, ui = δi в окрестности Ei и либо ui(x) � δi + αij = δi + |δi − δj | � δj , либо

ui(x) = max
0�l�m

δl � δj

в точках x ∈ Oj(k0 + 2) для всех 0 � j � m, j 
= i.
Положим

u(x) = min
0�i�m

ui(x)

на Ωk0+1. Как срезка (см. [7, Theorem 1.20]) u(x) удовлетворяет на Ωk0+1 ⊃ Ω локально условию
Липшица и равна δi в некоторой окрестности множества Ei и, следовательно, u(x) ∈ Adm1,w K,
|∇u(x)| � ρ0(x) п.в. на Ωk0+1. Отсюда

Cap1,w K �
∫

Ω

|∇u|wdx �
∫

Ω

ρ0wdx �
∫

Rn

ρwdx+ o(1) � C1m1,w(αH) + o(1) + ε,

где o(1) → 0 при η → 0.
Устремляя последовательно η → 0, ε→ 0, получим утверждение теоремы. �
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Cham: Birkhäuser, 2018. — P. 81–92.
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