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ВВЕДЕНИЕ

В данном обзоре представлены основы теории и наиболее интересные разработки задач для раз-
решающих семейств абстрактных полулинейных задач Коши в банаховом пространстве E

du(t)

dt
= Au(t) + f(t, u(t)), 0 6 t < T, u(0) = u0, (∗)

где A— оператор, порождающий экспоненциально затухающую компактную аналитическую C0-
полугруппу в банаховом пространстве E и f(·, ·)— глобально липшицево и ограниченное отобра-
жение из [0, T ]×Eθ в E (здесь Eθ — область определения D((−A)θ) оператора (−A)θ, снабженная
нормой графика). Интерес к таким задачам появился сравнительно недавно (см. [22, 88, 91, 116,
132,136,213,218,236,242,265]).

Для динамической системы

u′(t) = Au(t) + f(u(t)), u(0) = u0, (∗∗)
будет показано, что если абстрактная параболическая задача обладает лишь гиперболическими
точками равновесия, то все точки равновесия изолированы и их имеется лишь конечное число,
причем это число нечетно. Основные предположения, которые при этом налагаются, это ком-
пактность резольвент, гиперболичность любой точки равновесия и равномерная ограниченность
нелинейной функции f(·). Кроме того, в случае, когда система имеет градиентную структуру,
если предположить, что каждое глобальное решение сходится при t → ±∞, то она имеет гло-
бальный аттрактор, являющийся объединением неустойчивых многообразий точек равновесия.
Мы допускаем довольно общие схемы дискретизации, следуя теории дискретных приближений,
разработанной Ф. Штуммелем, Р. Д. Григорьевым и Г. Вайникко. При всех этих предположени-
ях мы рассматриваем аппроксимации аттракторов на общей аппроксимационной схеме, которая
включает конечно-элементные, проекционные и конечно-разностные методы; затем мы докажем,
что на этой аппроксимационной схеме аттракторы также являются полунепрерывными снизу.

Вообще говоря, доказано, что свойство равномерного притяжения глобальных аттракторов An

динамических систем Sn(·) в банаховых пространствах (En, ‖·‖) при n→ ∞ эквивалентно непре-
рывной сходимости An, определенной в терминах концепции дискретной сходимости. Результаты
применяются к общим аппроксимационным схемам для абстрактных полулинейных параболиче-
ских задач вида (∗∗), где A порождает экспоненциально убывающую компактную аналитическую
C0-полугруппу в банаховом пространстве E, а функция f(·) : Eθ → E глобально липшицева и
ограничена.

В статье разработан общий подход к установлению дискретной дихотомии в весьма общей
формулировке и доказаны теоремы затенения, позволяющие сравнивать решения исходной зада-
чи с решениями дискретных аппроксимаций по пространству и времени. В [79] в предположении,
что резольвента компактна, была построена дискретизация по пространству. Хорошо известно
(см. [76, 165, 167, 168]), что фазовое пространство в окрестности гиперболической точки равно-
весия можно разложить таким образом, что исходная начальная задача сводится к начальным
задачам с решениями, экспоненциально ограниченными на соответствующих подпространствах.
Показано, что такое разложение потока сохраняется при достаточно общих аппроксимационных
схемах, основанных на свойстве равномерного уплотнения. Основные предположения, при кото-
рых получены эти результаты, естественным образом выполнены, в частности, для операторов с
компактными резольвентами и уплотняющими полугруппами (см. [50, 63]).
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ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Поведение гладких динамических систем в окрестности точки равновесия в значительной сте-
пени определяется поведением линеаризованной системы в этой окрестности, поэтому понятие
устойчивости решения крайне важно для задач Коши u′(t) = Au(t), u(0) = u0, где A— линейный
оператор в банаховом пространстве E.

Определение 1. C0-Полугруппа exp(tA), t > 0, на банаховом пространстве E называется

(a) равномерно экспоненциально устойчивой, если существует такое µ > 0, что

lim
t→∞

eµt‖ exp(tA)‖ = 0;

(b) равномерно устойчивой, если

lim
t→∞

‖ exp(tA)‖ = 0;

(c) сильно устойчивой, если

lim
t→∞

‖ exp(tA)x‖ = 0 для любого x ∈ E; (∗∗∗)

(d) слабо устойчивой, если

lim
t→∞

〈exp(tA)x, x∗〉 = 0 для любых x ∈ E, x∗ ∈ E∗.

Пожалуй, наиболее важные факты в этом направлении получены в [117].

Теорема 1. C0-Полугруппа exp(tA), t > 0, на гильбертовом пространстве H является рав-

номерно экспоненциально устойчивой тогда и только тогда, когда полуплоскость Reλ > 0
лежит в резольвентном множестве ρ(A) и

C = sup
Reλ>0

‖(λI −A)−1‖ <∞.

Подробное объяснение свойств, введенных в определении 1, приведено в [106]. Отметим следу-
ющий результат (см. [50, 268]).

Теорема 2. Предположим, что равномерно ограниченная C0-полугруппа exp(tA), t > 0, на

банаховом пространстве E такова, что выполнены следующие условия:

(i) Pσ(A∗) ∩ iR = ∅;
(ii) множество σ(A) ∩ iR счетно.

Тогда C0-полугруппа exp(tA), t > 0, сильно устойчива, т.е.

lim
t→∞

exp(tA)x = 0 для всех x ∈ E.

Сильная устойчивость C0-полугрупп изучалась многими авторами (см., например, [7, 73, 215,
249]). Отметим следующим результат.

Теорема 3. Предположим, что C0-полугруппа является медленно меняющейся на бесконеч-

ности. Предел exp(tA)x0 при t → ∞ существует тогда и только тогда, когда существует

предел

lim
0<ǫ→0

ǫ(ǫI −A)−1x0;

в этом случае

lim
t→∞

exp(tA)x0 = lim
0<ǫ→0

ǫ(ǫI −A)−1x0 = y0.

Кроме того, элемент y0 принадлежит нуль-пространству N (A). Полугруппа exp(·A) сильно

устойчива (т.е. имеет место соотношение (∗∗∗)) тогда и только тогда, когда

lim
0<ǫ→0

ǫ(ǫI −A)−1x = 0 для любого x ∈ E.
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Отметим следующий интересный факт: разрешающие семейства Sα(t, A), t > 0, дробных урав-
нений порядка 0 < α < 1 никогда не убывают экспоненциально. Этот факт весьма важен для
изучения сильно устойчивых разрешающих семейств.

Известно (см. [227]), что α-разрешающие семейства являются частными случаями семейств
резольвент, возникающих в теории интегральных уравнений Вольтерра

Sα(t)x = x+

t∫

0

a(t− s)ASα(s)xds,

где a(t) = tα−1/Γ(α). Отметим следующий факт для аналитического α-разрешающего семей-
ства Sα(t): если существует такое δ < 0, что 1/â(z) ∈ ρ(A) и преобразование Лапласа функ-

ции Sα(t) таково, что функция

(
1/â(z)−A

)−1

zâ(z)
аналитична при Re z > δ, то Sα(t) может быть

экспоненциально устойчивой (см. [44]), но для функции a(·), имеющей вид функции экспоненци-
ального типа (см. также [246]).

Глава 1

ПОЛУЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Анализ полудискретизаций и дискретизаций по времени задач Коши при условии компактности
резольвент для уравнений первого и второго порядка был проведен в [25, 26, 108]. В этой гла-
ве представлен анализ полудискретизаций периодических задач и задач Коши для уравнений
первого порядка в банаховых пространствах.

1.1. Дифференциальные уравнения в банаховых пространствах

Пусть B(E)— банахова алгебра всех линейных ограниченных операторов на комплексном ба-
наховом пространстве E. Обозначим через C(E) множество всех линейных замкнутых плот-
но определенных операторов на E. Для оператора B обозначим через σ(B) его спектр, че-
рез ρ(B)— резольвентное множество, через N (B)— нуль-пространство и через R(B)— множе-
ство значений. Напомним, что оператор B ∈ B(E) называют фредгольмовым оператором, ес-
ли R(B) замкнуто, dimN (B) < ∞ и codimR(B) < ∞. Индекс оператора B — это число
ind(B) = dimN (B)− codimR(B).

Рассмотрим в банаховом пространстве E полулинейную задачу Коши

v′(t) = Av(t) + f
(
t, v(t)

)
, v(0) = v0, t ∈ R

+
= [0,∞), (1.1.1)

и T -периодическую задачу

u′(t) = Au(t) + f
(
t, u(t)

)
, u(t) = u(T + t), t ∈ R

+
, (1.1.2)

где оператор A порождает аналитическую компактную C0-полугруппу, а достаточно гладкая

функция f(·, ·) удовлетворяет условию f(t, x) = f(t + T, x) для любых x ∈ E и t ∈ R
+
. Мы

понимаем решения в классическом смысле (см. [262]). Существование решений для таких задач
доказано, например, в [9, 21, 62, 68, 91, 132, 136, 137, 206, 207]. В дальнейшем A : D(A) ⊆ E → E —
замкнутый линейный оператор, удовлетворяющий условию

‖(λI −A)−1‖B(E) 6
M

1 + |λ| для люб’ Reλ > 0. (1.1.3)

При выполнении условия (1.1.3) спектр оператора A лежит в девой полуплоскости: sup{Reλ : λ ∈
σ(A)} < 0; поэтому можно определить оператор дробной степени (−A)θ, θ ∈ R

+
, ассоциированный

с A и Eθ (см. [23, 131, 136, 199]), где пространство Eθ := D((−A)θ) снабжено нормой графика
‖x‖Eθ = ‖(−A)θx‖E .
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Обозначим через v(·; v0) решение задачи Коши (1.1.1) с начальными данными v(0; v0) = v0.
Функция v(·; v0) удовлетворяет интегральному уравнению

v(t) = exp(tA)v0 +

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, v(s)

)
ds, t ∈ [0, T ]. (1.1.4)

Введем оператор сдвига K(v0) = v(T ; v0), отображающий E в E. Если v(·;x∗)— периодическое
решение задачи (1.1.1), то x∗ — нуль компактного векторного поля I −K, т.е. K(x∗) = x∗.

Пусть Ω— открытое множество в банаховом пространстве F и B : Ω̄ → F — компактный опера-
тор, не имеющий неподвижных точек на границе множества Ω. Для векторного поля V(x) = x−Bx
введем целочисленную характеристику, так называемое вращение γ(I − B; ∂Ω) (см. [21]). Пусть
z∗ — единственная изолированная неподвижная точка оператора B в шаре UF (z

∗, r0) радиуса r0
с центром в z∗. Тогда

γ
(
I − B; ∂UF (z

∗, r0)
)
= γ

(
I − B; ∂UF (z

∗, r)
)

для 0 < r 6 r0; это общее значение вращений назовем индексом неподвижной точки z∗ и обозна-
чим через ind(z∗; I − B).

Отметим, что результаты, касающиеся задач, подобных (1.1.1), в случае, когда exp(·A) не ком-
пактная, но уплотняющая полугруппа, можно найти, например, в [50, 86, 206,207].

Введем также такой оператор K, что решение задачи (1.1.2) удовлетворяет интегральному
уравнению

u(t) = (Ku)(t) ≡

≡ exp(tA)
(
I − exp(TA)

)−1
T∫

0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds+

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds, (1.1.5)

где T — период решения u(·). Оператор K отображает пространство непрерывных функций
C
(
[0, T ];E

)
в себя.

Замечание 1.1.1. Предполагается, что в (1.1.5) оператор
(
I− exp(TA)

)−1
существует и огра-

ничен. Однако достаточно предположить, что включение
(
I−exp(tA)

)−1 ∈ B(E) имеет место при
t > t0, где t0 > 0. Это предположение не является весьма строгим, поскольку без ограничения
общности можно заменить A на A− ωI и получить∥∥∥ exp

(
t(A− ω)

)∥∥∥ 6Me−δt, δ > 0, t > 0.

Согласно [70] имеем (
I − exp(tA)

)−1 ∈ B(E), t > 0.

Замечание 1.1.2. В дальнейшем фразу «функция f(·, ·) является достаточно гладкой» бу-
дем понимать в следующем смысле: функция f(·, ·) по крайней мере непрерывна по обоим ар-
гументам, sup

t∈[0,T ],
‖x‖6c1

∥∥f(t, x)
∥∥ 6 C2 и такова, что существует глобальное обобщенное решение зада-

чи (1.1.1) .

1.2. Некоторые интересные свойства

Теорема 1.2.1 (принцип родственности; см. [80]). Предположим, что функция f(·, ·) явля-

ется достаточно гладкой, так что существует изолированное обобщенное решение u∗(·) перио-

дической задачи (1.1.2), элемент x∗ — неподвижная точка оператора K и резольвента (λI−A)−1

компактна. Тогда имеет место следующее равенство:

ind(x∗; I −K) = ind(u∗(·); I −K).

Доказательство. Пусть S ≡ UE(x
∗, ρ). Тогда вращение γ(I−K; ∂S) поля I−K на сфере ∂S равно

индексу ind(x∗; I −K):
γ(I −K; ∂S) = ind(x∗; I −K). (1.2.1)
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Рассмотрим оператор K, определенный в (1.1.5), на пространстве

F = C
(
[0, T ];E

)
≡
{
u(t) : ‖u‖F = max

t∈[0,T ]
‖u(t)‖E <∞

}
.

Пусть

M = sup
x∈S

max
06t6T

‖v(t;x)‖. (1.2.2)

Рассмотрим область

Ω =
{
u(·) ∈ C

(
[0, T ];E

)
: u(0) ∈ S, ‖u(·)‖F 6M + 1

}
⊂ C

(
[0, T ];E

)
.

Функция u∗(·) является единственным нулем компактного векторного поля I −K на Ω; следова-
тельно,

γ(I −K; ∂Ω) = ind(u∗(·); I −K). (1.2.3)

В силу (1.2.1) and (1.2.3), для завершения доказательства теоремы родственности достаточно
показать, что

γ(I −K; ∂S) = γ(I −K; ∂Ω). (1.2.4)

Для этого рассмотрим следующее семейство компактных векторных полей на ∂Ω:

Φ
(
u(·);λ

)
= u(t)− (1− λ) exp(tA)

(
I − exp(TA)

)−1
T∫

0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s;u(s)

)
ds−

− λ exp(tA)K
(
u(0)

)
−

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds, 0 6 λ 6 1. (1.2.5)

Поля Φ
(
u(·);λ

)
невырождены на ∂Ω. Действительно, если Φ

(
u0(·);λ0

)
= 0 для некоторых

u0(·) ∈ ∂Ω и λ0 ∈ [0, 1], то

u0(0) = (1− λ0)
(
I − exp(TA)

)−1
T∫

0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s, u0(s)

)
ds+ λ0u0(T ). (1.2.6)

Поскольку из уравнения (1.2.6) и соотношения Φ
(
u0(·);λ0

)
= 0 следует, что функция u0(·)—

обобщенное решение задачи (1.1.1), получаем

T∫

0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s, u0(s)

)
ds = u0(T )− exp(TA)u0(0). (1.2.7)

Не умаляя общности, предположим, что Reσ(A) < 0. Из (1.2.6) и (1.2.7) получим

exp(TA)
(
(u0(0)− u0(T )

)
= λ−1

0

(
u0(0)− u0(T )

)
.

Если u0(0)−u0(T ) 6= 0, то этот элемент является собственным вектором оператора exp(TA), соот-
ветствующим собственному значению λ−1

0 > 1. Однако это невозможно, поскольку Re σ(A) < 0 и

σ
(
exp(TA)

)
\{0} = eTσ(A). Следовательно, u0(0) = u0(T ), так что u0(·) является T -периодическим

решением задачи (1.1.2) и нулем поля I −K; противоречие.
Поля семейства (1.2.5) невырождены на ∂Ω; следовательно, поля Φ

(
u(·); 0

)
= I−K и Φ

(
u(·); 1

)

гомотопны на ∂Ω. Получаем

γ(I −K; ∂Ω) = γ
(
Φ
(
u(·); 1

)
; ∂Ω

)
. (1.2.8)

Рассмотрим на ∂Ω следующее семейство векторных полей:

Ψ
(
u(·);λ

)
= u(t)− Pλ

(
exp(tA)K

(
u(0)

)
+

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds
)
, 0 6 λ 6 T, (1.2.9)
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где оператор Pλ : F → F определен следующим образом:

(Pλw)(t) =

{
w(t), 0 6 t 6 λ,

w(λ), λ 6 t 6 T .

Оператор

Q(u(·))(t) = exp(tA)K
(
u(0)

)
+

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds,

отображающий F to F , компактен. Оператор Pλ : F → F сильно непрерывен по λ. Следова-
тельно, оператор PλQ равномерно непрерывен по λ и, таким образом, семейство (1.2.9) является
компактной деформацией (см. [21, § 19.1]).

Покажем, что семейство (1.2.9) невырождено на ∂Ω. Предположим, что имеем

u0(·) 6= v(·;x∗), Ψ
(
u0(·);λ0

)
= 0

для некоторых λ0 ∈ [0, 1] и u0(·) ∈ ∂Ω. Граница ∂Ω области Ω состоит из двух множеств:

G0 =
{
u(·) ∈ C

(
[0, T ];E

)
: u(0) ∈ S,

∥∥u(·)
∥∥
C
(
[0,T ];E

) =M + 1
}
,

G1 =
{
u(·) ∈ C

(
[0, T ];E

)
: u(0) ∈ ∂S,

∥∥u(·)
∥∥
C
(
[0,T ];E

) 6M + 1
}
.

Пусть u0(·) ∈ G0. Тогда ∥∥u0(·)
∥∥
C
(
[0,T ];E

) =M + 1. (1.2.10)

С другой стороны, поскольку функция u0(·) является решением задачи (1.1.1) на отрезке [0, λ] и
u0(0) ∈ S, из (1.2.2) заключаем, что

∥∥u0(·)
∥∥
C
(
[0,T ];E

) = max
06t6T

∥∥u0(t)
∥∥
E
= max

06t6λ

∥∥u0(t)
∥∥
E
6M. (1.2.11)

Равенства (1.2.10) и (1.2.11) несовместны. Таким образом, имеем единственную возможность:
u0(·) ∈ G1 и u0(0) ∈ ∂S. Из соотношения Ψ

(
u0(·);λ0

)
= 0 следует, что u0(0) = K(u0(0)), что

невозможно в силу выбора радиуса ρшара S. Следовательно, поля семейства (1.2.9) невырождены
на ∂Ω и гомотопны друг другу. Итак,

γ
(
Ψ
(
u(·); 0

)
; ∂Ω

)
= γ

(
Ψ
(
u(·);T

)
; ∂Ω

)
.

Однако Ψ
(
u(·);T

)
= Φ

(
u(·); 1

)
; следовательно,

γ
(
Ψ
(
u(·); 0

)
; ∂Ω

)
= γ

(
Φ
(
u(·); 1

)
; ∂Ω

)
. (1.2.12)

Рассмотрим поле

Ψ
(
u(·); 0

)
= u(t)−K

(
u(0)

)
, u(·) ∈ ∂Ω.

Поскольку оператор K
(
u(0)

)
можно рассматривать как отображение из F в пространство Ẽ

постоянных функций, заключаем (см. [21]), что его вращение совпадает с вращением его ограни-

чения Ψ̃ на ∂Ω∩ Ẽ и с вращением его ограничения Ψ̃
(
u(·); 0

)
на ∂Ω∩ Ẽ. Поскольку поле Ψ̃

(
u(·); 0

)

на ∂Ω ∩ Ẽ изоморфно I −K на ∂S, имеем

γ
(
Ψ
(
u(·); 0

)
; ∂Ω

)
= γ

(
Ψ̃
(
u(·); 0

)
; ∂Ω ∩ Ẽ

)
= γ(I −K; ∂S). (1.2.13)

Из уравнений (1.2.8), (1.2.12) и (1.2.13) получим (1.2.4). Теорема доказана. �

Замечание 1.2.1. Для доказательства компактности оператора

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds
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обычно используют полугрупповое свойство. В случае других сильно непрерывных компактных
функций вместо exp(·A) (например, синус оператор-функций) можно применить подход, предло-
женный в [264]. В случае дробных дифференциальных уравнений Dαu(t) = Au(t)+f(u(t)) можно
установить компактность оператора

u(t) = Sα(t)u
0 +

t∫

0

Pα(t− s)f(u(s))ds

используя подход из [109].

Рассмотрим в пространстве E следующую полулинейную неавтономную параболическую за-
дачу:

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ∈ R
+
,

u(0) = u0 ∈ D(A),
(1.2.14)

где A— оператор, порождающий аналитическую C0-полугруппу, и f(·, ·)— достаточно гладкая
функция. Классическое решение задачи (1.2.14) удовлетворяет уравнению

u(t) = K̃u(t) ≡ exp(tA) +

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds, t ∈ R

+
, (1.2.15)

где K̃ рассматривается как оператор из F в F . Нам понадобится следующий результат.

Теорема 1.2.2 (см. [128]). Пусть A— генератор аналитической C0-полугруппы, резольвента

(λI−A)−1 компактна для некоторого λ ∈ ρ(A) и оператор K̃ определен формулой (1.2.15). Если

u∗(·)— единственное обобщенное решение задачи (1.2.14), то ind(u∗(·); I − K̃) = 1.

Если оператор A такой, как описано выше, и число 0 < θ < 1 фиксировано, рассмотрим
следующую полулинейную автономную параболическую задачу в пространстве Eθ:

u′(t) = Au(t) + f(u(t)), t ∈ R
+
,

u(0) = u0 ∈ Eθ,
(1.2.16)

где f(·) : Eθ ⊆ E → E — глобально липшицева, ограниченная и непрерывно дифференцируемая
по Фреше функция.

Отметим, что даже в случае, когда

u(t) = exp(tA)u0 +

t∫

0

exp((t− s)A)g(s)ds, t > 0,

и C0-полугруппа exp(·A) аналитична, функция u(·) не обязательно дифференцируема, если g(·) ∈
C
(
[0, T ];E

)
, т.е. задача

u′(t) = Au(t) + g(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,
(1.2.17)

не является корректно поставленной в классическом смысле в пространстве C
(
[0, T ];E

)
для об-

щего банахова пространства E. Однако задача (1.2.17) корректно поставлена в классическом
смысле в C

(
[0, T ];Eθ

)
(см. [30,98,99]), где Eθ = (E,D(A))θ — подходящее интерполяционное про-

странство. Кроме того, если иметь в виду приложения к пространствам E = Lp(Ω) потребовать
дифференцируемость по Фреше функции f(·) : L2(Ω) → L2(Ω), то функция f(·) должна быть
линейной (см. [42]). Чтобы включить в рассмотрение более общие нелинейности, требуется бо-
лее слабое предположение, что функция f(·) : H1

0 (Ω) → L2(Ω) дифференцируема по Фреше.
Трудности, вызываемые этими фактами, могут быть разрешены рассмотрением задачи (1.2.16)
в банаховом пространстве Eθ, 0 6 θ < 1, в предположении, что f(·) : Eθ → E дифференцируема
по Фреше, причем производная в точке равновесия f ′(u∗) ∈ B(Eθ, E). В случае E = L2(Ω) и
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A = ∆, мы, как обычно, имеем E1/2 = H1
0 (Ω) при θ = 1/2. Теорему 1.2.2 можно доказать и для

задачи (1.2.16).

1.3. Теорема ABC

Ф. Штуммель, Р. Д. Григорьев и Г. Вайникко предложили идею дискретной сходимости, или
P-сходимости в контексте, названном ими общей аппроксимационной схемой (см. [119–123, 244,
256,259]), которую можно описать следующим образом. Пусть En и E — банаховы пространства
и {pn}— последовательность линейных ограниченных операторов pn : E → En, pn ∈ B(E,En),
n ∈ N = {1, 2, . . . }, удовлетворяющих следующему условию согласованности норм:

‖pnx‖En → ‖x‖E при n→ ∞ для любого x ∈ E. (1.3.1)

Из принципа равномерной ограниченности (см. [274]) получаем следующее утверждение.

Лемма 1.3.1 (см. [259]). Найдется такая константа C > 1, что ‖pn‖B(E,En) 6 C для всех

n ∈ N.

Определение 1.3.1. Будем говорить, что последовательность {xn}, xn ∈ En, n ∈ N, P-схо-

дится к x ∈ E (обозначение xn
P−−→ x), если ‖xn − pnx‖En → 0 при n→ ∞.

Определение 1.3.2. Будем говорить, что последовательность ограниченных линейных опе-
раторов Bn ∈ B(En), n ∈ N, PP-сходится к ограниченному линейному оператору B ∈ B(E)

(обозначение Bn
PP−−−→ B), если Bnxn

P−−→ Bx для любого x ∈ E и любой последовательности

{xn}, xn ∈ En, n ∈ N, удовлетворяющей условию xn
P−−→ x.

Рассмотрим следующую корректно поставленную задач Коши в банаховом пространстве E с
оператором A ∈ C(E):

u′(t) = Au(t), t ∈∈ R
+
, u(0) = u0; (1.3.2)

оператор A порождает C0-полугруппу exp(·A). Хорошо известно (см. [11]), что решение зада-
чи (1.3.2) можно записать при помощи этой C0-полугруппы: u(t) = exp(tA)u0, t > 0.

В рамках общей дискретизационной схемы рассмотрим следующую полудискретную аппрок-
симацию задачи (1.3.2) в банаховых пространствах En:

u′n(t) = Anun(t), t ∈∈ R
+
, un(0) = u0n, (1.3.3)

где операторы An ∈ C(En) порождают C0-полугруппы, согласованные с оператором A, и

u0n
P−−→ u0.

Приведем следующую версию теоремы Троттера—Като (только для аналитических C0-по-
лугрупп), которая дает решение задачи о сходимости решений задач (1.3.3) к решению зада-
чи (1.3.2).

Теорема 1.3.1 (см. [26, 127,219], теорема ABC). Предположим, что операторы A и An по-

рождают аналитические C0-полугруппы. Следующие условия (A) и (B1) эквивалентны усло-

вию (C1):

(A) согласованность: существует такое λ ∈
[⋂
n
ρ(An)

]
∩ ρ(A), что резольвенты сходятся:

(λIn −An)
−1 PP−−−→ (λI −A)−1;

(B1) устойчивость: существуют такие константы M2 > 1 и ω2, что

∥∥(λIn −An)
−1
∥∥
B(En)

6
M2

|λ− ω2|
, Reλ > ω2, n ∈ N;

(C1) сходимость: для любого конечного µ > 0 и некоторого 0 < ϕ < π/2 имеем

max
η∈Σ(ϕ,µ)

∥∥∥ exp(ηAn)u
0
n − pn exp(ηA)u

0
∥∥∥
En

→ 0

при n→ ∞, если u0n
P−−→ u0.
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Здесь

Σ(ϕ, µ) =
{
z ∈ Σ(ϕ) : |z| 6 µ

}
, Σ(ϕ) =

{
z ∈ C : | arg(z)| 6 ϕ

}
.

Итак, при исследовании полудискретизации полулинейной задачи (1.1.2) будем считать без
ограничения общности, что условия (A) и (B1) выполнены.

1.4. Сходимость полудискретизаций для периодической задачи

Под полудискретной аппроксимацией T -периодической задачи (1.1.2) будем понимать T -пери-
одические задачи

u′n(t) = Anun(t) + fn
(
t, un(t)

)
, un(t) = un(t+ T ), t ∈ R

+
, (1.4.1)

где операторы An порождают аналитические полугруппы в En, выполнено условие (A), функции
fn(·, ·) равномерно ограничены:

sup
t∈[0,T ],
‖xn‖6c1

‖fn(t, xn)‖ 6 C2,

функции fn аппроксимируют f , являются достаточно гладкими и удовлетворяют условию

fn(t, xn) = fn(t+ T, xn) для любых xn ∈ En и t ∈ R
+
.

Обобщенные решения задач (1.4.1) определяются уравнениями

un(t) = (Knun)(t) ≡ exp(tAn)
(
In − exp(TAn)

)−1
T∫

0

exp
(
(T − s)An

)
fn
(
s, un(s)

)
ds+

+

t∫

0

exp
(
(t− s)An

)
fn
(
s, un(s)

)
ds. (1.4.2)

К этим задачам в литературе проявлен большой интерес (см., например, работы [40, 136, 137]
посвященные задачам (1.1.1)–(1.1.2)). Особенно интересна разработка численного анализа для
таких задач, поскольку многие модели (например, различные физические модели, модели попу-
ляционной динамики и т. д., см. [132,136]) могут быть описаны абстрактными параболическими
уравнениями. Условия, при которых исследовались полудискретизации, являются весьма общи-
ми. Введем следующие понятия.

Определение 1.4.1. Последовательность элементов {xn}, xn ∈ En, n ∈ N, назовем P-ком-

пактной, если для любого N
′ ⊆ N существуют такие N

′′ ⊆ N
′ и x ∈ E, что xn

P−−→ x при n → ∞
в N

′′.

Определение 1.4.2. Функция µ(·) называется дискретной мерой некомпактности, если для
любой ограниченной последовательности {xn}, xn ∈ En, имеем

µ({xn}) = inf
{
ǫ > 0 : ∀N′ ⊆ N ∃N′′ ⊆ N

′ & x′ ∈ E такие, что ‖xn − pnx
′‖ 6 ǫ, n ∈ N

′′
}
.

Определение 1.4.3. Будем говорить, что последовательность операторов {Bn}, Bn : En → En,

сходится компактно к оператору B, B : E → E, если Bn
PP−−−→ B дискретно и выполнено следу-

ющее условие компактности:

из ‖xn‖ = O(1) следует, что {Bnxn} является P-компактной.

Определение 1.4.4. Решение v(·) задачи Коши (1.1.1) называется устойчивым в смысле Ля-

пунова, если для любого ǫ > 0 найдется такое δ > 0, что из неравенства
∥∥v(0)− ṽ(0)

∥∥ 6 δ

следует
max

06t<∞

∥∥v(t)− ṽ(t)
∥∥ 6 ǫ,

где ṽ(·)— обобщенное решение задачи (1.1.1) с начальным значением ṽ(0).
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Определение 1.4.5. Решение v(·) задачи Коши (1.1.1) называется равномерно асимптотиче-

ски устойчивым в точке v(0), если оно устойчиво в смысле Ляпунова и для любого обобщенного
решения ṽ(·) задачи (1.1.1), удовлетворяющего условию

∥∥v(0) − ṽ(0)
∥∥ 6 δ, имеем

lim
t→∞

∥∥v(t) − ṽ(t)
∥∥ = 0

равномерно по ṽ(·) ∈ B(v(0); δ), т.е. существует такая функция φv(0),δ(·), что

∥∥v(t; v(0)) − v(t; ṽ(0))
∥∥ 6 φv(0),δ(t),

где φv(0),δ(t) → 0 при t→ ∞ и
∥∥v(0)− ṽ(0)

∥∥ 6 δ.

Замечание 1.4.1. Достаточные условия существования равномерно асимптотически устой-
чивого решения задачи (1.1.1) приведены, например, в [136, теорема 8.1.1]; они связаны с поло-

жением спектра оператора A+
∂f

∂v
(t, v∗(t)).

Напомним следующую теорему.

Теорема 1.4.1 (см. [80]). Предположим, что условия (A) и (B1) выполнены и компактные

резольвенты R(λ;A) и R(λ;An) сходятся компактно для некоторого λ ∈ ρ(A):

(λIn −An)
−1 PP−−−→ (λI −A)−1.

Предположим также, что выполнены следующие условия:

(i) функции f и fn являются достаточно гладкими, так что существует такое изоли-

рованное обобщенное решение u∗(·) периодической задачи (1.1.2) с начальным условием

u∗(0) = x∗, что задача Коши

v′(t) = Av(t) + f
(
t, v(t)

)
, v(0) = x∗, (1.4.3)

имеет равномерно асимптотически устойчивое изолированное решение в точке x∗;

(ii) fn(t, xn)
P−−→ f(t, x) для любого t ∈ [0, T ] при xn

P−−→ x.

Тогда почти для всех n задачи (1.4.1) имеют периодические обобщенные решения u∗n(t), t ∈ [0, T ],
в окрестности точки pnu

∗(·), где u∗(·)— обобщенное периодическое решение задачи (1.1.2) с на-

чальным условием u∗(0) = x∗. Каждая последовательность {u∗n(·)} является P-компактной и

u∗n(t)
P−−→ u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ].

Доказательство. Разобьем доказательство на несколько шагов.

Шаг 1. Во-первых, покажем, что компактная сходимость резольвент R(λ;An)
PP−−−→ R(λ;A) эк-

вивалентна компактной сходимости C0-полугрупп exp(tAn) → exp(tA) для любого t > 0. Пусть
‖xn‖ = O(1). Тогда из оценки

∥∥An exp(tAn)
∥∥ 6

M

t
eωt

получаем ограниченность последовательности
{
(An − λIn) exp(tAn)xn

}
. Благодаря компакт-

ной сходимости резольвент можно сделать заключение о компактности последовательности{
exp(tAn)xn

}
.

Необходимость будет доказана, если для меры некомпактности µ(·) (см. определение в [26,259,
262]) мы установим, что

µ
({

(λIn −An)
−1xn

})
= 0 для ‖xn‖ = O(1).
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Имеем

µ
({

(λ−An)
−1xn

})
= µ








∞∫

0

e−λt exp(tAn)xn






 6 µ








q∫

0

e−λt exp(tAn)xndt






+

+ µ








∞∫

Q

e−λt exp(tAn)xndt






+ µ






exp(ǫAn)

Q∫

q

e−λt exp
(
(t− ǫ)An

)
xndt






 .

Первые два члена справа могут быть сделаны малыми (меньше, чем ǫ) подходящим выбором q

и Q. Последний член равен нулю в силу компактной сходимости exp(ǫAn)
PP−−−→ exp(ǫA) для

любого 0 < ǫ < q.

Шаг 2. Оператор K, определенный формулой (1.1.5), компактен в пространстве F . Действитель-
но, следуя [216, с. 192], видим, что оператор

Fǫ(uk)(t) = exp(ǫA)

t−ǫ∫

0

exp
(
(t− s− ǫ)A

)
f
(
s, uk(s)

)
ds

отображает любое ограниченное множество функций
{
uk(·)

}
, ‖uk(·)‖F 6 C, в компактное мно-

жество в E для любых t > 0 и 0 < ǫ < t. Кроме того,
∥∥Fǫ(uk)(t)−F(uk)(t)

∥∥ 6 Cǫ для любого t ∈ (0, T ],

где

F(uk)(t) =

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, uk(s)

)
ds

и 0 < ǫ < t. Заключаем, что оператор F(·)(t) : F → E компактен для тех же самых t > 0. При t = 0
оператор F(·)(0) также компактен. Кроме того, множество функций

{
Fk(·)

}
, Fk(t) = F(uk)(t),

t ∈ [0, T ], является эквиограниченным и равностепенно непрерывным семейством, поскольку для
0 < t1 < t2 имеем

∥∥Fk(t2)− Fk(t1)
∥∥ 6 C




t1∫

0

∥∥∥ exp
(
(t2 − s)A

)
− exp

(
(t1 − s)A

)∥∥∥ds+ |t2 − t1|


 ,

и exp(·A) равномерно непрерывна при t > 0.
Последовательность {yk}, где

yk =
(
I − exp(TA)

)−1
T∫

0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s, uk(s)

)
ds ∈ E,

компактна, поскольку
{
F(uk)(T )

}
— компактное множество. Таким образом,

{
exp(·A)yk

}
— ком-

пактная последовательность функций в F . По обобщенной теореме Арцела—Асколи оператор K
компактен.

Шаг 3. Рассмотрим операторы Kn, определенные формулой (1.4.2) на пространствах

Fn = C
(
[0, T ];En

)
≡
{
un(t) : ‖un‖Fn = max

t∈[0,T ]

∥∥un(t)
∥∥
En

<∞
}
.

Легко видеть, что Kn
PP−−−→ K. Действительно,

In
PP−−−→ I устойчиво, exp(TAn)

PP−−−→ exp(TA) компактно;

следовательно,

In − exp(TAn) → I − exp(TA) собственно,
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нуль-пространство N
(
I − exp(TA)

)
тривиально, т.е. N

(
I − exp(TA)

)
= {0}, и In − exp(TAn)—

фредгольмов оператор нулевого индекса. Тогда из [259] следует, что

In − exp(TAn)
PP−−−→ I − exp(TA) устойчиво,

т.е. (
In − exp(TAn)

)−1 PP−−−→
(
I − exp(TA)

)−1
,

и сходимость Kn
PP−−−→ K вытекает из теоремы о мажорантной сходимости. Чтобы показать, что

Kn → K компактно, предположим, что ‖un‖Fn = O(1). Тогда {Knun} является P-компактной по
обобщенной теореме Арцела–Асколи (см. [22] или [216, с. 192-193]). Чтобы это доказать, проверим,
что мера некомпактности обращается в нуль, µ

({
(Knun)(t)

})
= 0, для всех t ∈ [0, T ]. Рассмотрим

равенство

(Knun)(t) = exp(tAn)yn + ψτ
n(t) + ϕτ

n(t),

где

yn =
(
In − exp(TAn)

)−1
T∫

0

exp
(
(T − s)An

)
fn
(
s, un(s)

)
ds,

ψτ
n(t) = exp(τAn)

t−τ∫

0

exp
(
(t− s− τ)An

)
fn
(
s, un(s)

)
ds,

ϕτ
n(t) =

t∫

t−τ

exp
(
(t− s)An

)
fn
(
s, un(s)

)
ds.

В силу ограниченности
∥∥fn
(
·, un(·)

)∥∥
Fn

можно выбрать ‖ϕτ
n(·)‖Fn достаточно малым при доста-

точно малом τ и µ
(
{ψτ

n}
)
= 0. Последовательность {yn} является P-компактной, что и завершает

проверку.

Шаг 4. Из условия существования изолированного равномерно асимптотически устойчиво-
го решения v(t;x∗) задачи (1.4.3) вытекает, что в малой окрестности точки x∗ (обозначим
ее U(x∗, ρ) ⊂ E) оператор K компактен, поскольку множество F(uk)(T ) компактно для любой
{uk}, uk(t) ∈ U(x∗, ǫ), t ∈ [0, T ], при условии ‖uk(0) − x∗‖ 6 δ. Точка x∗ является изолированным
нулем компактного векторного поля I−K, и индекс ind(x∗; I−K) определен. Аналогично, функ-
ция u∗(t) = v(t;x∗), t ∈ [0, T ], являющаяся решением задачи (1.1.5), — изолированный нуль поля
I −K, и ind(u∗(·); I −K) определен.

Шаг 5. Из условия равномерной асимптотической устойчивости решения v(·) задачи (1.1.1) в
точке x∗ следует, что найдется такое целое число m, что оператор Km отображает шар U(x∗, δ) в
себя; точнее, ∥∥Km(x∗)−Km(x)

∥∥ 6 φx∗,δ(mT ) < δ для любого x ∈ U(x∗, δ).
Это означает, что ind(x∗; I −Km) = 1, и по [21, теорема 31.1] получим, что ind(x∗; I −K) = 1. Ис-
пользуя шаг 4 и принцип родственности, имеем ind(u∗(·); I −K) = 1. Итак, Kn → K компактно
и ind(u∗(·); I − K) = 1. Применяя результат из [259], заключаем, что множество решений за-
дач (1.4.2) непусто, любая последовательность решений {u∗n(·)} является P-компактной и, кроме

того, u∗n(t)
PP−−−→ u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ] при n→ ∞. Теорема доказана. �

Замечание 1.4.2. Условие (i) теоремы 1.4.1 можно заменить на одно из следующих двух
условий:

(i′) найдется такая изолированная неподвижная точка x∗ оператора K, что выполняется нера-
венство ind(x∗, I −K) 6= 0 или

(i′′) найдется такая изолированная неподвижная точка u∗(·) оператора K, что выполняется
неравенство ind(u∗(·), I −K) 6= 0.
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Напомним, что каждое обобщенное решение задачи (1.2.16) удовлетворяет уравнению

u(t) = (K̃u)(t) ≡ exp(tA)u0 +

t∫

0

exp((t− s)A)f(u(s)) ds, t ∈ [0, T ], T <∞. (1.4.4)

Рассмотрим также в банаховых пространствах Eθ
n следующее семейство параболических задач:

u′n(t) = Anun(t) + fn(un(t)), t ∈ R
+
,

un(0) = u0n ∈ Eθ
n,

(1.4.5)

где u0n
P−−→ u0, операторы An и A согласованы и fn(·) : Eθ

n → En — ограниченные липшиц-

непрерывные функции. Также предположим, что fn(xn)
P−−→ f(x) и f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при

xn
Pθ

−−−→ x.
Согласно теореме 1.3.1, предположим, что операторы An порождают (см. (B1)) аналитические

C0-полугруппы, удовлетворяющие оценкам

‖etAn‖ 6Me−tω̃, t > 0,

где ω̃ > 0, резольвенты (λIn −An)
−1 компактны при некотором λ ∈ ρ(An) и сходятся компактно

для некоторого λ ∈
∞⋂
n=1

ρ(An) ∩ ρ(A):

(λIn −An)
−1 PP−−−→ (λI −A)−1,

а функции fn(·) : Eθ
n → En глобально липшицевы и ограничены, т.е. найдется такая константа

c̃ > 0, что

‖fn(wn)‖En 6 c̃ для всех wn ∈ Eθ
n,

и непрерывно дифференцируемы по Фреше.
Пусть t 7→ un(t, u

0
n)— решение задачи (1.4.5). Известно, что все решения задач (1.4.5) глобально

определены; таким образом, t 7→ un(t, ·)— непрерывная нелинейная полугруппа для каждого
n ∈ N. Рассмотрим операторные уравнения

un(t) = (K̃nun)(t) ≡ exp(tAn)u
0
n +

t∫

0

exp
(
(t− s)An

)
fn(un(s)) ds, t ∈ [0, T ], T <∞. (1.4.6)

Рассмотрим также операторы K̃ и K̃n, определенные формулами by (1.4.4) в (1.4.6) на простран-
ствах

F = C
(
[0, T ];Eθ

)
≡
{
u(t) : ‖u‖F = max

t∈[0,T ]
‖u(t)‖Eθ <∞

}
,

Fn = C
(
[0, T ];Eθ

n

)
≡
{
un(t) : ‖un‖Fn = max

t∈[0,T ]
‖un(t)‖Eθ

n
<∞

}
.

Теорема 1.4.2. Предположим, что резольвента (λI − A)−1 компактна для некоторого λ ∈
ρ(A) и функция f(·) является достаточно гладкой. Тогда оператор K̃ компактен.

Доказательство. Оператор K̃, определенный формулой (1.4.4), компактен в пространстве F .
Действительно, оператор

Fǫ(u
k)(t) = exp(ǫA)

t−ǫ∫

0

exp
(
(t− s− ǫ)A

)
f
(
uk(s)

)
ds

отображает любое ограниченное множество функций {uk(·)}, ‖uk(·)‖F 6 C, в компактное мно-
жество в E для любых t > 0 и 0 < ǫ < t. Видим, что

‖Fǫ(u
k)(t)−F(uk)(t)‖ 6 Cǫ
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для любого t ∈ (0, T ], где

F(uk)(t) =

t∫

0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
uk(s)

)
ds

и 0 < ǫ < t. Отсюда следует, что оператор F(·)(t) : F → Eθ компактен для любого t > 0. При t = 0
оператор F(·)(0) также компактен. Кроме того, множество функций {Fk(·)}, Fk(t) = F(uk)(t),
t ∈ [0, T ], является эквиограниченным и равностепенно непрерывным семейством, поскольку для
0 < t1 < t2 получим

∥∥Fk(t2)− Fk(t1)
∥∥
Eθ 6 C




t1∫

0

∥∥∥ exp
(
(t2 − s)A

)
− exp

(
(t1 − s)A

)∥∥∥
Eθ
ds+ |t2 − t1|1−θ




и exp(·A) равномерно непрерывна при t > 0. По обобщенной теореме Арцела—Асколи, аналогично

теореме 1.4.3, заключаем, что оператор K̃ компактен. �

Предложение 1.4.1. Предположим, что условия (A) и (B1) выполнены. Тогда компактная

сходимость резольвент

(λIn −An)
−1 PP−−−→ (λI −A)−1 (1.4.7)

эквивалентна компактной сходимости аналитических C0-полугрупп exp(tAn)
PP−−−→ exp(tA) для

любого t > 0.

Доказательство. Во-первых, покажем, что компактная сходимость резольвент (1.4.7) эквива-
лентна компактной сходимости C0-полугрупп exp(tAn) → exp(tA) для любого t > 0. Пусть
‖xn‖ = O(1). Тогда из оценки

∥∥An exp(tAn)
∥∥ 6

M

t
eωt

получим ограниченность последовательности
{
(An − λIn) exp(tAn)xn

}
. В силу теоремы 2.3.1 и

компактной сходимости резольвент получаем компактность последовательности
{
exp(tAn)xn

}
.

Необходимость будет доказана, если для меры некомпактности µ(·) мы установим, что

µ
({

(λIn −An)
−1xn

})
= 0 при ‖xn‖ = O(1).

Имеем

µ
({

(λIn −An)
−1xn

})
= µ








∞∫

0

e−λt exp(tAn)xn






 6 µ








q∫

0

e−λt exp(tAn)xndt






+

+ µ








∞∫

Q

e−λt exp(tAn)xndt






+ µ






exp(ǫAn)

Q∫

q

e−λt exp
(
(t− ǫ)An

)
xndt






 .

Два первых члена справа можно сделать малыми (меньше, чем ǫ) надлежащим выбором q и Q.

Последний член обращается в нуль благодаря компактной сходимости exp(ǫAn)
PP−−−→ exp(ǫA)

для любого 0 < ǫ < q. �

Теорема 1.4.3. Операторная сходимость K̃n → K̃ компактна.

Доказательство. Чтобы показать, что K̃n → K̃ компактно, предположим, что ‖un‖Fn =

O(1). Тогда последовательность {K̃nun} является P-компактной по обобщеннной теореме
Арцела—Асколи. Чтобы это доказать, проверим, что мера некомпактности обращается в нуль,
µ
(
{(K̃nun)(t)}

)
= 0, для всех t ∈ [0, T ]. Рассмотрим соотношение

(K̃nun)(t) = exp(tAn)u
0
n + ψτ

n(t) + ϕτ
n(t),
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где

ψτ
n(t) = exp(τAn)

t−τ∫

0

exp
(
(t− s− τ)An

)
fn
(
un(s)

)
ds,

ϕτ
n(t) =

t∫

t−τ

exp
(
(t− s)An

)
fn
(
un(s)

)
ds.

В силу ограниченнности величины
∥∥fn
(
un(·)

)∥∥
Fn

, можно выбрать ‖ϕτ
n(·)‖Fn достаточно малым

при достаточно малых τ и µ
(
{ψτ

n}
)
= 0. Последовательность {etAnu0n} также P-компактна.

Ясно, что {K̃nun} равномерно ограничена по n. Докажем равностепенную непрерывность. Для
t1 6 t2 имеем
∥∥∥∥∥∥
Aθ

n

t2∫

0

exp
(
(t2 − s)An

)
fn
(
un(s)

)
ds−Aθ

n

t1∫

0

exp
(
(t1 − s)An

)
fn
(
un(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
En

6

6

∥∥∥∥∥∥

t2∫

t1

Aθ
ne

(t2−s)Anfn
(
un(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
En

+

∥∥∥∥∥∥

t1∫

0

Aθ
n

(
e(t2−s)An − e(t1−s)An

)
fn
(
un(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
En

.

Первый член стремится к нулю при |t2 − t1| → 0, поскольку

t2∫

t1

ds

(t2 − s)θ
= (t2 − s)1−θ

∣∣∣
t2

t1
= (t2 − t1)

1−θ.

Чтобы оценить второй член для любого ǫ > 0 и некоторого 0 < δ 6 ǫ1/(1−θ), рассмотрим случаи
t1 6 δ и t1 > δ отдельно. Если t1 6 δ и |t2 − t1| 6 δ, то

∥∥∥∥∥∥

t2∫

0

· · · ds

∥∥∥∥∥∥
6 cδ1−θ 6 Cǫ.

Если t1 > δ, то можно разложить второй член следующим образом:

t1∫

0

=

t1−δ∫

0

+

t1∫

t1−δ

.

Таким образом, если |t2 − t1| 6 δ, то

t1∫

t1−δ

6 cδ1−θ 6 Cǫ,

как и ранее. Поскольку t1 − s, t2 − s ∈ [δ, t1] при s ∈ [0, t1 − δ], то мы видим, что

t1∫

0

Aθ
n

(
e(t2−s)An − e(t1−s)An

)
fn
(
un(s)

)
ds→ 0

при |t2 − t1| → 0 в силу сходимости
∥∥∥Aθ

n

(
e(t2−s)An − e(t1−s)An

)∥∥∥
En

→ 0

при |t2 − t1| → 0, так как аргументы t2 − s и t1 − s отделены от нуля на расстояние, большее δ. �
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Теорема 1.4.4 (см. [26]). Предположим, что условия (A) и (B1) выполнены и компактные

резольвенты R(λ;A) и R(λ;An) сходятся компактно для некоторого λ ∈ ρ(A):

(λIn −An)
−1 PP−−−→ (λI −A)−1.

Предположим также, что выполнены условия (A) и (B1), условия гладкости для fn и f , а

также условие

fn(xn)
P−−→ f(x) при xn

Pθ

−−−→ x.

Тогда для решений задач (1.4.4) и (1.4.6) имеем

un(t, u
0
n)

Pθ

−−−→ u(t, u0) равномерно по t ∈ [0, T ], T <∞, при u0n
Pθ

−−−→ u0.

Доказательство. Известно (см. теорему 1.2.2), что ind(u∗, I − K̃) = 1. По теореме 1.4.3 имеем

компактную операторную сходимость K̃n → K̃; следовательно, согласно [259, теорема 3],

γ(In − K̃n, ∂Ωn) = 1 при n > n0.

Это означает, что найдется последовательность {u∗n}, n ∈ N, решений задач (1.4.6), причем {u∗n},
u∗n ∈ Fn, компактна. Таким образом, заключаем, что u∗n(t)

Pθ

−−−→ u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ]
при n→ ∞. �

Глава 2

СХОДИМОСТЬ АТТРАКТОРОВ

Интерес к изучению существования и аппроксимации аттракторов не ослабевает (см. [15,37,67,78,
97,100,139,237,278,279]). Хорошо известен стандартный результат теории динамических систем,
согласно которому аттракторы параметрических динамических систем сходятся полунепрерывно
сверху по параметру (см. [88,132]). При дополнительных предположениях имеет место полунепре-
рывная снизу сходимость и, следовательно, непрерывная сходимость аттракторов. Такие пред-
положения обычно связаны со структурой аттракторов, например структурой Морса—Смейла.
Имеется способ (см. [174]) установить, что непрерывная сходимость аттракторов эквивалентна их
свойству равномерного притяжения (см. также [20], где аналогичный результат был анонсирован
без доказательства и не на общей аппроксимационной схеме).

Аналогичный результат о полунепрерывной сверху сходимости имеет место для численных ап-
проксимаций обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [53,134,157,243]) и для галеркин-
ских аппроксимаций параболических дифференциальных уравнений с частными производными
(см. [158]). Сходимость аттракторов неконформных конечно-элементных аппроксимаций парабо-
лических уравнений с частными производными и зависимость аттракторов дифференциальных
уравнений с запаздыванием более сложны для исследования, поскольку сравниваемые системы
имеют различные пространства состояний, однако факт аналогичной полунепрерывной сверху
сходимости можно установить (см. [156,196]).

В этой главе мы на основе концепции «дискретной сходимости», определенной в главе 1 для
сравнения систем на различных пространствах, докажем эквивалентность свойства равномер-
ного притяжения и непрерывной сходимости аттракторов таких систем. Этот результат будет
применен к общим аппроксимационным схемам для абстрактных полулинейных параболическых
систем, включая конечно-разностные и неконформные конечно-элементные аппроксимации, а
также аппроксимации Галеркина и конформные конечно-элементные аппроксимации.
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2.1. Дискретная сходимость множеств

Для непустых подмножеств Un и Vn пространств En, n ∈ N, и непустого подмножества U
пространства E введем полуметрику Хаусдорфа

dn(Un, Vn) = sup
un∈Un

inf
vn∈Vn

∥∥un − vn
∥∥
En

и метрику Хаусдорфа

δn(Un, U) ≡ δn(U,Un) = max
{
dn(pnU,Un), dn(Un, pnU)

}
.

Отметим, что δn(Un, U) может обращаться в нуль и в случае, когда Un 6= U .

Определение 2.1.1. Пусть An ⊂ En, n ∈ N, и A ⊂ E.

(1) Будем говорить, что семейство множеств {{An}, n ∈ N} сходится P-полунепрерывно сверху

к множеству A ⊂ E, если dn
(
An, pnA

)
→ 0 при n→ ∞.

(2) Будем говорить, что семейство множеств {{An}, n ∈ N} сходится P-полунепрерывно снизу

к множеству A ⊂ E, если dn
(
pnA,An

)
→ 0 при n→ ∞.

Объединяя эти понятия, скажем, что An сходится P-непрерывно к A ⊂ E при n→ ∞, если

δn(An, pnA) → 0 при n→ ∞. (2.1.1)

Лемма 2.1.1 (см. [89]). Пусть An ⊂ En, n ∈ N, и A ⊂ E.

(1) Если любая последовательность {un}, un ∈ An, обладает P-сходящейся подпоследователь-

ностью, предел которой принадлежит A, то An сходится P-полунепрерывно сверху к A.

(2) Если семейство A компактно и для любого u ∈ A найдется последовательность {un},
un ∈ An, P-сходящаяся к u, то An сходится P-полунепрерывно снизу к A.

2.2. Свойство равномерного притяжения и непрерывная сходимость

Полудинамическая система Sn(·) на банаховом пространстве (En, ‖ · ‖En) называется дисси-

пативной (см. [159]), если найдется такое ограниченное подмножество Un пространства En,
что для любых ограниченных подмножеств Bn пространств En существуют конечные времена
Tn = Tn(Bn), для которых

Sn(t)Bn ⊆ Un при t > Tn.

Определение 2.2.1. Будем говорить, что семейство полудинамических систем {Sn(·)}, n ∈ N,
является P-эквидиссипативным, если найдется такая равномерно ограниченная последователь-
ность {Un}, n ∈ N, подмножеств Un пространств En, что для любой равномерно ограниченной
последовательности B =

{
{Bn}, n ∈ N

}
подмножеств Bn ⊂ En существует конечное T0 = T0(B),

не зависящее от n, для которого

Sn(t)Bn ⊆ Un при t > T0.

Если полудинамическая система Sn(·) имеет глобальный аттрактор An при любом n ∈ N, то
An инвариантно, т.е. Sn(t)An = An для всех t > 0, и An притягивает произвольные ограниченные
подмножества пространства En под действием Sn(·), т.е. для любого ограниченного подмноже-
ства Bn в En и любого ǫ > 0 существует такое τn = τn(Bn, ε) > 0, что

dn(Sn(t)Bn,An) < ε ∀t > τn. (2.2.1)

Определение 2.2.2. Будем говорить, что семейство аттракторов {An}, n ∈ N, семейства по-
лудинамических систем {Sn(·)}, n ∈ N, обладает свойством P-равномерного притяжения, если
для любой равномерно ограниченной последовательности B = {Bn, n ∈ N} подмножеств Bn в En

и любого ǫ > 0 существует такое конечное T = T (B, ǫ) > 0, не зависящее от n, что

dn(Sn(t)Bn,An) < ǫ для любого t > T . (2.2.2)

Наложим следующее условие сходимости для семейства {Sn(·)}, n ∈ N, полудинамических
систем в банаховых пространствах En и полудинамических систем S(·) в банаховых простран-
ствах E.
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Предположение 2.2.1. Семейство полудинамических систем {Sn(·)}, n ∈ N, дискретно ком-

пактно сходится к полудинамической системе S(·), т.е. Sn(t)
PP−−−→ S(t) для любого t > 0 и лю-

бой равномерно ограниченной последовательности {xn}, n ∈ N, и последовательность {Sn(t)xn},
n ∈ N, P-компактна для любого t > 0.

Сформулируем основной результат этой главы.

Теорема 2.2.2 (см. [159]). Предположим, что семейство полудинамических систем {Sn(·)},
n ∈ N, в банаховых пространствах En является P-эквидиссипативным. Кроме того, предпо-

ложим, что S(·)— такая полудинамическая система в банаховом пространстве E, что пред-

положение 2.2.1 имеет место для Sn(·) и S(·). Пусть An — глобальный аттрактор для Sn(·)
и A— глобальный аттрактор для S(·). Семейство аттракторов {An}, n ∈ N, обладает свой-

ством P-равномерного притяжения тогда и только тогда, когда An сходится P-непрерывно к

глобальному аттрактору A.

Доказательство. Диссипативность и компактность обеспечивают существование глобальных ат-
тракторов и, кроме того, равномерную ограниченность последовательности аттракторов An.

Во-первых, покажем P-полунепрерывную сверху сходимость. Предположим, что x∗n
P−−→ x∗ и

x∗n ∈ An. Поскольку Sn(t)An = An для любого t > 0, найдется такая последовательность {xn},
xn ∈ An, что Sn(t)xn = x∗n для любого t > 0. Множество {xn} ограничено в силу P-эквидиссипа-
тивности; кроме того, {xn} P-компактна. Таким образом, существует такое подмножество N

′ ⊂ N,

что xn
P−−→ x при n → ∞ в N

′ для некоторого x ∈ E. Благодаря единственности предела ясно,

что Sn(T )xn
P−−→ S(T )x = x∗ при n→ ∞ в N

′. Из равномерной ограниченности Sn(T )xn следует,
что для любого ǫ > 0 найдется такое T (ǫ) > 0, что S(T )x лежит в некотором ограниченном шаре
и

dE(S(T )x,A) < ǫ для всех T > T (ǫ).

Поскольку S(T )x = x∗, можно выбирать x∗ все ближе и ближе к A, полагая T достаточно боль-
шим. Поскольку

dn(x
∗
n, pnA) 6 dn

(
Sn(T )xn, pnS(T )x

)
+ dn

(
pnS(T )x, pnA

)
,

заключаем, что dn(x
∗
n, pnA) → 0 при n→ ∞ in N

′. Таким образом, An сходится P-полунепрерывно
сверху к A.

Пусть теперь семейство аттракторов {An}, n ∈ N, обладает свойством P-равномерного притя-
жения. Предположим, что An не сходится P-полунепрерывно снизу к A. Тогда существует такая
последовательность xn ∈ A, что

dn(pnx
n,An) > 1 > 0, n ∈ N. (2.2.3)

Поскольку A компактно, найдется такое подмножество N
′ ⊂ N, что xn → x∗ при n → ∞ в N

′.
Следовательно,

dn(pnx
n,An) 6 dn(pnx

∗,An) +
ǫ

3

при n > N(ǫ) в N
′. Благодаря S(T )-инвариантности аттрактора A найдется такой элемент x ∈ A,

что S(T )x = x∗.

Согласно предположению 2.2.1 найдется такая последовательность xn ∈ En, что xn
P−−→ x,

причем Sn(T )xn
P−−→ S(T )x при n→ ∞. Поскольку A ограничен, последовательность {xn} также

содержится в последовательности равномерно ограниченных шаров B =
{
{Bn}, n ∈ N

}
, т.е.

xn ∈ Bn для каждого n. Согласно свойству P-равномерного притяжения для этой равномерно
ограниченной последовательности B существует такое T = T (B, ǫ/3), что dn(Sn(T )Bn,An) 6 ǫ/3.
Окончательно для T = T (B, ǫ/3) получим

dn(pnx
n,An) 6 dn(pnx

∗,An) +
ǫ

3
6
∥∥pnS(T )x− Sn(T )xn

∥∥
En

+ dn
(
Sn(T )xn,An

)
+
ǫ

3
6 ǫ
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при достаточно больших n ∈ N
′, зависящих от ǫ. Выбирая ǫ < 1, получим противоречие с (2.2.3).

Таким образом, P-полунепрерывная снизу сходимость аттракторов имеет место, откуда получаем
их P-непрерывную сходимость.

Теперь предположим, что An сходятся P-непрерывно к A, т.е. δn(An,A) → 0 при n → ∞. До-
кажем от противного, что они обладают свойством P-равномерного притяжения. Предположим,
что для некоторой равномерно ограниченной последовательности множеств {Bn}, n ∈ N, имеем

dn(Sn(T )Bn,An) > 1 > 0 (2.2.4)

для любого T > 0 равномерно по n ∈ N
′. Тогда найдется такая последовательность {un},

un ∈ Bn, что dn(Sn(T )un,An) > 1 > 0 равномерно по n ∈ N
′ для любого T > 0. Ясно, что

последовательность {Sn(t0)un} является P-компактной для некоторого t0 > 0 и, кроме того, что

она сходится на некоторой подпоследовательности n ∈ N
′′, Sn(t0)un

P−−→ u∗. Таким образом,

Sn(T )un
P−−→ S(T − t0)u

∗ на некоторой подпоследовательности n ∈ N
′′, где N

′′ ⊂ N
′. Теперь

d(S(T − t0)u
∗,A) можно выбрать произвольно малым для произвольно большого T − t0. Следо-

вательно,

dn(Sn(T )un,An) 6 dn
(
Sn(T )un, pnS(T − t0)u

∗
)
+ dn

(
pnS(T − t0)u

∗, pnA
)
+ dn(pnA,An)

можно сделать меньше 1 при n ∈ N
′′ и достаточно большом T ; это противоречит неравен-

ству (2.2.4). Отсюда следует, что семейство аттракторов {An}, n ∈ N, обладает свойством P-
равномерного притяжения. Теорема 2.2.2 доказана. �

2.3. Абстрактные параболические задачи

В этом разделе мы рассмотрим применения теоремы 2.2.2 к абстрактным полулинейным па-
раболическим задачам.

Предположим, что θ ∈ (0, 1), оператор A удовлетворяет условию (1.1.3) и f(·) : Eθ → E — гло-
бально липшицева, ограниченная и непрерывно дифференцируемая по Фреше функция. Тогда
полулинейная автономная параболическая начальная задача (1.2.16) имеет единственное обоб-

щенное решение, определенное для всех t > 0, и нелинейные операторы u(·) = S(·)u0 : R
+ → Eθ

образуют сильно непрерывную полугруппу операторов на Eθ, т.е. полудинамическую систему
(см. [136,262]). Кроме того, полугруппа S(·) задается формулой вариации постоянной:

S(t)u0 = exp((t− t0)A)S(t0)u
0 +

t∫

t0

exp((t− s)A)f(S(s)u0)ds, t > t0, (2.3.1)

и является эквидиссипативной и компактной. Таким образом, она обладает глобальным аттрак-
тором A в Eθ (см. [89, 91]).

Рассмотрим замкнутые линейные операторы An : D(An) ⊆ En → En, n ∈ N, резольвенты
которых удовлетворяют неравенству

∥∥(λIn −An)
−1
∥∥
B(En)

6
M2

|λ− ω2|
, Reλ > ω2, n ∈ N,

для некоторых констант M2 > 1 и ω2 (см. условие (B1) в теореме 1.3.1). Напомним (см. [26]), что
из условия ∆cc 6= ∅ следует, что имеет место оценка (B1) в виде

∥∥(λIn −An)
−1
∥∥
B(En)

6
M

1 + |λ| , Reλ > 0, n ∈ N.

Следовательно, операторы (−An)
θ корректно определены. Позже нам также понадобятся опера-

торы pθn = (−An)
−θpn(−A)θ ∈ B(Eθ, Eθ

n), обладающие тем же свойством (1.3.1), но в простран-
ствах Eθ и Eθ

n. Предположим, что операторы An и A связаны условиями (1.1.3), (A) и (B1).

Сходимость yn
Pθ

−−−→ y определена по отношению к пространствам Eθ
n и Eθ.
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Определение 2.3.1. Будем говорить, что последовательность замкнутых линейных операто-
ров {An}, An ∈ C(En), n ∈ N, согласована с замкнутым линейным оператором A ∈ C(E), если
для каждого x ∈ D(A) найдется такая последовательность {xn}, xn ∈ D(An) ⊆ En, n ∈ N, что

xn
P−−→ x и Anxn

P−−→ Ax. Кратко будем говорить, что (An, A) согласованы.

Предположим, что операторы (An, A) согласованы и fn(·) : Eθ
n → En — глобально ограничен-

ные, равномерно глобально липшиц-непрерывные и непрерывно дифференцируемые по Фреше

функции, n ∈ N. Кроме того, предположим, что fn(xn)
P−−→ f(x) и f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при

xn
Pθ

−−−→ x и для любого ρ > 0 существует такое δ > 0, что

sup
n∈N

sup
‖wn‖Eθ

n
6δ

∥∥f ′n(wn + pθnu
∗)− f ′n(p

θ
nu

∗)
∥∥
B(Eθ

n,En)
6 ρ

при всех u∗, где Au∗ + f(u∗) = 0.
В качестве аппроксимации начальной задачи (1.2.16) рассмотрим автономные начальные за-

дачи
u′n(t) = Anun(t) + fn(un(t)), t > 0,

un(0) = u0n ∈ Eθ
n,

(2.3.2)

где u0n
Pθ

−−−→ u0. При наложенных выше условиях задача (2.3.2) имеет единственное обоб-

щенн’мягк’ое решение un(·) = Sn(·)u0n : R
+ → Eθ

n, которое порождает сильно непрерывную
полугруппу Sn(·), заданную формулой вариации постоянной:

Sn(t)u
0
n = exp((t− t0)An)Sn(t0)u

0
n +

t∫

t0

exp((t− s)An)fn(Sn(s)u
0
n)ds, t > t0, (2.3.3)

при всех n ∈ N. Кроме того, соответствующая полудинамическая система Sn(·) диссипативна и
компактна и обладает глобальным аттрактором An в Eθ

n.
Рассмотрим некоторые случаи, в которых теорему 2.2.2 об эквивалентности свойства P-рав-

номерного притяжения и P-непрерывной сходимости можно применить к указанной системе в
пространствах Eθ

n и Eθ. Для этой цели удобно сузить рассмотрение аппроксимационных опера-
торов An до операторов с компактными резольвентами.

По поводу определения множеств ∆s, ∆c и ∆cc см. раздел 3.2.2.

Теорема 2.3.1 (см. [26]). Предположим, что ∆cc 6= ∅. Тогда для любого ζ ∈ ∆s имеет место

следующая импликация:

‖xn‖En = O(1) &
∥∥(ζI −An)xn

∥∥
En

= O(1) =⇒ {xn} является P-компактной. (2.3.4)

Обратно, если для некоторого ζ ∈ ∆c ∩ ρ(A) имеет место импликация (2.3.4), то ∆cc 6= ∅.

Доказательство. Пусть (µIn −An)
−1 PP−−−→ (µI −A)−1 компактно для некоторого µ ∈ ∆cc. Тогда

при ‖xn‖En = O(1) и ‖(ζI −An)xn‖En = O(1) из тождества Гильберта

(ζI −An)
−1 − (µI −An)

−1 = (µ− ζ)(ζI −An)
−1(µI −An)

−1 (2.3.5)

получим
xn = (µI −An)

−1(ζI −An)xn − (ζ − µ)(µI −An)
−1xn;

таким образом, последовательность {xn} является P-компактной.
Обратно, пусть импликация (2.3.4) имеет место для некоторого ζ0 ∈ ∆c ∩ ρ(A). Покажем, что

ζ0 ∈ ∆cc. Выбрав ограниченную последовательность {yn}, n ∈ N, получим
∥∥(ζ0I −An)

−1yn
∥∥
En

= O(1), n ∈ N.

Применим импликацию (2.3.4) к последовательности xn = (ζ0I − An)
−1yn. Легко видеть, что

последовательность {xn} является P-компактной. Таким образом, ζ0 ∈ ∆cc. �

Сделаем следующее предположение.
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Предположение 2.3.2. Предположим, что выполнены резольвентные условия (1.1.3) и (B1),

а также условие ∆cc 6= ∅, резольвенты (λIn − An)
−1 компактны при λ ∈ ∆cc и fn(xn)

P−−→ f(x)

при xn
Pθ

−−−→ x.

Теорема 2.3.3. Предположим, что условие 2.3.2 выполнено. Тогда Sn(t)u
0
n

Pθ

−−−→ S(t)u0 рав-

номерно по t ∈ [0, T ], T <∞, при u0n
Pθ

−−−→ u0.

Нетрудно видеть, что при условии 2.3.2 семейство операторов Sn(t) сходится компактно к S(t)
для любого t > 0, так что условие дискретной компактности из предположения 2.2.1 выполнено.

Отсылаем читателя к [89] (см. также ссылки в указанной работе), где подробно обсуждаются
конкретные аппроксимации, использующие методы конечных элементов и конечно-разностные
методы; в частности, показано, как использовать (2.3.4) для доказательства компактной сходи-
мости резольвент. Также в [89] указан способ проверки предположения ∆cc 6= ∅, например, в
случае метода конечных элементов.

Замечание 2.3.1 (о непрерывной сходимости и свойстве равномерного притяжения). Извест-
но, что непрерывная сходимость аттракторов наблюдается в некоторых задачах, если исходный
аттрактор является аттрактором Морса—Смейла, т.е. состоит из конечного числа гиперболиче-
ских точек равновесия и их неустойчивых многообразий, хотя непрерывная сходимость также
возможна и для негиперболических равновесий (см. [20, 161]).

Рассмотрим особую ситуацию. Предположим, что траектория S(·)u0 исходной системы, начи-
нающаяся в произвольной точке u0. сходится к некоторому пределу, т.е. S(t)u0 → u∗ при t→ ∞.
Тогда точка u∗ (которая может зависеть от u0) является решением уравнения Au+ f(u) = 0, т.е.
является точкой равновесия. Такие равновесия существуют при определенных предположениях о
функции f(·), и задачи (2.3.2) также обладают точками равновесия, которые близки к одноточеч-

ному множеству {u∗}, т.е. u∗n
P−−→ u∗ при n → ∞. В некотором смысле мы имеем непрерывность

аттракторов в точке равновесия {u∗}. Предположим, что a ∈ A не является точкой равновесия.
Тогда в ǫ-окрестности U(u∗, ǫ) точки u∗ существует такая точка a′, что S(T )a′ = a при некотором

T > 0. Следуя [89], можем найти такие точки a′n ∈ An ∩U(u∗n, ǫ), что a′n
Pθ

−−−→ a′ и, согласно пред-

положению сходимости 2.2.1, имеем an = Sn(T )a
′
n

Pθ

−−−→ S(T )a′ = a. Поскольку a′n ∈ An, отсюда
следует, что an ∈ An, и непрерывность аттракторов доказана. По теореме 2.2.2 можем теперь
заключить, что нелинейные полугруппы Sn(·) обладают свойством P-равномерного притяжения

Глава 3

СХОДИМОСТЬ АТТРАКТОРОВ В ГИПЕРБОЛИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ

Пусть E — комплексное банахово пространство и A : D(A) ⊂ E → E — замкнутый линейный
оператор с компактной резольвентой, для которого имеет место условие (1.1.3). В этой ситуации

Re σ(A) =
{
Reλ : λ ∈ σ(A)

}
⊂ (−∞, 0).

Обозначим через (−A)θ, θ ∈ R
+
, операторы дробных степеней, ассоциированные с A, а через Eθ —

пространства дробных степеней, ассоциированные с A. Хорошо известно (см. [136]), что при этих
предположениях найдутся такие константы M,β > 0, что

‖etA‖B(Eθ1 ,Eθ2) 6Mtθ1−θ2e−βt, θ2 > θ1 > 0, t > 0. (3.0.1)

При сделанных предположениях, а также условии, что функция f(·) : Eθ → E гло-
бально ограничена, равномерно глобально липшиц-непрерывна и непрерывно дифференциру-
ема по Фреше, глобально определено обобщенное решение задачи (1.2.16) (см. [136]). Пусть
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u(t) = S(·)u0 : R
+ → Eθ — обобщенное решение задачи (1.2.16). Тогда можно определить семей-

ство нелинейных операторов {S(t) : t > 0}, обладающее следующими свойствами:

(i) S(0) = I,
(ii) S(t+ s) = S(t)S(s), t > 0, s > 0,

(iii) отображение R
+ × Eθ ∋ (t, x) 7→ S(t)x ∈ Eθ непрерывно.

Хорошо известно, что нелинейная полугруппа S(·) определяется формулой вариаии постоян-
ной (2.3.1). Для каждого u0 ∈ Eθ определена положительная орбита γ+(u0), проходящая через u0:
γ+(u0) = {S(t)u0 : t > 0}. Отрицательная орбита, проходящая через u0 — это такая непрерыв-
ная функция φ : (−∞, 0] → Eθ, что φ(0) = u0 и для любого s 6 0 выполняется соотношение
S(t)φ(s) = φ(t + s) при 0 6 t 6 −s. Полная орбита, проходящая через u0 — это такая функция
φ : R → Eθ, что φ(0) = u0 и для любого s ∈ R равенство S(t)φ(s) = φ(t+s) имеет место при t > 0.

Поскольку множество значений полугруппы S(t) не совпадает со всем пространством Eθ, факт
существования отрицательной или полной орбиты налагает определенные ограничения на u0.
Кроме того, поскольку отображение S(t), вообще говоря, не является биективным, отрицатель-
ная орбита — если она существует — не обязательно единственна. Пусть отрицательная орбита,
проходящая через u0, определена как объединение всех отрицательных орбит, проходящих че-
рез u0. Тогда

γ−(u0) =
⋃

t>0

H(t, u0),

где H(t, u0) =
{
y ∈ Eθ : найдется отрицательная орбита, проходящая через u0 и определенная

отображением φ : (−∞, 0] → Eθ, φ(0) = u0, φ(−t) = y
}
.

Полная орбита γ(u0), проходящая через u0, определена как γ(u0) = γ−(u0) ∪ γ+(u0). Бу-
дем говорить, что множество B ⊂ Eθ притягивает множество C посредством S(t), если
dist(S(t)C,B) → 0 в норме пространства Eθ при t→ ∞. Будем говорить, что множество Q ⊂ Eθ

инвариантно относительно S(·), если для любого u0 ∈ Q найдется такая полная орбита γ(u0),
проходящая через u0, что γ(u0) ⊂ Q или, эквивалентно, S(t)Q = Q для любого t > 0. Множе-
ство A ⊆ Eθ называется глобальным аттрактором для полугруппы {S(t) : t > 0}, если оно
компактно, инвариантно и притягивает любые ограниченные подмножества пространства Eθ.

3.1. Аттракторы абстрактных параболических задач

Предположим, что оператор A порождает (см. (1.1.3)) аналитическую C0-полугруппу, удовле-
творяющую оценке

‖etA‖ 6Me−tω , t > 0,

где ω > 0, резольвента (λI − A)−1 компактна для некоторого λ ∈ ρ(A), а f(·) : Eθ → E —
глобально липшицева, ограниченная (т.е. найдется такая константа K > 0, что ‖f(x)‖E 6 K для
всех x ∈ Eθ) и непрерывно дифференцируемая по Фреше функция.

3.1.1. Инвариантные и компактные множества. Покажем, что условия, наложенные на A
и f(·) в задаче (1.2.16), достаточны для существования у полугруппы {S(t) : t > 0} глобального
аттрактора. Напомним, что для любого множества B ⊂ Eθ множества

γ+(B) =
⋃

u0∈B

γ+(u0), γ−(B) =
⋃

u0∈B

γ−(u0), γ(B) = ∪u0∈Bγ(u
0)

являются, соответственно, положительной, отрицательной и полной орбитами, проходящими че-
рез B (если они существуют).

Для любого множества B ⊂ Eθ определим ω-предельное множество ω(B) и α-предельное

множество α(B) следующим образом:

ω(B) =
⋂

s>0

⋃

t>s

S(t)B, α(B) =
⋂

s>0

⋃

t>s

H(t, B).

Напомним следующее важное утверждение (см. [89]).
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Лемма 3.1.1. Если множество S ⊂ Eθ инвариантно относительно {S(t) : t > 0} и v ∈ S,

то найдется полная орбита, проходящая через v.

Лемма 3.1.2. Точка v лежит в ω(B) тогда и только тогда, когда существуют такие по-

следовательности tn → +∞ и vn ∈ B, что S(tn)vn → v.

Лемма 3.1.3. Точка v лежит в α(B) тогда и только тогда, когда существуют такие по-

следовательности tn → +∞ и vn ∈ B, что отрицательная орбита φn : (−∞, 0] → Eθ, удовле-

творяющая условиям φn(0) = vn и φn(−tn)vn → v, проходит через каждую точку vn.

Лемма 3.1.4. Для любого ограниченного множества B ⊂ Eθ множество γ+(B) ограничено

и S(t)γ+(B) предкомпактно для любого t > 0.

Доказательство. Известно, что отображение S(t) : Eθ → Eθ компактно. Используя формулу
вариации постоянной, стандартные оценки и предположения, сделанные относительно A и f(·),
заключаем, что орбита γ+(B) ограничена в Eθ, если B ограничено в Eθ. Поскольку γ+(B) огра-
ничена, имеем тогда, что {S(s)B : s > t} = S(t)γ+(B) компактно. �

Лемма 3.1.5. Для любого u0 ∈ Eθ множество ω(u0) непусто, связно, компактно, инвари-

антно и притягивает u0.

Доказательство. Легкл видеть, что из компактности множества γ+(u0) следует, что ω(u0) непу-
сто и ω(u0) ограничено. Кроме того, из непрерывности отображения t 7→ S(t)u0 и определе-
ния ω(u0) следует, что ω(u0) связно. Докажем, что ω(u0) инвариантно. Действительно, если
v ∈ ω(u0), то найдется такая последовательность tn → +∞, что S(tn)u

0 → v. Из непрерыв-
ности S(t) : Eθ → Eθ получаем, что S(t)S(tn)u

0 → S(t)v и, следовательно, S(t)v ∈ ω(u0). С
другой стороны, если w ∈ ω(u0), то найдется такая последовательность tn → ∞ (без ограничения
общности можно считать, что tn > t, n ∈ N), что S(tn)u

0 → w. Поскольку
{
S(tn − t)u0 : n ∈ N

}
=
{
S(t)S(tn − 2t)u0 : n ∈ N

}

относительно компактно, найдется такая точка z ∈ Eθ, что S(tn − t)u0 → z и z ∈ ω(u0). Из
единственности предела следует, что S(t)z = w. Теперь компактность легко вытекает из инвари-
антности, компактности S(t) и ограниченности ω(u0). Осталось показать, что ω(u0) притягивает
u0 посредством {S(t) : t > 0}. Предположим, что существуют такие ǫ > 0 и последовательность
tn → ∞, что dist(S(tn)u

0, ω(u0)) > ǫ. Поскольку множество γ+(u0) компактно, найдутся такие
подпоследовательность последовательности {tn} (сохраним для нее обозначение {tn}) и y ∈ Eθ,
что S(tn)u

0 → y. Отсюда следует, что y ∈ ω(u0) и, следовательно,

lim
tn→∞

dist(S(tn)u
0, ω(u0)) = 0,

что противоречит сделанному предположению и доказывает, что ω(u0) притягивает u0 посред-
ством {S(t) : t > 0}. �

Лемма 3.1.6. Предположим, что u0 ∈ Eθ такова, что найдется отрицательная орбита

φ : (−∞, 0] → Eθ, проходящая через u0 и замыкание φ((−∞, 0]) компактно. Пусть

αφ(u
0) =

{
v ∈ Eθ

∣∣ ∃tn → ∞ : φ(−tn) → v
}
.

Тогда множество αφ(u
0) непусто, связно, компактно и инвариантно.

Доказательство. Легко видеть, что

αφ(u
0) =

⋂

t>0

φ((−∞, t]);

отсюда следует, что αφ(u
0) непусто, компактно и связно. Осталось доказать, что αφ(u

0)
инвариантно. Действительно, если v ∈ αφ(u

0), то найдется такая последовательность

tn → +∞, что φ(−tn) → v. Из непрерывности отображения S(t) : Eθ → Eθ получим, что
S(t)φ(−tn) = φ(t− tn) → S(t)v и, следовательно, S(t)v ∈ αφ(u

0). С другой стороны, если
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w ∈ αφ(u
0), то найдется такая последовательность tn → ∞ (без ограничения общности можем

предположить, что tn > t, n ∈ N), что φ(−tn) → w. Поскольку множество {φ(−tn − t) : n ∈ N}
относительно компактно, переходя при необходимости к подпоследовательности, видим, что най-
дется такая точка z ∈ Eθ, что φ(−tn − t) → z и z ∈ αφ(u

0). Из единственности предела следует,
что S(t)z = w. �

Лемма 3.1.7. Орбита любого ограниченного множества B ⊂ Eθ ограничена. Для каждого

ограниченного множества B ⊂ Eθ найдутся такие момент τB и константа N (не зависящая

от B), что

sup
t>τB

sup
w∈S(t)B

‖w‖Eθ 6 N. (3.1.1)

Кроме того,

sup
B⊂Eθ,

B ограничено

sup
v∈ω(B)

‖v‖Eθ 6 N. (3.1.2)

Доказательство. Первое утверждение тривиально следует из формулы вариации постоянной,
а (3.1.2) следует из (3.1.1) и определения ω(B). Осталось доказать (3.1.1). Для данного ограни-
ченного множества B ⊂ Eθ и v ∈ B из (2.3.1) получаем, что

S(t)v = etAv +

t∫

0

e(t−s)Af(S(s)v)ds, t > 0. (3.1.3)

Используя наложенные на f(·) и A условия, заключаем, что найдется такая константа K, что
‖f(w)‖E 6 K для всех w ∈ Eθ и

‖S(t)v‖Eθ 6Me−βt‖v‖Eθ +MK

t∫

0

(t− s)−θe−β(t−s)ds.

Из того факта, что v лежит в ограниченном подмножестве пространства Eθ, следует, что суще-
ствует такой момент времени τB, что

‖S(t)v‖Eθ 6 1 +MK

∞∫

0

ξ−θe−βξdξ =: N, t > τB.

Поскольку N не зависит от B ⊂ Eα, получаем требуемый результат. �

Лемма 3.1.8. Если B ⊂ Eθ — ограниченное множество, то ω(B) непусто, компактно, ин-

вариантно и притягивает B посредством {S(t) : t > 0}. Кроме того, если B связно, то и ω(B)
тоже связно.

Доказательство. Из леммы 3.1.7 следует, что γ+(B) ограничено; таким образом, S(t)γ+(B) ком-
пактно. Из того факта, что ω(u0) ⊂ ω(B) для всех u0 ∈ B, следует, что ω(B) непусто. Чтобы

доказать, что ω(B) компактно, заметим, что S(t)γ+(B) компактно и содержит ω(B). Теперь по-
кажем, что ω(B) инвариантно. Если u ∈ ω(B), то найдутся такие последовательности tn → ∞ и
vn ∈ B, что S(tn)vn → u. Отсюда следует, что S(t+ tn)vn → S(t)v и S(t)v ∈ ω(B). Следователь-
но, S(t)ω(B) ⊂ ω(B). С другой стороны, если v ∈ ω(B), то найдутся такие последовательности
tn → ∞ и vn ∈ B, что S(tn)vn → v. Поскольку {S(tn − t)vn} компактно, найдутся такие под-
последовательность (обозначим ее снова {S(tn − t)vn}) и точка u ∈ Eθ, что S(tn − t)vn → u.
Следовательно, u ∈ ω(B), S(t)u = v и v ∈ S(t)ω(B). Таким образом, ω(B) ⊂ S(t)ω(B), и мы
получаем требуемое.

Далее, покажем, что ω(B) притягивает B. Предположим, что для некоторого ǫ > 0 найдут-
ся такие последовательности tn → ∞ и un ∈ B, что dist(S(tn)un, ω(B)) > ǫ. Из компактности
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{S(tn)un} следует, что существуют такие точка w ∈ Eθ и подпоследовательность (которую обо-
значим снова {S(tn)un}), что S(tn)un → w. Тогда w ∈ ω(B), противоречние. Для доказательства
связности ω(B) нужно воспользоваться непрерывностью отображения (t, u) 7→ S(t)u. �

Теорема 3.1.1. Если BN =
{
u ∈ Eθ : ‖u‖Eθ 6 N

}
, то ω(BN )— глобальный аттрактор для

{S(t) : t > 0}.

Доказательство. Ясно, что ω(BN ) компактно, инвариантно, связно и притягивает BN . Во-
первых, заметим, что для любого ограниченного множества B найдется такой момент τB, что
S(t)B ⊂ BN для всех t > τB. Поскольку BN притягивается множеством ω(BN ) и BN притягива-
ет B, получим требуемый результат. �

Лемма 3.1.9. Пусть ограниченное множество B ⊂ Eθ таково, что множество γ−(B) непу-

сто и компактно. Тогда α(B) непусто, компактно и инвариантно.

Доказательство. Если u0 ∈ B таково, что существует отрицательная орбита φ : (−∞, 0] → Eθ,

проходящая через u0, то замыкание {φ(t) : t ∈ (−∞, 0]} компактно и найдутся такие последова-
тельност tn → ∞ и точка v ∈ Eθ, что φ(−tn) → v. Из леммы 3.1.3 следует, что v ∈ α(B) и
α(B) 6= ∅. Из определения и сделанных предположений следует, что α(B) компактно.

Для доказательства инвариантности α(B) заметим, что если v ∈ α(B), то найдутся такие по-
следовательности tn → ∞ и vn ∈ B и соответствующие орбиты φn : (−∞, 0] → Eθ, проходящие
через vn (φn(0) = vn), что φn(−tn) → v. В силу непрерывности S(t), t > 0, заключаем, что
φn(t− tn) = S(t)φn(−tn) → S(t)v и S(t)v ∈ α(B). Таким образом, S(t)α(B) ⊂ α(B). С другой сто-
роны, если v ∈ α(B), то найдутся такие последовательности tn → ∞ и vn ∈ B и соответствующие
отрицательные орбиты φn : (−∞, 0] → Eθ, что φn(−tn) → v. Поскольку {φn(−t − tn)} лежит
в компактном множестве, найдутся такие точка z ∈ Eθ и подпоследовательность (которую мы
также обозначим через {φn(−t− tn)}), что φn(−t− tn) → z. Следовательно, z ∈ α(B) и S(t)z = v.
Итак, α(B) ⊂ S(t)α(B), и инвариантность доказана. �

3.1.2. Точки равновесия. Опишем структуру аттракторов задачи (1.2.16). Начнем с про-
стейших элементов аттракторов, а именно, равновесных решений. Равновесные решения зада-
чи (1.2.16) — это решения, не зависящие от времени: u(t) = u, t > 0; они удовлетворяют уравне-
нию

Au+ f(u) = 0. (3.1.4)

Будем называть решение u∗ уравнения (3.1.4), т.е. точку равновесия u∗, гиперболической, если
спектр σ(A+ f ′(u∗)) не пересекается с мнимой осью, т.е. σ(A+ f ′(u∗)) ∩ iR = ∅.

Предложение 3.1.1. Предположим, что все точки равновесия задачи (1.2.16) гиперболиче-

ские. Тогда существует лишь конечное их число, и это число нечетно.

Доказательство. Во-первых, заметим, что, поскольку функция f(·) : Eθ → E ограничена, все
решения уравнения (3.1.4) удовлетворяют уравнению

Iu+A−1f(u) = 0 (3.1.5)

и, таким образом, ‖u‖E1 6 ‖f(u)‖E 6 C1. Если мы рассмотрим шар радиуса, большего ‖A−1‖K, то
оператор A−1f(·) отобразит шар UEθ(0, ‖A−1‖K) ⊂ Eθ в себя. По теореме Шаудера о неподвижной
точке (см. [21, теорема 21.5]) имеем

γ
(
I +A−1f(·), ∂UEθ

(
0, ‖A−1‖K

))
= 1,

т.е. существует по крайней мере одна такая неподвижная точка уравнения Iu∗ + A−1f(u∗) = 0,
что u∗ ∈ UEθ(0, ‖A−1‖K). Поскольку оператор A−1f(·) : Eθ → Eθ компактен, заключаем, что
множество E = {u : Au + f(u) = 0} компактно в Eθ. Кроме того, любая неподвижная точка u∗

изолирована и
∣∣ ind(u∗, I+A−1f(·))

∣∣ = 1, поскольку u∗ гиперболическая, и N
(
I+A−1f ′(u∗)

)
= {0}

(см. [21, теорема 21.6]). Если число неподвижных точек бесконечно, т.е. имеем последовательность
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{u∗i }∞i=1, то последовательность −A−1f(u∗i ) = u∗i → u∗∞ сходится на некоторой подпоследователь-
ности i ∈ N

′ ⊆ N, что противоречит факту изолированности неподвижной точки u∗∞. Таким
образом, число точек равновесия конечно. Согласно [21, теорема 20.6] имеем

1 = γ
(
I +A−1f(·), ∂UEθ

(
0, ‖A−1‖K

))
=

d∑

i=1

ind
(
u∗i , I +A−1f(·)

)

и, следовательно, d = 2k + 1 для некоторого целого k > 0. �

3.1.3. Неустойчивые многообразия. Далее мы покажем, что помимо стационарных реше-
ний аттракторы содержат множество других решений. Легко видеть, что каждое обобщенное
решение задачи (1.2.16) остается ограниченным при любом u0 ∈ Eθ, т.е.

sup
t>0

∥∥u(t, u0)
∥∥
Eθ <∞.

Если мы покажем, что обобщенное решение u(·, u0), определенное на R, принимает значения
в Eθ и является ограниченным, то оно должно принадлежать аттрактору A. Таким образом,
чтобы получить решение, лежащее в аттракторе, достаточно показать, что решение определено
и ограничено в R− = (−∞, 0]. Введем неустойчивое множество

W u(u∗) =
{
η ∈ Eθ : u(t, η) определено для всех t 6 0 и u(t, η) → u∗ при t → −∞

}
.

Прежде чем строить W u(u∗) (по крайней мере в окрестности точки u∗), кратко обсудим ли-
нейные задачи. Мы естественным образом придем к линейному случаю, если выполним замену
переменных v(·) = u(·)− u∗ в задаче (1.2.16), добавим и затем вычтем f ′(u∗)v(·) в правой части.
Получим

v′(t) = (A+ f ′(u∗))v(t) + f(v(t) + u∗)− f(u∗)− f ′(u∗)v(t),

v(0) = u0 − u∗ = v0.
(3.1.6)

В этом уравнении для весьма малого v0 слагаемое f(v(t)+u∗)−f(u∗)−f ′(u∗)v(t) также является
малым. Естественно выяснить, что произойдет, если пренебречь нелинейностью, т.е. исследовать
задачу Коши

v′(t) = (A+ f ′(u∗))v(t),

v(0) = v0.
(3.1.7)

Оператор f ′(u∗) лежит в B(Eθ, E); следовательно, оператор Au∗ = A + f ′(u∗), определен-
ный на D(A), является генератором аналитической C0-полугруппы с компактной резольвен-
той (см. [26]). Известно, что спектр этого генератора состоит лишь из изолированных собствен-
ных значений с конечномерными корневыми подпространствами (так называемый дискретный
спектр). Часть σ+ спектра оператора A+ f ′(u∗) лежит правее мнимой оси и состоит из конечного
числа собственных значений конечной кратности (см. рис. 1).

Рассмотрим разложение Eθ = P (σ+)Eθ ⊕ (I − P (σ+))Eθ , используя проектор

P (σ+) := P (σ+, Au∗) :=
1

2πi

∫

∂U(σ+)

(
ζI −Au∗

)−1
dζ (3.1.8)

определенный множеством σ+, где U(σ+)— такая окрестность σ+, что U(σ+) ∩ iR = ∅. Видим,
что существует такое ω > 0, что





∥∥et(A+f ′(u∗))P (σ+)
∥∥
B(Eθ)

6Meωt, t 6 0,
∥∥et(A+f ′(u∗))(I − P (σ+))

∥∥
B(Eθ,Eφ)

6Mtθ−φe−ωt, φ > θ, t > 0.
(3.1.9)

Если P (σ+)— спектральный проектор, определенный частью спектра оператора (A + f ′(u∗)),
лежащей правее мнимой оси, и v0 ∈ P (σ+)Eθ, то решение v(t, v0) уравнения (3.1.7) существует
для отрицательных t, причем v(t, v0) → 0 при t→ −∞ и v(t) + u∗ → u∗ при t→ −∞.
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Если произвести возмущение (3.1.7) малой нелинейностью, обнаружим, решения уравне-
ния (3.1.6), существующие для всех отрицательных t. Разумеется, начальные данные, при ко-
торых такие решения существуют, лежат теперь не в P (σ+)Eθ, а в нелинейном многообразии
вблизи него (см. рис. 2).

Теорема 3.1.2 (см. [89]). Предположим, что u∗ — гиперболическая равновесная точка зада-

чи (1.2.16), являющаяся изолированным решением уравнения (3.1.4). Тогда существует такая

окрестность U точки u∗ в Eθ, что локальное неустойчивое многообразие W u(u∗) задается

следующим образом:

W u
δ (u

∗) =
{
w(·) ∈W u(u∗) :

∥∥w(·) − u∗
∥∥
Eθ < δ

}
=
{
w(·) :

(
v(·), z(·)

)
∈ Eθ : u ∈ U

}
.
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Доказательство. Переписав задачу (1.2.16) для w(t) = u(t) − u∗, чтобы иметь возможность
работать в окрестности точки u∗ ∈ E , приходим к уравнению

w′(t) = (A+ f ′(u∗))w(t) + f(w(t) + u∗)− f(u∗)− f ′(u∗)w(t). (3.1.10)

Если w(·)— обобщенное решение задачи (3.1.10), то можем записать

v(t) = P (σ+)w(t), z(t) = (I − P (σ+))w(t).

Таким образом, если обозначить через B сужение оператора (A + f ′(u∗)) на P (σ+)Eθ и через Ã
сужение оператора (A+ f ′(u∗)) на (I − P (σ+))Eθ, то получим

v′(t) = Bv(t) + P (σ+)f
(
v(t) + z(t) + u∗

)
− P (σ+)f(u∗)− P (σ+)f ′(u∗)(v(t) + z(t))

и

z′(t) = Ãz(t) +
(
I − P (σ+)

)
f
(
v(t) + z(t) + u∗

)
−
(
I − P (σ+)

)
f(u∗)−

(
I − P (σ+)

)
f ′(u∗)

(
v(t) + z(t)

)

(см. рис. 1, на котором изображено положение частей спектра). Запишем

H(v, z) = P (σ+)f
(
v(t) + z(t) + u∗

)
− P (σ+)f(u∗)− P (σ+)f ′(u∗)

(
v(t) + z(t)

)
,

G(v, z) =
(
I − P (σ+)

)
f
(
v(t) + z(t) + u∗

)
−
(
I − P (σ+)

)
f(u∗)−

(
I − P (σ+)

)
f ′(u∗)

(
v(t) + z(t)

)
.

Таким образом, в начале координат (0, 0) функции H и G и их производные обращаются в нуль.
В силу непрерывной дифференцируемости функций H и G получаем следующие неравенства для
заданных ρ > 0 и δ > 0, удовлетворяющих условию ‖v‖Eθ + ‖z‖Eθ < δ:





∥∥H(v, z)
∥∥
E
6 ρ,

∥∥G(v, z)
∥∥
E
6 ρ,

∥∥H(v, z) −H(ṽ, z̃)
∥∥
E
6 ρ
(
‖v − ṽ‖Eθ + ‖z − z̃‖Eθ

)
,

∥∥G(v, z) −G(ṽ, z̃)
∥∥
E
6 ρ
(
‖v − ṽ‖Eθ + ‖z − z̃‖Eθ

)
.

(3.1.11)

Используя введенные выше обозначения, перепишем уравнение (3.1.10) в следующем виде:
{
v′(t) = Bv(t) +H(v(t), z(t)),

z′(t) = Ãz(t) +G(v(t), z(t)),
(3.1.12)

где H и G удовлетворяют (3.1.11) для всех v(·) ∈ P (σ+)Eθ и z(·) ∈ (I − P (σ+))Eθ. Кроме то-
го, для некоторых положительных M и ω, в силу аналитичности C0-полугруппы и разложения
пространства Eθ = P (σ+)Eθ ⊕ (I − P (σ+))Eθ, имеем





∥∥eÃtz
∥∥
Eθ 6Me−ωt‖z‖Eθ , t > 0,

∥∥eÃtz
∥∥
Eθ 6Mt−θe−ωt‖z‖E , t > 0,

∥∥eBtv
∥∥
Eθ 6Meωt‖v‖E , t 6 0.

(3.1.13)

Заметим, что ∥∥eÃtz
∥∥
Eθ =

∥∥(−A)θeÃtz
∥∥ =

∥∥∥(−A)θÃ−θ(−Ã)θeÃtz
∥∥∥;

поскольку (−A)θÃ−θ ограничено, получим неравенства (3.1.13). Заметим также, что P (σ+)Eθ и
P (σ+)E — те же самые конечномерные подпространства пространства E, и в этом смысле Eθ-
норма эквивалентна E-норме в нем, т.е.

‖P (σ+)AP (σ+)‖B(E) =

∥∥∥∥∥∥
1

2πi

∫

Γ

A(λI −A)−1dλ

∥∥∥∥∥∥
6 const .

Покажем теперь, что при некотором малом ρ > 0 существует локальное неустойчивое много-
образие для точки u∗ ∈ E :

W u =
{(
v(·), z(·)

)
: z(·) ∈

(
I − P (σ+)

)
Eθ, v(·) ∈ P (σ+)Eθ

}
.
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Решение (v(t), z(t)) должно стремиться к нулю при t → −∞ и, в частности, должно быть огра-
ниченным. Поскольку

z(t) = eÃ(t−t0)z(t0) +

t∫

t0

eÃ(t−s)G(v(s), z(s))ds,

устремляя t0 к −∞, имеем

z(t) =

t∫

−∞

eÃ(t−s)G(v(s), z(s))ds.

Обобщенное решение задачи (3.1.12) является векторнозначной функцией ζ(t) =

(
v(t)

z(t)

)
, удовле-

творяющей уравнению

ζ(t) = Θ(η, ζ(t)) ≡




eB(t−τ)η+

t∫

τ

eB(t−s)H(v(s), z(s))ds

t∫

−∞

eÃ(t−s)G(v(s), z(s))ds




. (3.1.14)

Теперь рассмотрим уравнение (3.1.14) в пространстве

Υ = C0

(
(−∞, τ ];PEθ

)
× C0

(
(−∞, τ ]; (I − P )Eθ

)
,

снабженном sup-нормой, при условии v(−∞) = z(−∞) = 0. Покажем, что Θ(η, ·) : Υ → Υ.
Возьмем ζ(·) ∈ Υ; согласно (3.1.11), для любого ǫ > 0 существует такое число −∞ < tǫ < 0,

что

‖G(ζ(s))‖(I−P )E 6 ǫ, ‖H(ζ(s))‖PE 6 ǫ, s 6 tǫ.

Из (3.1.13) следует, что eB(·−τ)η ∈ C0((−∞, τ ];PEθ) для любого η ∈ PEθ и

∥∥∥∥∥∥
(−A)θ

t∫

τ

e(t−s)BH(ζ(s))ds

∥∥∥∥∥∥
6 C

∥∥∥∥∥∥

t∫

τ

e(t−s)BH(ζ(s))ds

∥∥∥∥∥∥
6

6 C

∥∥∥∥∥∥
e(t−tǫ)A

tǫ∫

τ

e(tǫ−s)BH(ζ(s))ds +

t∫

tǫ

e(t−s)BH(ζ(s))ds

∥∥∥∥∥∥
6

6 CM2eω(t−tǫ)

τ∫

tǫ

eω(tǫ−s)K ds+Mǫ

tǫ∫

t

eω(t−s)ds 6 CM2eω(t−tǫ)K

ω
+ ǫ

M

ω

при s 6 tǫ. Таким образом, для данного ǫ > 0 имеем

0 6 lim sup
t→−∞

∥∥∥∥∥∥
(−A)θ

t∫

τ

e(t−s)BH(ζ(s))ds

∥∥∥∥∥∥
6 ǫ

M

ω
.

Таким образом, первая координата Θ(η, ζ(t)) лежит в C0((−∞, τ ];PEθ). Нетрудно видеть, что
вторая координата Θ(η, ζ(t)) лежит в C0((−∞, τ ]; (I − P )Eθ).

Если положить η = η0 = 0 и ζ(t) = ζ0(t) =

(
v0(t)

z0(t)

)
= 0, t ∈ (−∞, τ ], то ζ0(t) = Θ(0, ζ0(t)) и

оператор Θ(·, ·) непрерывен по обоим аргументам. Кроме того, производная Фреше Θ′
ζ(η0, ζ0) :
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Υ → Υ равна

Θ′
ζ(η0, ζ0)h =




t∫

τ

eB(t−s)H ′
v(ζ0(s))h

1(s)ds

t∫

τ

eB(t−s)H ′
z(ζ0(s))h

2(s)ds

t∫

−∞

eÃ(t−s)G′
v(ζ0(s))h

1(s)ds

t∫

−∞

eÃ(t−s)G′
z(ζ0(s))h

2(s)ds




= 0

для любого h =

(
h1(t)

h2(t)

)
∈ Υ, поскольку производные функций G иH обращаются в нуль в начале

координат. Следовательно, существует непрерывный оператор (I −Θ′
ζ(η0, ζ0))

−1. В силу [21, тео-

рема 54.2] заключаем, что найдутся такие δ, ρ > 0, что при ‖η − η0‖QEθ 6 δ уравнение (3.1.14)
имеет единственное решение ζ(·) в шаре ‖ζ − ζ0‖Υ 6 ρ, непрерывно зависящее от η.

Отсюда следует, что неустойчивое многообразие является графиком функции

£ :
{
η ∈ PEθ : ‖η‖Eθ 6 δ

}
→ (I − P )Eθ,

определенной уравнением £(η) = z(τ), где z(τ)— вторая координата единственного решения
уравнения (3.1.14). Проведенные выше рассуждения показывают также, что £— непрерывная
функция. �

Далее, предположим, что задача (1.2.16) имеет градиентную структуру.

Определение 3.1.1. Будем говорить, что полугруппа {S(t) : t > 0} является градиентной,

если найдется такая непрерывная функция V : Eθ → R, что функция R
+ ∋ t 7→ V (S(t)u0) ∈ R не

возрастает и

E =
{
u ∈ Eθ : Au+ f(u) = 0

}
=
{
u0 ∈ Eθ : V (S(t)u0) = V (u0) ∀t ∈ R

}
.

Лемма 3.1.10. Для любого u0 ∈ Eθ имеем, что ω(u0) = {u∗} для некоторого u∗ ∈ E. Как

следствие этого факта, отметим, что S(t)u0 → u∗ при t→ ∞.

Доказательство. Во-первых, заметим, что если v ∈ ω(u0), то найдется такая последовательность
tn → ∞, что S(tn)u

0 → v. Поскольку функция V (S(t)u0) убывает и ограничена снизу, существует
такое ℓ ∈ R, что V (S(t)u0) → ℓ при t → ∞. Легко видеть, что V (S(t)v) = ℓ для всех t ∈ R.
Отсюда следует, что v ∈ E . Поскольку множество E состоит из конечного числа точек и ω(u0)
связно, заключаем, что ω(u0) = {u∗} для некоторого u∗ ∈ E . �

Из следующего результата вытекает, что если существует ограниченная отрицательная орбита,
проходящая через точку u0, то u0 лежит в неустойчивом многообразии некоторой точки u∗ ∈ E .

Лемма 3.1.11. Предположим, что точка u0 ∈ Eθ такова, что существует отрицательная

орбита φ : (−∞, 0] → Eθ, проходящая через u0, и замыкание φ((−∞, 0]) компактно. Пусть

αφ(u
0) =

{
v ∈ Eθ

∣∣ ∃tn → ∞ : φ(−tn) → v
}
.

Тогда существует такая точка u∗ ∈ E, что αφ(u
0) = {u∗}. Кроме того, φ(t) → u∗ при t→ −∞.

Доказательство. Во-первых, заметим, что если v ∈ αφ(u
0), то найдется такая последовательность

tn → ∞, что φ(−tn) → v. Поскольку V (φ(−t)) возрастает и ограничена сверху, заключаем, что
найдется такое r ∈ R, что V (φ(−t)) → r при t → ∞. Легко видеть, что V (S(t)v) = r для всех
t ∈ R. Отсюда следует, что v ∈ E . Поскольку множество E состоит из конечного числа точек и
αφ(u

0) связно, видим, что αφ(u
0) = {u∗} для некоторой точки u∗ ∈ E . Кроме того, для любой

последовательности tn → ∞ последовательность {φ(−tn)} обладает подпоследовательностью,
сходящейся к u∗; следовательно, φ(t) → u∗ при t→ −∞. �
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Лемма 3.1.12. Пусть B — относительно компактное инвариантное подмножество про-

странства Eθ относительно {S(t) : t > 0}. Если v ∈ B, то найдутся такие v+, v− ∈ E, что

v ∈W u(v+) и v ∈W s(v−).

Доказательство. Пусть v ∈ B. Поскольку B инвариантно, существует полная орбита R ∋ t 7→
S(t)v ∈ B, проходящая через v. Поскольку B компактно, эта полная орбита компактна. Требуемое
утверждение теперь следует из предыдущей леммы. �

Из леммы 3.1.12 вытекает следующий результат.

Теорема 3.1.3 (см. [89]). Пусть A— аттрактор для градиентного полупотока {S(t) : t > 0}
с компактной резольвентой (λI −A)−1 и пусть любая точка множества E является гипербо-

лической. Тогда

A =
⋃

u∗∈E

W u(u∗).

3.2. Аппроксимация операторов по общей дискретизационной схеме

Общие примеры P-сходимости см. в [120,244,255,260].

Теорема 3.2.1. Пусть B ∈ B(E) и Bn ∈ B(En). Следующие условия эквивалентны:

(i) Bn
PP−−−→ B при n→ ∞;

(ii) ‖Bn‖ 6 const, n ∈ N, и ‖Bnpnx− pnBx‖ → 0 при n→ ∞ для любого x ∈ E;

(iii) ‖Bn‖ 6 const, n ∈ N, и ‖Bnxn−pnBx‖ → 0 при n→ ∞ для любого x ∈ E, если xn
P−−→ x ∈ E.

3.2.1. Аппроксимация спектра линейных операторов. Наиболее важную роль в аппрок-
симациях уравнения Bx = y и аппроксимациях спектра оператора B играют понятия устойчивой

и собственной сходимости. Эти понятия широко используются в различных областях численного
анализа (см. [44, 119,124,125,256,259]).

Определение 3.2.1. Будем говорить, что последовательность операторов {Bn}, Bn ∈ B(En),

n ∈ N, устойчиво сходится к оператору B ∈ B(E), если Bn
PP−−−→ B и ‖B−1

n ‖B(En) = O(1),

n→ ∞. Этот факт будем обозначать следующим образом: Bn
PP−−−→ B устойчиво.

Определение 3.2.2. Будем говорить, что последовательность операторов {Bn}, Bn ∈ B(En),

собственно сходится к оператору B ∈ B(E), если Bn
PP−−−→ B и имеет место следующая импли-

кация:

‖xn‖En = O(1) & {Bnxn} является P-компактной =⇒ {xn} является P-компактной.

Этот факт будем обозначать следующим образом: Bn
PP−−−→ B собственно.

Теорема 3.2.2 (см. [259]). Для Bn ∈ B(En) и B ∈ B(E) следующие условия эквивалентны:

(i) Bn
PP−−−→ B собственно, Bn — фредгольмовы операторы индекса 0 и N (B) = {0};

(ii) Bn
PP−−−→ B устойчиво и R(B) = E;

(iii) Bn
PP−−−→ B устойчиво и собственно;

(iv) если имеет место одно из условий (i)–(iii), то существуют B−1
n ∈ B(En) и B−1 ∈ B(E) и

B−1
n

PP−−−→ B−1 собственно и устойчиво.

Эта теорема допускает обобщение на случай замкнутых операторов B ∈ C(E) и Bn ∈ C(En)
(см. [261]). Пусть Λ ⊆ C— открытое связное множество и пусть B ∈ B(E). Для изолированной
точки λ ∈ σ(B) обозначим через W(λ;B) = P (λ)E соответствующее максимальное инвариантное
пространство (или корневое подпространство), где

P (λ) =
1

2πi

∫

|ζ−λ|=δ

(ζI −B)−1dζ
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— проектор Рисса и δ достаточно мало, так что в круге {ζ : |ζ − λ| 6 δ} нет точек спектра σ(B),
отличных от λ. Изолированная точка λ ∈ σ(B) называется точкой Рисса оператора B, если
λI −B — фредгольмов оператор нулевого индекса и P (λ) имеет конечный ранг. Пусть

W(λ, δ;Bn) =
⋃

|λn−λ|<δ,
λn∈σ(Bn)

W(λn, Bn),

где λn ∈ σ(Bn) выбраны из δ-окрестности λ. Ясно, что W(λ, δ;Bn) = Pn(λ)En, где

Pn(λ) =
1

2πi

∫

|ζ−λ|=δ

(ζI −Bn)
−1dζ.

В следующих теоремах установлена полная картина аппроксимации спектра.

Теорема 3.2.3 (см. [120,257,258]). Предположим, что Ln(λ) = λI − Bn и L(λ) = λI − B —

фредгольмовы операторы нулевого индекса для любого λ ∈ Λ и Ln(λ) → L(λ) устойчиво для

любого λ ∈ ρ(B) ∩ Λ 6= ∅. Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) для любого λ0 ∈ σ(B)∩Λ существует такая последовательность {λn}, λn ∈ σ(Bn), n ∈ N,

что λn → λ0 при n→ ∞;
(ii) если для некоторой последовательности {λn}, λn ∈ σ(Bn), n ∈ N, имеем λn → λ0 ∈ Λ при

n→ ∞, то λ0 ∈ σ(B);
(iii) для любого x ∈ W(λ0, B) существует такая последовательность {xn}, xn ∈ W(λ0, δ;Bn),

n ∈ N, что xn → x при n→ ∞;
(iv) существует такое n0 ∈ N, что dimW(λ0, δ;Bn) > dimW(λ0, B) для любого n > n0.

Замечание 3.2.1. В [256] было показано, что неравенство в (iv) может быть строгим для всех
n ∈ N.

Теорема 3.2.4 (см. [256]). Предположим, что Ln(λ) и L(λ)— фредгольмовы операторы нуле-

вого индекса для всех λ ∈ Λ и Ln(λ)
PP−−−→ L(λ) собственно для всех λ ∈ Λ и ρ(B)∩Λ 6= ∅. Тогда

справедливы утверждения (i)–(iii) теоремы 3.2.3 и, кроме того,

(iv′) существует такое n0 ∈ N, что dimW(λ0, δ;Bn) = dimW(λ0, B) для всех n > n0;
(v) любая последовательность {xn}, xn ∈ W(λ0, δ;Bn), n ∈ N, для которой ‖xn‖En = 1, явля-

ется P-компактной и любая ее предельная точка лежит в W(λ0, B).

3.2.2. Области сходимости. Теоремы 3.2.3 и 3.2.4 были обобщены на случай замкнутых опе-
раторов в [261]. Будем использовать следующее понятие, введенное Т. Като (см. [151]).

Определение 3.2.3. Область устойчивости ∆s = ∆s({An}), An ∈ C(Bn), определяется как
множество всех таких λ ∈ C, что λ ∈ ρ(An) для почти всех n, причем последовательность
{‖(λI −An)

−1‖}n∈N ограничена. Область сходимости ∆c = ∆c({An}), An ∈ C(En), опреде-
ляется как множество всех таких λ ∈ C, что λ ∈ ∆s({An}) и последовательность операторов
{(λI −An)

−1}n∈N является PP-сходящейся к некоторому оператору S(λ) ∈ B(E).

Определение 3.2.4. Последовательность операторов {Kn}, Kn ∈ C(En), называется соб-

ственно согласованной с оператором K ∈ C(E), если (Kn,K) согласованы и для любой огра-
ниченной последовательности ‖xn‖En = O(1), для которой xn ∈ D(Kn) и последовательность
{Knxn} является P-компактной, имеем, что {xn} также P-компактна, причем из P-сходимости
последовательности {xn} к некоторому x и P-сходимости последовательности {Knxn} к некото-
рому y при n→ ∞ в N

′ ⊆ N следует, что x ∈ D(K) и Kx = y.

Определение 3.2.5. Область собственной сходимости ∆r = ∆r({An}, A) определяется как
множество всех таких λ ∈ C, что (Kn,K), где Kn = λI−An иK = λI−A, собственно согласованы.

Соотношения между этими понятиями установлены в следующем предложении.
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Предложение 3.2.1 (см. [261]). Предположим, что ∆c 6= ∅ и N (S(λ)) = {0} по крайней

мере для одной точки λ ∈ ∆c, так что S(λ) = (λI −A)−1. Тогда An и A согласованы и

∆c = ∆s ∩ ρ(A) = ∆s ∩∆r = ∆r ∩ ρ(A).
В [261] было показано, что из условий «An и A согласованы, λIn−An и λI−A— фредгольмовы

операторы нулевого индекса для любого λ ∈ Λ» и «ρ(A) ∩ Λ 6= ∅» вытекают условия (i)–(iv)
теоремы 3.2.3, если ρ(A) ∩ Λ ⊆ ∆s, либо условия (i)–(iii) теоремы 3.2.3 и условия (iv)–(v) of
теоремы 3.2.4, если Λ ⊆ ∆r.

Определение 3.2.6. Точка Рисса λ0 ∈ σ(A) называется сильно устойчивой в смысле Като,
если

dimW(λ0, δ;Bn) 6 dimW(λ0, B)

для всех n > n0.

Теорема 3.2.5 (см. [261]). Точка Рисса λ0 ∈ σ(A) является сильно устойчивой в смысле Ка-

то тогда и только тогда, когда λ0 ∈ Λ ∩∆r ∩ σ(A).
Следствие 3.2.1. Предположим, что ∆cc 6= ∅. Тогда ∆cc = ∆c ∩ ρ(A).

Доказательство. Ясно, что ∆cc ⊆ ∆c ∩ ρ(A). Чтобы доказать, что ∆cc ⊇ ∆c ∩ ρ(A), рассмотрим
тождество Гильберта (2.3.5). Пусть µ ∈ ∆cc. Тогда µ ∈ ∆cc ∩ ∆c ∩ ρ(A). Таким образом, для
любого ζ ∈ ∆c∩ρ(A) и любой ограниченной последовательности {xn}, n ∈ N, последовательность
{(ζIn −An)

−1xn} является P-компактной. �

Теорема 3.2.6. Предположим, что ∆cc 6= ∅. Тогда ∆r = C.

Доказательство. Возьмем произвольную точку λ1 ∈ C. Мы должны доказать, что λ1I − An

и λ1I − A собственно согласованы. Предположим, что ‖xn‖En = O(1) и последовательность
{(λ1In −An)xn} является P-компактной. Для доказательства P-компактности последовательно-
сти {xn} возьмем µ ∈ ∆cc. Используя (2.3.5) при ζ = λ1, получим

xn = (µIn −An)
−1(λ1In −An)xn + (λ1 − µ)(µIn −An)

−1xn

и, следовательно, последовательность {xn} является P-компактной. Предположим теперь, что

xn
PP−−−→ x и (λ1In −An)

−1xn
P−−→ y при n→ ∞ в N

′ ⊆ N. Тогда

x = (µI −A)−1y − (λ1 − µ)(µI −A)−1x,

откуда следует, что x ∈ D(A) и (λ1I −A)x = y. �

Из теоремы 3.2.6 следует, что в случае ∆cc 6= ∅ все предположения теоремы 3.2.4 выполнены.
Аналогично оператору Θ(η, u) (см. уравнение (3.1.14)) введем оператор Θn(ηn, un). Предпо-

ложим, что ηn
Pθ

−−−→ η, например, ηn = pθnη. Переписав уравнение (1.4.5) для новой функции
wn(t) = un(t) − u∗n, что дает нам возможность работать в окрестности точки u∗n, приходим к
уравнению

w′
n(t) = Anwn(t) + f ′n(u

∗
n)wn(t) + fn

(
wn(t) + u∗n

)
− fn

(
u∗n(t)

)
− f ′n(u

∗
n)wn(t). (3.2.1)

Если оператор Pn — проектор, определенный спектральным множеством

σ+n =
{
λ ∈ σ(An + f ′n(u

∗
n)) : Reλ > 0

}
,

и Wn = PnE
θ
n, то пространство Wn изоморфно пространству W = PEθ; изоморфизм задается

оператором Ξn = Pnp
θ
n. Этот оператор является ограниченным и имеет ограниченный обратный

Ξ−1
n , причем нормы отображений Ξn и Ξ−1

n равномерно ограничены при n > n0. Напомним, что

Pn — такие проекторы, что Pn
Pθ

−−−→ P (σ+) компактно (определение P (σ+) см. в п. 3.1.3). При по-
мощи указанных изоморфизмов мы отождествим все пространства Wn и PnEn с фиксировааным
пространством W .
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Теперь разложим уравнение (3.2.1) следующим образом. Если wn(·)— решение уравне-
ния (3.2.1), то можем записать

wn(t) = vn(t) + zn(t), где vn(t) = Pnwn(t), zn(t) = (In − Pn)wn(t).

Следовательно, если обозначить через Bn ограниченный линейный оператор, определенный как
сужение оператора An на PnEn, получим

v′n = Bnvn(t) + Pn

(
fn(vn + zn + u∗n)− fn(u

∗
n)− f ′n(u

∗
n)(vn + zn)

)
,

z′n = Anzn + f ′n(u
∗
n)z + (In − Pn)

(
fn(vn + zn + u∗n)− fn(u

∗
n)− f ′n(u

∗
n)(vn + zn)

)
.

Введем обозначения

Hn(vn, zn) = Pn

(
fn(vn + zn + u∗n)− fn(u

∗
n)− f ′n(u

∗
n)(vn + zn)

)
,

Gn(vn, zn) = (In − Pn)
(
fn(vn + zn + u∗n)− fn(u

∗
n)− f ′n(u

∗
n)(vn + zn)

)
.

Таким образом, имеем Hn(0, 0) = 0 и Gn(0, 0) = 0. Из непрерывной дифференцируемости функ-
ций Hn и Gn и оценок из раздела 3.5, которые выполняются равномерно по n, следует, что для
данного ρ > 0 существуют такие n0 > 0 и δ > 0, что если ‖vn‖Wn + ‖zn‖Eθ

n
< δ и n > n0, то





∥∥Hn(vn, zn)
∥∥
Wn

6 ρ,
∥∥Gn(vn, zn)

∥∥
En

6 ρ,
∥∥Hn(vn, zn)−Hn(ṽn, z̃n)

∥∥
Wn

6 ρ
(
‖vn − ṽn‖Wn + ‖zn − z̃n‖Eθ

n

)
,

∥∥Gn(vn, zn)−Gn(ṽn, z̃n)
∥∥
En

6 ρ
(
‖vn − ṽn‖Wn + ‖zn − z̃n‖Eθ

n

)
.

(3.2.2)

Возможность выбора ρ и δ, удовлетворяющих приведенным выше неравенствам равномерно по
n > n0, является ключевым моментом при установлении того факта, что локально неустойчивые
многообразия определены в малой «окрестности» точки равновесия un равномерно при n > n0.

Пусть Ãn = (An + f ′n(u
∗
n))
∣∣
(In−Pn)Eθ

n
. Тогда уравнение (3.2.1) можно переписать следующим

образом: {
v′n(t) =

(
An + f ′n(u

∗
n)
)
Pnvn(t) +Hn

(
vn(t), zn(t)

)
,

z′n(t) =
(
An + f ′n(u

∗
n)
)
(In − Pn)zn(t) +Gn

(
vn(t), zn(t)

)
,

(3.2.3)

где Hn и Gn удовлетворяют неравенствам (3.2.2) для всех vn(·) ∈Wn и zn(·) ∈ (In − Pn)E
θ
n.

Пусть M,ω > 0 и

ΩM,ω =
{(
v(·), z(·)

)
∈ C0

(
(−∞, 0];PEθ

)
× C0

(
(−∞, 0]; (I − P )Eθ

)
:

‖v(t)‖Eθ , ‖z(t)‖Eθ 6Meωt, t 6 0
}
.

Теорема 3.2.7. Оператор Θ(η, ·) : ΩM,ω ⊂ Υ → Υ компактен.

Доказательство. Рассмотрим последовательности ограниченных функций {vk(·)} и {zk(·)},
vk, zk ∈ ΩM,ω, k ∈ N. Тогда операторы

(−A)θ
t∫

0

e(t−s)(A+f ′(u∗))QH(vk(s), zk(s))ds, (−A)θ
t∫

−∞

e(t−s)(A+f ′(u∗))(I −Q)G(vk(s), zk(s))ds

отображают эти последовательности в некоторые компактные последовательности. Действитель-
но, легко проверить равномерную ограниченность и компактность для любого фиксированного
t < 0. Чтобы проверить равностепенную непрерывность, заметим, что

∥∥∥∥∥∥
(−A)θ

t∫

0

e(t−s)(A+f ′(u∗))QH(vk(s), zk(s))ds

∥∥∥∥∥∥
6 ǫ,



АТТРАКТОРЫ, ЗАТЕНЕНИЕ И АППРОКСИМАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 39

если ‖vk(s)‖, ‖zk(s)‖ 6 δ при t 6 tǫ. Таким образом, применяя теорему Арцела—Асколи на
интервале [tǫ, 0], получим равностепенную непрерывность (ср. теорему 1.4.3). �

Теорема 3.2.8. Операторы

Θn(ηn, ·) : ΩM,ω
n ⊂ Υn → Υn, Θ(η, ·) : ΩM,ω ⊂ Υ → Υ

сходятся компактно: Θn(ηn, ·) → Θ(η, ·).

Доказательство. Напомним, что
∥∥un(·)

∥∥
Υn

=
∥∥(u1n(·), u2n(·)

)∥∥
Υn

= sup
−∞<t60

∥∥u1n(t)
∥∥
PnEθ

n
+ sup

−∞<t60

∥∥u2n(t)
∥∥
(In−Pn)Eθ

n

и u1n(−∞) = u2n(−∞) = 0. Таким образом, дискретная сходимость Υn ∋ un(·) → u(·) ∈ Υ означает,
что

sup
−∞<t60

∥∥u1n(t)− pθnu
1(t)
∥∥
PnEθ

n
+ sup

−∞<t60

∥∥u2n(t)− pθnu
2(t)
∥∥
(In−Pn)Eθ

n
→ 0 при n→ ∞.

Проверим, что из условия ‖un(·)‖Υn = O(1) вытекает компактность последовательности
{Θn(ηn, un(·))}. Применим теорему Арцела—Асколи к последовательностям



(−An)

θ

t∫

0

e(t−s)
(
An+f ′

n(u
∗

n)
)
PnHn

(
vkn(s), z

k
n(s)

)
ds



 ,



(−An)

θ

t∫

−∞

e(t−s)
(
An+f ′

n(u
∗

n)
)
(In − Pn)Gn

(
vkn(s), z

k
n(s)

)
ds



 .

Имеем ∥∥∥∥∥∥
(−An)

θ

t∫

0

e(t−s)AnHn

(
vkn(s), z

k
n(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
6 ǫ

для t 6 tǫ в силу (3.2.2). Теперь применим теорему Арцела—Асколи к последовательностям
функций



(−An)

θ

t∫

0

e(t−s)(An+f ′

n(u
∗

n))PnHn

(
vkn(s), z

k
n(s)

)
ds



 ,



(−An)

θ

t∫

−∞

e(t−s)(An+f ′

n(u
∗

n))(In − Pn)Gn

(
vkn(s), z

k
n(s)

)
ds





на отрезке [tǫ, 0]; это делается как в теореме 1.4.3. �

3.3. Аппроксимация аттракторов

Далее будет получена сходимость аттракторов. Мы используем определение 2.1.1, чтобы сфор-
мулировать утверждения леммы 2.1.1. Эти выводы будут важны для работы с полунепрерывно-
стью сверху и снизу.

3.3.1. Полунепрерывность аттракторов сверху. В этом пункте, используя результаты о
непрерывности нелинейных полупотоков и сформулированные ниже леммы, мы докажем, что
семейство аттракторов {An} полунепрерывно сверху.

Как и ранее, предположим, что операторы An порождают аналитические C0-полугруппы, удо-
влетворяющие оценкам ∥∥etAn

∥∥ 6Me−tω̃, t > 0,
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где ω̃ > 0, резольвенты (λIn−An)
−1 компактны для некоторого λ ∈ ρ(An) и сходятся компактно,

(λIn − An)
−1 → (λI − A)−1 для некоторого λ ∈

∞⋂
n=1

ρ(An) ∩ ρ(A) и fn(·) : Eθ
n → En — глобальнно

липшицевы, ограниченные (т.е. найдется такая константа K̃ > 0, что ‖fn(w)‖E 6 K̃ для всех
wn ∈ Eθ

n) и непрерывно дифференцируемые по Фреше функции.

Лемма 3.3.1. Для данного θ 6 γ < 1 существует такая не зависящая от n константа Nγ ,

что

sup
n∈N

sup
un∈An

‖un‖Eγ
n
6 Nγ .

Кроме того, любая последовательность {un}, un ∈ An, обладает P-сходящейся подпоследова-

тельностью.

Доказательство. Первое утверждение леммы непосредственно следует из инвариантности ат-
трактора и формулы вариации постоянной. Чтобы получить второе утверждение, достаточно
применить лемму 3.5.5. �

Теорема 3.3.1. Пусть An и A— аттракторы задач (1.2.16) и (1.4.5) соответственно. Если

последовательность {x∗n}, x∗n ∈ An, Pθ-сходится к некоторой точке x∗, то x∗ ∈ A и {An}
является Pθ-полунепрерывной сверху на бесконечности.

Доказательство. Предположим, что x∗n ∈ En. В этом случае согласно предложению 3.3.1 имеем
x∗ ∈ A. Предположим теперь, что x∗n не принадлежит En. Тогда x∗n может сходиться к некото-
рой точке в E , и в этом случае доказывать нечего. Рассмотрим случай, когда предельная точка

x∗n
P−−→ x не лежит в E . В этой ситуации рассмотрим траектории, начинающиеся в этих точках

при un(0) = x∗n и u(0) = x в обратном направлении времени. На интервале (−∞, 0] полные траек-
тории un(t), t ∈ (−∞, 0], должны быть равномерно ограничены по n и t, поскольку функции fn(·)
равномерно ограничены по n и все аттракторы An равномерно ограничены по n. По лемме 3.3.1
любая последовательность {yn}, yn ∈ An, n ∈ N, дискретно компактна. Взяв теперь ограниченные
траектории un(·), проходящие через yn, и рассматривая последовательность {un(−1)}, получим,
что {un(−1)} также является дискретнно компактной. Взяв подпоследовательность n ∈ N

′ ⊂ N,
убеждаемся, что

un(−1)
Pθ

−−−→ ũ(−1) при n→ ∞, n ∈ N
′.

Отсюда следует, что

Sn(t)un(−1) → S(t)ũ(−1) для любого t ∈ [0, T ],

и, в частности,

Sn(1)un(−1) = x∗n
P−−→ S(1)ũ(−1) = x.

Теперь, взяв последовательность un(−2), заключаем, что траектория S(t)ũ(−2) ограничена при
t > 0 совпадает с траекторией S(t)ũ(−1) при t > 0 для общих значений t. Подобным образом
можно построить ограниченную траекторию u(t), t ∈ R, содержащую точку x. Таким образом,
x ∈ A. �

3.3.2. Аппроксимация множеств равновесия. Рассмотрим следующее семейство нелиней-
ных задач в банаховых пространствах En:

Anun + fn(un) = 0. (3.3.1)

Предложение 3.3.1. Предположим, что ∆cc 6= ∅ и уравнения (3.3.1) имеют решения {u∗n},
n ∈ N. Тогда, переходя при необходимости к подпоследовательностям, можно утверждать,

что найдется такое решение u∗ уравнения (3.1.4), что
∥∥u∗n − pθnu

∗
∥∥
Eθ

n
→ 0 при n→ ∞.
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Доказательство. Ясно, что

u∗n +A−1
n fn(u

∗
n) = 0.

Поскольку A−1
n

PP−−−→ A−1 компактно по лемме 3.5.5 и функции fn(·) ограничены равномерно
по n ∈ N, заключаем, что найдутся такие подпоследовательность (обозначим ее также симво-

лом u∗n) и точка u∗, что u∗n
Pθ

−−−→ u∗. Из непрерывности функций fn(·) и сходимости резольвент

A−1
n

PP−−−→ A−1 следует, что u∗ + A−1f∗(u∗) = 0; это эквивалентно тому факту, что u∗ — решение
уравнения (3.1.4). �

Предложение 3.3.2. Предположим, что A−1
n

PP−−−→ A−1 компактно и fn(xn)
P−−→ f(x) при

xn
Pθ

−−−→ x. Предположим также, что u∗ — гиперболическое решение уравнения (3.1.4). Тогда

существует такое n0, что при n > n0 уравнения (3.3.1) имеют по крайней мере одну последо-

вательность решений {u∗n}. Любая последовательность {u∗n}, n ∈ N, является Pθ-компактной,

и Pθ-предельная точка последовательности {u∗n}, n ∈ N, есть решение u∗ уравнения (3.1.4),

т.е. u∗n
Pθ

−−−→ u∗ при n ∈ N
′ ⊂ N.

Доказательство. Как и в теореме 3.1.1, существует шар U(u∗, δ), не содержащий неподвижных
точек, кроме u∗, и мы имеем

∣∣ ind(u∗, I +A−1f(·))
∣∣ = 1. Компактная сходимость

A−1
n fn(·) PP−−−→ A−1f(·)

следует из ограниченности и непрерывности функций fn(·) и компактной сходимости

A−1
n

PP−−−→ A−1. Теперь из компактной сходимости A−1
n fn(·) → A−1f(·) получаем (см. [259, теоре-

ма 3]), что

ind
(
u∗, I +A−1f(·)

)
= γ

(
In +A−1

n fn(·), ∂U(pnu∗, δ)
)
, n > n0.

Это означает, что в любом шаре U(pnu∗, δ), n > n0, существует по крайней мере одна неподвижная
точка u∗n. Эта последовательность {u∗n} является Pθ-компактной и сходится на подпоследователь-
ностях к u∗. �

В случае, когда известна дифференцируемость соответствующих функций, имеем более стро-
гий результат.

Предложение 3.3.3. Предположим, что уравнение (3.1.4) имеет решение u∗, являющееся

гиперболической точкой. Предположим также, что в шарах, построенных вокруг точек pθnu
∗,

существуют производные Фреше функций fn(·), причем f ′n(un) равномерно непрерывны по n
в шарах U(pθnu∗, δ) для некоторого δ > 0. Тогда существуют такие n0 и δ > 0, что уравне-

ния (3.3.1) имеют единственные решения u∗n в
{
wn : ‖wn − pθnu

∗‖Eθ
n
6 δ

}
при n > n0. Кроме

того, ∥∥u∗n − pθnu
∗
∥∥
Eθ

n
→ 0 при n→ ∞.

Доказательство. Докажем, что в окрестности решения u∗ уравнения (3.1.4) найдется единствен-
ное решение u∗n уравнения (3.3.1). Кроме того, поскольку f ′n(·) равномерно непрерывны по n,
найдется такое δ > 0, что из неравенства

∥∥u∗n − pθnu
∗
∥∥
Eθ

n
< δ

следует

M
∥∥f ′n(u∗n)− f ′n(p

θ
nu

∗)
∥∥
B(Eθ

n,En)
<

1

(2C)
.

По лемме 3.5.6, σ
(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)

не пересекается с мнимой осью и найдется такая константа
M > 0, что ∥∥∥

(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)−1
∥∥∥
B(En,Eθ

n)
6M.



42 С. И. ПИСКАРЕВ, А. В. ОВЧИННИКОВ

Если un — решение уравнения (3.3.1), то

0 = Anun + f ′n(p
θ
nu

∗)un + fn(un)− f ′n(p
θ
nu

∗)un =

=
(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)(
un +

(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)−1(

fn(un)− f ′n(p
θ
nu

∗)un
))
.

Поскольку
(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)

обратим, доказательство того факта, что un — решение уравне-
ния (3.3.1), эквивалентно доказательству того факта, что un является неподвижной точкой отоб-
ражения

Φn(un) = −
(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)−1(

fn(un)− f ′n(p
θ
nu

∗)un
)
.

Из сходимости резольвент и непрерывности fn(·) и f ′n(p
θ
nu

∗) следует, что

Φn(p
θ
nu

∗) → −
(
A+ f ′(u∗)

)−1(
f(u∗)− f ′(u∗)u∗

)
= u∗. (3.3.2)

Далее, покажем, что для достаточно малого δ > 0 и n > n0 отображение Φn является сжи-
мающим отображением из замкнутого шара Ū(pnu∗, δ) в себя. Во-первых, проверим, что Φn —
сжимающее отображение (равномерно по n ∈ N), т.е.
∥∥∥Φn(un)−Φn(vn)

∥∥∥
Eθ

n

=
∥∥∥
(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)−1(

fn(un)− fn(vn)− f ′n(p
θ
nu

∗)(un − vn)
)∥∥∥

Eθ
n

6

6

∥∥∥
(
An + f ′n(p

θ
nu

∗)
)−1
∥∥∥
L(En,Eθ

n)

∥∥∥fn(un)− f(vn)− f ′n(p
θ
nu

∗)(un − vn)
∥∥∥
En

6

6M
∥∥∥
(
f ′n
(
sun + (1− s)vn

)
− f ′n(pnu

∗)
)
(un − vn)

∥∥∥
En

6

6M
∥∥∥f ′n
(
sun + (1− s)vn

)
− f ′n

(
pθnu

∗
)∥∥∥

L(Eθ
n,En)

‖un − vn‖Eθ
n
6

1

2C
‖un − vn‖Eθ

n

для некоторого 0 6 s 6 1 и n > n0. Чтобы показать, что Φn отображает U(pnu∗, δ) в себя, заметим,
что если un ∈ U(pnu∗, δ), то

∥∥Φn(un)− pnu
∗
∥∥
Eθ

n
6
∥∥Φn(un)−Φn(pnu

∗)
∥∥
Eθ

n
+
∥∥Φn(pnu

∗)− pnu
∗
∥∥
Eθ

n
6

6
δ

2
+
∥∥Φn(pnu

∗)− pnu
∗
∥∥
Eθ

n
.

Из (3.3.2) следует, что существует такое n0, что

∥∥Φn(un)− pnu
∗
∥∥
Eθ

n
6

3δ

4
при n > n0.

Отсюда следует, что если un ∈ Ū(pθnu∗, δ), то
∥∥Φn(un)− pθnu

∗
∥∥
Eθ

n
6 δ

и, следовательно, Φn : U(pnu∗, δ) → U(pnu∗, δ) — сжимающее отображение для всех n > n0. По-
этому в шаре U(pθnu∗, δ) имеется единственная неподвижная точка уравнения (3.3.1).

Для доказательства сходимости u∗n
Pθ

−−−→ u∗ поступим следующим образом:
∥∥pθnu∗ − u∗n

∥∥
Eθ

n
=
∥∥Φn(u

∗
n)− pnu

∗
∥∥
Eθ

n
6
∥∥Φn(u

∗
n)− Φn(pnu

∗)
∥∥
Eθ

n
+
∥∥Φn(pnu

∗)− pnu
∗
∥∥
Eθ

n
.

Из того факта, что Φn — равномерно сжимающее отображение в Eθ
n, получаем

∥∥pθnu∗ − u∗n
∥∥
Eθ

n
6 2
∥∥Φn(p

θ
nu

∗)− pθnu
∗)
∥∥
Eθ

n
.

Теперь из (3.3.2) вытекает требуемая сходимость. �

В качестве непосредственного следствия предложения 3.3.3 получаем следующую теорему.

Теорема 3.3.2. Предположим, что уравнение (3.1.4) имеет в точности m решений (точек

равновесия) u1, . . . , um, причем все гиперболические. Предположим, что для любой точки ui и

любого ǫ > 0 существует такое δ > 0, что
∥∥f ′n(un)− f ′n(p

θ
nu

i)
∥∥
En

6 ǫ, если
∥∥un − pθnu

i
∥∥
Eθ

n
6 δ.
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Тогда существует такое n0, что для всех n > n0 уравнения (3.3.1) имеют ровно m решений

u1n, . . . , u
m
n . Кроме того,

∥∥ukn − pθnu
k
∥∥
Eθ

n
→ 0 при n→ ∞ для любого k = 1, . . . ,m.

Доказательство. Согласно предложению 3.3.1 имеем, что любое решение ukn уравнения (3.3.1),
n→ ∞, лежит в окрестности множества точек равновесия уравнения (3.1.4). Согласно предложе-
нию 3.3.3, окрестность точки uk содержит лишь одно решение уравнения (3.3.1), которое сходится
к uk, что и доказывает требуемый результат. �

3.4. Аппроксимация неустойчивых многообразий

Напомним, что мы предположили, что все равновесные решения задачи (1.2.16) являются
гиперболическими. Предположим также, что каждое решение u∗ уравнения (3.1.4) таково, что
спектр σ(A+ f ′(u∗)) оператора A+ f ′(u∗) не пересекается с мнимой осью.

Предложение 3.4.1. Пусть A— секториальный оператор с компактной резольвентой и

f ′(u∗) ∈ B(Eθ, E). Тогда оператор (A + f ′(u∗)) также является секториальным с компакт-

ной резольвентой.

Предложение 3.4.1 непосредственно следует из [136, теоремы 1.3.2 и 1.4.8].
Из предложения 3.4.1 следует, что

σ+ = σ
(
(A+ f ′(u∗))

)
∩ {λ ∈ C : Reλ > 0}

состоит из конечного числа (возможно, нулевого) собственных значений конечной кратности,
причем найдутся такие β > 0 и проектор P (σ+) конечного ранга, что





∥∥e(A+f ′(u∗))tP
∥∥
B(E)

6Meβt, t 6 0,
∥∥e(A+f ′(u∗))t(I − P )

∥∥
B(E,Eθ)

6Mt−θe−βt, t > 0, θ > 0.
(3.4.1)

Предложение 3.4.2. Пусть u∗n
Pθ

−−−→ u∗, где u∗n — решение уравнения (3.3.1) и u∗ — гипербо-

лическое решение уравнения (3.1.4). Предположим, что

(λIn −An)
−1 PP−−−→ (λI −A)−1 компактно.

Тогда найдется такое n > n0, что σ(An + f ′n(u
∗
n)) не пересекается с мнимой осью при n > n0 и

∥∥(An + f ′n(u
∗))−1

∥∥ 6 C,

где C не зависит от n. Кроме того, если Pn — проектор, определенный спектральным множе-

ством

σ+n =
{
λ ∈ σ(An + f ′n(u

∗
n)) : Reλ > 0

}
,

то Pn сходится компактно к P при n → ∞ (таким образом, rank(Pn) = rank(P ) при n > n0) и

семейство множеств σ+n сходится, σ+n → σ+, в смысле условий (i)–(iii) теоремы 3.2.3 и усло-

вий (iv)–(v) теоремы 3.2.4.

Предложение 3.4.2 вытекает из леммы 3.5.6 и теоремы 3.2.4.

Предложение 3.4.3. Предположим, что

(λIn −An)
−1 PP−−−→ (λI −A)−1 компактно.

Тогда для достаточно большого n равновесие u∗n уравнения (3.3.1) является гиперболическим и

найдется такое β > 0, что если Pn — проектор, определенная спектральным множеством σ+n ,

то 



∥∥et(An+f ′

n(u
∗

n))Pn

∥∥
B(En)

6Meβt, t 6 0,
∥∥et(An+f ′

n(u
∗))(In − Pn)

∥∥
B(En,Eθ

n)
6Mt−θe−βt, t > 0, θ > 0.

(3.4.2)

Доказательство предложения 3.4.3 аналогично доказательству теоремы 3.5.3.
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Теорема 3.4.1. Пусть ∆cc 6= ∅ и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (1.2.16).
Тогда для достаточно малого δ > 0 уравнение (3.1.14) имеет такое решение ζ∗(·), что уравнения

ζn(t) = Θn(ηn, ζn(t))

имеют решения ζ∗n(·), n > n0, причем ζ∗n(t) → ζ∗(t) равномерно по t ∈ (−∞, 0] при n→ ∞.

Доказательство. Известно, что
∣∣ ind(ζ0, I − Θ)

∣∣ = 1 при ζ0 = 0. Согласно [21, теорема 54.1],

существуют такие ρ и δ > 0, что
∣∣ ind(ζ, I − Θ)

∣∣ = 1 при ‖η − 0‖ 6 δ и ‖ζ − 0‖ 6 ρ. Соглас-

но теореме 3.2.8 видим, что Θn → Θ компактно, так что γ(In − Θn, ∂Ω
M,ω
n ) = ind(ζ, I − Θ) и,

следовательно, уравнение
ζn(t) = Θn(ηn, ζn(t))

имеет по крайней мере одно решение ζ∗n в любом множестве ΩM,ω
n , n > n0. Последовательность

{ζ∗n} дискретно компактна и ζ∗n → ζ∗ при n→ ∞. �

Предложение 3.4.4. Предположим также, что u∗ — гиперболическое равновесие зада-

чи (1.2.16) и нуль не принадлежит спектру оператора A + f ′(u∗) : D(A) ⊂ E → E. Предпо-

ложим, что (
λIn −An

)−1 PP−−−→ (λI −A)−1 компактно

и
∥∥fn(un) − f ′n(p

θ
nu

∗)
∥∥ стремится к нулю равномерно по n, т.е. сходится к нулю при

‖un − pθnu
∗‖Eθ

n
→ 0. Тогда существуют такие δ и n0 > 0, что u∗n имеет локальное неустой-

чивое многообразие W u
loc(u

∗
n) ⊂ Eθ

n при n > n0. Если ввести обозначение

W u
n,δ(u

∗
n) =

{
wn ∈W u

loc(u
∗
n) :

∥∥wn − u∗n
∥∥
Eθ

n
< δ
}
, n > n0,

то W u
n,δ(u

∗
n) сходится к W u

δ (u
∗) при n→ ∞, т.е.

sup
wn∈Wu

n,δ(u
∗
n)

inf
w∈Wu

δ (u∗)

∥∥wn − pθnw
∥∥
Eθ

n
+ sup

w∈Wu
δ (u∗)

inf
wn∈Wu

n,δ(u
∗
n)

∥∥wn − pθnw
∥∥
Eθ

n
→ 0 при n→ ∞.

Доказательство. Заметим, что согласно предложению 3.3.3, уравнения (3.3.1) имеют такие един-
ственные решения u∗n вблизи u∗, что

∥∥u∗n−pθnu∗
∥∥
Eθ

n
→ 0 при n→ ∞. Согласно предложению 3.4.2

отсюда следует, что спектр оператор An + f ′n(u
∗
n) непрерывен при n→ ∞.

Кроме того, для некоторого положительного M и β, не зависящего от n, согласно предложе-
нию 3.4.3 имеем ∥∥eÃntzn

∥∥
Eθ

n
6Me−βt‖zn‖Eθ

n
, t > 0,

∥∥eÃntzn
∥∥
Eθ

n
6Mt−θe−βt‖zn‖En , t > 0,

∥∥eBntvn
∥∥
Wn

6Meβt‖vn‖Wn , t 6 0.

(3.4.3)

Покажем теперь, что для достаточно малого ρ > 0 найдется неустойчивое многообразие для u∗n

W u
n =

{(
vn(·), zn(·)

)
: zn(·) ∈ (In − Pn)E

θ
n, vn(·) ∈Wn

}
.

Как и в теореме 3.1.2, введем операторы Θn и вектор ζn(t) =

(
vn(t)

zn(t)

)
. Из неравенств (3.2.2)

получим, что найдется такое положительное δ, что операторы Θn(ηn, ·) дифференцируемы по
Фреше в шарах U(pθnζ∗, δ) и для любого ǫ > 0 найдется такое δǫ > 0, что

∥∥Θ′
n(ηn, ζn)−Θ′

n(ηn, p
θ
nζ

∗)
∥∥ 6 ǫ при

∥∥ζn(·)− pθnζ
∗(·)
∥∥
Υn

6 δǫ.

Ясно также, что условия
∥∥pθnζ∗(·)−Θn(ηn, p

θ
nζ

∗(·))
∥∥
Υn

→ 0,
∥∥∥
(
In −Θ′

n

(
ηn, p

θ
nζ

∗(·)
))−1∥∥∥ 6 const

выполнены при n→ ∞. Тогда согласно [259, теорема 2] заключаем, что существуют такие n0 ∈ N

и 0 < δ0 6 δ, что уравнения (3.2.3) имеют единственое решение ζ∗n(·) в шаре U(pθnζ∗, δ0) при n > n0
и ζ∗n → ζ∗ при n→ ∞. �
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Из предложения 3.4.4 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.4.1. Предположим, что условия предложения 3.4.4 выполнены, уравне-

ние (3.1.4) имеет в точности m решений u1, . . . , um, причем все они являются гиперболиче-

скими. Тогда существует такое достаточно малое δ > 0, что уравнение (3.3.1) имеет ровно

m решений и их локальные неустойчивые многообразия W u
δ (u

k
n), k = 1, . . . ,m, обнаруживают

непрерывное поведение в Eθ
n при n→ ∞.

3.4.1. Полунепрерывность аттракторов снизу.

Теорема 3.4.2. Пусть A и An — аттракторы для задач (1.2.16) и (1.4.5) соответственно.

Предположим, что задача (1.2.16) имеет градиентную структуру и все точки равновесия яв-

ляются гиперболическими. Если x∗ ∈ A, тогда существует такая последовательность точек

{x∗n}, x∗n ∈ An, что x∗n
Pθ

−−−→ x∗ и последовательность аттракторов {An} является Pθ-полуне-

прерывной снизу на бесконечности.

Доказательство. Предположим, что x∗ ∈ E . Утверждение теоремы следует из предложения 3.3.2.
Действительно, предположим, что x∗ лежит на неустойчивом многообразии. Тогда, двигаясь в
обратном направлении по времени вдоль некоторой траектории из точки x∗, можно прийти в
некоторую точку y в окрестности некоторой точки равновесия, которая, как известно из теоре-
мы 3.4.1, аппроксимируется точками yn ∈ An. Теперь, стартуя из точек yn, согласно теореме 2.3.3,
получим утверждение теоремы 3.4.2. �

3.5. Вспомогательные результаты

Лемма 3.5.1. Предположим, что Bn
PP−−−→ B компактно, операторы B и Bn компактны и

N (I +B) = {0}. Тогда существуют такие n0 > 0 и M > 0, что
∥∥(In +Bn)

−1
∥∥
B(En)

6M, n > n0. (3.5.1)

Доказательство. Поскольку из компактной сходимости Bn
PP−−−→ B следует собственная сходи-

мость In +Bn
PP−−−→ I +B, требуемый результат вытекает из теоремы 3.2.2. �

Лемма 3.5.2. Пусть ∆cc 6= ∅. Тогда для любого λ ∈ ρ(A) найдется такое nλ > 0, что

λ ∈ ρ(An) для всех n > nΛ, причем существует такая константа Mλ > 0, что
∥∥(λIn −An)

−1
∥∥ 6Mλ, n > nΛ.

Кроме того,
(
λIn −An

)−1 PP−−−→ (λI −A)−1 компактно.

Доказательство. Требуемый результат вытекает из леммы 3.5.1 и следствия 3.2.1. �

Лемма 3.5.3. Предположим, что ∆cc 6= ∅ и резольвенты
(
λI−A

)−1
и
(
λIn−An

)−1
компакт-

ны. Пусть Λ— компактное подмножество множества ρ(A). Тогда найдется такая константа

nΛ > 0, что Λ ⊂ ρ(An) для всех n > nΛ и

sup
λ∈Λ,
n>nΛ

∥∥∥
(
λIn −An

)−1
∥∥∥ <∞. (3.5.2)

Кроме того, для любого u ∈ E имеем

sup
λ∈Λ

∥∥∥
(
λIn −An

)−1
pnu− pn

(
λI −A

)−1
u
∥∥∥→ 0. (3.5.3)

Доказательство. Во-первых, докажем, что найдется такое nΛ > 0, что Λ ⊂ ρ(An) для всех
n > nΛ. Предположим противное; тогда найдутся такие последовательности kn → ∞ и {λkn} ∈ Λ,
что λkn — собственное значение оператора Akn . Так как Λ компактно, можно предположить, что
найдется такое λ̄ ∈ Λ, что λkn → λ̄. Из теоремы 3.2.3(ii) теперь следует, что λ̄ ∈ σ(A), противоре-
чие.
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Для доказательства (3.5.2) достаточно убедиться, что

sup
λ∈Λ,
n>nΛ

∥∥∥
(
I − λA−1

n

)−1
∥∥∥ <∞.

Предположим противное, т.е. пусть kn → ∞ и λkn ∈ Λ— такая последовательность (можно пред-
положить, что λkn сходится к λ̄ ∈ Λ), что

∥∥∥
(
I − λknA

−1
kn

)−1
∥∥∥→ ∞.

Поскольку λknA
−1
hn

сходится компактно к λ̄A−1, это противоречит лемме 3.5.1.

Осталось доказать (3.5.3). Предполагая, что найдутся такие последовательности kn → ∞ и
Λ ∋ λkn → λ̄ ∈ Λ, и ǫ > 0, что

∥∥∥
(
λknIkn −Akn

)−1
pknu− pkn

(
λknI −A

)−1
u
∥∥∥ > ǫ, (3.5.4)

приходим к противоречию с тем фактом, что
∥∥∥
(
λIn −An

)−1
pnu− pn

(
λI −A

)−1
u
∥∥∥→ 0 при λ = λ̄,

и оценкой (3.5.2). �

Далее, покажем, что из компактной сходимости операторов A−1
n к A−1 следует, что резоль-

вентное множество оператора An содержит некоторый фиксированный сектор при почти всех n.
Введем обозначение

Σφ,ω̄ =
{
λ ∈ C :

∣∣ arg(λ− ω̄)
∣∣ < π − φ

}
.

Лемма 3.5.4. Предположим, что ∆cc 6= ∅ и выполнены условия (1.1.3) и (B1). Тогда най-

дутся такие сектор Σφ̄,−ω, φ < φ̄ < π/2, 0 < ω < ω̃, и константы nω > 0 и Mω, что

∥∥(λIn −An)
−1
∥∥ 6

Mω

|λ− ω| для всех λ ∈ Σφ̄,−ω и n > nω. (3.5.5)

Доказательство. Пусть ω < ω1 < ω̃. Рассмотрим область

Λ =
{
λ ∈ C : Reλ > ω1, λ /∈ Σφ,ω̄

}
.

Тогда Λ— компактное множество и Λ ⊂ ρ(A). Из леммы 3.5.3 следует, что найдется такая кон-
станта nΛ > 0, что Λ ⊂ ρ(An) для всех n > nΛ и

sup
λ∈Λ,
n>nΛ

∥∥∥
(
λIn −An

)−1
∥∥∥ <∞. (3.5.6)

Если выбрать φ̄ < π/2 так, что

Σφ̄,ω ∩
{
λ ∈ Σφ,ω̃ : Reλ < ω1

}
= ∅,

получим, что Σφ̄,ω ⊂ ρ(An) для всех n > nΛ. Оценка (3.5.5) следует из (3.5.6) и оценки (B1). �

Лемма 3.5.5. Пусть An и A таковы, что выполнены условия (1.1.3), (B1) и ∆cc 6= ∅. Тогда

A−θ
n

PP−−−→ A−θ компактно

для любого 0 < θ < 1.

Доказательство. Пусть сектор Σφ̄,−ω — такой же, как в лемме 3.5.4, и Ω— его граница. Имеем

(−An)
−θ =

1

2πi

∫

Ω

(−λ)−θ(λIn −An)
−1dλ.
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По лемме 3.5.4 указанный интеграл абсолютно и равномерно сходится при n > nω. Следовательно,
при заданном ǫ > 0 можно разбить на части контур интегрирования Ω = Ωǫ

1 ∪Ωǫ
2 таким образом,

что Ωǫ
1 ограничена и

1

2πi

∫

Ωǫ
2

∥∥∥(−λ)−θ
(
λIn −An

)−1
∥∥∥dλ 6 ǫ, n > nω.

Перепишем интеграл по Ωǫ
1 следующим образом:

Bn :=
A−1

n

2πi

∫

Ωǫ
1

(
− λ

)−θ
λ
(
λIn −An

)−1
dλ.

Заметим, что величина
∥∥(−λ)−θλ(λIn−An)

−1
∥∥ ограничена равномерно по n > nω. Из того факта,

что A−1
n → A−1 компактно, следует, что Bn → B компактно. Пусть µ— мера некомпактности.

Выбирая произвольные последовательности n→ ∞ и {un}, un ∈ En, ‖un‖ = 1, получим

µ
({

(−An)
−θun

})
6 µ

(
Bn{un}

)
+ µ




1

2πi

∫

Ωǫ
2

(−λ)−θ
(
λIn −An

)−1
dλun


 6 ǫ.

Итак, для данных последовательностей n → ∞ и {un}, un ∈ En, ‖un‖ = 1, получаем, что
µ({(−An)

−θun}) = 0 и (−An)
−θ → (−A)−θ компактно.

Для доказательства сходимости (−An)
−θ PP−−−→ (−A)−θ воспользуемся тем фактом, что

(λIn − An)
−1 PP−−−→ (λI − A)−1 для всех λ ∈ Ω при n → ∞, и применим теорему о мажорантной

сходимости. �

Теперь рассмотрим относительно ограниченные возмущения операторов An иA. Предположим,
что возмущения удовлетворяют следующим условиям:

(L) Dn ∈ B(Eθ
n, En) и D ∈ B(Eθ, E)), так что Dn и D согласованы.

Наложим также следующее условие гиперболичности:

(H) σ(A+D) ∩
{
λ ∈ C : Reλ = 0

}
= ∅.

Ясно, что если резольвента оператора A компактна, то оператор A + D имеет компактную ре-
зольвенту.

Лемма 3.5.6. Предположим, что ∆cc 6= ∅ и выполнены условия (1.1.3) и (B1). Если для

любого 0 6 ξ < 1 операторы Dn ∈ B(Eθ
n, En) таковы, что Dn → D в смысле пространств Eθ

n,

En и Eθ, E, то

(−An)
ξ(An +Dn)

−1 PP−−−→ (−A)ξ(A+D)−1 компактно.

Доказательство. Выберем положительные числа r1 и r2 так, чтобы 1 > θ+r1 > ξ и r2 = 1−θ−r1,
и заметим, что

(−An)
ξ(An +Dn)

−1 = (−An)
−(θ+r1−ξ)

(
− In + (−An)

−r2Dn(−An)
−θ−r1

)−1
(−An)

−r2 .

Поскольку
{
(−An)

−r2Dn(−An)
−θ−r1

}
сходится компактно, требуемый результат вытекает из

лемм 3.5.5 и 3.5.1. �

Лемма 3.5.7. Пусть An и A таковы, что выполнены условия (1.1.3), (B1), ∆cc 6= ∅, (L)
и (H). Тогда найдутся такие сектор Σφd,ωd

, φd < π/2, ωd ∈ R, и константы nd > 0 и Md, что
∥∥∥
(
λIn − (An + f ′n(u

∗
n))
)−1
∥∥∥ 6

Md

|λ− ωd|
для всех λ ∈ Σφd,ωd

и всех n > nd. (3.5.7)

Доказательство. Из леммы 3.5.4 и неравенства моментов следует, что
∥∥∥(−An)

θ(λIn −An)
−1
∥∥∥ 6

M

|λ|1−θ
, n > nω,
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Рис. 3

для λ ∈ Σφ̄,0. Поскольку оператор Dn(−An)
−θ ограничен равномерно по n и

(
λIn −An −Dn

)
=
(
In −Dn(−An)

−θ(−An)
θ(λIn −An)

−1
)(
λIn −An

)
,

найдется такое R > 0, что при |λ| > R, λ ∈ Σφ̄,0, оператор
(
In −Dn(−An)

−θ(−An)
θ(λIn − An)

)

обратим и ∥∥∥
(
In −Dn(−An)

−θ(−An)
θ
(
λIn −An

)−1
)−1∥∥∥ 6 2.

Отсюда получаем требуемый результат (см. рис. 3) для любого ωd > R и надлежащим образом
выбранного θd: Σθd,ωd

⊂
{
λ ∈ Σθ̄,0 : |λ| > R

}
. �

Замечая, что, согласно лемме 3.5.6, (An + f ′n(u
∗
n))

−1 сходится компактно к (A+ f ′(u∗))−1, и
рассуждая, как в доказательстве леммы 3.5.3, получим следующий результат.

Лемма 3.5.8. Пусть An и A таковы, что выполнены условия (1.1.3), (B1), ∆cc 6= ∅, (L),
и (H). Пусть Λ— компактное подмножество множества ρ((A+f ′(u∗))). Тогда найдется такая

константа nΛ > 0, что Λ ⊂ ρ
(
(An + f ′n(u

∗
n))
)

для всех n > nΛ и

sup
λ∈Λ,
n>nΛ

∥∥∥
(
λIn −

(
An + f ′n(u

∗
n)
))−1∥∥∥ <∞. (3.5.8)

Кроме того,

sup
λ∈Λ

∥∥∥
(
λIn −

(
An + f ′n(u

∗
n)
))−1

pnu−
(
λI −

(
A+ f ′(u∗)

))−1
u
∥∥∥→ 0 (3.5.9)

при n→ ∞ для любого u ∈ E.

C каждой изолированной точкой λ ∈ σ((A + f ′(u∗))) свяжем корневое подпространство
W (λ, (A+ f ′(u∗))) = P (λ, (A + f ′(u∗)))E, где

P
(
λ, (A + f ′(u∗))

)
=

1

2πi

∫

|ξ−λ|=δ

(
ξI −

(
A+ f ′(u∗)

))−1
dξ
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и δ настолько мало, что в круге
{
ξ ∈ C : |ξ−λ| 6 δ

}
нет точек множества σ

(
(A+f ′(u∗))

)
. Введем

обозначение
Wn

(
λ,
(
An + f ′n(u

∗
n)
))

= Pn

(
λ,
(
An + f ′n(u

∗
n)
))
En,

где

Pn

(
λ,
(
An + f ′n(u

∗
n)
))

=
1

2πi

∫

|ξ−λ|=δ

(
ξIn −

(
An + f ′n(u

∗
n)
))−1

dξ.

Теорема 3.5.1. Пусть An и A таковы, что выполнены условия (1.1.3), (B1), ∆cc 6= ∅, (L)
и (H) . Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) существует такое n0 > 0, что

dimWn

(
σ+n , (An + f ′n(u

∗
n))
)
= dimW

(
σ+, (A+ f ′(u∗))

)

для всех n > n0;
(ii) для любого u ∈ W

(
σ+, (A + f ′(u∗))

)
существует такая последовательность {un},

un ∈Wn

(
σ+, (An + f ′n(u

∗
n))
)
, что un

Pθ

−−−→ u;

(iii) любая последовательность {un}, un ∈ Wn

(
σ+n , (An + f ′n(u

∗
n))
)
, n ∈ N, ‖un‖Xn = 1, имеет

сходящуюся подпоследовательность, причем любая предельная точка этой последователь-

ности принадлежит множеству W
(
σ+, (A+ f ′(u∗))

)
;

(iv) существуют такие β > 0 и nβ > 0, что

σ
(
(An + f ′n(u

∗
n))
)
∩
{
λ ∈ C : |Reλ| > β

}
= ∅, n > nβ;

(v) найдутся такие π/2 > φβ > 0, ωβ > 0 и nβ > 0, что Σφβ ,−ωβ
⊂ ρ(An), n > nβ, и

∥∥∥
(
λIn −

(
An + f ′n(u

∗
n)
))−1∥∥∥ 6

Mβ

|λ− ωβ|
для всех λ ∈ Σφβ ,−ωβ

и всех n > nβ. (3.5.10)

3.5.1. Сходимость линейных полугрупп и равномерные оценки. Хорошо известно, что
если выполнено условие (1.1.3), то для любого ω < ω̃ найдется такая константа Mω > 1, что

∥∥tθeAt
∥∥
B(E,Eθ)

6Mωe
−ωt ∀t > 0.

Из леммы 3.5.4 следует, что для полугрупп, порожденных операторами An, при достаточно
больших n имеет место равномерная оценка, аналогичная (1.1.3). Таким образом, получаем сле-
дующий результат.

Теорема 3.5.2. Предположим, что ∆cc 6= ∅ и выполнены условия (1.1.3) и (B1). Тогда для

любого ω < ω̃ существуют такие константы n0 и Mω, что
∥∥tθeAnt

∥∥
B(En,Eθ

n)
6Mωe

−ωt ∀t > 0, 0 6 θ 6 1, n > n0. (3.5.11)

Доказательство. Рассмотрим сектор

Σ(π − φ, ω) =
{
λ ∈ C :

∣∣ arg(λ− ω)
∣∣ < π − φ

}
, ω ∈ R, 0 < φ <

π

2
.

Из условия (B1) получим такие подходящие значения ω3 ∈ R, nω ∈ N, и 0 < φ < π/2, чтобы

∥∥(λIn −An

)−1∥∥ 6
M3

|λ− ω3|
для всех λ ∈ Σ(π − φ, ω3) и n > nω. (3.5.12)

Из (1.1.3) следует, что Reσ(A) < ω′ для некоторого ω′ < 0 и, кроме того,

∥∥(λI −A
)−1∥∥ 6

M

|λ− ω′|
для Reλ > ω′. �

Пусть теперь 0 < ω̃ < |ω′|; рассмотрим треугольную область (см. рис. 4)

Λ =
{
λ ∈ C : Reλ > −ω̃, λ /∈ Σ(π − φ, ω3)

}
.

Из теоремы 3.5.1 вытекает следующее утверждение.
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Теорема 3.5.3. Предположим, что выполнены условие ∆cc 6= ∅ и условия (1.1.3), (B1), (L)
и (H). Тогда для любого ωβ < β найдутся такие константы nωβ

и Mωβ
, что при n > nωβ

выполнены следующие неравенства:
∥∥∥tθe(An+f ′

n(u
∗

n))t
(
In − Pn

(
σ+n ,

(
An + f ′n(u

∗
n)
)))∥∥∥

B(En,Eθ
n)

6Mωβ
e−ωβt ∀t > 0, 0 6 θ 6 1,

∥∥∥e(An+f ′

n(u
∗

n))tPn

(
σ+n ,

(
An + f ′n(u

∗
n)
))∥∥∥

B(En)
6Mωβ

eωβt ∀t 6 0.

Замечание 3.5.1. Дискретная сходимость резольвент (в отсутствие условия ∆cc 6= ∅) не яв-
ляется достаточным условием для теоремы 3.5.3, что подтверждает следующим пример.

Для любого n > 1, пусть Ln — (n × n)-матрица, все элементы которой равны нулю, за исклю-
чением элементов первой наддиагонали, которые равны 1. Пусть Mn = −ωIn+Ln. Единственной
точкой спектра матрицы Mn является число −ω. Кроме того, поскольку

∥∥ exp(tMn)
∥∥ 6 e−ωte‖Ln‖t 6 e(1−ω)t,

ясно, что на конечных интервалах имеет место сильная сходимость к e−αtI полугрупп, порож-
денных операторами

An = diag
(
− αI1,−αI2, . . . ,Mn, 0, 0 . . .

)
.

C другой стороны, (1, n)-элемент матрицы exp(tMn) равен

e−ωt tn−1

(n− 1)!
;

по формуле Стирлинга

∥∥e(n−1)Mn
∥∥ > e−ω(n−1) (n− 1)n−1

(n− 1)!
≡ e(n−1)(1−ω)

(2πn)1/2
,

и для 0 < ω < 1 имеем

sup
{∥∥e(n−1)Mn

∥∥ : n > 1, t > 0
}
= +∞.
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Глава 4

ЗАТЕНЕНИЕ ДЛЯ АБСТРАКТНЫХ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Классические результаты о затенении состоят в том, что псевдотраектории конечномерных ди-
намических систем могут «затеняться» настоящими траекториями при условии, что система об-
ладает некоторым типом гиперболичности. Обычно это формулируется следующим образом: для
любого данного ε > 0 существует такое δ > 0, что для любой псевдотраектории, имеющей скач-
ки величины δ в последовательные моменты времени, в ε-окрестности этой псевдотраектории
равномерно по времени существует истинная траектория. Такие утверждения справедливы как
для непрерывных, так и для дискретных по времени динамических систем в окрестностях (над-
лежащим образом определенных) гиперболических множеств. Мы отсылаем читателя к рабо-
там [116,213,218], содержащим прекрасные изложения различных результатов о затенении.

Отметим, что в русскоязычной литературе еще не появилось общепринятого эквивалента ан-
глийского термина shadowing; чаще всего встречается термин «отслеживание» («свойство отсле-
живания»), хотя в переводе известной монографии [18] А. Б. Катка и Б. Хасселблата используют-
ся термины «приближение псевдоорбит» (shadowing of pseudo-orbits), «лемма о ε-траекториях»
(shadowing lemma). В настоящей работе будем использовать кальку английского термина — зате-
нение.

Когда в такой подход включаются вопросы численных аппроксимаций, становится понятно,
что концепция псевдотраектории нуждается в значительном расширении, чтобы принцип зате-
нения оставался в силе. Например, дискретизация автономного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения одношаговым методом приводит к отображению, зависящему от величины шага,
и затенение теперь означает аппроксимацию дискретной временной орбиты истинной непрерыв-
ной траекторией или наоборот. Результат такого типа был получен в [77] вблизи стационарных
гиперболических точек, а для более общих гиперболических ситуаций — в [115].

Результаты о затенении для численных аппроксимаций зависящих от времени уравнений с
частными производными обычно включают дискретизацию как по времени, так и по простран-
ству, т.е. непрерывная траектория в бесконечномерном пространстве должна быть затенена дис-
кретной по времени траекторией в конечномерном пространстве и наоборот. Такой результат был
получен в [168] для метода конечных элементов в сочетании с обратной дискретизацией Эйлера
по времени при применении к нелинейной системе «реакция—диффузия» в окрестности стацио-
нарного гиперболического решения. Эти результаты обобщили ранние работы тех же авторов по
полудискретизации с конечными элементами (см. [167]). Результаты по затенению для полудис-
кретизации по времени вблизи гиперболических стационарных состояний были получены ранее
в [38], а для линейной, но неавтономной ситуации — сравнительно недавно в [208].

Цель этой главы — изучить свойства затенения довольно общих пространственных дискрети-
заций нелинейного эволюционного уравнения (1.2.16), где A— замкнутый оператор, порождаю-
щий аналитическую C0-полугруппу exp(tA) на E. Для дискретизации в пространстве используем
теорию дискретных приближений, разработанную в [121,244,256,259,261]. Как известно, для ста-
ционарных задач эта теория обеспечивает единую основу для обработки таких разнообразных
аппроксимаций, как (конформные и неконформные) методы конечных элементов, методы конеч-
ных разностей (см. [256]) и возмущения областей (см. [51, 245]).

Основные результаты этой главы (см. теоремы 4.3.1 и 4.3.2) утверждают, что обобщенные реше-
ния вблизи гиперболического равновесия системы (4.1.5) могут быть затенены на произвольных
больших интервалах времени соответствующими обобщенными решениями системы (4.2.9) и на-
оборот. Наш подход здесь следует общей идее построения затеняющих траекторий из краевых
задач, как в [38, 77, 167,168].
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4.1. Предварительные сведения

Рассмотрим в банаховом пространстве E следующую неоднородную задачу Коши:

u′(t) = Au(t) + g(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,
(4.1.1)

где оператор A ∈ C(E) порождает C0-полугруппу и g(·) — функция [0, T ] → E. Задачу (4.1.1)
можно рассматривать в различных функциональных пространствах. Наиболее популярные про-
странства, для которых легко доказывается корректность задачи, — это C

(
[0, T ];E

)
, Cα

0 ([0, T ];E)
и Lp([0, T ];E) (см. [60, 262]).

Рассмотрим так называемое обобщенное решение задачи (4.1.1), т.е. функцию

u(t) = exp(tA)u0 +

t∫

0

exp((t− s)A)g(s)ds, t > 0. (4.1.2)

В этой главе, так же, как в главе 3, будем изучать полулинейную автономную абстрактную
параболическую задачу

u′(t) = Au(t) + f(u(t)), t > 0,

u(0) = u0 ∈ E,
(4.1.3)

где функция f(·) : E → E локально липшицева, ограничена и непрерывно дифференцируема
по Фреше. Хорошо известно, что в этих предположениях обобщенное решение уравнения (4.1.3)
определено на максимальном интервале. Кроме того, записав решение при u(t) = S(t)u0, получим
нелинейную полугруппу S(·) на E, что удовлетворяет формуле вариации постоянной

S(t)u0 = exp(tA)u0 +

t∫

0

e(t−s)Af(S(s)u0)ds, t > 0. (4.1.4)

В дальнейшем будем предполагать, что A : D(A) ⊆ E → E — замкнутый линейный оператор, для
которого имеет место (1.1.3).

Для некоторого 0 < θ 6 1 рассмотрим следующее полулинейное уравнение (4.1.3) в простран-
стве Eθ:

u′(t) = Au(t) + f(u(t)), t > 0,

u(0) = u0 ∈ Eθ;
(4.1.5)

здесь f(·) : Eθ ⊆ E → E удовлетворяет следующему условию:

(F1) для некоторого ρ > 0 функция f(·) : UEθ(u∗; ρ) 7→ E непрерывно дифференцируемо по
Фреше и для любого ǫ > 0 найдется такое δ > 0, что

∥∥f ′(w) − f ′(z)
∥∥
B(Eθ,E)

6 ǫ

для всех w, z ∈ UEθ(u∗; ρ), удовлетворяющих условию ‖w− z‖Eθ 6 δ, где u∗ — гиперболиче-
ская точка равновесия уравнения (4.1.5).

В дальнейшем всегда будем обозначать через u∗ гиперболическое равновесие задачи (4.1.3).
Аналогично (3.1.10), заменой переменных v(·) = u(·)− u∗ можно привести задачу (4.1.5) к виду

v′(t) = Au∗v(t) + Fu∗(v(t)), v(0) = v0, t > 0, (4.1.6)

где v0 = u0 − u∗ и

Au∗ = A+ f ′(u∗), Fu∗(w) = f(w + u∗)− f(u∗)− f ′(u∗)w при ‖w‖Eθ 6 ρ. (4.1.7)

Напомним, что Fu∗(w) = f(w + u∗) − f(u∗) − f ′(u∗)w имеет порядок o
(
‖w‖Eθ

)
, а оператор Au∗

порождает аналитическую C0-полугруппу, поскольку f ′(u∗) ∈ B(Eθ, E) (см. [26]).
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Предположим, что часть σ+ спектра оператора A+ f ′(u∗), расположенная строго правее мни-
мой оси, состоит из конечного числа собственных значений конечной кратности. Это предположе-
ние выполнено, например, если резольвента оператора A компактна. В случае гиперболической
точки u∗ на мнимой оси iR нет точек спектра оператора Au∗ .

Пусть U(σ+) ⊂ {λ ∈ C : Reλ > 0}— открытая связная окрестность множества σ+, граница ко-
торой ∂U(σ+) является замкнутой спрямляемой кривой. Разложим пространство Eθ, используя
проектор Рисса, определенный множеством σ+, как в (3.1.8). Согласно определению и аналитич-
ности C0-полугруппы exp(tAu∗) имеем такие положительные константы M1, β > 0, что (см. [136])

∥∥ exp(tAu∗)v
∥∥
Eθ 6

{
M1e

−βt‖v‖Eθ , t > 0, v ∈ (I − P (σ+))Eθ,

M1e
βt‖v‖Eθ , t 6 0, v ∈ P (σ+)Eθ.

(4.1.8)

Без ограничения общности можно выбрать норму в Eθ следующим образом:

‖v‖Eθ = max
(∥∥P (σ+)v

∥∥
Eθ ,

∥∥(I − P (σ+))v
∥∥
Eθ

)
. (4.1.9)

Если элемент v0 близок к 0, например, v0 ∈ UEθ(0; ρ), то обобщенное решение v(t; v0) зада-
чи (4.1.6) остается внутри шара UEθ(0; ρ) в течение некоторого времени. Мы будем считать такое
решение решением краевой задачи, в которой устойчивая часть задана в начале траектории, а
неустойчивая — в конце траектории. Точнее, для любых двух v−, v+ ∈ UEθ(0; ρ) и для любого
0 < T 6 ∞ рассмотрим краевую задачу

{
v′(t) = Au∗v(t) + Fu∗(v(t)), 0 6 t 6 T,
(
I − P (σ+)

)
v(0) =

(
I − P (σ+)

)
v−, P (σ+)v(T ) = P (σ+)v+.

(4.1.10)

В случае T = ∞ второе граничное условие отсутствует, и дифференциальное уравнение рассмат-
ривается на [0,∞). Обобщенное решение задачи (4.1.10) удовлетворяет интегральному уравнению

v(t) = exp
(
(t− T )Au∗

)
P (σ+)v+ + exp(tAu∗)

(
I − P (σ+)

)
v−+

+

T∫

0

ΓT (t, s)Fu∗(v(s))ds, 0 6 t 6 T, (4.1.11)

где функция Грина ΓT (·, ·) определена формулой

ΓT (t, s) =

{
exp

(
(t− s)Au∗

)(
I − P (σ+)

)
, 0 6 s 6 t 6 T,

exp
(
(t− s)Au∗

)
P (σ+), 0 6 t < s 6 T.

(4.1.12)

Отметим, что из (4.1.8) следует

∥∥ΓT (t, s)z
∥∥
Eθ 6M1

e−β|t−s|

|t− s|α ‖z‖E . (4.1.13)

В случае T = ∞ положим слагаемое в (4.1.11), включающее v+, равным нулю. Существование и
единственность решений задачи (4.1.11) устанавливается следующим предложением.

Предложение 4.1.1 (см. [79]). Пусть A и f(·) удовлетворяют сформулированным выше

условиям, в частности, условию (F1). Тогда существует такое ρ̂ > 0, что для любого 0 < ρ̂2 6 ρ̂
найдется 0 < ρ̂1 6 ρ̂2, обладающее тем свойством, что уравнение (4.1.11) имеет единственное

решение v(·) = v(u+, u−, ·) ∈ C
(
[0, T ];UEθ (0; ρ̂2)

)
для всех v± ∈ UEα(0, ρ̂1) и всех 0 < T 6 ∞. Если

T = ∞, то ‖v(t)‖Eθ → 0 при t→ ∞.

Доказательство. Применим лемму 4.1.1, полагая Y = Z = C
(
[0, T ];Eθ

)
(в случае T =

∞ имеется в виду пространство непрерывных ограниченных функций). Положим y0 = 0,
H(v) = v −G(u−, u+; v), где оператор G(v−, v+; v) определен правой частью (4.1.11). Во-первых,
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заметим, что H ′(0) = I −G′
v(u

−, u+; 0) = I, так что в лемме 4.1.1 можно взять σ = 1. Для любых
двух v,w ∈ UY (0, ρ̂2) имеем согласно (4.1.13) и (F1)
∥∥∥
(
G′

v

(
v−, v+; v

)
−G′

v

(
v−, v+;w

))
u
∥∥∥
Z
6

6 sup
06t6T

∥∥∥∥∥∥

T∫

0

ΓT (t, s)
(
F ′
u∗,v(v(s)) − F ′

u∗,v(w(s))
)
u(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Eθ

6

6M1 sup
06t6T

T∫

0

e−β|t−s|

|t− s|θ
∥∥∥
(
f ′(v(s) + u∗)− f ′(w(s) + u∗)

)
u(s)

∥∥∥
E
ds 6

6M1
1

β
‖u‖Y sup

v1,v2∈UEθ (0,ρ̂2)

∥∥f ′(v1)− f ′(v2)
∥∥
B(Eθ ;E)

6
1

2
‖u‖Y (4.1.14)

для достаточно малых ρ̂2. Наконец, выбрав ρ̂1 = ρ̂2/(4M1), получим

‖H(0)‖Eθ 6 sup
06t6T

(
M1e

−βt
∥∥(I − P (σ+))u−

∥∥
Eθ +M1e

β(t−T )
∥∥P (σ+)u+

∥∥
Eθ

)
6M12ρ̂1 6

1

2
ρ̂2.

Теперь рассмотрим случай T = ∞, записав (4.1.11) в виде

v(t) = exp(tAu∗)(I − P (σ∗))v(0)+

+

t∫

0

exp
(
(t− s)Au∗

)(
I − P (σ+)

)
Fu∗(v(s))ds +

∞∫

t

exp
(
(t− s)Au∗

)
P (σ+)Fu∗(v(s))ds. (4.1.15)

Будем рассуждать, как и выше, заменив пространство C
(
[0,∞);Eθ

)
на

C0([0,∞);Eθ) =
{
u(·) ∈ C

(
[0,∞);Eθ

)
: ‖u(t)‖Eθ → 0 при t→ ∞

}
.

Заметим, что G(u−, u+, ·) отображает это пространство в себя, поскольку из того факта, что
‖v(t)‖Eθ → 0 при t→ ∞, следует

∥∥Fu∗(v(t))
∥∥
E
→ 0 при t→ ∞. (4.1.16)

Оператор G(v−; v), определенный правой частью (4.1.15), непрерывен по обоим аргументам и
отображает пространство C0([0;∞);Eθ)) в себя. Действительно, при t > T имеем
∥∥(−A)θG(v−; v)(t)

∥∥
E
6M1e

−tβ
∥∥(I − P (σ+))v−

∥∥
Eθ+

+M1e
−β(t−T )

T∫

0

e−β(T−s)

|t− s|α
∥∥Fu∗(v(s))

∥∥
E
ds+

∞∫

T

M1
e−β|t−s|

|s− t|θ
∥∥Fu∗(v(s))

∥∥
E
ds. (4.1.17)

Для заданного ǫ > 0 выберем T настолько большим, чтобы первый член и второй интеграл были
меньше ǫ/3 для всех t > T ; после этого возьмем t так, чтобы первый интеграл был меньше ǫ/3.

Итак, найдется единственное решение уравнения v(·) = G(v−; v) в пространстве C0([0;∞);Eθ)
и результат следует из единственности. �

В доказательстве предложения 4.1.1 была использована следующая количественная версия
теоремы Липшица об обратном отображении (см. [140,256]).

Лемма 4.1.1. Пусть Y и Z — банаховы пространства, H ∈ C1(Y,Z) и при некотором y0 ∈ Y
отображение H ′(y0) является гомеоморфизмом. Пусть k, σ, δ > 0— такие три константы, что

имеет место следующая оценка:

‖H ′(y)−H ′(y0)‖ 6 k < σ 6
1

‖H ′(y0)−1‖ для любого y ∈ UY (y0; δ),

‖H(y0)‖ 6 (σ − k)δ.
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Тогда H имеет единственный нуль ȳ ∈ UY (y0; δ) и выполнены следующие неравенства:

‖H ′(y)−1‖ 6
1

σ − k
для всех y ∈ UY (y0; δ),

‖y1 − y2‖ 6
1

σ − k
‖H(y1)−H(y2)‖ для всех y1, y2 ∈ UY (y0; δ).

(4.1.18)

4.2. Дискретизация операторов и полугрупп

Следующее утверждение является элементарным следствием определения 1.3.2 (см. [244,256]).

Лемма 4.2.1. Пусть Bn, B — ограниченные линейные операторы. Сходимость Bn
PP−−−→ B

эквивалентна ограниченности ‖Bn‖ и условию Bnpnx
P−−→ Bx для всех x ∈ E. Если это имеет

место, то для любого компактного множества K ⊂ E имеем

sup
x∈K

∥∥∥Bnpnx− pnBx
∥∥∥→ 0 при n→ ∞. (4.2.1)

Доказательство. Доказательство первого утверждения см. в [244, 256]. Соотношение (4.2.1) до-
кажем от противного. Предположим, что

∥∥Bnpnx
n − pnBx

n
∥∥ > ε > 0 для некоторой последова-

тельности xn ∈ K, n ∈ N, и некоторого ε > 0. Взяв такую подпоследовательность xn, n ∈ N
′ ⊂ N,

что xn → x для некоторого x ∈ K, приходим к противоречию с соотношением
∥∥∥Bnpnx

n − pnBx
n
∥∥∥ 6 ‖Bn‖

∥∥pn(xn −x)
∥∥+

∥∥Bnpnx− pnBx
∥∥+

∥∥pnB(x−xn)
∥∥→ 0 при n ∈ N

′. �

В качестве простого следствия получим равномерную сходимость на компактных множествах
(доказательство проводиться так же, как для (4.2.1)).

Следствие 4.2.1. При выполнении предположений (A) и (B1) теоремы 1.3.1 для любого ком-

пактного множества K ⊂ E имеем

max
u0∈K

max
η∈Σ(θ,µ)

∥∥∥
(
exp(ηAn)pn − pn exp(ηA)

)
u0
∥∥∥→ 0 при n→ ∞. (4.2.2)

Полудискретная аппроксимация задачи (4.1.1) — это следующие задачи Коши в банаховых про-
странствах En:

u′n(t) = Anun(t) + gn(t), t ∈ [0, T ],

un(0) = u0n,
(4.2.3)

где операторы An порождают C0-полугруппы, An и A согласованы, u0n
P−−→ u0 и gn(·) P−−→ g(·) в

подходящем смысле. Для типичных полудискретизаций естественно предположить, что выпол-
нены условия типа (A) и (B1).

4.2.1. Оценки для линейного случая. Пусть множество Λ компактно и Λ ⊂ ρ(A). По лем-
ме 3.5.3 найдется такая константа nΛ > 0, что Λ ⊂ ρ(An) для всех n > nΛ и

sup
λ∈Λ,
n>nΛ

∥∥∥
(
λIn −An

)−1
∥∥∥ <∞.

Рассмотрим контур G, состоящий из {λ : Reλ = −ω̃} и части границы ∂Σ(π − φ, ω3) (см. рис. 3,
с. 48). Имеем представление

exp(tAn) =
1

2πi

∫

G

eλt
(
λIn −An

)−1
dλ.

Используя оценку (3.5.12) резольвенты
∥∥(λIn − An)

−1
∥∥ и равномерную ограниченность на G,

получим оценку (3.5.11) при t > 0 (см. (4.1.13)).
Далее, введем операторы

pθn = (−An)
−θpn(−A)θ ∈ B(Eθ, Eθ

n) (4.2.4)
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и покажем, что они обладают свойством (1.3.1), но для пространств Eθ и Eθ
n. Будем писать

xn
Pθ

−−−→ x тогда и только тогда, когда
∥∥xn − pθnx

∥∥
Eθ

n
→ 0 при n→ ∞. Очевидно, имеем

∥∥xn − pθnx
∥∥
Eθ

n
=
∥∥(−An)

θxn − pn(−A)θx
∥∥
En
,

‖pθnx‖Eθ
n
= ‖pn(−A)θx‖En → ‖(−A)θx‖En = ‖x‖Eθ при n→ ∞

для любого x ∈ D((−A)θ), так что свойство (1.3.1) выполнено.
Для нелинейного результата нам нужна теорема о равномерной сходимости для линейных

неоднородных задач с компактными данными.

Теорема 4.2.1. Пусть A : D(A) ⊂ E → E — замкнутый оператор, удовлетворяющий усло-

вию (1.1.3) (в частности, A порождает экспоненциально убывающую полугруппу). Предполо-

жим, что для аппроксимационной системы (4.2.3) выполнены условие ∆cc 6= ∅, а также усло-

вия (A) и (B1) теоремы 1.3.1. Пусть K1 ⊂ Eθ и K2 ⊂ E — компактные множества. Тогда

для любого ε > 0 существуют такие n1 = n1(ε) ∈ N и δ = δ(ε) > 0, что следующее свойство

имеет место для всех 0 < T 6 ∞: для любого решения u(t) задачи (4.1.1) с начальными дан-
ными u(0) = u0 ∈ K1 и g(·) ∈ C

(
[0, T ];K2

)
и любого решения un(t) задачи (4.2.3) с начальными

данными un(0) = pθnu
0 и gn(·) ∈ C

(
[0, T ];En

)
при выполнении условия

∥∥gn(t)− png(t)
∥∥
En

6 δ при t ∈ [0, T ], n > n1,

имеем оценку
∥∥un(t)− pθnu(t)

∥∥
Eθ

n
6 ǫ для всех n > n1, 0 6 t 6 T . (4.2.5)

Доказательство. Обозначим через u(t), u(0) = u0, и un(t;u
θ
n), u

θ
n = pθnu

0 обобщенные решения
задач (4.1.1) и (4.2.3) соответственно и пусть функции g, gn удовлетворяют условиям теоремы.
Тогда имеют место следующие соотношения:

u(t;u0) = exp(tA)u0 +

t∫

0

exp((t− s)A)g(s)ds, t ∈ [0, T ],

un(t;u
θ
n) = exp(tAn)u

θ
n +

t∫

0

exp((t− s)An)gn(s)ds, t ∈ [0, T ].

По теореме 3.5.2 имеем
∥∥ exp(tAn)

∥∥ 6Me−ωt, ω > 0, t > 0.

Следовательно, для любого ǫ > 0 найдется такое Tǫ, что

∥∥∥
(
exp(tAn)p

θ
n − pθn exp(tA)

)
u0
∥∥∥
Eθ

n

6Me−ωt‖u0‖Eθ 6 ǫ, t > Tǫ, (4.2.6)

и согласно следствию 4.2.1 найдется такое n(Tǫ), что

∥∥∥ (−An)
θ
(
exp(tAn)p

α
n − pαn exp(tA)

)
u0
∥∥∥
En

6 ǫ, t ∈ [0, Tǫ], n > n(Tǫ). (4.2.7)

Заметим, что в случае Tǫ > T требуется оперировать компактностью. Аналогичное замечание
касается также следующей оценки интегралов. Для нашего случая продолжим функции g(t) и
gn(t) константами при t > T и приведем доводы для 0 6 t < ∞. Рассмотрим Eθ

n-норму разности
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интегралов, т.е.

(−An)
θ

t∫

0

(
exp

(
(t− s)An

)
gn(s)− pθn exp

(
(t− s)A

)
g(s)

)
ds =

= (−An)
θ

t∫

0

exp((t− s)An)
(
gn(s)− png(s)

)
ds+

+ (−An)
θ

t∫

0

(
exp((t− s)An)pn − pθn exp((t− s)A)

)
g(s) ds. (4.2.8)

Первое слагаемое можно оценить следующим образом:

(−An)
θ
( t1∫

0

+

t∫

t1

)
= (−An)

θ

t1∫

0

exp(sAn)
(
gn(t− s)− png(t− s)

)
ds+

+ (−An)
θ

t−t1∫

0

exp
(
(t1 + η)An

)(
gn(t− t1 − η)− png(t− t1 − η)

)
dη.

Согласно (3.5.11), выбором достаточно большого t1 можно добиться, чтобы второе слагаемое
стало меньше ε равномерно по n . Тогда первое слагаемое с конечным t1 можно сделать малым
при помощи мажорантного члена

∥∥gn(t) − png(t)
∥∥
En

6 δ при n > n1. Второе слагаемое в (4.2.8)

для любого 0 < t1 6 t можно переписать аналогичным образом:

(−An)
θ

t∫

0

(
exp(ηAn)p

θ
n − pθn exp(ηA)

)
g(t− η)dη =

= (−An)
α

t1∫

0

(
exp(ηAn)pn − pθn exp(ηA)B

)
g(t− η)dη+

+ (−An)
θ

t−t1∫

0

(
exp((t1 + η)An)pn − pθn exp((t1 + η)A)

)
g(t− t1 − η)dη.

Снова выберем t1 так, чтобы второе слагаемое стало малым равномерно по n. Тогда согласно
следствию 4.2.1 первое слагаемое сходится к 0 при конечном t1, поскольку g(ξ) лежит в компакт-
ном множестве K2. Второе слагаемое можно разложить на две части:

(−An)
θ exp(t1An)

t−t1∫

0

(
exp(ηAn)pn − pθn exp(ηA)

)
g(t− t1 + η)dη,

(−An)
θ
(
exp(t1An)p

θ
n − pθn exp(t1A)

) t−t1∫

0

exp(ηA)g(t − t1 + η)dη.

Обе части можно сделать малыми, выбирая надлежащим образом t1 и используя (3.5.11), (4.1.13)
и равномерную оценку интегралов. �

4.2.2. Оценки для нелинейного случая. Рассмотрим в банаховом пространстве Eθ
n семей-

ство задач Коши
u′n(t) = Anun(t) + fn(un(t)), t > 0,

un(0) = u0n ∈ Eθ
n,

(4.2.9)
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где u0n
Pθ

−−−→ u0 и операторы (An, A) согласованы. Предположим, что нелинейные отображения
fn(·) : Eθ

n → En обладают следующими свойствами:

(F2) отображения fn(·) непрерывно дифференцируемы в UEθ
n
(pθnu

∗, ρ), и если xn ∈ UEθ
n
(pθnu

∗, ρ) и

xn
Pθ

−−−→ x, то fn(xn)
P−−→ f(x) и f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x);
(F3) для любого ǫ > 0 найдется такое δ > 0, что

∥∥f ′n(wn)− f ′n(zn)
∥∥
B(Eθ

n,En)
6 ǫ при ‖wn − zn‖Eθ

n
6 δ

для всех wn, zn ∈ UEθ
n
(pθnu

∗; ρ).

При сделанных предположениях обобщенное решение задачи (4.2.9) существует на максималь-

ном интервале [0, τ) в UEθ
n
(pθnu

∗, ρ) (см. [136, 262]); обозначим его un(·) = Sn(·)u0n : R
+ → En.

Нелинейная полугруппа Sn(·) удовлетворяет формуле вариации постоянной

Sn(t)u
0
n = exp(tAn)u

0
n +

t∫

0

exp((t− s)An)fn(Sn(s)u
0
n)ds, t ∈ [0, τ). (4.2.10)

Рассмотрим семейство нелинейных задач (3.3.1) и введем обозначение En =
{
u∗n ∈ D(An) :

Anu
∗
n + fn(u

∗
n) = 0

}
.

С этого момента будем рассматривать гиперболическую точку u∗ и соответствующие

неподвижные точки u∗n
Pθ

−−−→ u∗ (см. предложение 3.3.3). Вблизи равновесия u∗n положим
un(t) = u∗n + vn(t); тогда задача (4.2.9) примет вид

v′n(t) = Au∗

n,nvn(t) + Fu∗

n,n(vn(t)), vn(0) = v0n, t > 0, (4.2.11)

где

Au∗

n,n = An + f ′n(u
∗
n), Fu∗

n,n(wn) = fn(vn(t) + u∗n)− fn(u
∗
n)− f ′n(u

∗
n)wn. (4.2.12)

Разложим Eθ
n, используя спектральные проекторы

Pn(σ
+
n ) := Pn(σ

+
n , Au∗

n,n) :=
1

2πi

∫

∂U(σ+
n )

(
ζIn −Au∗

n,n

)−1
dζ, (4.2.13)

где ∂U(σ+n )— граница области
{
λ ∈ C : Reλ > 0, λ /∈ Σ(π − φ, ω2)

}
, где 0 < θ < π/2, и

ω2 задано условием (B1) для оператора Au∗
n,n (ср. теорему 3.5.2). Заметим, что часть контура

∂U(σ+n ), лежащая на iR, не пересекает σ(Au∗

n,n) в силу леммы 3.5.3. В частности, отсюда следует,
что неподвижные точки u∗n являются гиперболическими.

Обозначим через σ+n часть σ(Au∗

n,n), лежащую внутри контура ∂U(σ+n ). Из представле-
ний (3.1.8) и (4.2.13) получим

Pn(σ
+
n )

PP−−−→ P (σ+) компактно при n→ ∞. (4.2.14)

Чтобы в этом убедиться, модифицируем контур в (3.1.8) так, чтобы он совпал с контуром
в (4.2.13) и воспользуемся сходимостью

(ζIn −Au∗
n,n)

−1 PP−−−→ (ζI −Au∗)−1 при ζ ∈ ∂U(σ+)

(см. (3.2.6)) и тем фактом, что сходимость (ζIn − Au∗

n,n)
−1pnx

P−−→ (ζI − Au∗)−1x равномерна
при ζ ∈ ∂U(σ+). Кроме того, из условия ∆cc 6= ∅ следует компактная сходимость проекторов и,
следовательно, согласно (3.2.6) и теореме 3.2.4 получаем, что dimPn(σ

+
n ) = dimP (σ+) при n > n0.

Применяя теорему 3.5.2 к полугруппе exp(tAu∗
n,n), получим такие константы M2, β̃ > 0, что

∥∥∥ exp
(
tAu∗

n,n

)
vn

∥∥∥
Eθ

n

6





M2
e−β̃t

|t|θ ‖vn‖En , t > 0, vn ∈ (In − Pn(σ
+
n ))En,

M2
eβ̃t

|t|θ ‖vn‖En , t 6 0, vn ∈ Pn(σ
+
n )En.

(4.2.15)
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Аналогично (4.1.10) рассмотрим для любых v−n , v
+
n ∈ UEθ

n
(0; ρ) краевую задачу

v′n(t) = Au∗
n,nvn(t) + Fu∗

n,n(vn(t)), 0 6 t 6 T,
(
In − Pn(σ

+
n )
)
vn(0) =

(
In − Pn(σ

+
n )
)
v−n , Pn(σ

+
n )vn(T ) = Pn(σ

+
n )v

+
n ,

(4.2.16)

где случай T = ∞ включается обычным образом. Благодаря условию (F2) можно утверждать,
что обобщенное решение задачи (4.2.16) при 0 6 t 6 T удовлетворяет уравнению

vn(t) = exp
(
(t− T )Au∗

n,n

)
Pn(σ

+
n )v

+
n + exp

(
tAu∗

n,n

)(
In − Pn(σ

+
n )
)
v−n+

+

T∫

0

ΓT,n(t, s)Fu∗
n,n(vn(s))ds, (4.2.17)

где ΓT,n(t, s)— функция Грина:

ΓT,n(t, s) =

{
exp

(
(t− s)Au∗,n

)(
In − Pn(σ

+
n )
)
, 0 6 s 6 t 6 T,

exp
(
(t− s)Au∗,n

)
Pn(σ

+
n ), 0 6 t < s 6 T.

(4.2.18)

В случае T = ∞ слагаемое с v+n в (4.2.17) исчезает. Следующее утверждение является аналогом
предложения 4.1.1.

Предложение 4.2.1 (см. [79]). Пусть выполнены сформулированные выше предположения

относительно операторов A, An и условия (F2), (F3). Тогда существует такое ρ̃ > 0, что

для любого 0 < ρ̃2 6 ρ̃ найдется 0 < ρ̃1 6 ρ̃2, обладающее следующим свойством: уравне-
ние (4.2.17) имеет единственное решение vn(·) = vn(v

−
n , v

+
n , ·) ∈ C

(
[0, T ];UEθ

n
(0; ρ̃2)

)
для всех

v−n , v
+
n ∈ UEθ

n
(0; ρ̃1) и всех 0 < T 6 ∞. Если T = ∞, то ‖vn(t)‖Eθ

n
→ 0 при t→ ∞.

Доказательство. Повторим доказательство предложения 4.1.1 для пространства непрерывных
ограниченных функций C

(
[0, T ];Eθ

n

)
с операторами Au∗

n,n, Fu∗

n,n(·), Pn(σ
+
n ) и Gn(v

−
n , v

+
n ; ·), опре-

деленными правой частью (4.2.17). Заметим, что условие (F3) гарантирует, что можно добиться
независимости констант от n в оценках в (4.2.15) и, следовательно, лемма 4.1.1 выполняется рав-
номерно по данным. Кроме того, оценки (4.1.16) и (4.1.17) также выполняются равномерно по n.
Из (4.1.18) найдем такую константу C∗ > 0, что для любых двух vn, wn ∈ C

(
[0, T ];UEθ

n
(0; ρ̃2)

)

имеем оценку

‖vn − wn‖ 6 C∗
∥∥∥vn −Gn

(
v−n , v

+
n ; vn

)
−
(
wn −Gn(v

−
n , v

+
n ;wn)

)∥∥∥; (4.2.19)

здесь ‖ · ‖ = ‖ · ‖
C
(
[0,T ];Eθ

n

). �

4.3. Затенение по пространству

Помимо pn, pθn нам потребуются дискретизирующие отображения, адаптированные к гипер-
болическому расщеплению. Во-первых, заметим, что спектральные проекторы P = P (σ+) и

Pn = Pn(σ
+
n ) конечномерны и Pn

PP−−−→ P компактно (см. (4.2.14)). Введем дискретизирующие
отображения

p̃n : E → En, p̃n = PnpnP + (In − Pn)pn(I − P ), (4.3.1)

p̃θn : Eθ → Eθ
n, p̃θnx =

{
(Au∗

n,n)
−θPnpn(Au∗)θPx, x ∈ PEθ,

(−Au∗

n,n)
−θ(In − Pn)pn(−Au∗)θ(I − P )x, x ∈ (I − P )Eθ.

(4.3.2)

Отметим, что спектры операторов Au∗ = A + f ′(u∗) и Au∗

n,n = An + f ′n(u
∗
n) разделены таким

образом, что дробные степени операторов определены корректно.
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Предложение 4.3.1 (см. [79]). Система {p̃n} эквивалентна системе {pn} на E и система

{p̃θn} эквивалентна системе {pθn} на Eθ. В частности,
∥∥p̃n
∥∥
B(E,En)

6 C̃,
∥∥p̃θn
∥∥
B(Eθ,Eθ

n)
6 C̃θ для всех n ∈ N, (4.3.3)

sup
x∈K2

∥∥(pn − p̃n)x
∥∥→ 0, sup

x∈K1

∥∥(pθn − p̃θn)x
∥∥→ 0 при n→ ∞ (4.3.4)

для компактных множеств K2 ⊂ E, K1 ⊂ Eθ.

Доказательство. Из равенства

(p̃n − pn)x = 2(Pnpn − pnP )Px− (Pnpn − pnP )x

находим, что система {p̃n} эквивалентна системе {pn} на E. В θ-случае на (I−P )Eθ имеет место
следующая цепочка равенств:

pθn − p̃θn = (−An)
−θ(pn − p̃n)(−A)θ + (−An)

−θp̃n(−A)α − (−Au∗

n,n)
−θp̃n(−Au∗)θ =

= (−An)
−θ(pn − p̃n)(−A)θ +

(
(−An)

−θ − (−Au∗
n,n)

−θ
)
p̃n(−A)θ+

+ (−Au∗
n,n)

−θ p̃n

(
(−A)θ − (−Au∗)θ

)
=

= (−An)
−θ(pn − p̃n)(−A)θ +

(
(−An)

−θ − (−Au∗

n,n)
−θ
)
p̃n(−A)θ+

+ (−Au∗

n,n)
−θ p̃n

(
(−A)θ − (−Au∗)θ

)
=

= (−An)
−θ(pn − p̃n)(−A)θ + (−Au∗

n,n)
−θ
(
(−Au∗

n,n)
θ(−An)

−θ − In

)
p̃n(−A)θ−

− (−Au∗

n,n)
−θp̃n

(
(−Au∗)θ(−A)−θ − I

)
(−A)θ =

= (−An)
−θ(pn − p̃n)(−A)θ(−Au∗

n,n)
−θ +

((
(−Au∗

n,n)
θ(−An)

−θ − In
)
p̃n−

− p̃n
(
(−Au∗)θ(−A)−θ − I

))
(−A)θ.

На последнем шаге покажем, что

(−Au∗

n,n)
θ(−An)

−θ PP−−−→ (−Au∗)θ(−A)−θ.

С этой целью, следуя [136], рассмотрим формулу

(−Au∗)−θ − (−A)−θ =
sin(πθ)

π

∞∫

0

z−θ
(
(zI +Au∗)−1 − (zI +A)−1

)
dz =

=
sin(πθ)

π

∞∫

0

z−θ
(
(zI +Au∗)−1(f ′(u∗)(−A)−θ)(−A)θ(zI +A)−1

)
dz. (4.3.5)

Поскольку ∥∥∥(−A)θ(zI +A)−1
∥∥∥ = O

(
|z|θ−1

)
при z → ∞,

интеграл будет сходиться даже если подставить (−Au∗)θ. Следовательно, сходимость

(−Au∗
n,n)

θ(−An)
−θ PP−−−→ (−Au∗)θ(−A)−θ

вытекает из

f ′n(u
∗
n)(−An)

−θ PP−−−→ f ′(u∗)(−A)−θ

и теоремы Лебега о мажорантной сходимости. Равномерная сходимость на компактных множе-
ствах получается, как в лемме 4.2.1. �
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Замечание 4.3.1. Нетрудно показать, что (−A)θ(−Au∗)−θ — ограниченный оператор и

(−An)
θ(−Au∗

n,n)
−θ PP−−−→ (−A)θ(−Au∗)−θ.

Действительно, ∥∥∥(−A)θ(zI −Au∗)−1
∥∥∥ = O

(
|z|θ−1

)
при z → ∞;

следовательно, меняя местами A и Au∗ в (4.3.5), получим ограниченность и сходимость так же,
как в предложении 4.3.1.

Предложение 4.3.2. Пусть 0 < θ < γ 6 1 и выполнены условия (F1)–(F3). Тогда

sup
w∈UEγ (0;ρ)

∥∥∥Fu∗

n,n

(
p̃θnw

)
− p̃nFu∗(w)

∥∥∥
En

→ 0 при n→ ∞. (4.3.6)

Доказательство. Во-первых заметим, что

Fu∗

n,n

(
p̃θnw

)
− p̃nFu∗(w) = fn

(
u∗n + p̃θnw

)
− p̃nf(u

∗ + w)−
−
(
fn(u

∗
n)− p̃nf(u

∗) + f ′n(u
∗
n)p̃

θ
nw − p̃nf

′(u∗)w
)
,

и, согласно предложению 4.3.1, можем заменить отображения p̃n, p̃θn отображениями pn, pθn. Из
предложения 3.3.3 и условия (F2) получим

f(u∗n + pθnw)
P−−→ f(u∗ + w), fn(u

∗
n)

P−−→ f(u∗), f ′n(u
∗
n)

PθP−−−−→ f ′(u∗).

Следуя схеме доказательства соотношения (4.2.1), покажем, что сходимость является равномер-
ной на компактных множествах в Eθ. �

4.3.1. Затенение по пространству и условие ∆cc 6= ∅. Первый результат касается аппрок-
симации орбит общего эволюционного уравнения (4.1.5) подходящими орбитами пространственно
дискретизированной системы (4.2.9).

Теорема 4.3.1 (см. [79]). Пусть A— генератор экспоненциально убывающей аналитической

C0-полугруппы и 0 6 θ < γ < 1. Относительно дискретизированной системы (4.2.9) предпо-

ложим, что линейные части удовлетворяют условию ∆cc 6= ∅ и условию (B1), а нелинейные

части — условиям (F1), (F2), (F3). Тогда существует число ρ0 > 0, обладающее следующим свой-

ством: для любого ε0 > 0 найдется такое n0 = n0(ε0) ∈ N, что для любого обобщенного решения
u(t) задачи (4.1.5) класса u(t) ∈ UEγ(u

∗, ρ0), 0 6 t 6 T , для некоторого 0 < T 6 ∞ существуют

такие начальные значения u0n ∈ Eθ
n, n > n0, что обобщенное решение un(t;u

0
n) задачи (4.2.9)

существует на отрезке [0, T ] и удовлетворяет условию

sup
06t6T

∥∥∥pθnu(t)− un(t;u
0
n)
∥∥∥
Eθ

n

6 ε0 ∀n > n0(ε). (4.3.7)

Доказательство. Условия на n0 и ρ0 будут сформулированы в процессе доказательства. Пусть
u(t), 0 6 t 6 T , — такое обобщенное решение задачи (4.1.5), что u(t) ∈ UEγ (u∗, ρ0) для всех
0 6 t 6 T . Тогда v(t) := u(t)− u∗ ∈ UEγ(0, ρ0)— решение задачи (4.1.11), для которого

v− = (I − P )v(0), v+ = Pv(T ).

Выбирая нормы (4.1.9), имеем

‖v−‖Eγ 6 ρ0, ‖v+‖Eγ 6 ρ0.

Применим предложение 4.1.1, заменив θ на γ и положив ρ̂2 = ρ̂. Взяв ρ0 6 ρ̂1, получим ρ0 6 ρ̂2.
В силу единственности в классе C

(
[0, T ];UEγ (0, ρ̂2)

)
решение v(v−, v+, ·) из предложения 4.1.1

удовлетворяет равенству v(t) = v(v−, v+, t), 0 6 t 6 T . Далее определим дискретные граничные
значения

v−n = p̃θnv
−, v+n = p̃θnv

+. (4.3.8)
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Согласно определению (4.3.2) имеем

v−n = p̃θnv
− = (In − Pn)p̃

θ
nv

−, v+n = p̃θnv
+ = Pnp̃

θ
nv

+,

а из (4.3.3) получаем

‖v±n ‖Eθ
n
6 C̃θ‖v±‖Eθ 6 C̃θρ0. (4.3.9)

Применим предложение 4.2.1, положив ρ̃2 = ρ̃ и C̃θρ0 6 ρ̃1(ρ̃2). Взяв соответствующие единствен-
ные решения задач (4.2.17)

vn(·) = vn(v
−
n , v

+
n , ·) ∈ C

(
[0, T ];UEθ

n
(0, ρ̃2)

)
(4.3.10)

можем утверждать, что

u0n = u∗n + vn(0), un(t) = vn(t) + u∗n (4.3.11)

удовлетворяет теореме. Потребуем, чтобы C̃θρ0 6 ρ̃1, так что можно применить (4.2.19) к vn(t) и
wn(t) = p̃θnv(t). Получим

sup
06t6T

∥∥∥vn(t)− p̃θnv(t)
∥∥∥
Eθ

n

6 C∗ sup
06t6T

∥∥∥η−n (t) + η+n (t)
∥∥∥
Eθ

n

; (4.3.12)

слагаемые в правой части задаются формулами

η−n (t) = p̃θn exp
(
tAu∗

)
(I − P )v− − exp

(
tAu∗

n,n

)
(In − Pn)v

−
n +

+ p̃θn

t∫

0

exp
(
(t− s)Au∗

)
(I − P )Fu∗(v(s))ds −

t∫

0

exp
(
(t− s)Au∗

n,n

)
(In − Pn)Fu∗

n,n

(
p̃θnv(s)

)
ds,

η+n (t) = p̃θn exp
(
(t− T )Au∗

)
Pv+ − exp

(
(t− T )Au∗

n,n

)
Pnv

+
n+

+ p̃θn

T∫

t

exp
(
(t− s)Au∗

)
PFu∗(v(s))ds −

T∫

t

exp
(
(t− s)Au∗

n,n

)
PnFu∗

n,n

(
p̃θnv(s)

)
ds.

Оценим η+n , применив теорему 4.2.1, в которой положим

Ẽ = (I − P )E, D(Ã) = D(A) ∩ Ẽ, Ã = Au∗ ,

g(t) = (I − P )Fu∗(v(t)), gn(t) = (In − Pn)Fu∗

n,n

(
p̃θnv(t)

)
,

K1 = UEγ (0, ρ0), K2 =
{
(I − P )Fu∗(w) : w ∈ UEγ(0, ρ0)

}
,

ε̃ =
ε0
4C∗

, u0 = v−,

Ẽn = (In − Pn)En, Ẽθ
n = (In − Pn)E

θ
n,

un(0) = p̃θnu(0) = p̃θnv
−.

Отметим, что в силу непрерывности функции Fu∗ : Eθ → E и компактного вложения Eγ в Eθ

множество K1 компактно в Eθ и K2 компактно в E. Оценку (4.2.5) можно применить при
n > n3 = max

(
n1(ε̃), n2

)
, где n2 выбрано согласно предложению 4.3.2 так, чтобы для n > n2

sup
06t6T

∥∥∥gn(t)− p̃ng(t)
∥∥∥
Ẽn

6 sup
06t6T

∥∥∥(I − Pn)
(
Fu∗

n,n

(
p̃θnv(t)) − pnFu∗(v(t))

)∥∥∥
En

+

+ sup
w∈K2

∥∥∥(I − Pn)(pnP − Pnpn)Fu∗(w)
∥∥∥
En

6 δ = δ(ε̃).

Следовательно, получаем

‖η−n ‖Eθ
n
6 ε̃
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и аналогичную оценку для ‖η+n ‖Eθ
n

и n > n4. Окончательно, согласно (4.3.12) и предложению 3.3.3
получим для некоторого n5 > n4 и всех 0 6 t 6 T , n > n5 оценку∥∥∥un(t)− pθnu(t)

∥∥∥
Eθ

n

6

∥∥∥vn(t)− pθnv(t)
∥∥∥
Eθ

n

+
∥∥∥u∗n − pθnu

∗
∥∥∥
Eθ

n

6
ε0
2

+
ε0
2

= ε0. �

В следующей лемме мы аппроксимируем векторы компактной последовательности в дискрет-
ных пространствах дискретизациями непрерывных элементов.

Лемма 4.3.1. Пусть 0 6 θ < γ < 1 и пусть {v0n}— ограниченная последовательность в Eγ
n.

Тогда для любого ε > 0 найдется такое число n0(ε), что

inf
v∈Eθ

∥∥∥v0n − p̃θnv
∥∥∥
Eθ

n

6 ε, n > n0(ε).

Кроме того, если 0 6 θ 6 β < γ < 1 и последовательность {v0n} лежит в PnE
γ
n и удовлетворяет

условию ‖v0n‖Eγ
n
6 b, то существуют такие n1(ε) и константа Ĉ > 0, что

inf
v∈PEβ ,

‖v‖
Eβ6Ĉb

∥∥∥v0n − pθnv
∥∥∥
Eθ

n

6 ε для всех n > n1(ε). (4.3.13)

Если вместо v0n ∈ PnE
γ
n выполняется условие v0n ∈ (In − Pn)E

γ
n, то имеет место неравен-

ство (4.3.13), в котором инфимум берется по v ∈ (I − P )Eβ , ‖v‖Eβ 6 Ĉb.

Доказательство. Из предложения 4.3.1 следует, что достаточно доказать утверждение с pθn вме-
сто p̃θn. Предположим, что утверждение неверно. Тогда существуют такие последовательность
{v0n}, число ε > 0 и подпоследовательность N

′ ⊆ N, что
∥∥(−An)

γv0n
∥∥ 6 b,

∥∥v0n − pθnv
∥∥
Eθ

n
> ε

для всех n ∈ N
′, v ∈ Eθ. Во-первых, последовательность (−A)−θ

n (−A)θnv0n = v0n является P-

компактной и, следовательно, найдутся такие N
′′ ⊆ N

′ и v̄ ∈ E, что v0n
P−−→ v̄ при n ∈ N

′′.
Поскольку 0 6 θ < γ < 1 и

(−An)
θ−γ(−An)

γv0n = (−An)
θv0n,

получим аналогичным образом, что (−An)
θv0n является P-компактной. Таким образом, найдется

такое подмножество N
′′′ ⊆ N

′′, что (−An)
θv0n

P−−→ z ∈ E при n ∈ N
′′′, и мы заключаем, что

(−An)
−θ(−An)

θv0n
P−−→ (−A)−θz при n ∈ N

′′′.

С другой стороны, v0n
P−−→ v̄ при n ∈ N

′′, откуда следует, что v̄ = (−A)−θz ∈ Eθ. Окончательно
имеем

∥∥v0n − pθnv̄
∥∥
Eθ

n
=
∥∥(−An)

θv0n − pnz
∥∥
En

→ 0 при n ∈ N
′′′ для некоторого v̄ ∈ Eθ,

противоречие. Для доказательства второго утверждения разовьем предыдущие идеи следующим
образом, Во-первых, согласно лемме 4.2.1, для каждого 0 6 λ < 1 найдется такая константа
C[λ] > 0, что

‖(−A)−λ‖B(E,E), ‖(−An)
−λ‖B(En,En) 6 C[λ] для всех n ∈ N. (4.3.14)

Пусть Ĉ = C[γ−β] + 1. Выше было установлено, что (−An)
βv0n

P−−→ y ∈ E при n ∈ N
′′′ и тогда

v̄ = (−A)−βy ∈ Eβ. Используя включение v0n ∈ PnE
γ
n и сходимость проекторов (4.2.14), находим

0 = (In − Pn)v
0
n

P−−→ v̄ − P v̄;

таким образом, v̄ ∈ PEβ . Кроме того, для больших n ∈ N
′′′ имеем

‖v̄‖Eβ = ‖y‖E 6
∥∥(−An)

β−γ(−An)
γv0n
∥∥
En

+ b 6
(
C[γ−β] + 1

)
b = Ĉb. (4.3.15)

Это противоречит неравенству ‖v0n − pθnv‖ > ε, v ∈ PEβ , ‖v‖Eβ 6 Ĉb. �

Эта лемма будет использована ниже для построения подходящих граничных условий для сле-
дующего обратного результата о затенении.
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Теорема 4.3.2 (см. [79]). Пусть выполняются предположения теоремы 4.3.1. Тогда суще-

ствует ρ0 > 0, обладающее следующим свойством: для любого ε0 > 0 найдется такое n0 =
n0(ε0) ∈ N, что для любого обобщенного решения un(t), n > n0, задачи (4.2.9), удовлетворяющего
условию un(t) ∈ UEγ

n
(u∗n, ρ0), 0 6 t 6 T , для некоторого 0 < T 6 ∞, существуют такие началь-

ные значения un,0 ∈ Eθ, n > n0, что обобщенное решение u(t;un,0) задачи (4.1.5) существует на
отрезке [0, T ] и удовлетворяет оценке

sup
06t6T

∥∥∥un(t)− pθnu(t;u
n,0)
∥∥∥
Eθ

n

6 ε0 ∀n > n0(ε0). (4.3.16)

Доказательство. Как и в теореме 4.3.1, возьмем некоторое ε0 > 0; условия на n0 и ρ0 будут
сформулированы в процессе доказательства. Рассмотрим обобщенное решение un(t), 0 6 t 6 T ,
задачи (4.2.9), лежащее в UEγ

n
(u∗n, ρ0), и определим

vn(t) = un(t)− u∗n, v−n = (In − Pn)vn(0), v+n = Pnvn(T ). (4.3.17)

Благодаря равномерной ограниченности проекторов имеем для некоторого Cb > 1

‖v−n ‖Eγ
n
6 Cbρ0, ‖v+n ‖Eγ

n
6 Cbρ0. (4.3.18)

Применим предложение 4.2.1 к элементам v±n , взяв γ вместо θ и ρ̃2 = ρ̃. Потребуем, чтобы
Cbρ0 6 ρ̃1, так что соотношение vn(t) = vn(v

−
n , v

+
n , t), 0 6 t 6 T , имеет место в силу единственно-

сти решений в C
(
[0, T ];UEγ

n
(0; ρ̃)

)
. Теперь возьмем θ < β < γ и, применяя лемму 4.3.1, построим

такие граничные значения vn,− ∈ (I − P )Eβ, vn,+ ∈ PEβ, n > n1(ε0), чтобы
∥∥∥v−n − p̃θnv

n,−
∥∥∥
Eθ

n

+
∥∥∥v+n − p̃θnv

n,+
∥∥∥
Eθ

n

6
ε0

16M2C∗
, ‖vn,±‖Eβ 6 Ĉρ0 (4.3.19)

(см. (4.2.15), (4.2.19)). На следующем шаге применим предложение 4.1.1 с граничными значени-
ями vn,± и β вместо θ. Выберем ρ̂2 так, чтобы (ср. (4.3.14), (4.3.3))

C̃θC[β−θ]ρ̂2 6 ρ̃2,

потребуем, чтобы (C[γ−θ] + Ĉ)ρ0 6 ρ̃2, и обозначим единственное решение в C
(
[0, T ];UEβ (0; ρ̂2)

)

через vn(t), 0 6 t 6 T . Покажем, что

un,0 = vn(0) + u∗, u(t;un,0) = vn(t) + u∗, 0 6 t 6 T, (4.3.20)

удовлетворяет (4.3.7). Для этого подставим vn(·) и wn(·) := p̃θnv
n(·) в (4.2.19). Это неравенство

справедливо, поскольку

‖vn(t)‖Eθ
n
6 C[γ−θ]ρ0,

‖wn(t)‖Eθ
n
6 C̃θ‖vn(t)‖Eθ 6 C̃θC[β−θ]‖vn(t)‖Eβ 6 C̃θC[β−θ]ρ̂2 6 ρ̃2,

‖v±n ‖Eθ
n
6 C[γ−θ]‖v±n ‖Eγ

n
6 C[γ−θ]Cbρ0 6 ρ̃1.

Получим оценку

‖vn − wn‖C
(
[0,T ];Eθ

n

) 6 C∗
∥∥∥wn −Gn(v

−
n , v

+
n , wn)

∥∥∥
C
(
[0,T ];Eθ

n

) 6

6 C∗ sup
06t6T

∥∥∥η−n (t) + η+n (t) + ϕ−
n (t) + ϕ+

n (t)
∥∥∥
Eθ

n

, (4.3.21)

где слагаемые в правой части задаются формулами

η−n (t) = p̃θn exp
(
tAu∗

)
(I − P )vn,− − exp(tAu∗

n,n)(In − Pn)p̃
θ
nv

n,−+

+ p̃θn

t∫

0

exp
(
(t− s)Au∗

)
(I − P )Fu∗(vn(s))ds −

t∫

0

exp
(
(t− s)Au∗

n,n

)
(In − Pn)Fu∗

n,n

(
p̃θnv

n(s)
)
ds,
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η+n (t) = p̃θn exp
(
(t− T )Au∗

)
Pvn,+ − exp

(
(t− T )Au∗

n,n

)
Pnp̃

θ
nv

n,++

+ p̃θn

T∫

t

exp
(
(t− s)Au∗

)
PFu∗(vn(s))ds −

T∫

t

exp
(
(t− s)Au∗

n,n

)
PnFu∗

n,n

(
p̃θnv

n(s)
)
ds,

ϕ−
n (t) = exp

(
tAu∗

n,n

)
(In − Pn)

(
p̃θnv

n,− − v−n
)
, ϕ+

n (t) = exp
(
(t− T )Au∗

n,n

)
Pn

(
p̃θnv

n,+ − v+n
)
.

Почти так же, как в теореме 4.3.1, при помощи теоремы 4.2.1 получим оценку

‖η±n ‖ 6
ε0
8C∗

(ср. (4.3.12)); главное различие состоит в том, что v(s) заменено на vn(s) и компактные множества
задаются теперь как

K2 =
{
(I − P )Fu∗(w) : w ∈ UEβ(0; ρ̂2)

}
, K1 = UEβ(0; Ĉρ0)

(см. (4.3.19)).
Для второго слагаемого имеем по теореме 3.5.2 и (4.3.19)

∥∥∥ϕ−
n (t) + ϕ+

n (t)
∥∥∥
Eθ

n

6M2e
−β̃t ε0

8M2C∗
6

ε0
8C∗

.

Отсюда, из (4.3.21) и предложения 3.3.3 окончательно имеем для больших n
∥∥∥un(t)− pθnu(t, u

n,0)
∥∥∥
Eθ

n

6

∥∥∥vn(t)− pθnv
n(t)

∥∥∥
Eθ

n

+
∥∥∥u∗n − pθnu

∗
∥∥∥
Eθ

n

6 ε0. �

4.4. Затенение по времени

В силу расщепления пространств нам потребуются кроме pn, pθn и другие согласующие отоб-
ражения. Введем операторы

p̂n = Pn(σ
+
n )p̃

θ
nP (σ

+), p̌n = (In − Pn(σ
+
n ))p̃

θ
n(I − P (σ+)).

Поскольку операторы Pn(σ
+
n ), pn равномерно ограничены, операторы p̌n, p̂n также равномерно

ограничены на Eθ.
Переформулируем теоремы 4.3.1 и 4.3.2 следующим образом.

Теорема 4.4.1 (см. [79]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия системы (4.1.5).

Пусть ∆cc 6= ∅, fn(xn)
P−−→ f(x), f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при xn
Pθ

−−−→ x и выполнены условия (F1)–
(F3). Тогда для любого обобщенного решения задачи (4.1.10) при v0, vT ∈ UEγ (0; ρ) найдутся

такие обобщенные решения задачи (4.2.16), удовлетворяющие условиям v0n = p̌nv
0, vTn = p̂nv

T ,

что

sup
v0,vT∈UEγ (0;ρ)

sup
06t6T

∥∥∥vn(t; v0n, vTn )− p̄θnv(t; v
0, vT )

∥∥∥
Eθ

n

→ 0 при n→ ∞. (4.4.1)

Теорема 4.4.2 (см. [79]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия системы (4.1.5).

Пусть ∆cc 6= ∅, fn(xn)
P−−→ f(x), f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при xn
Pθ

−−−→ x и выполнены усло-

вия (F1) и (F3). Тогда для любой последовательности обобщенных решений задач (4.2.16) при

v0n, v
T
n ∈ UEγ

n
(0; ρ), 0 6 θ < γ < 1, найдутся такие множества элементов {v0,E}, v0,E ∈ Eθ,

{vT,E}, vT,E ∈ Eθ, что v0,E , vT,E ∈ UEθ(0; ρ), 0 6 θ < γ < 1, и обобщенные решения задач (4.1.10)
при v0,E , vT,E ∈ UEθ(0; ρ), что

sup
v0n,v

T
n∈U

E
γ
n
(0;ρ)

sup
06t6T

∥∥∥vn(t; v0n, vTn )− p̄θnv(t; v
0,E , vT,E)

∥∥∥
Eθ

n

→ 0 при n→ ∞. (4.4.2)
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4.4.1. Затенение по времени и условие ∆cc 6= ∅. Рассмотрим для задачи (4.2.11) следую-
щую дискретизационную схему по времени:

Vn(t+ τn)− Vn(t)

τn
= Au∗

n,nVn(t+ τn) + Fu∗

n,n(Vn(t)), t = kτn, (4.4.3)

c начальными данными Vn(0) = v0n. Решение такой задачи дается формулой

Vn(t+ τn) =
(
In − τnAu∗

n,n

)−1
Vn(t) + τn

(
In − τnAu∗

n,n

)−1
Fu∗

n,n(Vn(t)) =

=
(
In − τnAu∗

n,n

)−k
Vn(0) + τn

k∑

j=0

(
In − τnAu∗

n,n

)−(k−j+1)
Fu∗

n,n

(
Vn(jτn)

)
, t = kτn, (4.4.4)

где Vn(0) = v0n.

Теорема 4.4.3 (см. [214]). Пусть ∆cc 6= ∅ и резольвенты операторов An, A компактны.

Предположим также, что C0-полугруппа etAu∗ , t ∈ R
+
, является гиперболической и выпол-

нено условие (B1). Тогда




∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n

)−kn(In − Pn)
∥∥∥
En

6M2r
[t], t = knτn > 0,

∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n

)knPn

∥∥∥
En

6M2r
−[t], t = −knτn 6 0,

(4.4.5)

где r < 1.

Доказательство. Из компактной сходимости резольвент (λIn − An)
−1 PP−−−→ (λI − A)−1 следует

(см. [89]), что
(
λIn −Au∗

n,n

)−1 PP−−−→
(
λI −Au∗

)−1
компактно.

Положим Bn =
(
In− τnAu∗

n,n

)−kn , τnkn = 1, и B = e1Au∗ . Тогда Bn
PP−−−→ B, поскольку операторы

Au∗

n,n, Au∗ согласованы. Заметим, что по условию (B1) имеем (см. [29, 127])
∥∥∥τnknAu∗

n,n

(
In − τnAu∗

n,n

)−kn
∥∥∥
B(En)

6 const,

откуда следует, что

Bn = A−1
u∗
n,n
τnknAu∗

n,n

(
In − τnAu∗

n,n

)−kn PP−−−→ B компактно,

поскольку A−1
u∗
n,n

PP−−−→ A−1
u∗ компактно. Теперь согласно теореме 4.6.5 получаем для Bn дискрет-

ную дихотомию. Теорема доказана. �

Замечание 4.4.1. Можно рассмотреть задачу (4.4.3) со слагаемым Fu∗
n,n(Vn(t + τn)), однако

такая схема не имеет большого теоретического значения.

Задачу (4.2.16) можно дискретизировать также, используя подход (4.4.3)–(4.4.4), в результате
чего получим

Vn(t+ τn)− Vn(t)

τn
= Au∗

n,nVn(t+ τn) + Fu∗

n,n(Vn(t)), t = kτn,

(In − Pn)Vn(0) = (In − Pn)v
0
n, PnVn(T ) = Pnv

T
n .

(4.4.6)

Решение задачи (4.4.6) можно получить, используя формулы

(In − Pn)Vn(t+ τn) =
(
In − τnAu∗

n,n

)−1
(In − Pn)Vn(t) + τn

(
In − τnAu∗

n,n

)−1
(In − Pn)Fu∗

n,n

(
Vn(jτn)

)
,

(
In − τnAu∗

n,n

)
PnVn(t+ τn) = PnVn(t) + τnPnFu∗

n,n

(
Vn(kτn)

)
, t = kτn.
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Последнее уравнение разрешимо, поскольку Fu∗

n,n(Vn(kτn)) достаточно мало в рассматриваемой
окрестности (см. условие (F3)). Таким образом, имеем представление решения задачи (4.4.6) в
виде

Vn
(
t; v0n, v

T
n

)
= (In − Pn)Vn(t) + PnVn(t) =

=
(
In − τnAu∗

n,n

)−k+1
(In − Pn)v

0
n + τn

k−1∑

j=0

(
In − τnAu∗

n,n

)−(k−j)
(In − Pn)Fu∗

n,n

(
Vn(jτn)

)
+

+
(
In − τnAu∗

n,n

)K−k
Pnv

T
n − τn

K−1∑

j=k

(
In − τnAu∗

n,n

)j−k
PnFu∗

n,n

(
Vn(jτn)

)
, t = kτn. (4.4.7)

Лемма 4.4.1. Пусть оператор A является генератором экспоненциально убывающей ана-

литической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5). Пусть

∆cc 6= ∅, fn(xn)
P−−→ f(x), f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при xn
Pθ

−−−→ x и выполнены условия (F1)–(F3)
и (B1). Тогда найдется такая константа C > 0, не зависящая от n, что

∥∥∥(In − τnAu∗
n,n)

−k(In − Pn)
∥∥∥ 6 C,

τn

k−1∑

j=0

∥∥∥(−An)
θ
(
In − τnAu∗

n,n

)−(k−j)
(In − Pn)

∥∥∥ 6 C

при k, n ∈ N.

Доказательство. Согласно предложению Pconteqh с θ = 0 операторы Au∗
n,n генерируют на под-

пространствах (In − Pn)En ограниченные аналитические C0-полугруппы с равномерными оцен-
ками ∥∥∥etAu∗n,n(In − Pn)

∥∥∥ 6Me−ωt, t > 0.

Отсюда следует ∥∥∥(In − τnAu∗

n,n)
−k(In − Pn)

∥∥∥ 6 C

для любых k, n ∈ N и 0 < τn 6 τ∗. Теперь по теореме 4.4.3 получаем дихотомические оценки (4.4.5)
и используем формулу с абсолютно сходящимся интегралом

τn

k−1∑

j=0

(−An)
θ
(
In − τnAu∗

n,n

)−(k−j)
(In − Pn) =

= (−An)
θ(−Au∗

n,n)
−θτn

k−1∑

j=0

1

2πi

∫

Γ1

ζθ(1− τnζ)
−(k−j)

(
ζIn −Au∗

n,n

)−1
dζ(In − Pn), (4.4.8)

где контур Γ1 соответствует спектру оператора σ
(
Au∗

n,n(In − Pn)
)
. Ясно также, что для ζ ∈ Γ1

имеем

|1− τnζ| =
√

(1− τnRe ζ)2 + (τn Im ζ)2 > 1− τnRe ζ.

Следовательно,

|1− τnζ|−1 6
1

1− τnRe ζ
,

k−1∑

j=0

|1− τnζ|−(k−j)
6

1

|1− τnζ|
1− τnRe ζ

−τnRe ζ
, k, n ∈ N,
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при ζ ∈ Γ1. Интеграл в (4.4.8) абсолютно сходится. Действительно,

q∫

0

τn

k−1∑

j=0

|ζ|θ|1− τnζ|−(k−j) M

|ζ|+ 1
d|ζ|+

∞∫

q

τn

k−1∑

j=0

ζθ(1− τnζ)
−(k−j) M

|ζ|+ 1
d|ζ| 6

6

q∫

0

|ζ|θ M

|ζ|+ 1
d|ζ| τn

1− 1
1+cτn

+

∞∫

q

|ζ|θ 1

1− 1
1−τn Re ζ

M

|ζ|+ 1

d|ζ|
|1− τnζ|

6

6
(1 + cτn)

c

q∫

0

|ζ|θ M

|ζ|+ 1
dζ +

∞∫

q

|ζ|θ (1− τnRe ζ)d|ζ|
−Re ζ|1− τnζ|(|ζ|+ 1)

.

Из [79] имеем ∥∥∥(Au∗

n,n)
θ(An)

−θ
∥∥∥,

∥∥∥(An)
θ(Au∗

n,n)
−θ
∥∥∥ 6 C, n ∈ N.

Второе утверждение доказано. �

Лемма 4.4.2. Пусть оператор A является генератором экспоненциально убывающей ана-

литической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5). Пусть

∆cc 6= ∅, fn(xn)
P−−→ f(x), f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при xn
Pθ

−−−→ x и выполнены условия (F1)–(F3)
и (B1). Тогда найдется такая константа C > 0, не зависящая от n, что

∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n

)k
Pn

∥∥∥ 6 C, τn

K−1∑

j=k

∥∥∥(−An)
θ
(
In − τnAu∗

n,n

)j−k
Pn

∥∥∥ 6 C

при K, k, n ∈ N, k 6 K − 1.

Доказательство. Из (4.2.14) следует существование таких проекторов Pn, что Pn
PP−−−→ P ком-

пактно. Используя формулы

(−An)
θ
(
In − τnAu∗

n,n

)j
Pn = (−An)

θ(Au∗
n,n)

−θ 1

2πi

∫

Γ2

ζθ(1− τnζ)
j
(
ζIn −Au∗

n,n

)−1
dζPn,

(−An)
θτn

K−k−1∑

j=0

(
In − τnAu∗

n,n

)j
Pn =

= (−An)
θ(Au∗

n,n)
−θ 1

2πi

∫

Γ2

τn

K−k−1∑

j=0

ζθ(1− τnζ)
j
(
ζIn −Au∗

n,n

)−1
dζPn,

получим оценки, где Γ2 — конечный контур, соответствующий спектру оператора σ(Au∗
n,nPn).

Действительно, для любого ζ ∈ Γ2 имеем

|1− τnζ| 6 1− 2τn Re ζ + (τnRe ζ)
2 + (τn Im ζ)2 6 1− cτn < 1, ζ ∈ Γ2,

где c > 0— некоторая константа и τn достаточно мало, поскольку Γ окружает конечную часть
спектра σ(Au∗

n,nPn) в правой полуплоскости. Таким образом,

τn

K−k−1∑

j=0

|1− τnζ|j 6 τn
1

1− (1− cτn)
6

1

c
, K, k, n ∈ N, k 6 K − 1,

откуда вытекает утверждение леммы. �
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Лемма 4.4.3. Пусть операторы An являются генераторами равномерно по n экспоненциаль-

но убывающих аналитических C0-полугрупп, т.е.

‖etAn‖ 6Me−ωt, t > 0.

Тогда (
In − τnAn

)−k → 0, (−An)
θ
(
In − τnAn

)−k → 0, 0 < θ < 1,

при 0 < τn 6 τ∗, k → ∞, kτn → ∞, и

∥∥∥
(
(In − τnAn)

−k − etAn
)
(−An)

−θu0n

∥∥∥ 6 C
τ θn
k
‖u0n‖. (4.4.9)

Доказательство. При t = kτn рассмотрим разность

(
In − τnAn

)−k − etAn =

τn∫

0

d

ds

(
exp

(
k(τn − s)A

)
(In − sAn)

−k
)
ds =

=

τn∫

0

exp
(
k(τn − s)A

)
k

(
−An +

An

In − sAn

)
(In − sAn)

−kds =

=
1

k

τn∫

0

(
(τn − s)k(−An)

)1/2
exp

(
k(τn − s)A

)
√
τn − s

(
sk(−An)

)3/2
(In − sAn)

−k−1

√
s

ds. (4.4.10)

Известно (см. [26]), что ∥∥∥(t(−An))
1/2etAn

∥∥∥ 6Me−ωt, t > 0.

Видим, что ∥∥∥(ks(−An))
3/2(In − sAn)

−k
∥∥∥ 6 C

для любых k, n ∈ N, k > θ, и 0 < s 6 τ∗. Действительно,

∥∥∥(−An)
θ
(
λIn −An

)−k
∥∥∥ 6

1

(k − 1)!

∞∫

0

tk−1e−λt
∥∥∥(−An)

θetAn

∥∥∥dt 6
Mλθ−k

(k − 1)!

∞∫

0

sk−1−θe−sds,

∥∥∥(−An)
θ(In − τnAn)

−k
∥∥∥ = τ−k

n

∥∥∥∥∥(−An)
θ

(
1

τn
In −An

)−k
∥∥∥∥∥ 6Mτ−θ

n

Γ(k − θ)

Γ(k)
,

и поскольку

lim
k→∞

kθΓ(k)

Γ(k + θ)
= 1,

получаем требуемую оценку. Теперь из (4.4.10) следует, что

∥∥(In − τnAn

)−k‖ 6
1

k
, t > 0.

Таким образом, для гладких элементов типа (−An)
−θu0n получаем (4.4.9). �

Теорема 4.4.4 (см. [214]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убы-

вающей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).

Пусть ∆cc 6= ∅, fn(xn)
P−−→ f(x), f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при xn
Pθ

−−−→ x и выполнены условия (B1),
(F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свойством: для любого ǫ0 и лю-

бого обобщенного решения v(·) задачи (4.1.10), для которого v0, vT ∈ UEγ(0; ρ0), 0 6 θ < γ < 1,
найдутся такие n(ǫ0) и решения Vn(·) задач (4.4.6), для которых v0n, v

T
n ∈ UEθ

n
(0; ρ0), что

sup
06t6T

∥∥∥Vn(t; v0n, vTn )− p̃θnv(t; v
0, vT )

∥∥∥
Eθ

n

6 ǫ0 при n > n(ǫ0). (4.4.11)
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Доказательство. Как уже было сказано, решение задачи (4.4.6) существует; это доказывается
так же, как [79, предложение 2.2]. Действительно, при Kτn = T введем (аналогично [127, Sec. 5.1])
банахово пространство Xn = Cτn([0, T ];E

θ
n) с нормой

‖Vn(·)‖Cτn ([0,T ];Eθ
n)

= max
06j6K

∥∥Vn(jτn)
∥∥
Eθ

n
.

Обозначим через G(v0n, v
T
n ;Vn(·)) оператор в правой части (4.4.7), примененный к элементу

Vn(·) ∈ Cτn([0, T ];E
θ
n). Для такого оператора имеем G′(v0n, v

T
n ; 0) = 0. Следовательно, оператор

In −G′(v0n, v
T
n ; 0) обратим. Кроме того (см. аналогичные выкладки в [79, (2.17)]), для производ-

ных Фреше ∥∥∥G′(v0n, v
T
n ; 0)−G′(v0n, v

T
n ;Vn(·))

∥∥∥
B(Xn)

6 q < 1,

если Vn(·) ∈ UCτn([0,T ];Eθ
n)
(0; ρ0), поскольку ряды сходятся согласно леммам 4.4.1 и 4.4.2. Таким

образом, существование единственного решения Vn(·) задачи (4.4.7) следует из [259, лемма 1].
Теперь покажем, что если vn(·)— решение задачи (4.2.16), то

sup
06t6T

∥∥∥vn(t; v0n, vTn )− Vn(t)
∥∥∥
Eθ

n

6
ǫ0
3

при n > n(ǫ0); результат получается из (4.9.1) c ǫ0/3 в правой части. Напомним, что в силу
единственности решения

vn(t) = un(t)− u∗n, v(t) = u(t)− u∗.

Поскольку

vn(t)− p̃θnv(t) = un(t)− p̃θnu(t)− u∗n + p̃θnu
∗,

∥∥∥u∗n − p̃θnu
∗
∥∥∥ 6

ǫ0
3

при n > n(ǫ0),

неравенство (4.9.1) можно применить для оценивания разности vn(t) − p̃θnv(t). Чтобы оценить∥∥vn(t) − Vn(kτn)
∥∥, рассмотрим разность правых частей в (4.4.7) и (4.2.17). Имеем (см. [24]), на-

пример, для v0n и γ − θ > 0
∥∥∥(−An)

θ
(
exp(tAu∗

n,n)−
(
In − τnAu∗

n,n

)−k
)
(In − Pn)v

0
n

∥∥∥ 6

6 C
∥∥∥(−Au∗

n,n)
θ
(
exp(tAu∗

n,n)−
(
In − τnAu∗

n,n

)−k
)
(In − Pn)v

0
n

∥∥∥ 6 C
τγ−θ
n

k

∥∥∥(−Au∗

n,n)
γv0n

∥∥∥, (4.4.12)

где первое неравенство следует из [79, замечание 4.2], а второе — это в точности (4.4.9). Оценки
интегральных членов вытекают из условия (F3) (см. замечание 4.8.1) и лемм 4.4.1–4.4.2. Теперь
выберем τn так, чтобы имело место (4.4.11). �

Теорема 4.4.5. Пусть оператор A является генератором экспоненциально убывающей ана-

литической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5). Пусть

∆cc 6= ∅, fn(xn)
P−−→ f(x), f ′n(xn)

PθP−−−−→ f ′(x) при xn
Pθ

−−−→ x и выполнены условия (Bn), (F1)–
(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свойством: для любого ǫ0 > 0 найдется

такое n0 = n(ǫ0) ∈ N, что для любого решения Vn(t), n > n0, задачи (4.4.6), удовлетворяющего

условию Vn(t) ∈ UEγ
n
(0; ρ0), 0 6 t 6 T , 0 6 θ < γ < 1, и для некоторого 0 < T 6 ∞, для кото-

рого v0n, v
T
n ∈ UEθ

n
(0; ρ), существуют такие элементы vn,0, vn,T ∈ Eθ, n > n0, что обобщенное

решение v(t; vn,0, vn,T ) задачи (4.1.10) существует на отрезке [0, T ] и удовлетворяет оценке

sup
06t6T

∥∥∥Vn(t; v0n, vTn )− p̃θnv(t; v
n,0, vn,T )

∥∥∥
Eθ

n

6 ǫ0 ∀n > n(ǫ0). (4.4.13)

Доказательство основано на теореме 4.4.2 и оценке типа (4.4.12).

Замечание 4.4.2. Можно доказать теоремы, аналогичные теоремам 4.4.4 и 4.4.5, для схемы

Vn(t+ τn)− Vn(t)

τn
= Au∗

n,nVn(t) + Fu∗
n,n(Vn(t)), t = kτn,



АТТРАКТОРЫ, ЗАТЕНЕНИЕ И АППРОКСИМАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 71

вместо схемы (4.4.6), но с некоторым условием устойчивости типа
∥∥τnAu∗

n

∥∥ 6 const.

4.5. Проверка условия ∆cc 6= ∅

В этом разделе будет показано, как можно удовлетворить предположения теорем 4.3.1 и 4.3.2
для методов конечных элементов и конечных разностей.

Пример 4.5.1. Пусть Ω ⊂ R
d — ограниченная гладкая область. Рассмотрим сильно эллипти-

ческий оператор второго порядка

Lu(x) =
d∑

i,j=1

aij(x)uxixj(x) +
d∑

j=1

bj(x)uxj (x) + c(x)u(x), (4.5.1)

где коэффициенты aij , bj , c— гладкие ограниченные функции. Рассмотрим ассоциированную па-
раболическую задачу

ut(t, x) = Lu(t, x) + f(u(t, x)), t > 0, x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x) ∈ H1
0 (Ω).

(4.5.2)

Пусть E = L2(Ω); определим оператор A : D(A) ⊂ E → E следующим образом: D(A) = H2(Ω) ∩
H1

0 (Ω) и Au = Lu для всех u ∈ D(A). Известно, что A порождает аналитическую компактную
C0-полугруппу {exp(tA) : t > 0}. Предположим, что функция c(x) выбрана так, что спектр
оператора A расположен левее мнимой оси. Тогда можно определить дробные степени (−A)θ
оператора −A, как было показано выше. Хорошо известно, что E1 = D(A) = H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) и

E1/2 = H1
0 (Ω).

Относительно нелинейного члена f(·) известно (см. [52, 165]), что при выполнении некоторых

условий роста задача (4.5.2) локально корректна в E1/2 и оператор-функция f(·) дифференци-
руема по Фреше как функция из Eθ в E. Например, предположения могут быть следующими
(см. [165]): скалярная функция f(x, ·) : R → R, x ∈ Ω, принадлежит классу C2(R,R) и для любых
ξ ∈ R, x ∈ Ω выполняется неравенство

∣∣f (l)ξ (x, ξ)
∣∣ 6 C

(
1 + |ξ|δ+1−l

)
,

где l = 1, 2 и δ = 2, если d = 3, и δ ∈ [1,∞), если d = 2. Тогда можно показать (см. [165]), что
∥∥f ′(u)− f ′(v)

∥∥
B(E1/2,E)

6 C(ρ)‖u− v‖E1/2 , (4.5.3)
∥∥f(u)− f(v)− f ′(w)(u − v)

∥∥
E(k−1)/2 6 C(ρ)

(
‖u− w‖E1/2 + ‖v − w‖E1/2

)
‖u− v‖Ek/2 (4.5.4)

при k = 1, 2 и любых v,w, u ∈
{
z ∈ E : ‖z − u∗‖E1/2 6 ρ

}
. Из неравенств (4.5.3), (4.5.4) вытекает

условие (F1).
Задача (4.1.3) с указанными выше оператором A и функцией f(·) корректно поставлена и

обладает всеми свойствами, требуемыми в основной теореме.
Кроме того, аппроксимационная задача (4.2.9) также имеет нужные свойства, если она опре-

делена методом конечных элементов.
Действительно, пусть A, E и E1/2 такие же, как описано выше. Известно (см. [151]), что

оператор A находится во взаимно однозначном соответствии с полуторалинейной формой a :
E1/2 × E1/2 → C, так что

|a(u, v)| 6 c1‖u‖E1/2‖v‖E1/2 , u, v ∈ E1/2,

Re a(u, u) > c2‖u‖E1/2 , u ∈ E1/2,

a(u, v) = 〈−Au, v〉, u ∈ D(A), v ∈ E1/2.

Рассмотрим выпуклый многоугольник Ω ⊂ R
2 и регулярную триангуляцию, в которой треуголь-

ники имеют максимальный диаметр h. Обозначим через Sh пространство функций в E1/2, ли-
нейных на каждом элементе и обращающихся в нуль на границе. Тогда Sh является семейством
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конечномерных подпространств пространства H1
0 (Ω) со стандартным аппроксимационным свой-

ством (см. [248])

inf
χ∈Sh

(
‖v − χ‖E + h‖v − χ‖E1/2

)
6 Ch2‖v‖E1 , v ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).

Обозначим через Phu проекцию элемента u ∈ E на Sh = E
1/2
h относительно скалярного произ-

ведения в L2(Ω). Эти операторы играют роль связывающих отображений {ph}. В этом контексте
конечноэлементная аппроксимации Ah : Sh → Sh of A определенf формулой

〈−Ahφh, ψh〉 = a(φh, ψh), φh, ψh ∈ E
1/2
h .

Другими словами, Ah — оператор, ассоциированный с полуторалинейной формой ah(·, ·), которая

является сужением формы a(·, ·) на E
1/2
h × E

1/2
h . В этом случае можно доказать (см. [111]), что

существуют такие константа C и острый угол θ, что при u ∈ E и θ 6 | arg z| 6 π имеем
∥∥∥
(
zI −A

)−1
u−

(
zIh −Ah

)−1
Phu

∥∥∥
E
6 Ch2‖u‖E .

Эта оценка означает P-сходимость с равномерной сходимостью резольвент. Поскольку резольвен-
та (λI − A)−1 компактна для некоторого λ, из приведенного выше неравенства получаем (здесь
µ(·)— мера некомпактности)

µ
(
(zIh −Ah)

−1xh
)
6 µ

(
(zI −A)−1xh

)
+ lim

h→0

∥∥∥
(
zI −A

)−1
xh −

(
zIh −Ah

)−1
xh

∥∥∥
E
= 0,

откуда следует компактная сходимость резольвент при h → 0. Таким образом, наше основное
предположение ∆cc 6= ∅ может быть проверено.

Окончательно, положив fh(vh) = phf(vh) для vh ∈ E
1/2
h и Fu∗

h,h
(vh) = fh(vh − u∗h) − fh(u

∗
h) −

f ′h(u
∗
h)vh, видим, что задачи (3.3.1), (4.2.11) корректны. Из оценки (4.5.4) следует, что

∥∥Fu∗(v(t))
∥∥
E
6 c(ρ)‖v(t)‖2

E1/2 ;

кроме того, имеем F ′
u∗(0) = 0 и условие (F3) в виде

∥∥Fu∗

h,h
(vh)

∥∥
En

6 c̃(ρ)‖vh‖2
E

1/2
h

,

поскольку норма ‖ph‖ равномерно ограничена.

Пример 4.5.2. Резольвентные оценки при условии (B1) были доказаны для методов конечных
элементов и конечных разностей, например, в [60,68]. Не входя в детали, покажем, как получить
компактную сходимость резольвент для метода конечных разностей. Рассмотрим, например, в
пространстве E = L2(0, 1) оператор A, определенный следующим образом:

Av(x) =
d2v(x)

dx2
, D(A) =

{
v(·) ∈ H1

0 (0, 1) ∩H2(0, 1) : v(0) = v(1) = 0
}
.

Выберем величину шага h = 1/n и аппроксимируем оператор A операторами

Anun = ∂̄h ∂hun =

{
1

h2
(
un,(k+1)h − 2un,kh + un,(k−1)h

)}n−1

k=1

, (4.5.5)

где

un,· ∈ En = L2
h(0, 1) = D(An) =

{
{un,kh

}n−1

k=1
∈ R

n−1}.
Заметим, что в (4.5.5) мы положили un,0 = un,nh = 0. Связывающие отображения pn заданы
формулами

(pnu)kh =
1

h

k+h/2)∫

k−h/2

u(x)dx, u ∈ E (4.5.6)

(см. [256]). Если скалярное произведение задано формулой

〈un,·, vn,·〉En = h
n−1∑

k=1

un,khvn,kh,
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то формула суммирования по частям дает

−
〈
∂̄h ∂hun, un

〉
En

=
〈
∂hun, ∂hun

〉
En

=
∥∥∂hun

∥∥2
En

= h
n∑

k=1

(
un,kh − un,(k−1)h

h

)2

(мы снова учли, что un,0 = un,nh = 0). Отсюда следует
∥∥∂hun

∥∥2
En

6 ‖Anun‖En‖un‖En .

Таким образом, для любой ограниченной последовательности {un}, для которой {Anun} также
ограничена в En, из последнего неравенства следует, что ‖un‖E1/2

n
ограничена. Отсюда вытекает,

что {un} является P-компактной. Теперь, применяя теорему 2.3.1, получим компактную сходи-
мость резольвент.

4.6. Дихотомия для полугрупп

В этом разделе будет описан случай, когда резольвента оператора A не обязательно являет-
ся компактным оператором. Таким образом, становится возможным рассмотреть оператор A,
имеющий не только точечный спектр.

Если v0 близко к 0, например, v0 ∈ UEθ(0; ρ), где ρ > 0 мало, то обобщенное решение v(t; v0)
задачи (4.1.6) может оставаться в пределах шара UEθ(0; ρ) в течение некоторого времени. Обо-
значим максимальное время, в течение которого v(t; v0) остается внутри UEθ(0; ρ), через

T = T (v0) = sup
{
t > 0 : ‖v(t; v0)‖Eθ 6 ρ или v(t; v0) ∈ UEθ(0; ρ)

}
.

Возвращаясь к решению задачи (4.1.6), для любых двух v0, vT ∈ UEθ(0; ρ) рассмотрим краевую
задачу {

v′(t) = Au∗v(t) + Fu∗(v(t)), 0 6 t 6 T,

(I − P (σ+))v(0) = (I − P (σ+))v0, P (σ+)v(T ) = P (σ+)vT .
(4.6.1)

Как известно (см. [79]), обобщенное решение задачи (4.6.1) удовлетворяет интегральному урав-
нению

v(t) = e(t−T )Au∗P (σ+)vT + etAu∗ (I − P (σ+))v0+

+

t∫

0

e(t−s)Au∗
(
I − P (σ+)

)
Fu∗(v(s))ds +

T∫

t

e(t−s)Au∗P (σ+)Fu∗(v(s))ds, 0 6 t 6 T. (4.6.2)

При дискретизации задачи (4.1.6) по пространственной и временной переменным важно знать,
что произойдет с оценкой типа (3.1.13) для приближенных решений. Если оценки типа (3.1.13)
выполняются равномерно по параметру дискретизацации, то можно ожидать аналогичного по-
ведения от приближенных решений задачи (4.6.2).

4.6.1. Предварительные результаты о дихотомии. В этом разделе рассмотрим общий ап-
проксимационный подход для сохранения дихотомических оценок (3.1.13) при аппроксимации
траектории u(·) задачи (4.1.5) в окрестности UEθ(u∗; ρ) гиперболической точки равновесия u∗

некоторыми дискретными траекториями.
Пусть T(r) =

{
λ : λ ∈ C, |λ| = r

}
, T = T(1).

Определение 4.6.1. C0-Полугруппа etA, t > 0, определенная на банаховом пространстве E,
называется гиперболической, если σ(etA) ∩ T = ∅ для всех t > 0. Генератор A называется гипер-
болическим, если σ(A) ∩ iR = ∅.

Обозначим через Υ(R;E) одно из пространств Lp(R;E), 1 6 p <∞, C0(R;E) или пространство
Степанова Sp(R;E), 1 6 p < ∞; будем называть такое пространство пространством Палмера
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(см. [212], где впервые было отмечено свойство фредгольмовости). В банаховом пространстве
Υ(R;E) рассмотрим линейный дифференциальный оператор

L = − d

dt
+A : D(L) ⊆ Υ(R;E) → Υ(R;E), (4.6.3)

где оператор A порождает C0-полугруппу. Предположим, что область определения оператора L
состоит из таких функций u(·) ∈ Υ(R;E), что для некоторой функции g(·) ∈ Υ(R;E) имеем

u(t) = e(t−s)Au(s)−
t∫

s

e(t−η)Ag(η)dη, s 6 t, t ∈ R,

и Lu(·) = g(·). Заметим (см. [5]), что оператор L является генератором C0-полугруппы etL на
банаховом пространстве Υ(R;E), которая определена для всех v(·) ∈ Υ(R;E) по формуле

(etLv)(s) = etAv(s − t) для любого s ∈ R, t > 0.

Определение 4.6.2. Будем говорить, что C0-полугруппа etA, t > 0, обладает экспоненциаль-

ной дихотомией на R с данными (M > 1, β > 0), если существует такой проектор P : E → E,
что

(i) etAP = PetA для всех t > 0;
(ii) сужение etA|R(P ), t > 0, обратимо на P (E) и

∥∥e−tAPx
∥∥ 6Me−βt‖Px‖, t > 0, x ∈ E,

∥∥etA(I − P )x
∥∥ 6Me−βt‖(I − P )x‖, t > 0, x ∈ E.

Теорема 4.6.1 (см. [72]). Оператор L в банаховом пространстве Υ(R;E) обратим тогда и

только тогда, когда выполнено условие

σ(e1A) ∩ T = ∅. (4.6.4)

Если условие (4.6.4) выполняется, то

(L−1f)(t) =

∞∫

−∞

G(t− s)f(s)ds, t ∈ R, f(·) ∈ Υ(R;E),

где функция Грина имеет вид

G(η) =

{
−eηAP−, η > 0;

eηAP+, η < 0,
(4.6.5)

и удовлетворяет оценке

‖G(η)‖ 6

{
M+e

−γ+η, η > 0;

M−e
γ−η, η < 0,

(4.6.6)

где

M+ = 2Mκ(L)
(
1 +

1

2κ(L)

)2

, M− = 2Mκ(L)
(
1− 1

2κ(L)

)2

,

γ+ = ln

(
1 +

1

2κ(L)

)
, γ− = − ln

(
1− 1

2κ(L)

)
,

κ(L) = 1 + C(Υ)
(
M +M2‖L−1‖

)
.

Заметим, что C(Υ) = 1, если Υ(R;E) = L∞(R, E) или Υ(R;E) = C0(R, E), и C(Υ) = 21−1/p,
если Υ(R;E) = Lp(R, E) или Υ(R;E) = Sp(R, E), p ∈ [1,∞).



АТТРАКТОРЫ, ЗАТЕНЕНИЕ И АППРОКСИМАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 75

Обозначим через Υ(Z;E), где Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }, банахово пространство E-значных
последовательностей с соответствующей дискретной нормой, согласованной с нормой простран-
ства Υ(R;E). Для любого u(·) ∈ Υ(Z;E), т.е. {u(k)}k∈Z, и B = e1A ∈ B(E) определим оператор
B : D(B) ⊆ lp(Z;E) → lp(Z;E) по формуле

(Bu)(k) = Bu(k − 1), k ∈ Z, u(·) ∈ lp(Z;E).

Определим также оператор D = I − B : D(D) = D(B) ⊆ lp(Z;E) → lp(Z;E) следующим образом:

(Du)(k) = u(k)−Bu(k − 1), u(·) ∈ D(B), k ∈ Z.

Предложение 4.6.1 (см. [72]). Пусть оператор

L = − d

dt
+A : D(L) ⊆ Υ(R;E) → Υ(R;E)

является обратимым. Тогда оператор D : D(D) ⊆ Υ(Z;E) → Υ(Z;E) также обратим и

‖D−1‖ 6 1 + C(Υ)
(
M +M2‖L−1‖

)
.

Обратно, если D обратим, то L : D(L) ⊆ Υ(R;E) → Υ(R;E) также обратим и

‖L−1‖ 6 C(Υ)
(
M +M2‖D−1‖

)
.

Теорема 4.6.2 (см. [6, 8]). Разностный оператор

(Du)(k) = u(k)−Bu(k − 1), k ∈ N, u(·) ∈ lp(R;E), 1 6 p 6 ∞,

обратим тогда и только тогда, когда

σ(B) ∩ T = ∅. (4.6.7)

Если условие (4.6.7) выполнено, то обратный оператор имеет вид

(D−1v)(k) =
∑

m∈Z

Γ(k −m)v(m), (4.6.8)

где v(·) ∈ lp(Z;E), 1 6 p 6 ∞, и функция Γ(·) : Z → B(E) определена формулой

Γ(k) =

{
Bk(I − P ), k > 0;

−B−k
0 P, k 6 −1,

(4.6.9)

где B0 — сужение B на R(P ).

Определение 4.6.3. Будем говорить, что оператор B ∈ B(E) имеет экспоненциальную дис-

кретную дихотомию с данными (M, r, P ), если P ∈ B(E)— проектор в E и M , r— такие кон-
станты, 0 6 r < 1, что выполнены следующие свойства:

(i) BkP = PBk для всех k ∈ N;
(ii)

∥∥Bk(I − P )
∥∥ 6Mrk для всех k ∈ N;

(iii) B̂ := B
∣∣
R(P )

: R(P ) 7→ R(P )— гомеоморфизм, удовлетворяющий оценке

∥∥B̂−kP
∥∥ 6Mrk, k ∈ N.

Следующий результат касается связи констант в экспоненциальной дискретной дихотомии при
оценке резольвенты (λI −B)−1 при λ ∈ T.

Теорема 4.6.3 (см. [214]). При B ∈ B(E) следующие условия эквивалентны:

(i) λ ∈ ρ(B) для всех λ ∈ T и
∥∥∥
(
λI −B

)−1
∥∥∥ 6 β <∞ ∀λ ∈ T; (4.6.10)

(ii) B имеет экспоненциальную дихотомию с данными (M, r, P ).
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Точнее, из (i) следует (ii) с

M =
2β2

β − 1
, r = 1− 1

2β
.

Обратно, из (ii) следует (i) с β =M
1 + r

1− r
.

Доказательство. Пусть выполнено (i); без ограничения общности будем считать, что β > 1. Для
z ∈ C, z 6= 0 имеем ∣∣∣∣z −

z

|z|

∣∣∣∣ = |1− |z‖.

Таким образом, если |1− |z‖β < 1, классическая оценка возмущения показывает, что z ∈ ρ(B) и

∥∥(zI −B)−1
∥∥ 6

β

1− β|1− |z‖ . (4.6.11)

Определим P как проектор Рисса, определенный формулой

I − P =
1

2πi

∫

|z|=1

(zI −B)−1dz. (4.6.12)

Поскольку B коммутирует с резольвентой, выполнено условие (i) определения 4.6.3. Далее, ис-
пользуя (4.6.11) и теорему Коши, можем сдвинуть контур:

I − P =
1

2πi

∫

|z|=r

(zI −B)−1dz, если |1− r| < 1

β
. (4.6.13)

Утверждается, что

Bk(I − P ) =
1

2πi

∫

|z|=r

zk(zI −B)−1dz, если |1− r| < 1

β
. (4.6.14)

Для k = 0 это вытекает из (4.6.13). Если (4.6.14) имеет место для некоторого k, то получим

Bk+1P =
1

2πi

∫

|z|=r

(B − zI + zI)zk(zI −B)−1dz =
1

2πi

∫

|z|=r

zk+1(zI −B)−1dz − 1

2πi

∫

|z|=r

zkdz

и, таким образом, утверждение имеет место для k+1. Из уравнений (4.6.14) и (4.6.11) непосред-
ственно получаем, во-первых, дихотомическую оценку для 1− 1/β < r 6 1:

‖BkP‖ 6
1

2π
2πrrk

β

1− β(1− r)
=

βrk+1

1− β(1− r)
для k > 0. (4.6.15)

Для второй дихотомической оценки мы используем резольвенту уравнения

(zI −B)−1 =
1

z
I + z−1B(zI −B)−1. (4.6.16)

При |1− r| < 1/β уравнения (4.6.13) и (4.6.16) приводят к соотношению

I − P =
1

2πi

∫

|z|=1

(
1

z
I − (zI −B)−1

)
dz = − 1

2πi

∫

|z|=r

1

z
B(zI −B)−1dz.

Отсюда ясно, что для k = 1 имеет место следующее равенство:

I − P = −Bk 1

2πi

∫

|z|=r

z−k(zI −B)−1dz для k > 1. (4.6.17)

Если (4.6.17) известно для некоторого k, то, используя (4.6.16), найдем

I − P = −Bk 1

2πi

∫

|z|=r

(
z−(k+1) + z−(k+1)B(zI −B)−1

)
dz = −Bk+1 1

2πi

∫

|z|=r

z−(k+1)(zI −B)−1dz.
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Применим (4.6.17) к x ∈ E и воспользуемся тем фактом, что I − P коммутирует с B, и оцен-
кой (4.6.11):

‖(I − P )x‖ =

∥∥∥∥∥∥∥

1

2πi

∫

|z|=r

z−k(zI −B)−1dzBk(I − P )x

∥∥∥∥∥∥∥
6
r−k

2π
2πr

β

1 − β(r − 1)

∥∥Bk(I − P )x
∥∥.

Окончательно имеем для всех k > 1, 1 6 r < 1 + 1/β, u ∈ E:

‖(I − P )u‖ 6
βr−k+1

1− β(r − 1)

∥∥Bk(I − P )u
∥∥. (4.6.18)

При k = 1 эта оценка показывает, что оператор B̂ = B
∣∣
N (P )

: N (P ) 7→ N (P ) взаимно однозначен

и имеет ограниченный обратный. Чтобы показать, что B̂ сюръективен, возьмем f ∈ N (P ) и
положим

v = − 1

2πi

∫

|z|=1

z−1(zI −B)−1f dz.

Из этого уравнения имеем (I − P )v = 0; применяя (4.6.16), находим

Bv =
1

2πi

∫

|z|=1

(
z−1I − (zI −B)−1

)
f dz = (I − P )f = f.

Следовательно, B̂ — линейный гомеоморфизм на N (P ), удовлетворяющий оценке
∥∥∥B̂−k(I − P )u

∥∥∥ 6
βr−k+1

1− β(r − 1)

∥∥(I − P )u
∥∥ при 1 6 r < 1 +

1

β
. (4.6.19)

Это доказывает экспоненциальную дихотомию.
Чтобы получить значения констант, положим r = 1 − 1/(2β) в (4.6.15) и получим оценку

(2β− 1)rk. Чтобы получить такую же скорость в обратном направлении, применим (4.6.19), взяв

r =

(
1− 1

2β

)−1

< 1 +
1

β
.

В (4.6.19) тогда найдем верхнюю границу Mr−k с константой M = (2β2)/(β − 1). Поскольку
M > 2β − 1, получаем требуемое утверждение.

Теперь предположим экспоненциальную дихотомию и докажем условие (i). При |λ| = 1 урав-
нение (λI −B)u = f эквивалентно системе

(
λI −BP

)
Pu = Pf,

(
λI − B̂

)
(I − P )u = (I − P )f,

которую можно переписать в виде
(
I − λ−1BP

)
Pu = λ−1Pf,

(
I − λB̂−1

)
(I − P )u = −B̂−1(I − P )f. (4.6.20)

Оба уравнения имеют единственное решение, задаваемое геометрическим рядом

Pu =

∞∑

k=0

λ−(k+1)BkPf,

(I − P )u = −
∞∑

k=0

B̂−(k+1)λk(I − P )f.

(4.6.21)

Из экспоненциальной дихотомии тогда получаем оценки

‖Pu‖ 6
M

1− r
‖f‖, ‖(I − P )u‖ 6M

r

1− r
‖f‖.

Согласно неравенству треугольника получим условие (i) с β =M
1 + r

1− r
. �
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4.6.2. Дискретизация дихотомических полугрупп. Рассмотрим случай, когда резольвен-
та оператора A не обязательно является компактной.

Теорема 4.6.4 (см. [86]). Пусть операторы λIn−Bn ∈ B(En) фредгольмовы и ind(λIn−Bn) =
0 для всех λ ∈ T, n ∈ N. Предположим также, что B ∈ B(E) обладает свойством T∩σ(B) = ∅

и λIn − Bn
PP−−−→ λI − B собственно для любого λ ∈ T. Тогда λIn − Bn

PP−−−→ λI − B устойчиво

для любого λ ∈ T и

sup
λ∈T

∥∥∥
(
λIn −Bn

)−1
∥∥∥ <∞.

Доказательство. Предположим, что найдутся некоторые последовательности {λn}, λn ∈ T, и

{xn}, xn ∈ En, для которых ‖xn‖ = 1 и (λnIn−Bn)xn
P−−→ 0 при n→ ∞. Поскольку T компактно,

можно найти такое подмножество N
′ ⊂ N, что λn → λ0 ∈ T при n ∈ N

′. При этом

λ0In −Bn
PP−−−→ λ0I −B собственно

для такого λ0 ∈ T и
(
λ0In −Bn

)
xn =

(
λ0In − λnIn

)
xn +

(
λnIn −Bn

)
xn

P−−→ 0 при n ∈ N
′.

Следовательно, найдется такое подмножество N
′′ ⊂ N

′, что xn
P−−→ x0 6= 0 при n ∈ N

′′. Но в таком
случае

(
λ0In −Bn

)
xn

P−−→
(
λ0I −B

)
x0 = 0 для n ∈ N

′′,

что противоречит предположению T ∩ σ(B) = ∅. �

Определение 4.6.4. Будем говорить, что операторы Bn ∈ B(En) имеют равномерную экспо-

ненциальную дискретную дихотомию с данными (M, r, Pn), если Pn ∈ B(En)— проектор в En и
M , r— такие константы, 0 6 r < 1, что выполнены следующие условия:

(i) Bk
nPn = PnB

k
n и ‖Pn‖ 6 const для всех k, n ∈ N;

(ii)
∥∥Bk

n(In − Pn)
∥∥ 6Mrk для всех k, n ∈ N;

(iii) B̂n := Bn

∣∣
R(Pn)

: R(Pn) 7→ R(Pn)— гомеоморфизм, удовлетворяющий оценке

∥∥B̂n
−k
Pn

∥∥ 6Mrk, k, n ∈ N.

Теорема 4.6.5 (см. [86]). Следующие условия эквивалентны:

(i) λIn −Bn
PP−−−→ λI −B устойчиво и λ ∈ ρ(B) для любого λ ∈ T;

(ii) оператор D = I −B обратим и Dn
PP−−−→ D устойчиво, где (Bu)(k) = Bu(k − 1), k ∈ N;

(iii) Bn
PP−−−→ B, оператор λI −B обратим для любого λ ∈ T и операторы Bn имеют экспонен-

циальную дискретную дихотомию с данными (M, r, Pn) равномерно по n ∈ N.

Доказательство. Эквивалентность (i)⇐⇒(iii) следует из теоремы 4.6.3. Действительно, по фор-

муле (4.6.12) получаем из (i), что Pn
PP−−−→ P и ‖Pn‖ 6 const. По теореме 4.6.4 имеем

sup
λ∈T

∥∥∥
(
λIn −Bn

)−1
∥∥∥ <∞

и по теореме 4.6.3(ii) получаем (iii). Обратно, из условия (iii) следует в силу теоремы 4.6.3(i), что

λIn −Bn
PP−−−→ λI −B устойчиво для всех λ ∈ T.

Чтобы доказать импликацию (ii)=⇒(i), заметим, что (ii) означает, что для любого u(·) ∈
lp(Z;E) имеем

∞∑

k=−∞

∥∥∥pnu(k)−Bnpnu(k − 1)− pnu(k) + pnBu(k − 1)
∥∥∥
p

En

→ 0 при n→ ∞,
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т.е. Bn
PP−−−→ B. Предположим теперь, что In−Bn не является равномерно обратимым в l∞(Z;En),

т.е. для некоторой последовательности ‖xn‖ = 1 имеем

(
λ0In −Bn

)
xn

P−−→ 0 при n→ ∞ для λ0 = 1 ∈ T.

Это означает, что для стационарной последовательности un(k) = xn, k ∈ Z, n ∈ T, имеем

(Dnun)(k) = un(k)−Bnun(k − 1) = xn −Bnxn
P−−→ 0 для любого k ∈ N при n→ ∞.

Но Dn
PP−−−→ D устойчиво, т.е.

∥∥Dnun
∥∥
l∞(Z;En)

> γ‖un‖l∞(Z;En),

что противоречит условию

(
λ0In −Bn

)
xn

P−−→ 0 при n→ ∞.

Теперь покажем, что R(λ0In −Bn) = En. Для любого yn ∈ En, ‖yn‖ = 1, рассмотрим vn(k) = yn,
k ∈ Z, n ∈ N. Решение уравнения Dnun = vn — это последовательность un(k), которая также
стационарна, т.е. (λ0In −Bn)xn = yn, где xn = un(k), k ∈ Z, n ∈ N. Чтобы доказать импликацию
(i)=⇒(ii), заметим, что

‖Dn‖B(lp(Z;En)) 6 const, n ∈ N.

Теперь для любого u(·) ∈ lp(Z;E) и любого ǫ > 0 можно найти такое K ∈ N, что
(

∞∑

k=K

+

−∞∑

k=−K

)
∥∥u(k)

∥∥p 6 ǫ.

Кроме того,

K∑

k=−K

∥∥∥pnu(k) −Bnpnu(k − 1)− pnu(k) + pnBu(k − 1)
∥∥∥
p

En

→ 0 при n→ ∞,

поскольку Bn
PP−−−→ B. Итак, имеем Dn

PP−−−→ D. Сходимость D−1
n

PP−−−→ D−1 следует из форму-
лы (4.6.8). Теорема доказана. �

4.7. Общая дихотомия при полудискретизации

В разделе 3.1.2 было показано, что существование изолированного гиперболического равнове-
сия u∗ = −A−1f(u∗) следует из компактности оператора A−1f(·) и гладкости функции f(·). В слу-
чае уплотняющего оператора A−1f(·) с константой q < 1 существование изолированного гипербо-
лического равновесия u∗ = −A−1f(u∗) вытекает из результатов [34, Sec. 3.3.5] в силу дифферен-
цируемости функции f(·). Уплотняющее свойство оператора A−1f(·) можно вывести, например,
как следствие [46, (9.3)]. Если операторы A−1

n fn(·) также являются уплотняющими с константой
q < 1, то из ограниченности последовательности ‖xn‖ и P-компактности {xnIn−λA−1

n fn(xn)} для
любого 0 < λ 6 1 следует, что последовательность {xn} является P-компактной. Таким образом,
все условия теоремы 4 из [259] выполнены и, следовательно, точки равновесия {u∗n} для (4.2.9)

существуют и обладают свойством u∗n
P−−→ u∗.

Теперь мы можем сформулировать основной результат о равномерных по индексу n оценках
для членов дискретных решений задачи (4.2.17).

Теорема 4.7.1 (см. [86]). Пусть операторы An, A являются генераторами аналитических

C0-полугрупп и выполнено условие (B1). Предположим также, что полугруппа etAu∗ является

гиперболической,

σ(Au∗) ∩
{
λ : Reλ > 0

}
⊆ Pσ(Au∗), dimP (σ+) <∞,
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и для ρ > 0, удовлетворяющего условию {λ : −ρ 6 Reλ 6 ρ} ⊂ ρ(Au∗), λIn − Au∗

n,n — фредголь-

мовы операторы индекса 0 и операторы λIn−Au∗
n,n, λI−Au∗ собственно согласованы для любого

Reλ > −ρ. Тогда Pn(σ
+
n )

PP−−−→ P (σ+) компактно и




∥∥∥etAu∗n,n
(
In − Pn(σ

+
n )
)∥∥∥

En

6M2e
−γt, t > 0,

∥∥∥etAu∗n,nPn

(
σ+n
)∥∥∥

En

6M2e
γt, t 6 0,

(4.7.1)

где γ > 0.

Доказательство. Из условия (B1) следует, что

(λIn −Au∗

n,n)
−1 PP−−−→ (λI −Au∗)−1 (4.7.2)

при −ρ 6 Reλ 6 ρ и достаточно большом |λ|. Для других значений λ, удовлетворяющих условию
−ρ 6 Reλ 6 ρ, сходимость (4.7.2) следует из аналога теоремы 3.2.2 для замкнутых операторов.

Факт компактной сходимости Pn(σ
+
n )

PP−−−→ P (σ+) получим, как в [26], а оценку (4.7.1) — как
в [79,89]. Теорема 4.7.1 доказана. �

Замечание 4.7.1. Разумеется теорема 4.7.1 имеет место для любого оператора A, порождаю-
щего аналитическую гиперболическую C0-полугруппу и удовлетворяющего условиям σ(A) ∩ {λ :
Reλ > 0} ⊆ Pσ(A) и dimP (σ+) <∞, а также с соответствующими условиям на аппроксимацию
операторов. Структура оператора типа A+ f ′u(u

∗) не является необходимой.

Теперь теорему 4.7.1 легко получить в виде следующего утверждения.

Следствие 4.7.1. Пусть операторы An, A являются генераторами аналитических C0-полу-

групп, причем выполнено условие (B1). Предположим также, что C0-полугруппа etAu∗ является

гиперболической

σ(Au∗) ∩
{
λ : Reλ > 0

}
= Pσ(Au∗), dimP (σ+) <∞.

Далее, пусть ∆cc(An, A) 6= ∅ и резольвенты операторов An и A являются компактными опе-

раторами. Тогда имеет место (4.7.1).

Доказательство. Положим Bn = e1Au∗n,n и B = e1Au∗ . Известно (см. [26]), что условие ∆cc 6= ∅

эквивалентно компактной сходимости Bn
PP−−−→ B. Тогда условие (i) теоремы 4.6.5 выполнено,

и мы получаем дискретную дихотомию для Bn. С другой стороны, поскольку Bn = e1Au∗n,n , это

означает, согласно теореме 4.6.3 и предложению 4.6.1, что операторы Ln = − d

dt
+Au∗

n,n обратимы

и, следовательно, благодаря теореме 4.6.1 получаем оценки (4.7.1). �

4.7.1. Дихотомия для уплотняющих операторов при полудискретизации. Будем ис-
пользовать те же обозначения, что в теореме 3.2.3.

Определение 4.7.1. Будем говорить, что операторы Bn ∈ B(En) являются совместно уплот-
няющими с константой q > 0 по отношению к мере µ(·), если для любой ограниченной последо-
вательности {xn}, xn ∈ En, имеем

µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}).
Известно (см. [34, с. 82]), что вне замкнутого круга радиуса q с центром в нуле все операторы Bn

имеют лишь изолированные точки спектра, каждая из которых может быть только собственным
значением конечной корневой кратности.

Предложение 4.7.1 (см. [214]). Пусть Bn
PP−−−→ B для Bn ∈ B(En), B ∈ B(E) и

µ({Bnxn}) 6 qµ({xn})
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для любой ограниченной последовательности {xn}, xn ∈ En. Предположим, что σ(B) ∩Ψ = ∅,

где Ψ ⊂ C \ {λ : |λ| 6 q}— ограниченное замкнутое множество и σ(B) \ {λ : |λ| 6 q} со-

стоит только из точек дискретного спектра. Тогда найдется такая константа C > 0, что

‖(λIn −Bn)
−1‖ 6 C, λ ∈ Ψ, n ∈ N.

Доказательство. Любая точка λ ∈ Ψ принадлежит множеству Pσ(Bn) ∪ ρ(Bn). Это означает,
что для последовательности ‖xn‖ = 1, xn ∈ En, возможны два случая:

(
λIn −Bn

)
xn = 0 или

∥∥∥
(
λIn −Bn

)
xn

∥∥∥ > γλ,n‖xn‖

где γλ,n > 0 и λ ∈ Ψ. Покажем, что на самом деле
∥∥∥
(
λIn −Bn

)
xn

∥∥∥ > γΨ‖xn‖, λ ∈ Ψ.

Предположим, напротив, что найдутся такие последовательности {λn}, λn ∈ Ψ, и {xn}, ‖xn‖ = 1,
что (

λnIn −Bn

)
xn

P−−→ 0 при n ∈ N.

Тогда λn → λ0 ∈ Ψ, n ∈ N
′ ⊆ N. Для r̃ = inf{|ξ| : ξ ∈ Ψ} имеем

µ({xn}) 6
|λn|
r̃
µ({xn}) 6

µ({Bnxn})
r̃

6
q

r̃
µ({xn}),

что означает, в силу неравенства q/r̃ < 1, что µ({xn}) = 0, т.е. последовательность {xn} является
P-компактной. Тогда

xn
P−−→ x0, n ∈ N

′′ ⊆ N
′,

Bnxn
P−−→ Bx0, λnxn

P−−→ λ0x0, n ∈ N
′′,

т.е. λ0x0 = Bx0 при ‖x0‖ = 1, что противоречит предположению σ(B) ∩ Ψ = ∅. Предложение
доказано. �

Обозначим через ν(·) меру некомпактности на E.

Предложение 4.7.2 (см. [214]). Пусть Bn
PP−−−→ B и µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}), для любой огра-

ниченной последовательности {xn}, xn ∈ En, и ν({Bxn}) 6 qν({xn}) для любой ограниченной по-

следовательности {xn}, xn ∈ E, а также q < 1. Тогда любое число λ0 ∈ σ(B), |λ0| > q, является

изолированным собственным значением, причем проектор P (λ0) конечномерен, и найдутся та-

кие последовательность {λn}, λn ∈ σ(Bn), и последовательность проекторов Pn(λ0) ∈ B(En),

что λn → λ0 и Pn(λ0)
PP−−−→ P (λ0) компактно.

Доказательство. Во-первых, заметим, что для Γr = {λ : |λ − λ0| = r} ⊂ C \ {λ : |λ| 6 q}, где r
можно выбрать достаточно малым, имеем согласно предложению 4.7.1

(
λIn −Bn

)−1 PP−−−→ (λI −B)−1 для λ ∈ Γr, n ∈ N.

Следовательно, Pn(λ0)
PP−−−→ P (λ0). Чтобы доказать компактность сходимости этих проекторов,

заметим, что

µ
({(

λ0In −Bn

)
xn

})
> |λ0|µ

(
{xn}

)
− µ

(
{Bnxn}

)
> |λ0|µ

(
{xn}

)
− qµ

(
{xn}

)
> γµ

(
{xn}

)
,

где γ = |λ0| − q > 0. Это означает, что

µ
(
B
{(
λ0In −Bn

)k
xn

})
> γkµ

(
{xn}

)
для всех k ∈ N. (4.7.3)

Далее,
(
λ0In −Bn

)k
Pn(λ0)xn =

1

2πi

∫

Γr

(
λ0 − λ

)k(
λIn −Bn

)−1
xndλ.
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Используя (4.7.3), из этого представления находим

γkµ
({
Pn(λ0)xn

})
6

∥∥∥
(
λ0In −Bn

)k
Pn(λ0)xn

∥∥∥ 6
C

2π
rk‖xn‖.

Ясно, что из неравенства r/γ < 1 вытекает сходимость (r/γ)k → 0 при k → ∞. Это означает, что

Pn(λ0)
PP−−−→ P (λ0) компактно. �

Теорема 4.7.2 (см. [214]). Пусть выполнены условия (A) и (B1), аналитическая C0-полу-

группа etA, t ∈ R
+
, является гиперболической, причем множество σ(A) ∩ {λ : Reλ > 0}

состоит из конечного числа точек Pσ(A) и dimP (σ+) < ∞. Предположим также, что

µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}), для любой ограниченной последовательности {xn}, xn ∈ En, где q < 1 и

Bn = e1An . Тогда имеют место оценки (4.7.1) и сходимость Pn(σn+)
PP−−−→ P (σ+) компактна.

Доказательство. Согласно теореме о спектральном отображении спектр оператора B = e1A,
расположенный вне единичного круга T, состоит из конечного числа точек множества

Pσ(e1A) =
{
ζ : ζ = eλ, λ ∈ Pσ(A) ∩ {ξ : Re ξ > 0}

}
.

Кроме того, поскольку q < 1, для любого множества Ψ ⊃ T, Ψ ⊂ ρ(B), B = e1A, имеем
‖(λIn − Bn)

−1‖ 6 const при λ ∈ Ψ согласно предложению 4.7.2. Из теоремы 4.6.5 следует, что
Bn имеют дискретную дихотомию. По теореме 4.6.2 оператор Dn обратим, а согласно предло-
жению 4.6.1 и теореме 4.6.1 заключаем, что полугруппы etAn , t ∈ R+, имеют экспоненциальную
дихотомию равномерно по индексу n ∈ N и имеет место (4.7.1). Согласно предложению 4.7.2

имеем, что Pn(λ0)
PP−−−→ P (λ0) компактно, откуда следует, что условия теоремы 4.7.1 выполнены.

Теорема 4.7.2 доказана. �

4.8. Общая дихотомия при дискретизации по временно́й переменной

Рассмотрим дискретизацию задачи (4.2.11) по времени по следующей схеме:

Vn(t+ τn)− Vn(t)

τn
= Au∗

n,nVn(t+ τn) + Fu∗

n,n(Vn(t)), t = kτn, (4.8.1)

с начальными данными Vn(0) = v0n. Решение этой задачи дается формулой

Vn(t+ τn) =
(
In − τnAu∗

n,n

)−1
Vn(t) + τn

(
In − τnAu∗

n,n

)−1
Fu∗

n,n(Vn(t)) =

=
(
In − τnAu∗

n,n

)−k
Vn(0) + τn

k∑

j=0

(
In − τnAu∗

n,n

)−(k−j+1)
Fu∗

n,n

(
Vn(jτn)

)
, t = kτn,

где Vn(0) = v0n.
Задачу (4.2.16) можно также дискретизировать по схеме (4.8.1), в результате чего получается

задача (4.4.6). Решение задачи (4.4.6) выражается формулами

(In − Pn)Vn(t+ τn) =
(
In − τnAu∗

n,n

)−1
(In − Pn)Vn(t) + τn

(
In − τnAu∗

n,n

)−1
(In − Pn)Fu∗

n,n

(
Vn(jτn)

)
,

(
In − τnAu∗

n,n

)
PnVn(t+ τn) = PnVn(t) + τnPnFu∗

n,n

(
Vn(kτn)

)
, t = kτn.

Решение задачи (4.4.6) можно представить в виде (4.4.7). Из (4.4.7) ясно, что соответствующие
оценки степеней операторов

(
In − τnAu∗

n,n

)−k+1
(In − Pn),

(
In − τnAu∗

n,n

)K−k
Pn

играют важную роль в аппроксимации решениий задачи (4.1.6) в окрестности точки u∗.

Теорема 4.8.1 (см. [86]). Пусть операторы An, A являются генераторами аналитических

C0-полугрупп и выполнено условие (B1). Предположим также, что аналитическая C0-полу-

группа etAu∗ , t ∈ R
+
, является гиперболической и для числа ρ > 0, удовлетворяющего условию

{λ : −ρ 6 Reλ 6 ρ} ⊂ ρ(A), операторы λIn − Au∗

n,n являются фредгольмовыми операторами
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индекса 0, а операторы λIn − Au∗

n,n, λI − Au∗ собственно согласованы для любого Reλ > −ρ.
Тогда Pn(σn+)

PP−−−→ P (σ+) компактно и




∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n

)−kn(In − Pn)
∥∥∥
En

6M2e
−γt, t > 0,

∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n

)knPn

∥∥∥
En

6M2e
γt, t 6 0,

(4.8.2)

для некоторого γ > 0.

Доказательство. Из теоремы 4.7.1 следует, что C0-полугруппы etAu∗n,n имеют дихотомию равно-
мерно по n ∈ N. Как и в [24], видим, что

∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n

)−kn − etAu∗n,n

∥∥∥ 6
M

t
τne

ωt,

где t = knτn = 1. Используя теорему о возмущенной дихотомии (см. [136, с. 254]), заключаем, что
выполнены неравенства (4.8.2). Теорема доказана. �

4.8.1. Дискретизация по временно́й переменной и свойство уплотнения.

Теорема 4.8.2 (см. [86]). Предположим, что выполнены условия (A) и (B1) и µ({Bnxn}) 6 qµ({xn})
для любой ограниченной последовательности {xn}, xn ∈ En, где q < 1 и Bn = eAu∗n,n. Предпо-

ложим также, что аналитическая C0-полугруппа etAu∗ , t ∈ R
+
, является гиперболической.

Тогда 



∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n)
−kn(In − Pn)

∥∥∥
En

6M2r
[t], t = knτn > 0,

∥∥∥
(
In − τnAu∗

n,n

)knPn

∥∥∥
En

6M2r
−[t], t = −knτn 6 0,

(4.8.3)

где r < 1.

Доказательство. Из теоремы 4.7.2 следует, что выполнены неравенства (4.2.15). Аналогично
доказательству теоремы 4.8.1 получаем (4.8.3) по теореме о возмущении из [136]. Теорема 4.8.2
доказана. �

Замечание 4.8.1. Имеем
∥∥F ′

u∗
n,n

(wn)
∥∥ 6 cρ‖wn‖Eθ

n
, где cρ → 0 при ρ→ 0. Здесь ρ > 0— радиус

шаров UEθ
n
(0; ρ), для которых существует такое δ > 0, что

sup
n∈N

sup
‖wn‖Eθ

n
6δ

∥∥∥f ′n
(
wn + pθnu

∗)− f ′n
(
pθnu

∗
)∥∥∥

B(Eθ
n,En)

6 ρ.

4.9. Полудискретная дихотомия для уплотняющих операторов

Предложение 4.9.1 (см. [214]). Предположим, что условия предложения 4.7.2 выполнены

для B = eAu∗ и Bn = eAu∗n,n, где q < 1, и полугруппа etAu∗ , t ∈ R
+
, является гиперболической.

Тогда справедлива теорема 4.7.1, в частности, имеет место (4.7.1).

4.9.1. Затенение при дискретизации по пространству и свойство уплотнения. Если
резольвента оператора A не является компактной, то мы получаем свойство затенения, но только
на компактных подмножествах начальных данных K ⊂ UEθ(u∗; ρ), как указано в следующей
теореме.

Теорема 4.9.1 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что {λ : −ρ1 6 Reλ 6 ρ1} ⊂ ρ(A), операторы λIn −Au∗

n,n и λI −Au∗ собственно

согласованы для любого Reλ > −ρ1, fn(xn) P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и

выполнены условия (B1) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свой-

ством: для любого компактного множества K ⊂ UEθ(u∗; ρ) и любого ǫ0 > 0 найдется такое

n(ǫ0) ∈ N, что для произвольного обобщенного решения u(t) задачи (4.1.5), удовлетворящего
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условию u(·) ∈ UEθ(u∗; ρ0), 0 6 t 6 T , для некоторого 0 < T 6 ∞ и u(0) ∈ K, существуют

такие начальные значения u0n ∈ Eθ
n, n > n(ǫ0), что обобщенное решение un(t;u

0
n) задачи (4.2.9)

существует на отрезке [0, T ] и удовлетворяет оценке

sup
06t6T

∥∥∥un(t;u0n)− p̃θnu(t)
∥∥∥
Eθ

n

6 ǫ0 ∀n > n(ǫ0). (4.9.1)

Доказательство. Используя вместо условия ∆cc 6= ∅ в теореме 4.4.1 условие (B1) и собственную
согласованность операторов λIn−An и λI −A при Reλ > −ρ1, получим компактную сходимость

Pn
PP−−−→ P и оценки (4.7.1). Ясно, что выполнены все утверждения теоремы 4.4.1. Поскольку

множество K ⊂ UEθ(0; ρ) компактно, множество всех орбит
{
u(t;u0) : 0 6 t 6 T 6 ∞, u0 ∈ K

}
∪ {u∗}

компактно в E. Тогда доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 4.4.1. �

Теорема 4.9.2 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что {λ : −ρ1 6 Reλ 6 ρ1} ⊂ ρ(A), операторы λIn −Au∗

n,n и λI −Au∗ собственно

согласованы для любого Reλ > −ρ1, fn(xn) P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и

выполнены условия (B1) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свой-

ством: для любого компактного множества K ⊂ UEθ(u∗; ρ0) и любого ǫ0 > 0 найдется такое

n(ǫ0) ∈ N, что для произвольной последовательности {un(·)} обобщенных решений задачи (4.2.9)
с последовательностью {u0n}, un(0) = u0n ∈ Kn = pθnK ∩ UEθ

n
(u∗n; ρ0), существуют такие началь-

ные значения un,0 ∈ K, n > n(ǫ0), что обобщенные решения u(t;un,0) задачи (4.1.5) существуют

на отрезке [0, T ] и удовлетворяют оценке

sup
06t6T

∥∥∥un(t)− p̃θnu(t;u
n,0)
∥∥∥
Eθ

n

6 ǫ0 ∀n > n(ǫ0). (4.9.2)

Доказательство. Согласно [79, Lemma 4.5] найдется такая последовательность {un,0}, un,0 ∈ K,
что ∥∥u0n − p̃θnu

n,0
∥∥ 6 ǫ0 при n > n(ǫ0).

Следуя схеме доказательства теоремы 4.4.2, можно показать, что теорема 4.4.1 верна и, в част-
ности, имеет место (4.9.2). �

Теорема 4.9.3 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}) для любой ограниченной последовательности {xn},
xn ∈ En, q < 1, где Bn = e1An , fn(xn)

P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и

выполнены условия (B) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свой-

ством: для любого компактного множества K ⊂ UEθ(u∗; ρ0) и любого ǫ0 > 0 найдется такое

n(ǫ0) ∈ N, что для произвольного обобщенного решения u(t) задачи (4.1.5), удовлетворяющего

условию u(·) ∈ UEθ(u∗; ρ0), 0 6 t 6 T , при некотором 0 < T 6 ∞ и u(0) ∈ K существуют

такие начальные значения u0n ∈ Eθ
n, n > n(ǫ0), что обобщенное решение un(t;u

0
n) задачи (4.2.9)

существует на отрезке [0, T ] и удовлетворяет оценке (4.9.1).

Доказательство. Cогласно теореме 4.7.2, из условия µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}) следует компактная

сходимость Pn
PP−−−→ P и оценка (4.7.1); далее следуем схеме доказательства теоремы 4.9.1. �

Теорема 4.9.4 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}) для любой ограниченной последовательности {xn},
xn ∈ En, q < 1, где Bn = e1An , fn(xn)

P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и выполнены

условия (B1) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свойством: для
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любого компактного множества K ⊂ UEθ(u∗; ρ0) и любого ǫ0 > 0 найдется такое n0(ǫ0) ∈ N,

что для произвольной последовательности {un(·)} обобщенных решений задач (4.2.9) с после-

довательностями {u0n}, un(0) = u0n ∈ Kn = pθnK ∩ UEθ
n
(u∗n; ρ0) существуют такие начальные

значения un,0 ∈ K, n > n0, что обобщенные решения u(t;un,0) задач (4.1.5) существуют на

отрезке [0, T ] и удовлетворяют оценке (4.9.2).

Доказательство. Отметим, что из равномерных по n ∈ N оценок µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}), q < 1,
следует дихотомия, как в (4.7.1). Дальнейшие рассуждения проводятся, как в доказательстве
теоремы 4.9.2. �

4.9.2. Затенение при дискретизации по временно́й переменной и свойство уплот-

нения. Леммы 4.4.1–4.4.3 справедливы при выполнении условий теорем 4.8.1–4.8.2, поскольку

имеет место дискретная дихотомия и компактная сходимость Pn
PP−−−→ P .

Теорема 4.9.5 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что {λ : −ρ1 6 Reλ 6 ρ1} ⊂ ρ(A), операторы λIn −Au∗

n,n и λI −Au∗ собственно

согласованы для любого Reλ > −ρ1, fn(xn) P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и

выполнены условия (B1) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свой-

ством: для любого компактного множества K ⊂ UEθ(0; ρ) и любого ǫ0 > 0 найдется такое

n(ǫ0) ∈ N, что для произвольного обобщенного решения v(t) задачи (4.1.10), удовлетворяющего

условию v(t) ∈ UEθ(0; ρ0), 0 6 t 6 T , при некотором 0 < T 6 ∞, и v0, vT ∈ K ∩ UEθ(0; ρ) суще-

ствуют такие элементы v0n, v
T
n ∈ Eθ

n, n > n(ǫ0), что решения Vn(·) задач (4.4.6) существуют

и удовлетворяют оценке

sup
06t6T

∥∥∥Vn
(
t; v0n, v

T
n

)
− p̃θnv

(
t; v0, vT

)∥∥∥
Eθ

n

6 ǫ0 при n > n(ǫ0). (4.9.3)

Доказательство. Как и в теореме 4.4.4, рассмотрим решения (4.2.17) и (4.4.7). Требуемые оценки
вытекают из теоремы 4.8.1. �

Теорема 4.9.6 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что {λ : −ρ1 6 Reλ 6 ρ1} ⊂ ρ(A), операторы λIn −Au∗

n,n и λI −Au∗ собственно

согласованы для любого Reλ > −ρ1, fn(xn) P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и

выполнены условия (B1) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свой-

ством: для любого компактного множества K ⊂ UEθ(0; ρ0) и любого ǫ0 > 0 найдется такое

n(ǫ0) ∈ N, что для произвольной последовательности {Vn(·)} решений задач (4.4.6) с последова-

тельностями {v0n}, {vTn } из пространств Eθ
n и v0n, v

T
n ∈ Kn = pθnK∩UEθ

n
(0; ρ) существует такое

множество элементов vn,0, vn,T ∈ Eθ, что обобщенные решения v(t; vn,0, vn,T ) задач (4.1.10)
существуют на отрезке [0, T ] и удовлетворяют оценке

sup
06t6T

∥∥∥Vnb
(
t; v0n, v

T
n

)
− p̃θnv

(
t; vn,0, vn,T

)∥∥∥
Eθ

n

6 ǫ0 при n > n(ǫ0). (4.9.4)

Доказательство основано на теоремах 4.4.5 и 4.8.1.

Теорема 4.9.7 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}) для любой ограниченной последовательности {xn},
xn ∈ En, q < 1, где Bn = e1An , fn(xn)

P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и выполне-

ны условия (B1) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующими свойствами:
для любого компактного множества K ⊂ UEθ(0; ρ) и любого ǫ0 > 0 найдется такое n(ǫ0) ∈ N,

что для произвольного обобщенного решения v(t) задачи (4.1.10), удовлетворяющего условию
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v(t) ∈ UEθ(0; ρ0), 0 6 t 6 T , при некотором 0 < T 6 ∞ и v0, vT ∈ K ∩ UEθ(0; ρ), существу-

ют такие элементы v0n, v
T
n ∈ Eθ

n, n > n(ǫ0), что решения Vn(·) задач (4.4.6) существуют и

удовлетворяют оценке (4.9.3).

Доказательство основано на теоремах 4.8.2 и 4.9.5.

Теорема 4.9.8 (см. [86]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально убыва-

ющей аналитической C0-полугруппы и u∗ — гиперболическая точка равновесия задачи (4.1.5).
Предположим, что µ({Bnxn}) 6 qµ({xn}) для любой ограниченной последовательности {xn},
xn ∈ En, q < 1, где Bn = e1An , fn(xn)

P−−→ f(x) и f ′n(xn)
PθP−−−−→ f ′(x) при xn

Pθ

−−−→ x и выполнены

условия (B1) и (F1)–(F3). Тогда существует ρ0 > 0, обладающее следующим свойством: для

любого компактного множества K ⊂ UEθ(0; ρ0) и любого ǫ0 > 0 найдется такое n(ǫ0) ∈ N, что

для произвольной последовательности {Vn(·)} решений задач (4.4.6) с последовательностями

{v0n}, {vTn } из пространств Eθ
n и v0n, v

T
n ∈ Kn = pθnK ∩ UEθ

n
(0; ρ) существует такое множество

элементов vn,0, vn,T ∈ Eθ, что обобщенные решения v(t; vn,0, vn,T ) задач (4.1.10) существуют на

отрезке [0, T ] и удовлетворяют оценке (4.9.4).

Доказательство основано на теоремах 4.8.2 и 4.9.6.

Замечание 4.9.1. В действительности не требуется производить выбор элементов vT и vTn в
зависимости от компактного множества K, поскольку подпространства PE и PnEn конечномерны
и операторы pn равномерно обратимы на PnEn при n > n0 для некоторого n0.

4.10. Приложения с уплотняющими условиями

Условие µ(Bnxn) 6 qµ(xn), q < 1, в теоремах 4.7.2 и 4.8.2 можно проверить, например, в случае

компактной сходимости операторов A−1
n f ′n(u

∗
n)

PP−−−→ A−1f ′(u∗). Приведем пример, в котором
аналогичное условие естественным образом выполнено.

Пример 4.10.1. Рассмотрим в пространстве L2(R) оператор

(Av)(x) = v′′(x) + av′(x) + bv(x), x ∈ (−∞,∞).

Поскольку E = L2(R), можно положить

(pnv)(x) =
1

h

h/2∫

−h/2

v(x+ y) dy,

и основное условие ‖pnv‖L2
h(Z) → ‖v‖L2(R) выполнено (см. [259]).

Как и в [136, Sec. 5.4], видим, что

σess(−A) ⊂
{
λ : Reλ− (Imλ)2

a2
> −b

}
.

В случае a = 0 имеем σ(A) ∈ (−∞, b). Таким образом, при b < 0 оператор A является отри-
цательным самосопряженным оператором. То же справедливо для некоторой разностной схемы,
например, для центрально-разностной схемы

Anvn(x) =
vn(x+ h)− 2vn(x) + vn(x− h)

h2
+ b vn(x),

т.е. ωess(An) 6 ω1 < 0 равномерно по h > 0. Кроме того, легко видеть, что

‖etAn‖ 6Meω2t, t > 0, ω2 < 0,

т.е.

µ
({
etAnxn

})
6 γµ({xn}), γ < 1, для некоторого t = t0 > 0. (4.10.1)

Введем обозначения B = et0A и Bn = et0An . Для аналитических C0-полугрупп спектры операторов
A и B строго связаны; то же касается и точечных спектров Pσ(B) = et0Pσ(A). Это означает, что
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для почти всех n операторы An имеют спектры σ(An)∩ {λ : Reλ > 0}, которые аппроксимируют
спектр σ(A) ∩ {λ : Reλ > 0}.

Рассмотрим в пространстве L2(R) возмущенный оператор с гладкой функцией b(x),

Ãv(x) = v′′(x) + b(x)v(x),

и его аппроксимацию, например,

(Ãnvn)(x) =
vn(x+ h)− 2vn(x) + vn(x− h)

h2
+ b(x)vn(x);

для простоты наложим условие b(x) → b при x→ ±∞. Оператор

((Ã−A)v)(x) = (b(x)− b)v(x)

представляет собой аддитивное возмущение. Предположим, что C0-полугруппа etÃ, t ∈ R+, яв-
ляется гиперболической. Возмущение Ã−A является относительно компактным, как в [16]. Опе-

раторы An обладают теми же свойствами, поскольку Ãn = An + (Ãn −An) и

et0Ãn = et0An +

t0∫

0

Aθ
ne

(t0−s)AnA−θ
n (Ãn −An)e

sÃn ds. (4.10.2)

Важно отметить, что благодаря (4.10.1) такие возмущения дают оценку

µ
({
etÃnxn

})
6 γµ

(
{xn}

)
, где γ < 1, при некотором t = t0 > 0, (4.10.3)

поскольку интегральное слагаемое в (4.10.2) можно оценить произвольным малым ǫ > 0 следую-
щим образом:

µ




t0−ǫ∫

0

+

t0∫

t0−ǫ


 6 cǫ1−θ.

Тогда любая точка спектра оператора Ã, расположенная правее b, принадлежит Pσ(Ã), и ей

соответствует конечномерное корневое подпространство. То же верно для Ãn, где Bn = etÃn ,
поскольку выполнено (4.10.3). Используя свойство (4.10.3), получим из теоремы 4.7.1 и предло-

жения 4.7.2 собственную согласованность операторов λIn − Ãn и λI − Ã для любых λ ∈ iR и
Reλ > b.

Если, как и выше, P — дихотомический проектор, то имеем dimP < ∞ и PÃ = ÃP . Можно
также доказать, что Pn → P компактно в силу предложения 4.7.2. Это означает, что, например,
из дихотомии оператора Ã получаем дихотомию для Ãn равномерно по n согласно теореме 4.7.1.
Аналогичная ситуация для конкретного дифференциального оператора была рассмотрена в [233].

Глава 5

ПОЛУЛИНЕЙНЫЕ ДРОБНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В последние несколько лет дробные дифференциальные уравнения привлекли внимание многих
исследователей благодаря многочисленным приложениям во многих областях науки: физике, ма-
тематической биологии, химии, нелинейной динамике и т. д. (см., например, [28, 62, 63, 103, 193,
194,202,204]). Существует мнение, что модели дробного порядка более реалистичны, чем класси-
ческие модели (см. [64, 65, 130,155,198,209,210]). В этой главе обсуждаются полулинейные дроб-
ные уравнения в банаховых пространствах, интенсивное изучение которых только начинается
(см. [2, 225, 254]). Мы рассматриваем только корректно поставленные задачи. Некорректные за-
дачи для уравнений с производными целого порядка рассматривались, например, в [14,177,179].
Некорректные задачи для дробных уравнений будут рассмотрены в отдельной работе.
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5.1. Постановка задачи

Рассмотрим аппроксимацию задачи Коши
(
Dα

t u
)
(t) = Au(t) + J1−αf(t, u(t)), 0 6 t 6 T ; u(0) = u0, (5.1.1)

где Dα
t — производная Капуто—Джрбашяна, оператор A порождает аналитическое и компактное

разрешающее семейство Sα(·, A), а функция f(·, ·) является достаточно гладкой.
Напомним некоторые определения (см. [155]). Дробный интеграл порядка α > 0 определяется

формулой (
Jαq

)
(t) := (gα ∗ q)(t), t > 0,

где

gα(t) :=





tα−1

Γ(α)
, t > 0,

0, t 6 0,

Γ(α) — гамма-функция. Производная Римана—Лиувилля порядка α > 0 определяется формулой

(
Dα

t q
)
(t) =

(
d

dt

)m (
Jm−αq

)
(t),

где m = ⌈α⌉, a дробная производная Капуто—Джрбашяна порядка α > 0— формулой

(
Dα

t q
)
(t) =

(
Dα

t q
)
(t)−

m−1∑

k=0

q(k)(0)

Γ(k − α+ 1)
tk−α.

Определение 5.1.1. Семейство {Sα(t, A)}t>0 ⊂ B(E) называется α-разрешающим семей-

ством, порожденным оператором A, если выполнены следующие условия:

(a) Sα(t, A) сильно непрерывно при t > 0 и Sα(0, A) = I;
(b) Sα(t, A)D(A) ⊆ D(A) и ASα(t, A)x = Sα(t, A)Ax для всех x ∈ D(A), t > 0;
(c) Sα(t, A)x удовлетворяет при x ∈ D(A) разрешающему уравнению

Sα(t, A)x = x+

t∫

0

gα(t− s)Sα(s,A)Axds, t > 0. (5.1.2)

Определение 5.1.2. α-Разрешающее семейство Sα(·, A) называется аналитическим, если
Sα(·, A) допускает аналитическое продолжение в сектор Σθ0 \ {0} для некоторого θ0 ∈ (0, π/2],
где Σθ0 := {λ ∈ C : | arg λ| < θ0}. Будем говорить, что аналитический α-разрешающий опера-
тор Sα(·, A) имеет тип аналитичности (θ0, ω0), если для всех θ < θ0 и ω > ω0 найдется такое
M =M(θ, ω), что

‖Sα(z,A)‖ 6MeωRe z, z ∈ Σθ.

Определение 5.1.3. α-Разрешающее семейство Sα(·, A) называется компактным, если для
любого t > 0 оператор Sα(t, A) компактен.

Замечание 5.1.1. Аналитические и компактные α-разрешающие семейства Sα(·, A) суще-
ствуют. Действительно, известно (см. [Chap. II, Sec. 4, 4.34. Exercises (1)] [106]), что оператор
A = d2/dx2, D(A) = {f ∈ C2[0, 1] : f ′(0) = f ′(1) = 0}, порождает компактную аналитическую
сжимающую C0-полугруппу в пространстве E = C[0, 1]. Таким образом, из [1] и [66, теорема 3.3],
вытекает, что A порождает компактное аналитическое α-разрешающее семейство Sα(·, A) для
любого 0 < α < 1.

В [66] доказано, что однородная задача Коши (5.1.1) корректно поставлена тогда и только
тогда, когда A порождает α-разрешающее семейство Sα(·, A). С самого начала предположим, что
разрешающее семейство Sα(·, A) удовлетворяет оценке

∥∥Sα(t, A)
∥∥ 6Meωt, t > 0, (5.1.3)
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для некоторых M , ω > 0. В таком случае для {λα : Reλ > ω} ⊂ ρ(A) имеем

λα−1(λαI −A)−1x =

∞∫

0

e−λtSα(t, A)xdt, Reλ > ω, x ∈ E. (5.1.4)

Отметим, что в этой главе нас интересуют только корректно поставленные задачи Коши для
дифференциальных уравнений порядка 0 < α < 1. Для ограниченного генератора A семейство
Sα(t, A) задается функцией Миттаг-Леффлера Eα(t

αA):

Sα(t, A) = Eα(t
αA) =

∞∑

j=0

(tαA)j

Γ(αj + 1)
.

Определение 5.1.4. Функция u(·) ∈ C
(
[0, T ];E

)
называется обобщенным решением зада-

чи (5.1.1), если функция u(·) удовлетворяет уравнению

u(t) = Sα(t, A)u
0 +

t∫

0

Sα(t− s,A)f(s, u(s))ds.

В [152] был предложен другой подход к обобщенным решениям. В этом разделе мы следуем
определению 5.1.4.

Теорема 5.1.1 (см. [109,175]). Пусть A— генератор α-разрешающего семейства Sα(·, A).
Предположим, что функция f(·, ·) : [0, T ] × E → E непрерывна по t ∈ [0, T ] и существует

такая константа L > 0, что
∥∥f(t, x)− f(t, y)

∥∥ 6 L‖x− y‖ при t ∈ [0, T ], x, y ∈ E.

Тогда существует единственное обобщенное решение u(·) ∈ C
(
[0, T ];E

)
задачи (5.1.1).

Полудискретная аппроксимация задачи (5.1.1) на общей дискретизационной схеме — это мно-
жество задач Коши в банаховых пространствах En вида

(
Dα

t un
)
(t) = Anun(t) + J1−αfn(t, un(t)), 0 6 t 6 T, un(0) = u0n, (5.1.5)

где операторы An порождают аналитические и компактные α-разрешающие семейства Sα(·, An),
а функции fn(·, ·) являются достаточно гладкими. В следующем разделе будет установлена схо-
димость решений задач (5.1.5) к решению задачи (5.1.1).

Заметим, что аппроксимация линейной дробной задачи

(Dα
t u)(t) = Au(t) + f(t), u(0) = u0,

изучалась в основном для случая гильбертовых пространств многими исследователями (см.,
например, [36, 149, 182]). Полудискретные аппроксимации дробных уравнений рассматривались
в [113,141,142].

5.2. Полудискретная аппроксимация в специальном случае

Для аналитического α-разрешающего семейства имеется особый вариант теоремы ABC
(см. [186]). Для его доказательства нам потребуется следующая лемма.

Лемма 5.2.1 (см. [186]). Пусть функции fn(·) ∈ C(R+;En) таковы, что ‖fn(t)‖En 6 Meωt

для некоторого M > 0, ω ∈ R и всех n ∈ N и пусть λ0 > ω. Следующие условия эквивалентны:

(I) преобразования Лапласа f̂n(·) поточечно P -сходятся на (λ0,∞) к f̂(·) и последователь-

ность {fn(·)}, n ∈ N, равномерно непрерывна на компактных подмножествах множе-

ства R+;
(II) функции fn(·) равномерно P -сходятся на компактных подмножествах множества R+

к f(·).
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Кроме того, если имеет место условие (II), то

f̂(λ) = P-lim
n→∞

f̂n(λ)

для всех λ > λ0, где

f(t) := P-lim
n→∞

fn(t)

и q̂(·) — преобразование Лапласа функции q(·).
Теорема 5.2.1 (см. [188]). Предположим, что 0 < α 6 2 и операторы A, An порождают

экспоненциально ограниченные аналитические α-разрешающие семейства Sα(·, A), Sα(·, An) в

банаховых пространствах E, En, соответственно. Следующие условия (A) и (B′) эквивалентны

условию (C′):

(A) (согласованность): существует такое λ ∈ ρ(A) ∩⋂n ρ(An), что резольвенты сходятся:

(
λIn −An

)−1 PP−−−→ (λI −A)−1;

(B′) (устойчивость): найдутся такие константы M > 1, 0 < ϕ 6 π/2 и ω, не зависящие от n,
что сектор ω +Σϕ+π/2 содержится в ρ(An) и

sup
λ∈ω+Σβ+π/2

∥∥∥λα−1R
(
λα;An

)∥∥∥
B(En)

6
M

|λ− ω| (5.2.1)

для любых n ∈ N и 0 < β < ϕ;
(C′) (сходимость): для некоторого конечного ω1 > 0 имеем

sup
z∈Σβ

e−ω1 Re z
∥∥∥Sα(z,An)xn − pnSα(z,A)x

∥∥∥
En

→ 0 при n→ ∞

если xn
P−−→ x при всех xn ∈ En, x ∈ E и любого 0 < β < ϕ.

Доказательство. Во-первых, предположим, что выполнены условия (A) и (B′). Напомним
(см. [66]), что условие (B′) эквивалентно следующему условию: найдутся такие константы C,
ω и 0 < ϕ 6 π/2, что

∥∥Sα(z,An)
∥∥
B(En)

6 CeωRe z для всех z ∈ Σ(β), 0 < β < ϕ, равномерно по n ∈ N.

Кроме того, можем записать (см. [66, 227])

Sα(z,An) =
1

2πi

∫

Γ

eλzλα−1R
(
λα;An

)
dλ, (5.2.2)

где Γ— положительно ориентированный контур, являющийся границей множества ω + Σβ+π/2.
Разделим этот контур на две части Γ = Γa ∪ Γb, где

Γa = Γ ∩ {z : |z| 6 a}, Γb = Γ \ Γa.

Интеграл по Γb можно сделать меньше произвольного ε > 0 равномерно по n, если a достаточно
велико. Для любого r > 0 найдется достаточно малое δ, для которого при z1, z2 ∈ Σ(β) ∩ {z :
Re z 6 r} \ {0} и |z1 − z2| < δ имеем

∥∥∥
∫

Γa

eλz1λα−1R(λα;An)dλ−
∫

Γa

eλz2λα−1R(λα;An)dλ
∥∥∥
B(En)

=

=

∫

Γa

|eλz1 − eλz2 |‖λα−1R(λα;An)‖B(En)dλ < ε.

Итак, получили равностепенную непрерывность семейства {Sα(z,An)} на Σ(β) ∩ {z : Re z 6 r} \
{0}. На самом деле мы доказали равностепенную непрерывность семейства {Sα(z,An)xn} при
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z = 0 (см. [186, теорема 7]). Поэтому {Sα(z,An)xn} равностепенно непрерывно на Σ(β) ∩ {z :
Re z 6 r}. Тогда из леммы 5.2.1 следует, что

max
z∈Σβ∩{z:Re z6r}

∥∥∥Sα(z,An)xn − pnSα(z,A)x
∥∥∥
En

→ 0 для всех r > 0.

С другой стороны, для любого ε > 0 и выбранного ω1 > ω существует такое r0 > 0, что

max
z∈Σβ∩{z:Re z>r0}

e−ω1 Re z
∥∥∥Sα(z,An)xn − pnSα(z,A)x

∥∥∥
En

< ε, n > n0.

Таким образом, получаем условие (C′).
Если условие (C′) выполнено, то условие (A) получаем из (5.1.4) при помощи теоремы Лебега

о мажорантной сходимости. Из (C′) следует и оценка

max
z∈Σ(β)

e−ωRe z
∥∥Sα(z,An)

∥∥
B(En)

6 C,

что эквивалентно условию (B′). Предположим, от противного, что это не так. Тогда найдутся
такие последовательности ‖xn‖En = 1 и zn ∈ Σ(β), что

e−ωRe zn
∥∥Sα(zn, An)xn

∥∥
En

→ ∞.

В таком случае для последовательности

yn =
xn

e−ωRe zn
∥∥Sα(zn, An)xn

∥∥
En

,

которая сходится к нулю, имеем

e−ωRe znSα(zn, An)yn → e−ωRe znSα(zn, An)0 = 0 равномерно по zn ∈ Σ(β).

Это противоречит равенству e−ωRe zn
∥∥Sα(zn, An)yn

∥∥
En

= 1. �

Замечание 5.2.1. Из доказательства теоремы 5.2.1 получаем равностепенную непрерывность

семейства Sα(·, An) на любом компактном подмножестве множества R
+
, если выполнены усло-

вия (A) и (B′).

Замечание 5.2.2. Можно получить равностепенную непрерывность семейства {R(λα;An)}
также на любом компактном подмножестве множества ω + Σβ+π/2 из условия (B′): она выте-
кает из тождества Гильберта

(
λαIn −An

)−1 −
(
µαIn −An

)−1
=
(
µα − λα

)(
λαIn −An

)−1(
µαIn −An

)−1

и неравенства (5.2.1).

Теорема 5.2.2 (см. [187]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально огра-

ниченного аналитического α-разрешающего семейства Sα(·, A) в банаховом пространстве E.

Тогда компактность семейства Sα(t, A) для любого t > 0 эквивалентна компактности резоль-

венты R(λα;A), для любого λα ∈ ρ(A).

Доказательство. Предположим, что функция Sα(·, A) аналитична и компактна. В силу пред-
ставления

R(λα;A) = λ1−α

∞∫

0

e−λtSα(t, A)dt

заключаем, что оператор-функция

Rq,Q(λ) := λ1−α

Q∫

q

e−λtSα(t, A) dt

аппроксимирует резольвенту:
∥∥R(λα;A)−Rq,Q(λ)

∥∥→ 0 при q → 0 и Q→ ∞.
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Оператор-функция Rq,Q(λ) компактна (см. [264]). Таким образом, резольвента R(λα;A) компакт-
на как равномерный предел компактных операторов.

Обратно, используя (5.2.2), можем записать

Sα(t, A) =
1

2πi

∫

Γ

eλtλα−1R
(
λα;A

)
dλ для всех t > 0.

Поскольку резольвента R(λα;A) компактна для любого λα ∈ ρ(A), заключаем, как и выше, что
Sα(t, A) компактно для любого t 6= 0. �

Теорема 5.2.3 (см. [187]). Предположим, что Sα(·, An) и Sα(·, A) — аналитические α-разре-

шающие семейства, порожденные операторами An и A в банаховых пространствах En и E,

соответственно. Предположим также, что выполнены условия (A) и (B′) и резольвенты

R(λα;An) и R(λα;A) компактны. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) R(λα;An)
PP−−−→ R(λα;A) компактно для некоторого λα ∈ ρ(A) ∩⋂n ρ(An);

(2) Sα(t, An)
PP−−−→ Sα(t, A) компактно для любого t > 0.

Доказательство. (1)=⇒(2). Из теоремы 5.2.1 следует, что Sα(t, An)
PP−−−→ Sα(t, A). Требуется

показать, что семейство {Sα(t, An)xn} является P -компактным для любой последовательности
{xn}, ‖xn‖En = O(1). Пусть µ(·)— дискретная мера некомпактности последовательностей. Для
любого t > 0, используя (5.2.2), получим

µ
(
{Sα(t, An)xn}

)
= µ








1

2πi

∫

Γ

eλtλα−1R
(
λα;An

)
xn], dλ






 =

= µ








1

2πi

∫

Γa

eλtλα−1R
(
λα;An

)
xn dλ






+ µ








1

2πi

∫

Γb

eλtλα−1R
(
λα;An

)
xn dλ






 ,

где Γ, Γa, Γb выбраны так же, как в теореме 5.2.1. Второе слагаемое можно сделать меньше
произвольного ε > 0. Первое слагаемое обращается в нуль в силу равностепенной непрерывности
семейства {R(λα;An)xn} на Γa (см. замечание 5.2.2). Таким образом, заключаем, что семейство
{Sα(t, An)xn} является P -компактным.

(2)=⇒(1). Обратно, поскольку Sα(t, An)
PP−−−→ Sα(t, A) компактно для любого t > 0, имеем

Sα(t, An)
PP−−−→ Sα(t, A) и семейство {Sα(t, An)xn} является P -компактным для любой последо-

вательности {xn}, ‖xn‖En = O(1), и любого t > 0. Очевидно, R(λα;An)
PP−−−→ R(λα;A). Дей-

ствительно, нужно показать, что µ({R(λα;An)xn}) = 0 для любой последовательности {xn},
‖xn‖En = O(1). Имеем

µ
(
{R(λα;An)xn}

)
=

= µ






λ

1−α

∞∫

0

e−λtSα(t, An)xn dt






 6 µ






λ

1−α

q∫

0

e−λtSα(t, An)xn dt






+

+ µ







λ1−α

∞∫

Q

e−λtSα(t, An)xn dt






+ µ






λ

1−α

Q∫

q

e−λtSα(t, An)xn dt






 ,

где q мало, а Q достаточно велико. Первое и второе слагаемые меньше ε. Из замечания 5.2.1
известно, что семейство {Sα(t, An)} равномерно непрерывно на отрезке [q,Q]. Тогда третье сла-
гаемое равно нулю. Доказательство завершено. �
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Теорема 5.2.4 (см. [187]). Пусть A и An — генераторы аналитических α-разрешающих се-

мейств Sα(·, A) и Sα(·, An), соответственно. Предположим, что выполнены условия (A) и (B′),

компактные резольвенты R(λα;An) и R(λα;A) сходятся компактно, т.е. R(λα;An)
PP−−−→

R(λα;A) компактно для некоторого λα ∈ ρ(A) и u0n
P−−→ u0. Предположим также, что вы-

полнены следующие условия:

(i) функции fn, f непрерывны по обоим аргументам и существует такая константа M̄ , не

зависящая от n, что

sup
t∈[0,T ],

‖xn‖En61

‖fn(t, xn)‖En 6 M̄ ;

(ii) функция f(·, ·) такова, что существует единственное обобщенное решение u∗(t) зада-

чи (5.1.1) на отрезке [0, T ] (например, f(·, ·) удовлетворяет условиям теоремы 5.2.1);

(iii) fn(t, xn)
P−−→ f(t, x) равномерно по t ∈ [0, T ] при xn

P−−→ x.

Тогда для почти всех n задачи (5.1.5) имеют обобщенные решения u∗n(t), t ∈ [0, T ],
в окрестности точки pnu

∗(t). Каждая последовательность {u∗n(t)} является P -компактной

и u∗n(t)
P−−→ u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ].

Доказательство. Из теоремы 5.2.3 получаем, что Sα(t, An)
PP−−−→ Sα(t, A) компактно для любого

t > 0. Действительно, известно, что

u(t) = Sα(t, A)u
0 +

t∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, u(s)

)
ds,

un(t) = Sα(t, An)u
0
n +

t∫

0

Sα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds

— обобщенные решения задач (5.1.1) и (5.1.5), соответственно. Положим

(Ku)(t) := Sα(t, A)u
0 +

t∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, u(s)

)
ds,

(Knun)(t) := Sα(t, An)u
0
n +

t∫

0

Sα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds.

Во-первых, покажем, что оператор K : C
(
[0, T ];E

)
→ C

(
[0, T ];E

)
компактен. Пусть {uk(·)}—

множество таких функций uk(·) ∈ C
(
[0, T ];E

)
, что sup

t∈[0,T ]
‖uk(t)‖ = O(1). Из (i) следует, что

функция f(·, ·) ограничена, так что множество функций {(Kuk)(·)} равномерно ограничено, где
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(Kuk)(·) ∈ C
(
[0, T ];E

)
. Для 0 < t1 < t2 6 T

∥∥(Kuk)(t2)− (Kuk)(t1)
∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
Sα(t2, A)u

0
k − Sα(t1, A)u

0
k +

t2∫

0

Sα(t2 − s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds−

t1∫

0

Sα(t1 − s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
6

6

∥∥∥Sα(t2, A)u0k − Sα(t1, A)u
0
k

∥∥∥+
t1−δ∫

0

∥∥∥Sα(t2 − s,A)− Sα(t1 − s,A)
∥∥∥
∥∥f
(
s, uk(s)

)∥∥ ds+

+

t1∫

t1−δ

∥∥∥Sα(t2 − s,A)− Sα(t1 − s,A)
∥∥∥
∥∥f
(
s, uk(s)

)∥∥ ds+
t2∫

t1

∥∥Sα(t2 − s,A)
∥∥ ∥∥f

(
s, uk(s)

)∥∥ ds 6

6

∥∥∥Sα(t2, A)− Sα(t1, A)
∥∥∥ + M̄(t1 − δ) sup

s∈[0,t1−δ]

∥∥∥Sα(t2 − s,A)− Sα(t1 − s,A)
∥∥∥+

+ 2MM̄δ +MM̄ (t2 − t1) → 0 при |t2 − t1| → 0.

Это означает, что {(Kuk)(·)} равномерно непрерывно. Докажем, что последовательность
{(Kuk)(t)} относительно компактна для любого t > 0. Из теоремы 5.2.2 следует, что Sα(t, A)
компактно для любого t > 0. Выберем произвольно 0 < ε < t; тогда Sα(ε,A) компактно,



Sα(ε,A)

t−ε∫

0

Sα(t− s− ε,A)f
(
s, uk(s)

)
ds





относительно компактно для любого t > 0. Тогда

∥∥∥∥∥∥
Sα(ε,A)

t−ε∫

0

Sα(t− s− ε,A)f
(
s, uk(s)

)
ds−

t−ε∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
6

6

t−ε∫

0

∥∥∥Sα(ε,A)Sα(t− s− ε,A) − Sα(t− s,A)
∥∥∥
∥∥f
(
s, uk(s)

)∥∥ ds 6

6

t−ε−δ∫

0

∥∥∥Sα(ε,A)Sα(t− s− ε,A) − Sα(t− s,A)
∥∥∥
∥∥f
(
s, uk(s)

)∥∥ ds+

+

t−ε∫

t−ε−δ

∥∥∥Sα(ε,A)Sα(t− s− ε,A)− Sα(t− s,A)
∥∥∥
∥∥f
(
s, uk(s)

)∥∥ ds 6

6 M̄

t−ε−δ∫

0

∥∥∥Sα(ε,A)Sα(t− s− ε,A)− Sα(t− s,A)
∥∥∥ds+ (M2 +M)M̄

t−ε∫

t−ε−δ

ds → 0
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при δ → 0 и ε → 0. Предел первого слагаемого, равный нулю, получим при помощи [109, лем-
ма 3.4]. Кроме того, при ε→ 0 имеем
∥∥∥∥∥∥
Sα(ε,A)

t−ε∫

0

Sα(t− s− ε,A)f
(
s, uk(s)

)
ds−

t∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
6

6

∥∥∥∥∥∥
Sα(ε,A)

t−ε∫

0

Sα(t− s− ε,A)f
(
s, uk(s)

)
ds−

t−ε∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
+

+

∥∥∥∥∥∥

t∫

t−ε

Sα(t− s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
6

6

∥∥∥∥∥∥
Sα(ε,A)

t−ε∫

0

Sα(t− s− ε,A)f
(
s, uk(s)

)
ds−

t−ε∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
+

t∫

t−ε

MM̄ds→ 0.

Это означает, что 



t∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, uk(s)

)
ds





относительно компактно для любого t > 0. Очевидно, при t = 0 это множество также относитель-
но компактно. Поэтому для любого t, множество {(Kuk)(t)} относительно компактно в E. Тогда
из обобщеннной теоремы Арцела—Асколи вытекает, что {(Kuk)(t)}— компактное множество в E
и поэтому {(Kuk)(·)} компактно в C

(
[0, T ];E

)
. Таким образом, K — компактный оператор. Ана-

логично доказывается, что операторы Kn также компактны.

Если un(·) P−−→ u(·), то из условия (iii) следует, что fn(t, un(t))
P−−→ f(t, u(t)), равномерно по

t ∈ [0, T ]. Получаем

sup
t∈[0,T ]

∥∥(Knun)(t)− pn(Ku)(t)
∥∥
En

6 sup
t∈[0,T ]

∥∥∥Sα(t, An)u
0
n − pnSα(t, A)u

0
∥∥∥
En

+

+ sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

Sα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds− pn

t∫

0

Sα(t− s,A)f
(
s, u(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
En

→ 0.

Таким образом, Kn
PP−−−→ K. Рассмотрим произвольную последовательность {un(·)} функ-

ций un(·) ∈ C
(
[0, T ];En

)
, удовлетворяющих условию sup

t∈[0,T ]
‖un(t)‖En = O(1). Покажем, что

µ({(Knun)(t)}) = 0 для всех t ∈ [0, T ]. Действительно,

µ
(
{(Knun)(t)}

)
6 µ

(
{Sα(t, An)u

0
n}
)
+ µ








t∫

0

Sα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds






 6

6 µ
(
{Sα(t, An)u

0
n}
)
+ µ








t−δ∫

0

Sα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds






+

+ sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∥

t∫

t−δ

Sα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
En

.

Очевидно, первый член равен нулю. Поскольку
∥∥Sα(t, An)

∥∥
B(En)

6Meωt, sup
t∈[0,T ]

∥∥fn(t, un(t))
∥∥
En

6 M̄,
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заключаем, что третий член можно сделать меньше произвольного ε, выбрав достаточно малое δ.
Из леммы 5.2.1 и условия (iii) следует, что семейство {fn(s, un(s))} равностепенно непрерывно
на [0, t − δ]. Известно также, что семейство {Sα(t − s,An)} также равностепенно непрерывно
на [0, t− δ]. Таким образом,

µ








t−δ∫

0

Sα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds






 = 0.

Поэтому семейство {(Knun)(·)} является P -компактным и, следовательно, Kn
PP−−−→ K компакт-

но.
Из предположения следует, что K не имеет неподвижных точек на границе ∂Sr, где

Sr =

{
u : sup

t∈[0,T ]

∥∥u(t)− u∗(t)
∥∥ < r

}
.

Из результатов работы [259] следует, что γ(I − K; ∂Sr) = γ(In − Kn; ∂Sn,r) при n > n0. Если
γ(I −K; ∂Sr) 6= 0, то из [259, теорема 3] будет следовать, что решения задач (5.1.5) существу-
ют в окрестности точки pnu

∗(t), каждая последовательность {u∗n(t)} является P -компактной и

u∗n(t)
P−−→ u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ]. Отсюда вытекает требуемый результат.

Поскольку семейство Sα(·, A) аналитично и компактно, доказательство того факта, что
γ(I −K; ∂Sr) = 1, буквально повторяет доказательство [262, теорема 14.2.3]. �

5.3. Случай классической правой части

В этом разделе будет рассмотрена аппроксимация корректно поставленной задачи Коши
(
Dα

t u
)
(t) = Au(t) + f(t, u(t)), 0 < t 6 T ; u(0) = u0, (5.3.1)

где Dα
t — производная Капуто—Джрбашяна, оператор A порождает аналитическое и компакт-

ное α-разрешающее семейство Sα(·, A), а функция f(·, ·) является достаточно гладкой по обоим
аргументам.

Определение 5.3.1 (см. [152]). Семейство {Pα(t, A)}t>0 сильно непрерывных функций
Pα(·, A) : (0,∞) −→ B(E) называется (α,α)-разрешающим семейством, порожденным операто-

ром A, если существует такое ω > 0, что {λα : Reλ > ω} ⊂ ρ(A) и

(
λαI −A

)−1
x =

∞∫

0

e−λtPα(t, A)x dt, Reλ > ω, x ∈ E. (5.3.2)

Замечание 5.3.1 (см. [66, 152,173]). При 1 < α < 2 очевидно, что если оператор A порожда-
ет α-разрешающее семейство Sα(t, A), то он также является генератором (α,α)-разрешающего
семейства Pα(t, A) и

Pα(t, A) =
(
gα−1 ∗ Sα

)
(t). (5.3.3)

В случае 0 < α < 1, если оператор A порождает аналитическое α-разрешающее семейство
Sα(t, A), то он также является генератором аналитического (α,α)-разрешающего семейства

Pα(t, A) =
1

2πi

∫

Γ

eλtR
(
λα;A

)
dλ

и
(
g1−α ∗ Pα

)
(t) = Sα(t, A). (5.3.4)
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Семейство Pα(·, A), обладает следующими свойствами (см. [152,173]):

Pα(t, A)x = gα(t)x+A

t∫

0

gα(t− s)Pα(s,A)x ds, t > 0, для любого x ∈ E,

APα(t, A)x = Pα(t, A)Ax для любого x ∈ D(A).

В этом разделе мы рассматриваем только случай корректно поставленной задачи Коши для
дифференциального уравнения порядка 0 < α < 1. В этом случае справедлива следующая лемма.

Лемма 5.3.1 (см. [173]). Пусть A— генератор аналитического α-разрешающего семейства

Sα(t, A). Справедливы следующие утверждения:

(1) Pα(t, A) ∈ B(E) и
∥∥Pα(t, A)

∥∥ 6Meωt(1 + tα−1) для любого t > 0;

(2) Pα(t, A)x ∈ D(A) для любого x ∈ E и
∥∥APα(t, A)

∥∥ 6Meωt(1 + t−1) для любого t > 0;

(3) S′
α(t, A) = APα(t, A) для любого t > 0, R(P

(l)
α (t, A)) ⊆ D(A) для любого целого l > 0 и

∥∥AkP (l)
α (t, A)

∥∥ 6Meωt
(
1 + t−l−1−α(k−1)

)
для любого t > 0,

где k = 0, 1.

Определение 5.3.2. Функция u(·) ∈ C
(
[0, T ];E

)
называется обобщенным решением зада-

чи (5.3.1), если она удовлетворяет уравнению

u(t) = Sα(t, A)u
0 +

t∫

0

Pα(t− s,A)f
(
s, u(s)

)
ds. (5.3.5)

Теорема 5.3.1 (см. [109,175,192,224]). Пусть A— генератор аналитического α-разрешающе-

го семейства Sα(·, A) на банаховом пространстве E. Предположим, что функция f(·, ·) :
[0, T ] × E → E непрерывна по обоим аргументам и существует такая константа L > 0, что

∥∥f(t, x)− f(t, y)
∥∥ 6 L‖x− y‖ при t ∈ [0, T ] и x, y ∈ E.

Тогда существует единственное обобщенное решение u(·) ∈ C
(
[0, T ];E

)
задачи (5.3.1). Кроме

того, отображение u(0) → u(·) из E в C
(
[0, T ];E

)
является непрерывным по Липшицу.

Доказательство. Рассмотрим оператор

K : C([0, T ];E) → C([0, T ];E), (Ku)(t) := Sα(t, A)u
0 +

t∫

0

Pα(t− s,A)f
(
s, u(s)

)
ds, t ∈ [0, T ].

Чтобы доказать, что задача (5.3.1) имеет единственное обобщенное решение, нужно убедиться,
что операторK имеет неподвижную точку. Пусть u, v ∈ C

(
[0, T ];E

)
; тогда из условий на функцию

f(·, ·) следует, что

∥∥(Ku)(t)− (Kv)(t)
∥∥ 6

t∫

0

∥∥Pα(t− s,A)
∥∥ ·
∥∥f(s, u(s))− f(s, v(s))

∥∥ ds 6

6ML

t∫

0

gα(t− s)
∥∥u(s)− v(s)

∥∥ds 6MLtα‖u− v‖C([0,T ];E).

Таким образом,

sup
t∈[0,T ]

∥∥(Knu)(t)− (Knv)(t)
∥∥ 6 sup

t∈[0,T ]

(MLtα)n

n!
‖u− v‖C([0,T ];E) 6

(MLTα)n

n!
‖u− v‖C([0,T ];E).
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Поскольку (MLTα)n/n! < 1 при достаточно больших n, оператор K является сжимающим. По
теореме о сжимающих отображениях заключаем, чтоK имеет единственную неподвижную точку,
которая и является решением задачи (5.3.1).

Пусть v(·) — обобщенн’мягк’ое решение задачи (5.3.1); тогда

∥∥u(t)− v(t)
∥∥ 6

∥∥∥Sα(t, A)u(0) − Sα(t, A)v(0)
∥∥∥ +

t∫

0

∥∥Pα(t− s,A)
∥∥ ·
∥∥f(s, u(s))− f(s, v(s))

∥∥ ds 6

6M‖u0 − v0‖+ML

t∫

0

gα(t− s)
∥∥u(s)− v(s)

∥∥ ds.

Согласно неравенству Гронуолла
∥∥u(t)− v(t)

∥∥ 6MeMLTα∥∥u(0) − v(0)
∥∥.

Это означает, что решение u(·) единственно, а отображение u(0) → u(·) липшиц-непрерывно. �

Заметим, задачи типа (5.3.1) и (∗) (см. с. 5) в случае, когда exp(·A) не компактна, но является
уплотняющей, рассматривались в [50, 63, 86, 146,206,207].

5.4. Полудискретная аппроксимация в классическом случае

Полудискретная аппроксимация в рамках общей дискретизационной схемы для задачи (5.3.1)
осуществляется следующими задачами Коши в банаховых пространствах En:

(
Dα

t un
)
(t) = Anun(t) + fn(t, un(t)), 0 < t 6 T, un(0) = u0n, (5.4.1)

здесь операторы An порождают аналитические и компактные α-разрешающие семейства
Sα(·, An), а функции fn(·, ·) являются достаточно гладкими.

Замечание 5.4.1. Из условия (C′) следует, что

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥Sα(t, An)xn − pnSα(t, A)x
∥∥∥
En

→ 0 при n→ ∞

если xn
P−−→ x, xn ∈ En, x ∈ E. Тогда из уравнения (5.3.4) получаем, что

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

Pα(t− s,An)xn ds− pn

t∫

0

Pα(t− s,A)x ds

∥∥∥∥∥∥
En

=

= sup
t∈[0,T ]

∥∥∥(g1 ∗ Pα)(t, An)xn − pn(g1 ∗ Pα)(t, A)x
∥∥∥
En

=

= sup
t∈[0,T ]

∥∥∥
(
gα ∗ g1−α ∗ Pα

)
(t, An)xn − pn

(
gα ∗ g1−α ∗ Pα

)
(t, A)x

∥∥∥
En

=

= sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

gα(t− s)Sα(s,An)xn ds− pn

t∫

0

gα(t− s)Sα(s,A)x ds

∥∥∥∥∥∥
En

=

= sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

gα(t− s)
(
Sα(s,An)xn − pnSα(s,A)x

)
ds

∥∥∥∥∥∥
En

6

6

t∫

0

|gα(t− s)| ds sup
t∈[0,T ]

∥∥∥Sα(s,An)xn − pnSα(s,A)x
∥∥∥
En

=

= gα+1(t) sup
t∈[0,T ]

∥∥∥Sα(s,An)xn − pnSα(s,A)x
∥∥∥
En

→ 0 при n→ ∞,
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если xn
P−−→ x, xn ∈ En, x ∈ E.

Замечание 5.4.2. В силу представления

Sα(z,An) =
1

2πi

∫

Γ

eλzλα−1R
(
λα;An

)
dλ,

где Γ— положительно ориентированный контур, являющийся границей множества ω + Σβ+π/2,
получаем равностепенную непрерывность семейства {Sα(z,An)} на Σ(β) ∩ {z : Re z 6 r}\{0}.
Поскольку равностепенная непрерывность семейства {Sα(z,An)} при z = 0 была доказана ранее
(см. [186, теорема 7]), заключаем, что семейство {Sα(z,An)} равностепенно непрерывно на Σ(β)∩
{z : Re z 6 r}.

Лемма 5.4.1. Пусть Sα(t, A), t > 0, — аналитическое α-разрешающее семейство, порожден-

ное оператором A, в банаховом пространстве E. Тогда α-разрешающее и (α,α)-разрешающее

семейства Sα(t, A) и Pα(t, A) непрерывны в равномерной операторной топологии для всех t > 0.

Доказательство. Из [109, лемма 3.8] известно, что α-разрешающее семейство Sα(·, A) непрерывно
в равномерной операторной топологии для всех t > 0. Из замечания 5.3.1 получим, что (α,α)-
разрешающее семейство Pα(t, A), порожденное оператором A, аналитично. Остается показать,
что Pα(t, A) непрерывно в равномерной операторной топологии для всех t > 0.

Действительно, из леммы 5.3.1 следует, что

‖P ′
α(t, A)‖ 6M(1 + tα−2).

Тогда для любых x ∈ E, ‖x‖ 6 1, и |h| < t имеем
∥∥∥Pα(t+ h,A)x − Pα(t, A)x

∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥

t+h∫

t

P ′
α(s,A)x ds

∥∥∥∥∥∥
6M‖x‖ ·

∥∥∥∥∥∥

t+h∫

t

sα−2 ds

∥∥∥∥∥∥
6M

(t+ h)α−1 − tα−1

α− 1
→ 0 при h→ 0.

Лемма доказана. �

Теорема 5.4.1 (см. [192]). Пусть Sα(·, A) — аналитическое α-разрешающее семейство, по-

рожденное оператором A, в банаховом пространстве E. Предположим, что семейства Sα(t, A),
Pα(t, A) компактны для любого t > 0. Тогда

lim
h→0

∥∥∥Pα(t, A)− Sα(h,A)Pα(t− h,A)
∥∥∥ = 0 для любого t > 0.

Доказательство. Из леммы 5.4.1 следует, что α-разрешающее и (α,α)-разрешающее семейства
Sα(t, A) и Pα(t, A) непрерывны в равномерной операторной топологии для всех t > 0. Пусть t > 0
и 0 < h < t. Сначала докажем, что для любого t > 0

lim
h→0

∥∥∥Pα(t+ h,A) − Sα(h,A)Pα(t, A)
∥∥∥ = 0 (5.4.2)

Выберем ε > 0. Поскольку семейство Pα(t, A) компактно, множество Pt := {Pα(t, A)x : ‖x‖ 6 1}
также компактно. Тогда для любого x ∈ E, ‖x‖ 6 1, существует такая конечная ε-сеть

{
Pα(t, A)x1, Pα(t, A)x2, . . . , Pα(t, A)xl

}
⊂ Pt

что ∥∥∥Pα(t, A)x− Pα(t, A)xi

∥∥∥ 6
ε

3(M + 1)
, 1 6 i 6 l. (5.4.3)

Из сильной непрерывности Sα(h,A)xi → xi при h→ 0 для всех i = 1, . . . l, следует, что существует
такое 0 < h1 < t, что

∥∥∥Pα(t, A)xi − Sα(h,A)Pα(t, A)xi

∥∥∥ 6
ε

3
для всех 0 6 h 6 h1 и 1 6 i 6 l. (5.4.4)
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Из непрерывности семейства Pα(t, A) в равномерной операторной топологии следует, что суще-
ствует такое 0 < h2 < t, что

∥∥∥Pα(t, A)x − Pα(t+ h,A)x
∥∥∥ 6

ε

3
для всех 0 6 h 6 h2 и ‖x‖ 6 1. (5.4.5)

Следовательно, для любого 0 6 h 6 min{h1, h2} и ‖x‖ 6 1 из уравнений (5.4.3), (5.4.4), (5.4.5)
следует, что
∥∥∥Pα(t+ h,A)x − Sα(h,A)Pα(t, A)x

∥∥∥ 6

6

∥∥∥Pα(t+ h,A)x− Pα(t, A)x
∥∥∥ +

∥∥∥Pα(t, A)x− Pα(t, A)xi

∥∥∥+

+
∥∥∥Pα(t, A)xi − Sα(h,A)Pα(t, A)xi

∥∥∥+
∥∥∥Sα(h,A)Pα(t, A)xi − Sα(h,A)Pα(t, A)x

∥∥∥ 6

6

∥∥∥Pα(t+ h,A)x − Pα(t, A)x
∥∥∥ + (M + 1)

∥∥∥Pα(t, A)x− Pα(t, A)xi

∥∥∥+

+
∥∥∥Pα(t, A)xi − Sα(h,A)Pα(t, A)xi

∥∥∥ 6 ε.

Это означает, что предельное соотношение (5.4.2) выполняется равномерно при t > 0. С другой
стороны,
∥∥∥Pα(t, A)− Sα(h,A)Pα(t− h,A)

∥∥∥ 6

∥∥∥Pα(t, A) − Pα(t+ h,A)
∥∥∥+

+
∥∥∥Pα(t+ h,A) − Sα(h,A)Pα(t, A)

∥∥∥ +
∥∥∥Sα(h,A)Pα(t, A) − Sα(h,A)Pα(t− h,A)

∥∥∥ 6

6

∥∥∥Pα(t, A) − Pα(t+ h,A)
∥∥∥ +

∥∥∥Pα(t+ h,A) − Sα(h,A)Pα(t, A)
∥∥∥+

+M
∥∥∥Pα(t, A)− Pα(t− h,A)

∥∥∥.

Из непрерывности (α,α)-разрешающего семейства в равномерной операторной топологии заклю-
чаем, что

lim
h→0

∥∥∥Pα(t, A) − Pα(t+ h,A)
∥∥∥ = 0, lim

h→0
M
∥∥∥Pα(t, A)− Pα(t− h,A)

∥∥∥ = 0.

Таким образом, требуемое утверждение вытекает из (5.4.2). Теорема доказана. �

В работах [1,109] была впервые предпринята попытка характеризации компактности разреша-
ющих семейств через компактность резольвент. В [187,195] получен следующий результат.

Теорема 5.4.2. Пусть A и An — генераторы аналитических α-разрешающих семейств

Sα(·, A) и Sα(·, An), соответственно. Предположим, что выполнены условия (A) и (B′), ком-

пактные резольвенты R(λα;An) сходятся компактно к R(λα;A), т.е. R(λα;An)
PP−−−→ R(λα;A)

компактно для некоторого λα ∈ ρ(A) и u0n
P−−→ u0. Предположим также, что выполнены сле-

дующие условия:

(i) функции fn и f непрерывны по обоим аргументам и существует такая не зависящая от n
константа M̄ , что

sup
t∈[0,T ],

‖xn‖En61

∥∥fn(t, xn)
∥∥
En

6 M̄ ;

(ii) функция f(·, ·) такова, что существует единственное обобщенное решение u∗(t) зада-

чи (5.3.1) на отрезке [0, T ] (например, f(·, ·) удовлетворяет условиям теоремы 5.3.1);

(iii) fn(t, xn)
P−−→ f(t, x) равномерно по t ∈ [0, T ] при xn

P−−→ x.

Тогда для почти всех n задачи (5.4.1) имеют обобщенные решения u∗n(t), t ∈ [0, T ], в

окрестности точки pnu
∗(t). Каждая последовательность {u∗n(t)} является P -компактной и

u∗n(t)
P−−→ u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ].
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Доказательство теоремы 5.4.2 аналогично доказательству теоремы 5.2.4, но основано на тео-
реме 5.4.1.

5.5. Коэрцитивность в пространствах Cα
0 ([0, T ];E)

Свойство коэрцитивности (максимальной регулярности) играет ключевую роль в изучении
различных типов дифференциальных уравнений с частными производными (см. [32–35,60]). Это
свойство особенно важно при изучении линеаризаций нелинейных уравнений. Рассмотрим сле-
дующую задачу Коши в абстрактном пространстве E:

{
u′(t) = Au(t) + f(t), 0 6 t 6 T,

u(0) = u0,
(5.5.1)

где оператор A является генератором C0-полугруппы exp(tA), t > 0. Имеется обширная литерату-
ра, посвященная коэрцитивности задачи (5.5.1) в различных пространствах (см. [26]). Например,
в [104] было доказано, что, вообще говоря, задача (5.5.1) не обладает свойством коэрцитивности
в C([0, T ];E), за исключением случая, когда либо оператор A непрерывен, либо пространства E
содержат подпространствo, изоморфное пространству c0 последовательностей, сходящихся к ну-
лю. В [60] было указано, что в пространстве Гельдера Cγ

0 ([0, T ];E) аналитичность C0-полугруппы
эквивалентна коэрцитивности задачи (5.5.1). Более подробное изложение результатов о коэрци-
тивности задачи (5.5.1) в различных пространствах можно найти в [26,60, 127].

В то же время имеется обширная литература, посвященная коэрцитивности для дифферен-
циальных уравнений второго порядка. В [57] рассматривалась слабая коэрцитивность для ги-
перболических дифференциальных уравнений второго порядка в пространствах Cγ([0, T ];E),
C([0, T ];Eθ) и Lp([0, T ];Eθ), где Eθ — интерполяционное пространство. В [56] представлены раз-
ностные схемы для эллиптических задач в Lp

τn([0, T ];En) и исследованы вопросы дискретной коэр-
цитивности. Коэрцитивность в Lp([0, T ];E) изучалась также в [59] (см. подробности в [26,58,262]).

Известно, что дробные дифференциальные уравнения стали одной из наиболее интересных тем
исследований в связи с их широким применением в физике, технике, биологии и т. д. Многие по-
лезные приложения по этим проблемам можно найти, например, в [?, 26,66,109,143,155,173,176,
183,186,189,223,270]. Кроме того, изучались вопросы коэрцитивности решений дробных эволюци-
онных уравнений. Например, в [66] рассматривались приложения дробных задач Коши в теории
разрешающих операторов и анализировалась коэрцитивность в Lp для дробных дифференци-
альных уравнений с производной Римана—Лиувилля и положительными и R-секториальными
операторами A. Коэрцитивность решений изучалась также в [92, 93]. Позднее в [173] была рас-
смотрена регулярность по Гельдеру (не коэрцитивность) для дробных задач Коши с показателем
из (0, 1); кроме того, результаты были обобщены на случай дифференциальных уравнений пер-
вого порядка (5.5.1) (см. [216]).

Отметим также, что при помощи метода операторнозначных мультипликаторов Фурье (см. [82–
85]) можно охарактеризовать корректность и коэрцитивность для вырожденных дифференциаль-
ных уравнений второго и дробного порядков в различных функциональных пространствах.

Теория приближений для дифференциальных уравнений в абстрактных пространствах была
разработана в [17, 26, 35, 36, 60, 86, 89, 127, 129, 162, 186–189, 259, 262]. Изучались численные задачи
для однородных дифференциальных уравнений и полулинейных дифференциальных уравнений.
Так, аппроксимации для дробных дифференциальных уравнений в абстрактных пространствах
рассматривались в [186–189], где были получены результаты о существовании и устойчивости
решений и порядке сходимости разностных схем для общих аппроксимаций дробных задач Коши.

Мы рассмотрим корректность и коэрцитивность в пространстве Гельдера Cγ
0 ([0, T ];E) и пол-

ную дискретизацию для следующей неоднородной дробной задачи Коши в абстрактном простран-
стве E: {

Dαu(t) = Au(t) + f(t), 0 6 t 6 T,

u(0) = u0;
(5.5.2)

здесь оператор A является генератором аналитического α-разрешающего семейства, а Dα — дроб-
ная производная Капуто, α ∈ (0, 1).
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5.5.1. Постановка задачи. Пусть γ ∈ (0, 1), T > 0 и Cγ([0, T ];E) — банахово пространство,
состоящее из непрерывных функций u(·), заданных на отрезке [0, T ] и принимающих значения в
банаховом пространстве E, снабженное следующей нормой:

‖u(·)‖Cγ ([0,T ];E) = sup
06t6T

‖u(t)‖E + sup
06t<t+τ6T

‖u(s+ τ)− u(s)‖E
τγ

.

Пусть банахово пространство Cγ
0 ([0, T ];E) является пополнением пространства гладких функций

u(·), заданных на отрезке [0, T ] и принимающих значения в E, относительно следующей нормы:

‖u(·)‖Cγ
0 ([0,T ];E) = ‖u(·)‖C([0,T ];E) + sup

06t<t+τ6T
tγ
‖u(t+ τ)− u(t)‖E

τγ
.

Легко доказать, что Cγ([0, T ];E) ⊂ Cγ
0 ([0, T ];E) ⊂ C([0, T ];E).

Определение 5.5.1. Будем говорить, что задача (5.5.2) корректно поставлена (корректна)
в Cγ

0 ([0, T ];E), если выполнены следующие условия:

(i) для любой функции f(·) ∈ Cγ
0 ([0, T ];E) и u0 ∈ D(A) существует единственное решение

u(t) = u(t; f, u0) задачи (5.5.2) на отрезке [0, T ] и u(·) ∈ Cγ
0 ([0, T ];E);

(ii) функция u(t) = u(t; f, u0), рассматриваемая как оператор из Cγ
0 ([0, T ];E) × D(A) в

Cγ
0 ([0, T ];E), непрерывна, где пространство Cγ

0 ([0, T ];E) ×D(A) снабжено нормой
∥∥(f, u0)

∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)×D(A)
=
∥∥f(·)

∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)
+
∥∥Au0

∥∥
E
.

Определение 5.5.2. Будем говорить, что задача (5.5.2) коэрцитивно корректна (или обла-

дает свойством максимальной регулярности) в пространстве Cγ
0 ([0, T ];E), если она корректна

в Cγ
0 ([0, T ];E) и удовлетворяет следующему неравенству коэрцитивности:

∥∥Dαu(·)
∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)
+
∥∥Au(·)

∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)
6 C

(∥∥f(·)
∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)
+
∥∥Au0

∥∥
E

)
.

Определение 5.5.3. Функция u(·) ∈ C([0, T ];E) называется классическим решением задачи

Коши (5.5.2), если для любых t ∈ [0, T ] имеем u(t) ∈ D(A), Au(·), Dαu(·) ∈ C([0, T ];E) и, кроме
того, u(·) удовлетворяет (5.5.2) на [0, T ].

Обозначим через Aα множество операторов A, генерирующих аналитические α-разрешающие
семейства аналитического типа.

Теорема 5.5.1 (см. [184,190]). Пусть 0 < α, γ < 1. Предположим, что A ∈ Aα, f(·) ∈
Cγ
0 ([0, T ];E) и u0 ∈ D(A). Тогда существует единственное классическое решение задачи (5.5.2),

которое определяется формулой

u(t) = Sα(t)u
0 + (Pα ∗ f)(t), t ∈ [0, T ]. (5.5.3)

Теорема 5.5.2 (см. [184,190]). Пусть 0 < γ,α < 1. Предположим, что A ∈ Aα, u0 ∈ D(A)
и f(·) ∈ Cγ

0 ([0, T ];E). Тогда классическое решение u(·) уравнения (5.5.2) лежит в Cγ
0 ([0, T ];E) и

оператор u(t) = u(t; f, u0), действующий из Cγ
0 ([0, T ];E) ×D(A) в Cγ

0 ([0, T ];E), непрерывен.

Теорема 5.5.3 (см. [184,190]). Пусть 0 < γ,α < 1, A ∈ Aα, f(·) ∈ Cγ
0 ([0, T ];E) и u0 ∈ D(A).

Предположим, что u(·) — единственное классическое решение уравнения (5.5.2). Тогда Au(·),
Dαu(·) ∈ Cγ

0 ([0, T ];E) и

∥∥Dαu(·)
∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)
+
∥∥Au(·)

∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)
6 C

(∥∥f(·)
∥∥
Cγ

0 ([0,T ];E)
+
∥∥Au0

∥∥
E

)
.

Замечание 5.5.1. Чтобы доказать коэрцитивность дробной задачи Коши (5.5.2), нужно рас-
сматривать не пространство Cγ([0, T ];E), а пространство Cγ

0 ([0, T ];E). В [173] рассматривалась
регулярность по Гельдеру для (5.5.2) в пространстве Cγ([0, T ];E). Доказано, что Au,Dαu ∈
Cγ([0, T ];E) при дополнительном условии u0 = f(0) = 0. В [126] читатель найдет прекрасное
изложение вопросов коэрцитивности в пространстве Cγ([0, T ];E).
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5.5.2. Разностные схемы для дробных уравнений. Рассмотрим аппроксимацию дробной
начальной задачи (5.5.2). Аппроксимация задачи (5.5.2) на общей дискретизационной схеме в
банаховом пространстве En имеет вид

{
Dαun(t) = Anun(t) + fn(t), 0 6 t 6 T,

un(0) = u0n.
(5.5.4)

Дискретизацию задачи (5.5.4) можно провести при помощи различных разностных схем. Сначала
рассмотрим аппроксимацию задачи (5.5.4) неявной схемой

∆α
tk
Un(·) = AnUn(tk) + fn(tk), Un(0) = xn. (5.5.5)

Хорошо известно, что (5.5.5) можно разложить следующим образом:

∆α
tk
W n(·) = AnW n(tk), Wn(0) = xn,

∆α
tk
V n(·) = AnV n(tk) + fn(tk), V n(0) = 0;

таким образом, Un(tk) =Wn(tk) + V n(tk). Тогда из [188, предложение 3.1, теорема 3.2] получаем
следующую теорему.

Теорема 5.5.4 (см. [191]). Для неявной разностной схемы (5.5.5), т.е. для системы

1

Γ(2− α)

k−1∑

j=0

bj
Un

(
(k − j)τn

)
− Un

(
(k − j − 1)τn

)

ταn
= AnUn(kτn) + fn(kτn), Un(0) = xn, (5.5.6)

имеем

Un(kτn) =

k∑

j=1

c
(k)
j Rjxn + Γ(2− α)ταn

k∑

j=1

k−j+1∑

i=1

d
(k)
i,j R

ifn(jτn) для любого k ∈ N, (5.5.7)

где c
(k)
j и d

(k)
i,j — такие же, как в [188, 189]. Кроме того, для любого k ∈ N имеем c

(k)
j > 0,

j = 1, 2, . . . , k, d
(k)
i,j > 0, i = 1, . . . , k − j + 1, j = 1, . . . , k,

k∑

j=1

c
(k)
j = 1,

k∑

j=1

k−j+1∑

i=1

d
(k)
i,j bj−1 = 1.

Теорема 5.5.5 (см. [191]). Предположим, что C0-полугруппы etAn удовлетворяют усло-

вию (B) и ω = 0. Тогда неявная разностная схема (5.5.5) устойчива, т.е.

sup
16j6k

∥∥Un(jτn)
∥∥ 6M‖xn‖+MΓ(1− α)(kτn)

α sup
16j6k

∥∥fn(jτn)
∥∥.

В следующей теореме установлен порядок сходимости неявной разностной схемы (5.5.5). По-
ложим zun(kτn) = un(kτn)− Un(kτn).

Теорема 5.5.6 (см. [191]). Справедливо следующее представление:

zun(kτn) = Γ(2− α)ταn

k∑

j=1

k−j+1∑

i=1

d
(k)
i,j R

irun(jτn), (5.5.8)

где d
(k)
i,j такие же, как в [188, 189]. Кроме того, если C0-полугруппы etAn удовлетворяют усло-

вию (B) и ω = 0, то

sup
16j6k

∥∥zun(jτn)
∥∥ 6 C(α)ταnm(xn, fn), 0 6 kτn 6 T,

где

m(xn, fn) = max
{
‖xn‖, ‖Anxn‖, ‖A2

nxn‖,
∥∥fn(·)

∥∥
C2([0,T ];En)

}
.
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Далее, явную схему

∆α
tk
Un(·) = AnUn(tk−1) + fn(tk−1), Un(0) = xn, (5.5.9)

можно разложить следующим образом:

∆α
tk
Wn(·) = AnWn(tk), Wn(0) = xn,

∆α
tk
Vn(·) = AnVn(tk) + fn(tk), Vn(0) = 0,

так что Un(tk) =Wn(tk) + Vn(tk). Имеет место следующая теорема.

Теорема 5.5.7 (см. [191]). Для явной схемы (5.5.9), т.е. для системы

1

Γ(2− α)

k−1∑

j=0

bj
Un

(
(k − j)τn

)
− Un

(
(k − j − 1)τn

)

ταn
= AnUn

(
(k− 1)τn

)
+ fn

(
(k− 1)τn

)
, Un(0) = xn,

имеем

Un(kτn) =

k∑

j=0

c̄
(k)
j R̄jxn + Γ(2− α)ταn

k−1∑

j=0

k−j−1∑

i=0

d̄
(k+1)
i,j+1 R̄

ifn(jτn) для любого k ∈ N,

где c̄
(k)
j и d̄

(k)
i,j — такие же, как в [188, 189]. Кроме того, для любого k ∈ N имеем c̄

(k)
j > 0,

j = 0, 1, . . . , k, d̄
(k+1)
i,j+1 > 0, i = 0, . . . , k − j − 1, j = 0, . . . , k − 1,

k∑

j=0

c̄
(k)
j = 1,

k−1∑

j=0

k−j−1∑

i=0

d̄
(k+1)
i,j+1 bj = 1.

Замечание 5.5.2. В нашем изложении Vn(kτn) отличается от аналогичной величины в [188,
189], поскольку fn(0) 6= 0, в то время как в [188,189] выполнялось условие fn(0) = 0.

Теорема 5.5.8 (см. [191]). Пусть α > 1/2 и etAn —C0-полугруппы, порожденные оператора-

ми An. Предположим, что полугруппы etAn удовлетворяют условию (B) и ω = 0. Если
∥∥τ2α−1

n A2
n

∥∥ 6 c,

где c не зависит от n, то для схемы (5.5.9) имеем

sup
06j6k

∥∥Un(jτn)
∥∥ 6 M̄‖xn‖+ M̄Γ(1− α)(kτn)

α sup
06j6k−1

∥∥fn(jτn)
∥∥.

Теорема 5.5.9 (см. [191]). Для явной разностной схемы (5.5.9) имеем следующее представ-

ление разности zun(kτn) = un(kτn)− Un(kτn):

zun(kτn) = Γ(2− α)ταn

k∑

j=1

k−j∑

i=0

d̄
(k+1)
i,j R̄irun(jτn), (5.5.10)

где

run(kτn) = ∆α
tk
un(·)−

(
D

α
t un

)
(tk−1),

d̄
(k)
i,j такое же, как в [188,189]. Если α > 1/2, то предположим, что C0-полугруппы etAn удовле-

творяют условию (B) и ω = 0. Кроме того, если
∥∥τ2α−1

n A2
n

∥∥ 6 c,

где c не зависит от n, то

sup
16j6k

∥∥zun(jτn)
∥∥ 6 C(α)ταnm(xn, fn).
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Теорема 5.5.10 (см. [191]). Для zun(kτn) = un(kτn)− Un(kτn) имеет место следующее пред-

ставление:

zun(kτn) = Γ(2− α)ταn

k∑

j=1

k−j∑

i=0

d̄
(k+1)
i,j R̄irun(jτn), (5.5.11)

где

run(kτn) = ∆α
tk
un(·)−

(
D

α
t un

)
(tk−1),

d̄
(k)
i,j такое же, как в [188, 189]. Предположим, что выполнено условие (B1), ω = 0 и

∥∥∥∥
Γ(2− α)

(1− b1)
ταnAn

∥∥∥∥ 6 c,

где c < 1/(M + 2) не зависит от n. Тогда

sup
16j6k

∥∥zun(jτn)
∥∥ 6 C(α)ταnm(xn, fn).

В [55] обсуждалось соотношение между дробными степенями положительных операторов и
дробными производными; в частности, было доказано, что

Λαϑ(ξ) = Dαϑ(ξ),

где Λϑ(ξ) = ϑ′(ξ), D(Λ) =
{
ϑ(ξ) : ϑ′(ξ) ∈ C[0, T ], ϑ(0) = 0

}
, Λα — дробная степень оператора Λ и

Dα
tk
ϑ(·)— дробная производная Римана—Лиувилля функции ϑ(·) ∈ D(Λ). На основе этого введем

следующую дробную разностную производную Римана—Лиувилля порядка α как дискретизацию
дробной производной Римана—Лиувилля:

∆α
tk
un(·) =

1

Γ(1− α)

k∑

j=1

Γ(k − j − α+ 1)

(k − j)!

un(tj)− un(tj−1)

ταn
.

Следовательно, можно аппроксимировать задачу (5.5.2) следующей неявной разностной схемой:
{
∆α

tk
Un(·) = AnUn(tk) + fn(tk),

Un(0) = u0n,
(5.5.12)

где tk = kτn ∈ [0, T ], k = 1, 2, . . . ,K.
Введем обозначение

b
(k)
j =

Γ(k − j − α+ 1)

(k − j)! · Γ(1− α)
.

Тогда в терминах (5.5.12) имеем

k∑

j=1

b
(k)
j

Un(tj)− Un(tj−1)

ταn
= AnUn(tk) + fn(tk). (5.5.13)

Обозначим R = (In − ταnAn)
−1. Тогда

Un(tk) = Rb
(k)
1 Un(0) +R

k∑

j=2

(
b
(k)
j − b

(k)
j−1

)
Un(tj−1) +Rταn fn(tk). (5.5.14)

Замечание 5.5.3. Отметим, что величины b
(k)
j и ∆α

tk
Un(·) отличаются от bj и ∆α

tk
Un(·), вве-

денных в [188], где bj = (j + 1)1−α − j1−α. Таким образом, неявная разностная схема (5.5.12)
отличается от схемы (5.5.5).

Теорема 5.5.11 (см. [184]). Для неявной разностной схемы (5.5.12) имеет место следующее

соотношение:

Un(kτn) =

k∑

i=1

c
(k)
i Riu0n + ταn

k∑

j=1

k−j+1∑

i=1

d
(k)
i,j R

ifn(jτn),
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где

c
(k)
1 = b

(k)
1 , c

(k)
i =

k∑

j=i

(
b
(k)
j − b

(k)
j−1

)
c
(j−1)
i−1 , i = 2, 3, . . . , k,

d
(k)
1,j = 0, d

(k)
i,j =

k∑

m=i+j−1

(
b(k)m − b

(k)
m−1

)
d
(m−1)
i−1,j ,

i = 2, 3, . . . , k − j + 1,

j = 1, 2, . . . , k − 1,
d
(k)
1,k = 1.

Кроме того,

c
(k)
i > 0, i = 1, 2, . . . , k,

k∑

i=1

c
(k)
i = 1,

d
(k)
i,j > 0,

i = 1, 2, . . . , k − j + 1,

j = 1, 2, . . . , k,

k∑

j=1

k−j+1∑

i=1

d
(k)
i,j =

(1 + α)(2 + α) · · · (k − 1 + α)

(k − 1)!
, k > 2.

Теорема 5.5.12 (см. [184]). Предположим, что выполнено условие (B) и ω = 0. Тогда неявная

разностная схема (5.5.12) устойчива, т.е.

sup
16j6k

∥∥Un(kτn)
∥∥ 6M1‖u0n‖+M1 exp(α)(kτn)

α sup
16j6k

∥∥fn(jτn)
∥∥,

где kτn ∈ [0, T ].

Глава 6

УСТОЙЧИВЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

ДЛЯ ДРОБНЫХ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Эта глава посвящена численному анализу абстрактных полулинейных дробных задач

Dαu(t) = Au(t) + f(u(t)), u(0) = u0,

в банаховом пространстве E. Мы опишем общий подход к полудискретной аппроксимации устой-
чивых многообразий. Фазовое пространство в окрестности гиперболического равновесия расщеп-
ляется таким образом, что исходная начальная задача редуцируется к системе начальных задач
в инвариантных подпространствах, соответствующих положительным и отрицательным веще-
ственным частям спектра. Покажем, что структура такого разложения уравнения сохраняется и
при переходе к общей аппроксимационной схеме. Основные предположения, требуемые для на-
ших результатов, естественным образом выполнены, например, для операторов с компактными
резольвентами.

Поведение решений полулинейных задач в окрестности гиперболических точек равновесия
классических дифференциальных уравнений хорошо изучено (см., например, [?,26,79,86,89,136,
214, 273]), так же, как и различные приложения (см., например, [159, 170, 171]). Ситуация су-
щественно меняется, если вместо классических дифференциальных уравнений рассматриваются
дробные уравнения.

Например, в [250] установлены некоторые достаточные условия, обеспечивающие свойство
притяжения решений полулинейных дробных дифференциальных уравнений с нелинейностями
сверхлинейного роста на конечном интервале времени.

Одним из принципиальных отличий является то, что решения дробных задач сходятся к поло-
жениям равновесия только с полиномиальной скоростью, а не с экспоненциальной, как в класси-
ческом случае. Имеются работы, посвященные проблеме существования устойчивых многообра-
зий для полулинейных дробных уравнений (см. [94,95,102,235]). В [235] проведена аппроксимация
локальных устойчивых многообразий вблизи гиперболических точек равновесия дробных диф-
ференциальных уравнений и исследована сходимость численных схем. Ни в одной из упомянутых
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работ не рассматриваются аппроксимации устойчивых многообразий на общей аппроксимацион-
ной схеме.

6.1. Формулировка дробных полулинейных задач

В этом разделе будем изучать полудискретную аппроксимацию задачи Коши
(
Dαu

)
(t) = Au(t) + f(u(t)), 0 6 t 6 ∞, u(0) = u0, (6.1.1)

где Dα, 0 < α 6 1, — производная Капуто—Джрбашяна, оператор A порождает аналитическую и
компактную C0-полугруппц exp(·A), а функция f(·) является достаточно гладкой. Точнее, пред-
положим, что A : D(A) ⊆ E → E — такой замкнутый линейный оператор, что

∥∥(λI −A)−1
∥∥
B(E)

6
M

1 + |λ| для любого λ, Reλ > 0, (6.1.2)

и функция f : Eβ ⊆ E → E, 0 6 β < 1, ограничена и непрерывно дифференцируема по Фреше.
Поскольку C0-полугруппа exp(·A) существует, то α-разрешающее семейство Sα(t, A) ≡ Eα(t

αA),
t > 0, аналитично по t (см. [66, теорема 3.3]), и мы имеем (см. [105,152]),

Eα(t
αA)x =

∞∫

0

t−αΦα(ξt
−α) exp(ξA)xdξ для любых x ∈ E и t > 0, (6.1.3)

где Φα(·) функция типа Райта (см. [66]):

Φα(0) =
1

Γ(1− α)
, Φα(t) > 0, t > 0,

∞∫

0

Φα(t) dt = 1.

Решение задачи (6.1.1) в неоднородном случае задается формулой

u(t) = Eα(t
αA)u0 +

t∫

0

Pα(t− s,A)f(u(s))ds, t > 0, (6.1.4)

где

Pα(t, A)x = α

∞∫

0

s

tα+1
Φα(st

−α) exp(sA)x ds = α

∞∫

0

τ

t1−α
Φα(τ) exp(τt

αA)x dτ (6.1.5)

для любого x ∈ E и Pα(t, A) аналитично по t для любого t > 0 (см. [152]). Кроме того, (5.1.4)
и (5.3.2) выполняются для любого Reλ > ω, x ∈ E. Отметим, что в скалярном случае, т.е. если
A = γI, имеем Sα(t, γ) = Eα(γt

α), где Eα(·)— функция Миттаг-Леффлера

Eα,β(z) =

∞∑

n=0

zn

Γ(αn + β)
, Eα(z) = Eα,1(z).

Определение 6.1.1. Функция u(·) ∈ C
(
[0,∞);E

)
называется обобщенным решением зада-

чи (6.1.1), если она удовлетворяет уравнению (6.1.4).

Равновесные решения задачи (6.1.1) — это решения уравнения

Au+ f(u) = 0. (6.1.6)

Пусть ω̃ > 0 и

Λ+
α = ω̃ +

{
λ ∈ C :

∣∣ arg(λ)
∣∣ < απ

2

}
.

В случае, когда резольвента (λI −A)−1 компактна, часть σ+ спектра оператора A+ f ′(u∗), рас-
положенная строго справа от мнимой оси, состоит из конечного числа собственных значений
конечной кратности.
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Определение 6.1.2. Будем называть решение u∗ задачи (6.1.6) гиперболическим, если спектр
σ(A+ f ′(u∗)) не имеет общих точек с мнимой осью т.е.

σ(A+ f ′(u∗)) ∩
{
λ ∈ C : −ε 6 Reλ 6 ε

}
= ∅

для некоторого ε > 0 и σ+ ⊂ Λ+
α .

6.2. Существование устойчивых многообразий

В этом разделе предположим, что условие (F1) выполнено для гиперболической точки равно-
весия задачи (6.1.1).

Используя замену переменных v(·) = u(·) − u∗ в задаче (6.1.1), где u∗ — гиперболическое рав-
новесие, получим задачу

(Dαv)(t) =
(
A+ f ′(u∗)

)
v(t) + f

(
v(t) + u∗

)
− f(u∗)− f ′(u∗)v(t),

v(0) = u0 − u∗ = v0,

которую можно переписать в виде

(Dαv)(t) = Au∗v(t) + Fu∗(v(t)), v(0) = v0, t > 0, (6.2.1)

где Au∗ = A+ f ′(u∗), Fu∗(v(t)) = f(v(t) + u∗)− f(u∗)− f ′(u∗)v(t). Заметим, что

Fu∗(v(t)) = f(v(t) + u∗)− f(u∗)− f ′(u∗)v(t) = o
(
‖v(t)‖Eβ

)
для малых ‖v0‖Eβ .

Поскольку f ′(u∗) ∈ B(Eβ, E), 0 6 β < 1, оператор Au∗ = A + f ′(u∗) является генератором
аналитической C0-полугруппы (см. [26]).

В случае гиперболической точки равновесия u∗ на мнимой оси iR нет точек спектра опера-
тора Au∗ . Пусть U(σ+) ⊂

{
λ ∈ C : Reλ > 0

}
— открытая связная окрестность множества σ+,

границей которой является замкнутая спрямляемая кривая ∂U(σ+). Разложим Eβ при помощи
проекторов Рисса

P (σ+) = P (σ+, Au∗) =
1

2πi

∫

∂U(σ+)

(
ζI −Au∗

)−1
dζ, (6.2.2)

определенных множеством σ+. В силу определения и аналитичности C0-полугрупп etAu∗ , t ∈ R
+
,

найдутся такие положительные константы M и ω, что неравенства (3.1.13) выполняются при
θ = β. Без ограничения общности можно выбрать в Eβ такую норму, что

‖v‖Eβ = max
(
‖P (σ+)v‖Eβ , ‖(I − P (σ+))v‖Eβ

)
.

Ясно, что эта норма эквивалентна исходной норме в Eβ.
Нам понадобятся следующие факты (см. [155,223]).

Лемма 6.2.1. Пусть 0 < α < 1 и ω > 0. Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) Eα(ωt
α) =

1

α
eω

1/αt +O

(
1

tα

)
при t→ ∞;

(ii) Eα(ωt
α) → 1 при t→ 0;

(iii) tα−1Eα,α(ωt
α) =

1

α
ω1/α−1eω

1/αt +O

(
1

tα+1

)
при t→ ∞;

(iv) Eα,α(ωt
α) → 1

Γ(α)
при t→ 0.
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Лемма 6.2.2. Пусть 0 < α < 1 и ω > 0. Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) Eα(−ωtα) = O

(
1

tα

)
при t→ ∞;

(ii) Eα(−ωtα) → 1 при t→ 0;

(iii) tα−1Eα,α(−ωtα) = O

(
1

tα+1

)
при t→ ∞;

(iv) Eα,α(−ωtα) →
1

Γ(α)
при t→ 0.

Лемма 6.2.3. Пусть exp(tA), t > 0, — аналитическая C0-полугруппа, удовлетворяющая

оценке

‖ exp(tA)‖ 6Me−ωt

при ω > 0, t > 0 и 0 < α, β < 1. Тогда

∥∥∥(−A)βPα(t, A)x
∥∥∥ 6

C

t1−α(1−β)
‖x‖ для всех x ∈ E, t→ 0, (6.2.3)

∥∥∥(−A)βPα(t, A)x
∥∥∥ 6

C1

t1+α
‖x‖ для всех x ∈ E, t→ ∞. (6.2.4)

Доказательство. Из (6.1.5) находим

∥∥∥(−A)βPα(t, A)x
∥∥∥ 6 α

∞∫

0

s

tα+1
Φα(st

−α)
M

sβ
e−ωs‖x‖ ds 6

6M

∞∫

0

(ξtα)1−β

tα+1
Φα(ξ)e

−ωξtα tα dξ ‖x‖ 6 C

∞∫

0

ξ1−β

t1−α(1−β)
Φα(ξ)e

−ωξtα dξ ‖x‖.

Поскольку

∣∣e−ωξtα
∣∣ 6 1,

∞∫

0

ξ1−βΦα(ξ)dξ =
Γ(2− β)

Γ(1 + α(1− β))
,

получаем оценку (6.2.3). Чтобы получить (6.2.4), воспользуемся (6.1.5):

∞∫

0

(ξtα)1−β

tα+1
Φα(ξ)e

−ωξtα tα dξ ‖x‖ 6 C

∞∫

0

(ωξtα)1−β

t1+α
Φα(ξ)e

−ωξtα d(ωξtα) ‖x‖ 6
C1

t1+α
‖x‖. �

Теперь разложим уравнение (6.2.1) следующим образом:

w(t) = P (σ+)v(t), z(t) = (I − P (σ+))v(t).

Таким образом, если A+
u∗ — сужение оператора (A+f ′(u∗)) на P (σ+)Eβ и A−

u∗ — сужение оператора
(A+ f ′(u∗)) на (I − P (σ+))Eβ , то

(
Dαw

)
(t) = A+

u∗w(t) +H
(
w(t), z(t)

)
, (6.2.5)

(
Dαz

)
(t) = A−

u∗z(t) +G
(
w(t), z(t)

)
, (6.2.6)

где

H(w, z) = P (σ+)f
(
w(t) + z(t) + u∗

)
− P (σ+)f(u∗)− P (σ+)f ′(u∗)

(
w(t) + z(t)

)
,

G(w, z) =
(
I − P (σ+)

)
f
(
w(t) + z(t) + u∗

)
−
(
I − P (σ+)

)
f(u∗)−

(
I − P (σ+)

)
f ′(u∗)

(
w(t) + z(t)

)
.

Таким образом, в точке (0, 0) функции H и G и их производные обращаются в нуль.
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Аналогично теореме 3.1.2 находим, что обобщенным решением задачи (6.2.5)–(6.2.6), стремя-

щимся к нулю при t→ ∞, является вектор-функция v(t) =

(
w(t)

z(t)

)
, удовлетворяющая формаль-

ному уравнению

v(t) = Θ(η, v(·))(t), (6.2.7)

но с иной структурой Θ по сравнению с теоремой 3.1.2. Рассмотрим (6.2.7) в пространстве

Υ = Cγ

(
[0,∞), P (σ+)Eβ ×

(
I − P (σ+)

)
Eβ
)
=

=
{
v(·) ∈ C

(
[0,∞), P (σ+)Eβ ×

(
I − P (σ+)

)
Eβ
)
: v(·) is bounded on [0,∞)

}
,

снабженном супремум-нормой

‖v‖Cγ = ‖v‖Υ = sup
t>0

‖v(t)‖Eβ

Eα(−γtα)
, γ > 0.

Покажем, что Θ(η, ·) : Υ → Υ. С этой целью выберем функцию q(·) ∈ Υ, убывающую к
нулю как O(t−α) при t → ∞. Ясно, что функция Θ(η, q(·)) непрерывна по t. Покажем, что
lim
t→∞

Θ(η, q(·))(t) = 0 и порядок сходимости при t→ ∞ равен −α. Любой проектор Pj конечноме-

рен, т.е. корневое подпространство, соответствующее собственному значению λj , имеем конечную
размерность, равную rankPj = nj и, следовательно, j-е уравнение (j = 1, . . . ,K) содержит опе-
ратор Au∗Pj , который имеет либо вид λjInj×nj в случае, если λj — простое собственное значение,

либо вид λjInj×nj + Nnj×nj , где Nnj×nj ∈ R
nj×nj — нильпотентная матрица, удовлетворяющая

условию (Nnj×nj )
nj = 0. Изучим эти случаи отдельно.

Сначала рассмотрим случай простого собственного значения λj , т.е. Au∗Pj = λjInj×nj . Для
любых заданных ε > 0 и q(·) существует такое tε ∈ (1,∞), что ε > 1/tαε и

∥∥G(q(s))
∥∥
(I−P (σ+))Eβ = O(s−α) для всех s > tε.

Как было показано в [66, следствие 3.2] и [180], имеем
∥∥∥Eα(t

αA−
u∗)
∥∥∥ 6MEα(−ωtα) = O(t−α) при t→ ∞,

так что

lim
t→∞

Eα(t
αA−

u∗)η = 0

с порядком −α при t → ∞ для любого η ∈ (I − P (σ+))Eβ . При t > tε из леммы 6.2.3 имеем
∥∥∥∥∥∥
(−Au∗)β

t∫

0

Pα(t− s,A−
u∗)G(q(s)) ds

∥∥∥∥∥∥
6

6 C

∥∥∥∥∥∥

tε∫

0

(−Au∗)βPα(s,A
−
u∗)G

(
q(t− s)

)
ds+

t∫

tε

(−Au∗)βPα(s,A
−
u∗)G

(
q(t− s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
6

6 C

1∫

0

1

s1−α(1−β)

∥∥G(q(t− s))
∥∥ ds+ C

tε∫

1

1

s1+α

∥∥G(q(t− s))
∥∥ ds+ C

t∫

tε

1

s1+α

∥∥G(q(t− s))
∥∥ ds 6

6 C

(
ε+

1

tα

)
.

Таким образом,
∥∥∥∥∥∥

t∫

0

(−Au∗)βPα(t− s,A−
u∗)G(q(s))ds

∥∥∥∥∥∥
6 Cε+O(t−α) при t→ ∞.

для заданного ε > 0
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Из леммы 6.2.1(i) ясно, что

Eα(t
αλj)λ

1/α−1
j

∞∫

t

exp
(
−λ1/αj τ

)∥∥∥PjH
(
w(τ), z(τ)

)∥∥∥ dτ = O

(
1

tα

)
при t→ ∞

поскольку
∥∥PjH(w(τ), z(τ))

∥∥ 6 Cτ−α.
Чтобы оценить первое слагаемое, для произвольного ε > 0 найдем такое tε > 0, что∥∥PjH(w(τ), z(τ))

∥∥ 6 ε при τ > tε.
Получим, что производная Фреше Θ′

q(η0, q0) : Υ → Υ задается формулой

(Θ′
q(η0, q0)h)(t) = 0

для любого h =

(
h1(t)

h2(t)

)
∈ Υ, поскольку функции G и H имеют нулевые производные в нуле.

Поэтому оператор (I −Θ′
q(η0, q0))

−1 существует и непрерывен. Из [21, теорема 54.2] следует, что
уравнение (6.2.7) имеет единственное решение.

Рассмотрим случай, в котором Au∗Pj = λjInj×nj + Nnj×nj , где собственное значение λj не
является простым. Следуя [95], для заданного малого δ > 0 применим линейное обратимое пре-
образование, переводящее Au∗Pj в λjInj×nj + δNnj×nj .

Приведем набросок доказательства следующей теоремы.

Теорема 6.2.1 (см. [222]). Пусть u∗ — гиперболическое равновесие задачи (6.1.1). Предполо-

жим, что оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу exp(·A) и выполнено усло-

вие (F1). Тогда для некоторого достаточно малого δ > 0 существует такая липшиц-

непрерывная функция

£ :
{
η ∈

(
I − P (σ+)

)
Eβ : ‖η‖Eβ 6 δ

}
→ P (σ+)Eβ , £(η) = w(0),

что локальное устойчивое многообразие W st
δ (u∗) задается следующим образом:

W st
δ (u∗) =

{(
η,£(η)

)
+ u∗ : η ∈

(
I − P (σ+)

)
Eβ, ‖η‖Eβ 6 δ

}
.

6.3. Аппроксимация дробных разрешающих семейств

В этом разделе мы опишем дискретизацию полулинейных дробных уравнений в соответствии
с общей аппроксимационной схемой и обсудим аппроксимацию устойчивых многообразий.

Теорема 6.3.1 (см. [1, 109,185,187,195,271]). Пусть оператор A является генератором ана-

литической C0-полугруппы exp(tA) в банаховом пространстве E, удовлетворяющей условию

‖ exp(tA)‖ 6Me−ωt, t > 0. Тогда компактность резольвенты R(λα;A) для некоторого λα ∈ ρ(A)
эквивалентна компактности Sα(t, A) для любого t > 0. Кроме того, компактность R(λα;A) для

некоторого λα ∈ ρ(A) эквивалентна компактности Pα(t, A) для любого t > 0.

Доказательство. Докажем только второе утверждение. Известно, что функция Pα(·, A) анали-
тична и компактна. Тогда в силу представления

R(λα;A) =

∞∫

0

e−λtPα(t, A) dt,

заключаем, что оператор-функция

Rq,Q(λ) =

Q∫

q

e−λtPα(t, A) dt

аппроксимирует резольвенту:
∥∥∥R(λα;A)−Rq,Q(λ)

∥∥∥→ 0 при q → 0 и Q→ ∞.
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Оператор-функция Rq,Q(λ) компактна (см. [264]). Таким образом, резольвента R(λα;A) компакт-
на как равномерный предел компактных операторов. Обратно, можем записать (см. [66])

Pα(t, A) =
1

2πi

∫

Γ

eλtR(λα;A) dλ для любого t > 0,

где Γ— положительно ориентированный контур, являющийся границей множества ω + Σβ+π/2.
Поскольку резольвента R(λα;A) компактна для любого λα ∈ ρ(A), получаем, как и выше, что
Pα(t, A) компактно для любого t > 0. �

Теорема 6.3.2 (см. [187]). Предположим, что операторы An и A порождают аналитические

C0-полугруппы, и выполнены условия (A) и (B1) при ω2 < 0 и резольвенты R(λα;An) и R(λα;A)
компактны. Тогда следующие условия эквивалентны:

(i) R(λα;An)
PP−−−→ R(λα;A) компактно для некоторого λα ∈ ρ(A) ∩⋂

n
ρ(An);

(ii) Sα(t, An)
PP−−−→ Sα(t, A) компактно для любого t > 0;

(iii) Pα(t, An)
PP−−−→ Pα(t, A) компактно для любого t > 0.

Доказательство. Эквивалентность (i)⇔(ii) доказана в [187]. Чтобы получить импликацию
(i)⇐(iii), нужно показать, что мера некомпактности µ({R(λα;An)xn}) равна нулю для любой
последовательности {xn}, ‖xn‖En = O(1). Имеем

µ
({
R(λα;An)xn

})
= µ








∞∫

0

e−λtPα(t, An)xndt






 6 µ








q∫

0

e−λtPα(t, An)xndt






+

+ µ








∞∫

Q

e−λtPα(t, An)xndt






+ µ








Q∫

q

e−λtPα(t, An)xndt






 ,

где q мало, а Q достаточно велико, так что первое и второе слагаемые меньше произвольно задан-
ного ε > 0. Известно, что {Pα(t, An)} равностепенно непрерывно на [q,Q]. Тогда третье слагаемое

равно нулю. Импликация (i)⇒(iii) вытекает из компактной сходимости exp(tAn)
PP−−−→ exp(tA),

t > 0, и представления (6.1.5). �

Так же, как для (4.2.4), определим

pβn = (−An)
−βpn(−A)β ∈ B(Eβ, Eβ

n).

Предположим, что операторы An и A удовлетворяют условиям (6.1.2), (A) и (B1).

Рассмотрим в банаховых пространствах Eβ
n , 0 6 β < 1, семейство дробных задач

(
Dαun

)
(t) = Anun(t) + fn

(
un(t)

)
, t > 0,

un(0) = u0n ∈ Eβ
n ,

(6.3.1)

где u0n
Pβ

−−−→ u0, операторы (An, A) согласованы, а функции fn(·) : Eβ
n → En глобально ограни-

чены, глобально липшиц-непрерывны равномерно по n ∈ N и непрерывно дифференцируемы по
Фреше. Предположим, что операторы An порождают аналитические C0-полугруппы. Предполо-

жим также, что fn(xn)
P−−→ f(x) и f ′n(xn)

PβP−−−−→ f ′(x) при xn
Pβ

−−−→ x.
При сделанных предположениях обобщенн’мягк’ое решение un(·) задачи (6.3.1) определено для

всех t > 0 и выражается формулой

un(t) = Sα(t, An)u
0
n +

t∫

0

Pα(t− s,An)fn(un(s))ds, t > 0. (6.3.2)
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В случае ∆cc 6= ∅ сходимость A−1
n fn(·) PP−−−→ A−1f(·) компактна. Из результатов [259] следует,

что при n > n0,
1 = γ

(
I +A−1f ′(u∗); ∂Ω

)
= γ

(
In +A−1

n fn(u
∗
n); ∂Ωn

)

для любого u∗ ∈ E, n > n0, и тогда уравнения u∗n = −A−1
n fn(u

∗
n) имеют такие решения, что

u∗n
P−−→ u∗. Ясно, что u∗n

Pβ

−−−→ u∗.
Рассмотрим гиперболическое равновесие u∗ задачи (6.1.1) и гиперболические равновесия

u∗n
Pβ

−−−→ u∗ задач (6.3.1). Кроме того, предположим, что в случае, когда θ = β и u∗n — гипер-
болические точки задачи (6.3.1), выполнено условие (F3).

Замечание 6.3.1. Получаем ∥∥F ′
u∗
n,n

(qn)
∥∥ 6 cρ‖qn‖Eβ

n
,

где cρ → 0 при ρ→ 0. Здесь ρ > 0— радиус шаров U
Eβ

n
(0; ρ), для которых существует такое δ > 0,

что

sup
n∈N

sup
‖qn‖

E
β
n
6δ

∥∥∥f ′n
(
qn + pβnu

∗
)
− f ′n

(
pβnu

∗
)∥∥∥

B(Eβ
n ,En)

6 ρ.

Теперь рассмотрим семейство дробных задач (6.3.1) в окрестности гиперболической точки рав-
новесия u∗n. В этом случае имеем

(
Dαvn

)
(t) = Au∗

n,nvn(t) + Fu∗
n,n

(
vn(t)

)
, vn(0) = v0n, t > 0, (6.3.3)

где
Au∗

n,n = An + f ′n(u
∗
n), Fu∗

n,n

(
vn(t)

)
= fn

(
vn(t) + u∗n

)
− fn(u

∗
n)− f ′n(u

∗
n)vn(t).

Разложим Eβ
n при помощи проекционных операторов Pn(σ

+
n ) так же, как в (4.2.13). Аналогич-

но оператору Θ(η, u(·)) (см. (6.2.7)) введем операторы Θn(ηn, un(·)). Предположим, что ηn
Pβ

−−−→ η

или даже ηn = pβnη. Переписав (6.3.1) для функции vn(t) = un(t) − u∗n, чтобы иметь возмож-
ность работать в окрестности точки u∗n, приходим к задаче (6.3.3), которую можно переписать в
следующем виде:

{
Dαwn(t) =

(
An + f ′n(u

∗
n)
)
Pn(σ

+
n )wn(t) +Hn

(
wn(t), zn(t)

)
,

Dαzn(t) =
(
An + f ′n(u

∗
n)
)(
In − Pn(σ

+
n )
)
zn(t) +Gn

(
wn(t), zn(t)

)
,

(6.3.4)

где wn(·) ∈ Pn(σ
+
n )E

β
n и zn(·) ∈ (In − Pn(σ

+
n ))E

β
n . Запишем

Hn(wn, zn) = Pn(σ
+
n )
(
fn(wn + zn + u∗n)− fn(u

∗
n)− f ′n(u

∗
n)(wn + zn)

)
,

Gn(wn, zn) =
(
In − Pn(σ

+
n )
)(
fn(wn + zn + u∗n)− fn(u

∗
n)− f ′n(u

∗
n)(wn + zn)

)
.

Таким образом, имеем Hn(0, 0) = 0, Gn(0, 0) = 0. Из непрерывной дифференцируемости функций
Hn и Gn и оценок 




∥∥etAu∗n,nzn
∥∥
Eβ

n
6M2e

−γt‖zn‖Eβ
n
, t > 0,

∥∥etAu∗n,nzn
∥∥
Eβ

n
6M2t

−βe−γt‖zn‖En , t > 0,
∥∥etAu∗n,nwn

∥∥
Eβ

n
6M2e

γ1t‖wn‖Eβ
n
, t 6 0,

(6.3.5)

которые выполняются равномерно по n, условия аналитичности C0-полугрупп etAu∗n,n и условия
∆cc 6= ∅ получим, что для заданного ρ > 0 существуют такие n0 > 0 и δ > 0, что если

‖wn‖Pn(σ
+
n )Eβ

n
+ ‖zn‖(In−Pn(σ

+
n ))Eβ

n
< δ

и n > n0, то ∥∥Hn(wn, zn)
∥∥
Pn(σ

+
n )En

6 ρ,
∥∥Gn(wn, zn)

∥∥
En

6 ρ,
∥∥∥Hn(wn, zn)−Hn(ṽn, z̃n)

∥∥∥
Pn(σ

+
n )En

6 ρ
(
‖wn − w̃n‖Pn(σ

+
n )Eβ

n
+ ‖zn − z̃n‖(In−Pn(σ

+
n ))Eβ

n

)
,

∥∥∥Gn(wn, zn)−Gn(w̃n, z̃n)‖En 6 ρ
(
‖wn − w̃n‖Pn(σ

+
n )Eβ

n
+ ‖zn − z̃n‖(In−Pn(σ

+
n ))Eβ

n

)
.

(6.3.6)
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Тот факт, что мы можем выбрать ρ и δ равномерно по n > n0 удовлетворяющими приведенным
выше неравенствам, является ключевым для вывода о том, что локально устойчивые многообра-
зия определены в малой «окрестности» точки равновесия u∗n равномерно по n > n0.

Из условий (B1) и ∆cc 6= ∅ вытекает, что Pn(σ
+
n )

PP−−−→ P (σ+) компактно; следовательно, как
было показано в [79,89], спектр σ(A+

u∗
n,n

) аппроксимирует спектр σ(A+
u∗) и dimPn(σ

+
n ) = dimP (σ+)

при n > n0.
Введем обозначение

Ωα =
{
v(·) ∈ C([0,∞);Eβ) : ‖v(t)‖Eβ = O(t−α) при t→ ∞

}
,

где норма v(·) ∈ Ωα равна

‖v‖Ωα = sup
t∈[0,∞)

‖v(t)‖Eβ

Eα(−γtα)
<∞

для некоторого γ > 0.

Теорема 6.3.3 (см. [222]). Предположим, что оператор A порождает аналитическую и ком-

пактную C0-полугруппу и выполнены условия (F1) и (6.1.2). Тогда оператор

K : Ωα → Ωα, (Ku)(t) ≡ Sα(t, A)u
0 +

t∫

0

Pα(t− s,A)f(u(s)) ds, t ∈ [0,∞), (6.3.7)

компактен.

Доказательство. Пусть {uk(·)} — такое множество функций uk(·) ∈ Ωα, что
∥∥uk(·)

∥∥
Ωα 6 const,

k ∈ N. В силу условия (F1) функция f(·) ограничена, так что множество функций {(Kuk)(·)}
равномерно ограничено; здесь (Kuk)(·) ∈ Ωα. Пусть T таково, что

∥∥f(uk(t))
∥∥ 6 ε, t > T.

Для 0 < t1 < t2 6 T имеем

∥∥(Kuk)(t2)− (Kuk)(t1)
∥∥
Eβ =

=

∥∥∥∥∥∥
(−A)β


Sα(t2, A)u0k−Sα(t1, A)u0k+

t2∫

0

Pα(t2−s,A)f
(
uk(s)

)
ds−

t1∫

0

Pα(t1−s,A)f
(
uk(s)

)
ds




∥∥∥∥∥∥
6

6

∥∥∥
(
Sα(t2, A)−Sα(t1, A)

)
(−A)βu0k

∥∥∥+

+

t1−δ∫

0

∥∥∥(−A)β
(
Pα(t2−s,A)− Pα(t1 − s,A)

)∥∥∥ ·
∥∥f(uk(s))

∥∥ ds+

+

t1∫

t1−δ

∥∥∥(−A)β
(
Pα(t2 − s,A)− Pα(t1 − s,A)

)∥∥∥ ·
∥∥f(s, uk(s))

∥∥ ds+

+

t2∫

t1

∥∥∥(−A)βPα(t2 − s,A)
∥∥∥ ·
∥∥f(s, uk(s))

∥∥ ds 6

6 c
∥∥Sα(t2, A)− Sα(t1, A)

∥∥+ M̄(t1 − δ) sup
s∈[0,t1−δ]

∥∥∥(−A)β
(
Pα(t2 − s,A)− Pα(t1 − s,A)

)∥∥∥+

+ 2MM̄δ +MM̄(t2 − t1)
α(1−β) → 0
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при |t2 − t1| → 0. Из леммы 6.2.3, следует, что
∥∥∥∥∥∥

t∫

T

Pα(t− s,A)f(u(s)) ds

∥∥∥∥∥∥
6 Cε при t > T .

Это означает, что семейство {(Kuk)(·)} равностепенно непрерывно. Докажем, что последователь-
ность {(Kuk)(t)} является относительно компактной для любого t > 0. Из теоремы 6.3.1 следует,
что Sα(t, A) и Pα(t, A) компактны для любого t > 0. Из результатов [264], следует, что

T∫

0

Pα(t− s,A)f(u(s)) ds

компактно для любого конечного T и
∥∥∥∥∥∥

t∫

T

Pα(t− s,A)f(u(s)) ds

∥∥∥∥∥∥

достаточно мало при больших T . Таким образом,




t∫

0

(−A)βPα(t− s,A)f(uk(s))ds



 (6.3.8)

является относительно компактным для любого t > 0. Очевидно, множество (6.3.8) является от-
носительно компактным также и при t = 0. Это означает, что для любого t множество {(Kuk)(t)}
является относительно компактным в Eβ. Из обобщенной теоремы Арцела—Асколи вытекает, что
{(Kuk)(t)}— компактное множество в Eβ и, следовательно, {(Kuk)(·)} компактно в Ωα. Таким
образом, K — компактный оператор. �

Введем операторы

Kn : Ωα
n → Ωα

n, (Knun)(t) ≡ Sα(t, An)u
0
n +

t∫

0

Pα(t− s,An)fn(un(s)) ds, t ∈ [0,∞), (6.3.9)

где

Ωα
n ≡

{
un(·) ∈ C

(
[0,∞);Eβ

n

)
: ‖un‖Fn = sup

t∈[0,∞)

‖un(t)‖Eβ
n

Eα(−γtα)
<∞

}

при некотором γ > 0.

Теорема 6.3.4. Пусть выполнены условия (F1)–(F3), (B1) и ∆cc 6= ∅. Тогда сходимость

Kn
PβPβ

−−−−−→ K при u0n
Pβ

−−−→ u0 компактна.

Доказательство. Операторы Kn компактны. Если un(·) Pβ

−−−→ u(·), то из нашего предположения

в (6.3.1) следует, что fn(un(t))
P−−→ f(u(t)) равномерно по t ∈ [0,∞). Получаем

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥(Knun)(t)− pβn(Ku)(t)
∥∥∥
Eβ

n

6 sup
t∈[0,∞)

∥∥∥Sα(t, An)u
0
n − pβnSα(t, A)u

0
∥∥∥
Eβ

n

+

+ sup
t∈[0,∞)

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

Pα(t− s,An)fn
(
s, un(s)

)
ds− pβn

t∫

0

Pα(t− s,A)f
(
u(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
Eβ

n

→ 0.

Таким образом, имеем Kn
PβPβ

−−−−−→ K. Пусть {un(·)}— произвольная последовательность функций
un(·) ∈ Ωα

n, удовлетворяющих условию ‖un(·)‖Ωα
n
= O(1). Покажем, что

µ
(
{(Knun)(t)}

)
= 0 для всех t ∈ [0,∞).
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Действительно,

µ
({

(−An)
β(Knun)(t)

})
6

6 µ
({
Sα(t, An)(−An)

βu0n
})

+ µ








t∫

0

(−An)
βPα(t− s,An)fn(un(s))ds






 6

6 µ
({
Sα(t, An)(−An)

βu0n
})

+ µ








t−δ∫

0

(−An)
βPα(t− s,An)fn(un(s))ds






+

+ sup
t∈[0,∞)

∥∥∥∥∥∥

t∫

t−δ

Pα(t− s,An)fn(un(s))ds

∥∥∥∥∥∥
Eβ

n

.

Очевидно, первое слагаемое равно нулю. Поскольку

∥∥Pα(t, An)
∥∥
B(Eβ

n)
6 O

(
1

t1−α(1−β)

)

по лемме 6.2.3 и

sup
t∈[0,T ]

∥∥fn(un(t))
∥∥
En

6 M̄,

заключаем, что третье сланаемое можно сделать меньше наперед заданного ε за счет выбора до-
статочно малого δ. Из условия (F3) следует, что семейство {fn(un(s))} равностепенно непрерывно
на [0, t − δ]. Известно, что семейство {(−An)

βPα(t− s,An)} также равностепенно непрерывно на
[0, t − δ]. Таким образом,

µ








t−δ∫

0

(−An)
βPα(t− s,An)fn(un(s))ds






 = 0.

Следовательно, {(Knun)(·)} является P β-компактным и потому Kn
PβPβ

−−−−−→ K компактно. �

Теперь рассмотрим сходимость решений уравнений

(Knun)(t) = un(t) (6.3.10)

к решению уравнения

(Ku)(t) = u(t). (6.3.11)

Теорема 6.3.5 (см. [222]). Пусть ∆cc 6= ∅. Предположим, что выполнены условия (A), (B1),

(F1)–(F3) и fn(xn)
P−−→ f(x) при xn

Pβ

−−−→ x. Тогда un(t)
Pβ

−−−→ u(t) при u0n
Pβ

−−−→ u0 равномерно по

t ∈ [0,∞) для решений уравнений (6.3.10) и (6.3.11) соответственно.

Доказательство. Из предположений относительно f(·) следует, что оператор K не имеет непо-
движных точек на границе ∂Qr (это вытекает из единственности решения), где

Qr =
{
u(·) : sup

t∈[0,∞)

∥∥u(t)− u∗
∥∥
Eβ

n
< r
}
.

Поскольку семейства Sα(·, A) и Pα(·, A) аналитичны и компактны, доказательство того факта, что
γ(I−K; ∂Qr) = 1, буквально повторяет доказательство теоремы 14.2.3 в [262]. Из результатов [259]
следует, что

γ(I −K; ∂Qr) = γ(In −Kn; ∂Qn,r) при n > n0.

для n > n0. Это означает, что найдется такая последовательность {un(·)}, n ∈ N, реше-
ний задач (6.3.10), un(·) ∈ Υn, являющаяся P β-компактной; поэтому можно утверждать, что

un(t)
Pβ

−−−→ u(t) равномерно по t ∈ [0,∞) при n→ ∞. �
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Теорема 6.3.6 (см. [222]). Пусть выполнены предположения теоремы 6.3.3. Тогда оператор

Θ(η, ·) : Υ → Υ компактен.

Доказательство. Во-первых, напомним, что проектор P (σ+) конечномерен. Для любого Pj функ-
ция

t∫

0

Pα(t− s,A+
u∗)PjH

(
w(s), z(s)

)
ds− Eα(t

αA+
u∗)

∞∫

0

Q
(
e−λ

1/α
1 τ , τ

)
PjH

(
w(τ), z(τ)

)
dτ

равномерно ограниченна и равностепенно непрерывна при t > 0. По теореме Арцела—Асколи
часть оператора Θ, соответствующая P (σ+), компактна. Чтобы доказать компактность части

Eα

(
tαA−

u∗

)
η +

t∫

0

Pα(t− s,A−
u∗)G

(
w(s), z(s)

)
ds

оператора Θ, достаточно применить теорему 6.3.3. �

6.3.1. Аппроксимация устойчивых многообразий. Сформулируем утверждение об ап-
проксимации устойчивых многообразий для случая дробных дифференциальных уравнений.

Теорема 6.3.7. Пусть ∆cc 6= ∅ и выполнены условия (F1)–(F3). Тогда сходимость

Θn(ηn, ·) → Θ(η, ·) при ηn
Pβ

−−−→ η

операторов Θn(ηn, ·) : Υn → Υn, Θ(η, ·) : Υ → Υ компактна.

Доказательство. Напомним, что

∥∥qn(·)
∥∥
Υn

=

∥∥∥∥
(
q1n(·)
q2n(·)

)∥∥∥∥
Υn

= sup
t>0

∥∥q1n(t)
∥∥
Pn(σ

+
n )Eβ

n
+ sup

t>0

∥∥q2n(t)
∥∥
(In−Pn(σ

+
n ))Eβ

n
.

Таким образом, дискретная сходимость Υn ∋ qn(·) → q(·) ∈ Υ означает, что

sup
06t<∞

∥∥∥q1n(t)− pβnq
1(t)
∥∥∥
Pn(σ

+
n )Eβ

n

+ sup
06t<∞

∥∥∥q2n(t)− pβnq
2(t)
∥∥∥
(In−Pn(σ

+
n ))Eβ

n

→ 0 при n→ ∞.

Проверим, что из условия ‖qn(·)‖Υn = O(1) вытекает P β-компактность последовательности
{Θn(ηn, qn(·))}. Применим теорему Арцела—Асколи к последовательностям

(−An)
βEα

(
tαA−

u∗
n

)
ηn + (−An)

β

t∫

0

Pα

(
t− s,A−

u∗
n

)
Gn

(
q1n(s), q

2
n(s)

)
ds

и

(−An)
β

( t∫

0

Pα(t− s,A+
u∗
n
)Pn,jH̃n

(
q1n(s), q

2
n(s)

)
ds−

− Eα(t
αA+

u∗

n
)

∞∫

0

Q
(
e−λ

1/α
1 s, s

)
Pn,jH̃n

(
q1n(s), q

2
n(s)

)
ds

)
.

В силу (6.3.6) имеем
∥∥∥∥∥∥
(−An)

β

t∫

0

Pα(t− s,An)H̃n

(
q1n(s), q

2
n(s)

)
ds

∥∥∥∥∥∥
6 ε при t > tε.
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Остается применить теорему Арцела—Асколи к множествам функций


(−An)

β

t∫

0

Pα

(
t− s,An + f ′n(u

∗
n)
)
Pn(σ

+
n )H̃n(q

1
n(s), q

2
n(s))ds



 ,



(−An)

β

t∫

0

Pα

(
t− s,A+

u∗
n

)(
In − Pn(σ

+
n )
)
Gn

(
q1n(s), q

2
n(s)

)
ds





на [0, tε]; это делается, как в теореме 6.3.4. �

Теорема 6.3.8 (см. [222]). Пусть ∆cc 6= ∅ и u∗ — гиперболическая точка равновесия зада-

чи (6.1.1). Тогда для достаточно малого δ > 0 уравнение (6.2.7) имеет такое решение ζ∗(·), что

уравнения

ζn(t) = Θn

(
ηn, ζn(t)

)

имеют решения ζ∗n(·) при n > n0 и ζ∗n(t) → ζ∗(t) равномерно по t ∈ [0,∞) при n→ ∞.

Доказательство. Известно, что
∣∣ ind(ζ0, I − Θ)

∣∣ = 1 при ζ0 = 0. Согласно [21, теорема 54.1],

существуют такие ρ, δ > 0, что
∣∣ ind(ζ, I − Θ)

∣∣ = 1 при ‖η − 0‖Eβ 6 δ и ‖ζ − 0‖Υ 6 ρ. По
теореме 6.3.7 операторы Θn → Θ сходятся компактно, так что

γ(In −Θn, ∂Qn) = ind(ζ, I −Θ)

и, следовательно, уравнение

ζn(t) = Θn(ηn, ζn(t))

имеет хотя бы одно решение ζ∗n(·) в любом множестве Qn при n > n0. Последовательность {ζ∗n(·)}
дискретно компактна и ζ∗n(t) → ζ∗(t) равномерно по t > 0 при n→ ∞. �

Предложение 6.3.1. Предположим, что u∗ — гиперболическое равновесие задачи (6.1.1) и

нуль не принадлежит спектру оператора A + f ′(u∗) : D(A) ⊂ E → E. Пусть ∆cc 6= ∅ и∥∥f ′n(un) − f ′n(p
β
nu∗)

∥∥ → 0 при
∥∥un − pβnu∗

∥∥
Eβ

n
→ 0. Тогда существуют такие δ > 0 и n0 > 0,

что u∗n имеет локальное устойчивое многообразие W st
loc(u

∗
n) ⊂ Eβ

n для любого n > n0. Если

обозначить его δ-часть через

W st
n,δ(u

∗
n) =

{
vn(·) ∈W st

loc(u
∗
n) :

∥∥vn(t)− u∗n
∥∥
Eβ

n
< δ, t > 0

}
, n > n0,

то W st
n,δ(u

∗
n) сходится к W st

δ (u∗) при n→ ∞, т.е. для любого t ∈ [0,∞)

sup
vn∈W st

n,δ(u
∗

n)

inf
v∈W st

δ (u∗)

∥∥vn(t)− pβnv(t)
∥∥
Eβ

n
+ sup

v∈W st

δ (u∗)

inf
vn∈W st

n,δ(u
∗
n)

∥∥vn(t)− pβnv(t)
∥∥
Eβ

n
→ 0

при n→ ∞.

Доказательство. Покажем, что для достаточно малого ρ > 0 найдется устойчивое многообразие
для u∗n:

W st
n =

{(
wn(·), zn(·)

)
: zn(·) ∈

(
In − Pn(σ

+
n )
)
Eβ

n , wn(·) ∈ Pn(σ
+
n )E

β
n

}
.

Из (6.3.6) для вектора ζn(t) =

(
wn(t)

zn(t)

)
получаем, что найдется такое положительное δ, что опе-

раторы Θn(ηn, ·) дифференцируемы по Фреше в шарах U
Eβ

n
(pβnζ∗; δ) и для любого ε > 0 найдется

такое δε > 0, что ∥∥∥Θ′
n

(
ηn, ζn

)
−Θ′

n

(
ηn, p

β
nζ

∗
)∥∥∥ 6 ε

при ∥∥∥ζn(·)− pβnζ
∗(·)
∥∥∥
Υn

6 δε.
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Ясно также, что выполнены условия
∥∥∥pβnζ∗(·)−Θn

(
ηn, p

β
nζ

∗(·)
)∥∥∥

Υn

→ 0,
∥∥∥
(
In −Θ′

n

(
ηn, p

β
nζ

∗(·))
)−1∥∥∥ 6 const .

Тогда согласно [259, теорема 2], получаем, что существуют такие n0 ∈ N и 0 < δ0 6 δ, что урав-

нения (6.3.4) имеют при n > n0 единственные решения ζ∗n(·) в шарах U
Eβ

n
(pβnζ∗; δ0) и ζ∗n(·) → ζ∗(·)

при n→ ∞. �
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