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РЕДУКЦИЯ РАССЛОЕНИЙ

ГРАССМАНОПОДОБНОГО МНОГООБРАЗИЯ

ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ ПРИ НОРМАЛИЗАЦИИ

c© 2020 г. О. О. БЕЛОВА

Аннотация. В проективном пространстве Pn рассмотрено грассманоподобное многообразие

Gr∗(m,n) центрированных плоскостей. С ним ассоциировано главное расслоение. Произведены

нормализация многообразия Gr∗(m,n) полями нормалей первого и второго порядков и адапта-

ция репера соответствующим нормалям. Исследованы полунормализованные пространства пер-

вого и второго рода, а также нормализованное пространство. Установлена динамика изменений

соответствующих расслоений при переходе от пространства Gr∗(m,n) к нормализованному про-

странству.

Ключевые слова: метод Картана—Лаптева, грассманоподобное многообразие центрированных

плоскостей, нормализация, редукция.

REDUCTION OF BUNDLES OF A GRASSMANN-LIKE MANIFOLD

OF CENTERED PLANES UNDER NORMALIZATION

c© 2020 O. O. BELOVA

Abstract. In the projective space Pn, we consider the Grassmann-like manifold Gr∗(m,n) of centered

planes and the associated principal bundle. We perform the normalization of the manifold Gr∗(m,n)
by the normal fields of the first and second orders and the the adaptation of the bundle corresponding

to these normals. Semi-normalized spaces of the first and second kind and the normalized space are

examined. The dynamics of changes of the corresponding bundles is established when passing from the

space Gr∗(m,n) to the normalized space.

Keywords and phrases: Cartan–Laptev method, Grassmann-like manifold of centered planes,

normalization, reduction.

AMS Subject Classification: 53A20, 53A99

1. Введение. В работе используются метод Картана—Лаптева, базирующийся на теории ко-
нечных и бесконечных групп Ли, исчислении внешних форм Э. Картана и теории Г. Ф. Лаптева
полей геометрических объектов (см. [12]). При использовании метода Картана подвижного репера
исследование геометрии самого многообразия с фиксированной на нем геометрической структу-
рой сводится к исследованию геометрии другого многообразия: пространства расслоения реперов
над данным многообразием или подрасслоений этого расслоения. Таким образом, автоматиче-
ски строится аналитический аппарат, который наиболее приспособлен к исследованию исходной
структуры (см. [6]). Метод продолжений и охватов Лаптева основан на инвариантном диффе-
ренциально-алгебраическом аппарате структурных дифференциальных форм рассматриваемых
расслоений (см. [5, 13]).

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2020



4 О. О. БЕЛОВА

Поскольку поверхность Xm можно рассматривать как m-мерное многообразие m-мерных цен-
трированных плоскостей Tm (см. [8]), то при исследовании грассманоподобного многообразия
центрированных плоскостей используется аналог нормализации А. П. Нордена (см. [4, 11]), ко-
торый осуществлял нормализацию поверхности полями нормалей первого и второго рода и обо-
значал их соответственно через PI и PII . В [10] Ю. Г. Лумисте ввел аналогичную нормализацию
многообразия m-мерных плоскостей в проективном пространстве.

В данной статье проводится анализ динамики изменений расслоений при последовательных
канонизациях и переходе от многообразия Gr∗(m,n) к нормализованному многообразию.

2. Грассманоподобное многообразие центрированных плоскостей. Отнесем n-мерное
проективное пространство Pn к подвижному реперу {A,AI}, I, . . . = 1, . . . , n, инфинитезимальные
перемещения которого определяются формулами

dA = θA+ ωIAI , dAI = θAI + ωJ
I AJ + ωIA, (1)

где 1-форма θ играет роль множителя пропорциональности, а формы Пфаффа ωI , ωI
J , ωI удо-

влетворяют структурным уравнениям Картана

DωI = ωJ ∧ ωI
J ,

DωI
J = ωK

J ∧ ωI
K + δIJωK ∧ ωKωJ ∧ ωI ,

DωI = ωJ
I ∧ ωJ

(2)

проективной группы GP (n), действующей эффективно в пространстве Pn.

Замечание 1. Проективное пространство Pn можно представить как фактор-пространство
Ln+1/ ∼ линейного пространства Ln+1 по отношению эквивалентности (коллинеарности) ∼ нену-
левых векторов (см. [15]). Таким образом, аналитическая точка Ā ∈ Ln+1\{0̄} используется в фор-
мулах, но черточка опускается для упрощения записи, а геометрическая точка A = {λĀ} ∈ Pn,
λ ∈ R \ 0, — в рассуждениях. Уравнения (1) описывают инфинитезимальный закон перемещения
сопутствующего репера из проективного слоя вдоль рассматриваемого многообразия. Во многих
геометрических исследованиях (см. [17]) и в работах, где применяются математические мето-
ды для решения физических задач (см., например, [1,7]), используются уравнения аналогичных
инфинитезимальных перемещений реперов. Первые слагаемые в (1) не существенны, так как кол-
линеарным аналитическим точкам соответствует одна геометрическая точка, т.е. θ не влияет на
смещение dA. Формы Пфаффа ωI , ωI

J , ωI (1-формы) содержат параметры, от которых зависит
семейство реперов, и их дифференциалы: ω = ω(u, du) (см. [18]).

Замечание 2. В данной работе применяется неоднородный аналитический аппарат с дерива-
ционными формулами (1) и структурными уравнениями (2) (см. [15]). Данный аппарат наиболее
удобен при выделении подгрупп проективной группы.

Определение 1. Грассманоподобным многообразием Gr∗(m,n) центрированных плоскостей
называется многообразие m-мерных плоскостей n-мерного проективного пространства Pn, про-
ходящих через фиксированную точку (см. [3]).

Многообразие Gr∗(m,n) задается уравнениями

ωa = Λa
αω

α +Λab
α ωα

b , (3)

где Λa
α, Λab

α — произвольные функции, являющиеся компонентами фундаментального объекта
(см. [8]). Здесь и в дальнейшем индексы принимают следующие значения: a, . . . = 1, . . . ,m;
α, . . . = m+ 1, . . . , n.

Уравнения (3) получаются при специализации подвижного репера (вершины A, Aa — на плос-
кости Pm, а центр A фиксирован). При этом формы ωα, ωα

a , обнуление которых фиксирует центри-
рованную плоскость P 0

mωa, являются главными, формы ωα, ωα
a — базисные, а остальные формы —

слоевые.

Замечание 3. Если Gr(m,n)— многообразие Грассмана (см. [2]), то

dimGr∗(m,n) = dimGr(m,n) = (n−m)(m+ 1).
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Фундаментальный объект Λ = {Λa
α,Λ

ab
α } является квазитензором, так как его компоненты

удовлетворяют дифференциальным сравнениям по модулю базисных форм ωα, ωα
a :

∆Λa
α +Λab

α ωb + ωa
α ≡ 0, ∆Λab

α ≡ 0,

причем дифференциальный тензорный оператор ∆ действует по закону

∆Λab
α = dΛab

α + Λcb
α ω

a
c + Λac

α ωb
c − Λab

β ωβ
α.

Замечание 4. Фундаментальный объект Λ содержит подтензор Λab
α , обращение в нуль кото-

рого характеризует такое подмногообразие, когда центр A описывает (n−m)-поверхность с урав-
нениями ωa = Λa

αω
α.

3. Главное расслоение. Специализация подвижного репера для грассманоподобного много-
образия Gr∗(m,n) центрированных плоскостей приводит к главному расслоению G(Gr∗), типо-
вым слоем которого является подгруппа G стационарности центрированной плоскости P 0

m, а ба-
зой — многообразие Gr∗(m,n), причем dimG = n2 − mn + m2 + n. Пространством расслоения
G(Gr∗) (см. [6]) является проективная группа GP (n), а проекция π : GP (n) → Gr∗(m,n) отно-
сит произвольному элементу группы GP (n) ту плоскость P 0

m многообразия Gr∗(m,n), которая
инвариантна под действием этого элемента.

Базисные формы ωα, ωα
a удовлетворяют структурным уравнениям Картана (2), поэтому полу-

чим

Dωα = −ωα
β ∧ ωβ + Λa

βω
β ∧ ωα

a + Λab
β ωβ

b ∧ ωα
a ,

Dωα
a =

(

δαβω
b
a − δbaω

α
β

)

∧ ωβ
b + ωa ∧ ωα.

(4)

Внешние дифференциалы слоевых форм имеют вид

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + ωa

bα ∧ ωα + ωac
bα ∧ ωα

c ; (5)

Dωa = ωb
a ∧ ωb − ωα ∧ ωα

a ; (6)

Dωα
β = ωγ

β ∧ ωα
γ + ωα

βγ ∧ ωγ + ωαa
βγ ∧ ωγ

a ; (7)

Dωa
α = ωb

α ∧ ωa
b + ωβ

α ∧ ωa
β + ωa

αβ ∧ ωβ + ωab
αβ ∧ ωβ

b ; (8)

Dωα = ωa
α ∧ ωa + ωβ

α ∧ ωβ,

где

ωa
bα = δabΛ

c
αωc + δabωα + Λa

αωb, ωac
bα = δabλ

ec
α ωe − δcbω

a
α + Λac

α ωb,

ωα
βγ = δαβΛ

a
γωa + δαβωγ + δαγ ωβ, ωαa

βγ = δαβΛ
ba
γ ωb + δaγω

a
β,

ωa
αβ = Λa

βωα, ωab
αβ = Λab

β ωα.

Теорема 1. Главное расслоение G(Gr∗) многообразия Gr∗(m,n) содержит следующие пять
фактор-расслоений:

1. фактор-расслоение линейных реперов Lm2(Pn) со структурными уравнениями (4), (5) и сло-
евыми формами ωa

b . Данные реперы принадлежат плоскостям P 0
m. Типовым слоем данного

расслоения является линейная фактор-группа Lm2 = GL(m) ⊂ G, которая действует в пучке
прямых, принадлежащих образующей плоскости P 0

m;
2. фактор-расслоение нормальных линейных реперов L(n−m)2(Pn) со структурными уравнения-

ми (4), (7) и слоевыми формами ωα
β . Данное расслоение является двойственным фактор-рас-

слоению линейных реперов. Типовым слоем здесь является линейная фактор-группа L(n−m)2 =

GL(n−m) ⊂ G, действующая в проективном фактор-пространстве Pn−m−1 = Pn/P
0
m;

3. фактор-расслоение плоскостных коаффинных реперов Cm(m+1)(Pn) со структурными урав-
нениями (4)–(6) и слоевыми формами ωa

b , ωa. Данные реперы принадлежат плоскости P 0
m.

Типовым слоем указанного расслоения является коаффинная (центропроективная) фактор-
группа Cm(m+1) = GA∗(m) ⊂ G, действующая в плоскости P 0

m;
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4. аффинное фактор-расслоение Hk(Pn), k = n(n−m)+m2, со структурными уравнениями (4),
(5), (7), (8) и слоевыми формами ωa

b , ω
α
β и ωa

α. Типовым слоем здесь будет аффинная фактор-
группа (см. [16]) Hk группы G ⊂ GP (n), действующая в пучке прямых с центром в точке A;

5. максимальное фактор-расслоение, составленное из фактор-расслоения плоскостных коаффин-
ных реперов и аффинного фактор-расслоения, со структурными уравнениями (4)—(8) и сло-
евыми формами ωa

b , ωa, ωα
β и ωa

α.

Замечание 5. Подгруппы группы G связаны отношением

Cm(m+1) ∩Hk = Lm2 .

Произведем нормализацию многообразия Gr∗(m,n) полями следующих геометрических обра-
зов: нормалью первого рода (см. [9]), т.е. (n − m)-мерной плоскостью Nn−m, пересекающейся
с плоскостью P 0

m в точке A, и нормалью второго рода (см. [9]), т.е. (m − 1)-мерной плоскостью
Nm−1, принадлежащей плоскости P 0

m и не проходящей через ее центр A.
Проследим динамику изменений расслоения G(Gr∗) при последовательных канонизациях:

(1) первая канонизация: репер адаптирован нормали первого рода Nn−m, т.е. вершины Aα поме-
щены на плоскость Nn−m. Полученное пространство будем называть полунормализованным
пространством первого рода и обозначать Gr∗1;

(2) вторая канонизация: репер адаптирован нормали второго рода Nm−1, т.е. вершины Aa поме-
щены на плоскость Nm−1. Полученное пространство будем называть полунормализованным
пространством второго рода и обозначать Gr∗2;

(3) полная канонизация: репер адаптирован нормалям первого и второго рода, т.е. одновременное
размещение данных вершин в соответствующих нормалях. Полученное пространство будем
называть нормализованным пространством и обозначать Gr∗1,2.

3.1. Расслоение G1(Gr∗). Поместим вершины Aα в нормаль первого рода Nn−m; тогда

ωa
α = gaαβω

β + gabαβω
β
b , (9)

т.е. слоевые формы ωa
α становятся главными, причем имеют место дифференциальные сравнения

∆gaαβ + gabαβωb − Λa
βωα ≡ 0, ∆gabαβ − Λab

β ωα ≡ 0.

Из структурных уравнений (2) находим

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + ωa

bα ∧ ωα +
(

Λac
α ωb + gacβαω

β
b + δabΛ

ec
β ωe

)

∧ ωα
c + gaαβω

α
b ∧ ωβ; (10)

Dωα
β = ωγ

β ∧ ωα
γ + ωα

βγ ∧ ωγ + δαβΛ
ab
γ ωa ∧ ωγ

b + gaβγω
γ ∧ ωα

a + gabβγω
γ
b ∧ ωα

a ; (11)

Dωa = ωb
a ∧ ωb − ωα ∧ ωα

a ; (12)

Dωα = ωβ
α ∧ ωβ − gaαβωa ∧ ωβ − gabαβωa ∧ ωβ

b . (13)

Отсюда вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Главное расслоение G(Gr∗) при первой канонизации сужается до главного рас-
слоения G1(Gr∗) с типовым слоем — подгруппой стационарности G1 ⊂ G пары аффинно-допол-
нительных плоскостей {Pm, Nn−m}. В подрасслоении G1(Gr∗) выделяются следующие четыре
фактор-расслоения:

(1) расслоение плоскостных линейных реперов со структурными уравнениями (4), (10);
(2) расслоение нормальных линейных реперов (4), (11);
(3) расслоение плоскостных коаффинных реперов (4), (10), (12);
(4) расслоение нормальных коаффинных реперов (4), (11), (13).

Замечание 6. Указанные реперы рассматриваются на полунормализованном многообра-
зии Gr∗1.
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3.2. Расслоение G2(Gr∗). Если отказаться от предыдущей канонизации и поместить вершины
Aa в нормаль второго рода Nm−1, то

ωa = gaαω
α + gbaαω

α
b , (14)

т.е. слоевые формы ωa становятся главными, причем

∆gaα ≡ 0, ∆gbaα + δbaωα ≡ 0.

Из структурных уравнений (2) находим

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + δabωα ∧ ωα − δcbω

a
α ∧ ωα

c +
(

δab gcαΛ
c
β + gbαΛ

a
β

)

ωα ∧ ωβ+

+
(

δab geαΛ
ec
β − δab g

c
eβΛ

e
α + gbαΛ

ac
β − gcbβΛ

a
α

)

ωα ∧ ωβ
c +

(

gcbαΛ
ae
β + δab g

c
dαΛ

de
β

)

ωα
c ∧ ωβ

e ; (15)

Dωα
β = ωγ

β ∧ ωα
γ +

(

δαβωγ + δαγωβ

)

∧ ωγ + ωa
β ∧ ωα

a + δαβ gaγΛ
a
µω

γ ∧ ωµ+

+
(

δαβ gaγΛ
ab
µ − δαβ g

b
aµΛ

a
γ

)

ωγ ∧ ωµ
b + δαβ g

b
aγΛ

ac
µ ωγ

b ∧ ωµ
c ; (16)

Dωa
α = ωb

α ∧ ωa
b + ωβ

α ∧ ωa
β + Λa

βωα ∧ ωβ + Λab
β ωα ∧ ωβ

b ; (17)

Dωα = ωβ
α ∧ ωβ + gaβω

a
α ∧ ωβ + gbaβω

a
α ∧ ωβ

b . (18)

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 3. При второй канонизации главное расслоение G(Gr∗) сужается до главного рас-
слоения G2(Gr∗) с типовым слоем — подгруппой стационарности G2 ⊂ G пары {A,Nm−1}.
В подрасслоении G2(Gr∗) выделяются четыре фактор-расслоения:

(1) расслоение плоскостных линейных реперов (4), (15);
(2) расслоение нормальных линейных реперов (4), (16);
(3) расслоение H(Gr∗) (4), (15)–(17) с типовым слоем H — аффинной фактор-группой (см. [15]);
(4) расслоение нормальных коаффинных реперов (4), (16), (18).

Замечание 7. Указанные реперы рассматриваются на полунормализованном многообра-
зии Gr∗2.

3.3. Расслоение G1,2(Gr∗). Произведем одновременно канонизации, рассмотренные в предыду-
щих пунктах, т.е. Aα ∈ Nn−m, Aa ∈ Nm−1. При этом будут выполняться одновременно условия (9)
и (14). В этом случае структурные уравнения (2) примут вид

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + δabωα ∧ ωα +

(

δab gcαΛ
c
β + gbαΛ

a
β

)

ωα ∧ ωβ+

+
(

δab geαΛ
ec
β − δab g

c
eβΛ

e
α + gbαΛ

ac
β − δcbg

a
βα − gcbβΛ

a
α

)

ωα ∧ ωβ
c+

+
(

gcbαΛ
ae
β + δcbg

ae
αβ + δab g

c
dαΛ

de
β

)

ωα
c ∧ ωβ

e ; (19)

Dωα
β = ωγ

β ∧ ωα
γ +

(

δαγωβ + δαβωγ

)

∧ ωγ + δαβ gaγΛ
a
µω

γ ∧ ωµ+

+
(

δαµg
a
βγ + δαβ gbγΛ

ba
µ − δαβ g

a
bµΛ

a
γ

)

ωγ ∧ ωµ
a +

(

δαµg
ba
βγ + δαβ g

a
cγΛ

cb
µ

)

ωγ
a ∧ ωµ

b ; (20)

Dωα = ωβ
α ∧ ωβ + gaαβgaγω

β ∧ ωγ +
(

gbαβg
a
bγ − gbaαγgbβ

)

ωβ ∧ ωγ
a + gabαβg

c
aγω

β
b ∧ ωγ

c . (21)

Итак, верна следующая теорема.

Теорема 4. При одновременной канонизации из сужения G1,2(Gr∗) главного расслоения
G(Gr∗), где G1,2 — подгруппа стационарности центрированной (n − m)-пары {N∗

n−m, Nm−1}
(см. [14]), выделяются следующие три фактор-расслоения:

(1) расслоение плоскостных линейных реперов (4), (19);
(2) расслоение нормальных линейных реперов (4), (20);
(3) расслоение нормальных коаффинных реперов (4), (20), (21).
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Замечание 8. Все реперы, обозначенные в теореме 4, рассматриваются на нормализованном
многообразии Gr∗1,2.
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О СТРОЕНИИ НЕКОТОРЫХ КОМПЛЕКСОВ m-МЕРНЫХ

ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА P
n,

СОДЕРЖАЩИХ КОНЕЧНОЕ ЧИСЛО ТОРСОВ

c© 2020 г. И. В. БУБЯКИН

Аннотация. Статья посвящена дифференциальной геометрии ρ-мерных комплексов Cρ m-

мерных плоскостей проективного пространства Pn, содержащих конечное число торсов. В работе

найдено необходимое условие, при котором комплекс Cρ содержит конечное число торсов. Выяс-

няется строение ρ-мерных комплексов Cρ, для которых все торсы, принадлежащие комплексу Cρ,

имеют одну общую характеристическую (m+1)-мерную плоскость, касающуюся вдоль m-мерной

образующей торса. Такие комплексы обозначаются через Cρ(1). Определено изображение ком-

плексов Cρ(1) на (m+1)(n−m)-мерном алгебраическом многообразии Ω(m,n) пространства PN ,

где N =
(

m+1

n+1

)

− 1, являющемся образом многообразия G(m,n) m-мерных плоскостей проектив-

ного пространства Pn при грассмановом отображении.

Ключевые слова: грассманово многообразие, комплекс многомерных плоскостей, многообразие

Сегре.

ON THE STRUCTURE OF SOME COMPLEXES

OF m-DIMENSIONAL PLANES OF THE PROJECTIVE SPACE P
n

CONTAINING A FINITE NUMBER OF TORSES

c© 2020 I. V. BUBYAKIN

Abstract. This paper is devoted to the differential geometry of ρ-dimensional complexes Cρ of m-

dimensional planes in the projective space Pn containing a finite number of torses. We find a necessary

condition under which the complex Cρ contains a finite number of torses. We clarify the structure

of ρ-dimensional complexes Cρ for which all torses belonging to the complex Cρ have one common

characteristic (m+1)-dimensional plane that touches the torse along an m-dimensional generator. Such

complexes are denoted by Cρ(1). Also, we determine the image of complexes Cρ(1) in the (m+1)(n−m)-
dimensional algebraic variety Ω(m,n) of the space PN , where N =

(

m+1

n+1

)

−1, which is the image of the

manifold G(m,n) of m-dimensional planes of the projective space Pn under the Grassmann mappping.

Keywords and phrases: Grassmannian, complex of multidimensional planes, Segre manifold.

AMS Subject Classification: 53B25, 53C15

1. Введение. Данные исследования являются продолжением работы [6]. Актуальность рабо-
ты заключается в том, что дифференциальная геометрия грассмановых многообразий расширя-
ет алгебраическую теорию грассмановых многообразий, связана с исследованиями лагранжевых
и квантовых грассмановых многообразий (см. [3,4,12,13]), а также представляет интерес для инте-
гральной геометрии Радона—Хелгасона (см. [7]). Данная работа посвящена дифференциальной
геометрии допустимых (см. [7]) подмногообразий многообразия G(m,n) m-мерных плоскостей

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2020
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проективного пространства Pn, содержащих конечное число торсов. Для изучения таких под-
многообразий применяется грассманово отображение многообразия G(m,n) на (m + 1)(n − m)-

мерное алгебраическое многообразие Ω(m,n) пространства PN , где N =
(

m+1

n+1

)

− 1. В [1, 10]

М. А. Акивис отмечал, что пересечение алгебраического многообразия Ω(m,n) с его касатель-
ным пространством TlΩ(m,n) представляет собой конус Сегре C(m+1, n−m). Этот конус имеет
размерность n и несет плоские образующие размерностей n−m и m+ 1, пересекающиеся по
прямым. Проективизация PBl(2) этого конуса есть многообразие Сегре

S(m,n−m− 1) = Pm × Pn−m−1.

Многообразие Сегре S(m,n −m− 1) инвариантно при проективных преобразованиях простран-

ства P (n−m)(m+1)−1 = PTlΩ(m,n), являющегося проективизацией с центром в точке l касательно-
го пространства TlΩ(m,n) к алгебраическому многообразию Ω(m,n); будем использовать его для
классификации рассматриваемых подмногообразий грассманова многообразия G(m,n), а также
для интерпретации их свойств в терминах проективных алгебраических многообразий. Так как
дифференциальная геометрия грассмановых многообразий далеко еще не изучена, то такой под-
ход к их исследованию представляется актуальным. Следует заметить, что дифференциальная
геометрия грассмановых многообразий представляет самостоятельный интерес, а также является
одним из важных средств построения и изучения других многообразий в проективных простран-
ствах. Одной из наиболее красивых областей дифференциальной геометрии, где во всей полно-
те проявляются преимущества инвариантных бескоординатных методов исследования, является
теория многообразий многомерных плоскостей проективного пространства (см. [2,5,8,9,11]). На-
стоящая работа относится к той части многомерной проективно-дифференциальной геометрии,
в которой изучаются комплексы плоскостей различных размерностей в проективном простран-
стве. Некоторые комплексы m-мерных плоскостей в проективном пространстве Pn и являются
объектом изучения в данной работе. При этом для различных классов этих комплексов будем
определять изображение на алгебраическом многообразии Ω(m,n) с помощью различных ви-
дов взаимного расположения многообразия Сегре Sl(m,n −m− 1) и касательного пространства
PTlΩ(m,n).

2. Основные результаты. В настоящей работе мы продолжаем исследования, начатые в [6].
В проективном пространстве Pn рассмотрим ρ-мерные комплексы Cρ m-мерных плоскостей, со-
держащих конечное число торсов — развертывающихся поверхностей. Условие, при котором ком-
плексы Cρ содержат конечное число торсов, определяется из следующих рассуждений. Рассмот-
рим проективизацию касательной плоскости TlΩ(m,n) с центром в точке l. Эта проективизация

представляет собой проективное пространство P (n−m)(m+1)−1 = PTlΩ(m,n). На основании тео-
ремы Грассмана (см. [14]) в этом проективном пространстве должно выполняться следующее
равенство:

dimPTlV
ρ + dimSl(m,n−m− 1) = dimP (m+1)(n−m)−1 + dim(PTlV

ρ ∩ Sl(m,n−m− 1)).

Если размерность пересечения плоскости PTlV
ρ и многообразия Сегре Sl(m,n−m− 1) равна r,

то получим

(ρ− 1) + (m+ (n−m− 1)) = (m+ 1)(n −m)− 1 + r.

Отсюда следует, что
ρ− 1 = m(n−m− 1) + r.

Утверждение, что комплекс Cρ m-мерных плоскостей в проективном пространстве Pn содер-
жит конечное число торсов, означает равенство нулю размерности пересечения плоскости PTlV

ρ

и многообразия Сегре Sl(m,n−m−1), т.е. r = 0. Если r = 0, то искомую зависимость размерности
комплекса Cρ, его m-мерной образующей и проективного пространства Pn получаем в виде

ρ− 1 = m(n−m− 1).

Таким образом, комплекс Cρ m-мерных плоскостей в проективном пространстве Pn содержит
конечное число торсов тогда и только тогда, когда размерность комплекса Cρ, его m-мерной
образующей и проективного пространства Pn связаны соотношением ρ − 1 = m(n − m − 1).
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Для конгруэнций прямых трехмерного пространства и пятимерных комплексов двумерных плос-
костей пятимерного пространства, которые содержат конечное число торсов, обнаруживается
инвариантная зависимость их строения от конфигурации характеристических (m + 1)-мерных
плоскостей, касательных к торсам, и характеристических (m−1)-мерных плоскостей в m-мерной
образующей L этих многообразий (4). Отсюда возникает вопрос: имеют ли рассматриваемые ком-
плексы Cρ m-мерных плоскостей, содержащие конечное число торсов, подобную инвариантную
зависимость?

Комплексу Cρ при грассмановом отображении (см. [10]) соответствует ρ-мерное многообра-
зие V ρ, лежащее на алгебраическом многообразии Ω(m,n), являющемся образом многообра-
зия G(m,n) m-мерных плоскостей проективного пространства Pn. В каждой своей точке l, со-
ответствующей m-мерной плоскости L проективного пространства Pn, многообразие V ρ име-
ет ρ-мерную касательную плоскость TlV

ρ. Проективизация касательной плоскости TlV
ρ с цен-

тром в точке l представляет собой (ρ − 1)-мерную проективную плоскость PTlV
ρ. Различ-

ным видам взаимного расположения плоскости PTlV
ρ и инвариантного многообразия Сегре

Sl(m,n −m− 1) = Pm × Pn−m−1, являющимся проективизацией асимптотического конуса Bl(2)
асимптотических направлений второго порядка, соответствуют различные классы комплексов
Cρ ⊂ G(m,n). При этом конус Bl(2) есть конус Сегре C(m + 1, n − m) и представляет собой
пересечение алгебраического многообразия Ω(m,n) и его касательного пространства TlΩ(m,n),
т.е.

Bl(2) = Ω(m,n) ∩ TlΩ(m,n).

В проективном пространстве Pn рассмотрим семейство точечных реперов

AI , I, J,K = 0, 1, . . . , n,

и семейство реперов, образованных гиперплоскостями

αI = (−1)IA0 ∧ . . . ∧AI−1 ∧AI+1 ∧ . . . ∧An.

Уравнения перемещения этих реперов имеют вид

dAI = ωJ
I AJ , dαI = −ωI

Jα
J ,

где ωJ
I — линейные дифференциальные формы, удовлетворяющие структурным уравнениям про-

ективного пространства Pn:

dωJ
I = ωK

I ∧ ωJ
K .

Пусть L—m-мерная плоскость пространства Pn. Свяжем с этой плоскостью семейство точечных
реперов так, чтобы точки Ai, i = 0, 1, . . . ,m, принадлежали плоскости L. Тогда

dAi = ωj
iAj + ωp

iAp, dAp = ωi
pAi + ωq

pAq,

где i, j = 0, 1, . . . ,m и p, q = m+ 1,m+ 2, . . . , n. Отсюда видно, что m-мерная плоскость L в про-
странстве Pn зависит от (m+1)(n−m) параметров, линейными комбинациями дифференциалов
которых являются формы ωp

i . На многообразии Ω(m,n) асимптотические направления второго
порядка, выходящие из точки l, определяются условием

d2l = 0 (mod TlΩ(m,n)).

Откуда следует, что уравнения конуса Bl(2) асимптотических направлений второго порядка име-
ют вид

ωp
i ω

q
j − ωq

i ω
p
j = 0. (1)

Из этих уравнений видно, что координаты ωp
i точки конуса Bl(2) допускают параметрическое

представление

ωp
i = aix

p. (2)

Поэтому конус Bl(2) асимптотических направлений второго порядка совпадает с конусом Сегре
Cl(m+ 1, n−m).

Рассмотрим теперь проективизацию касательной плоскости TlΩ(m,n) с центром в точке l.

Эта проективизация представляет собой проективное пространство P (n−m)(m+1)−1 = PTlΩ(m,n),
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в котором формы ωp
i являются однородными координатами произвольной точки. При проек-

тивизации асимптотическому конусу Bl(2) соответствует многообразие Сегре Sl(m,n − m − 1)

проективного пространства P (n−m)(m+1)−1, определяемого теми же уравнениями (1), что и конус
Bl(2) в касательном пространстве TlΩ(m,n). Многообразие Сегре Sl(m,n − m − 1) представля-
ет собой ((m + 1)(n − m) − 1) − m(n − m − 1) = (n − 1)-мерную алгебраическую поверхность

порядка
(

n−1

m

)

=
(

n−1

n−m−1

)

(см. [14, 15]), несущую два семейства плоских образующих размер-
ностей m и n−m− 1, зависящих соответственно от n−m− 1 и m параметров. При этом две
образующие, принадлежащие различным семействам, имеют общую точку, а две образующие,
принадлежащие одному семейству, не пересекаются. Через каждую его точку проходит по одной
образующей из каждого семейства. Многообразие Сегре Sl(m,n−m− 1) остается инвариантным

при проективных преобразованиях пространства P (n−m)(m+1)−1. Плоскость PTlV
ρ в пространстве

P (n−m)(m+1)−1 = PTlΩ(m,n) определяется теми же уравнениями, что и касательная плоскость
TlV

ρ в касательном пространстве TlΩ(m,n). Поскольку на комплексе Cρ m-мерная плоскость L
зависит от ρ параметров, то среди форм ωp

i лишь ρ линейно независимых. Следовательно, ком-
плекс Cρ задается α (α = 1, 2, . . . , n − 1) дифференциальными уравнениями

Λαi
p ωp

i = 0, (3)

где ωp
i — линейные дифференциальные формы, обращение в нуль которых фиксирует m-мерную

плоскость L на комплексе Cρ.
Рассмотрим однопараметрическое семейство m-мерных плоскостей L в пространстве Pn. Такое

семейство представляет собой (m+1)-мерную поверхность с m-мерными плоскими образующими.
Эта поверхность называется торсом (см. [2, 11]), если она является тангенциально вырожденной
поверхностью ранга один. Торсу на алгебраическом многообразии Ω(m,n) соответствует кри-
вая, касательные к которой служат прямолинейными образующими этого многообразия. Данная
кривая является асимптотической линией многообразия Ω(m,n), поэтому в произвольной точке
этой линии выполняются уравнения (1). Следовательно, дифференциальные уравнения торсов
в пространстве Pn можно записать в виде

ωp
i = aix

pdt. (4)

Каждый торс, проходящий через m-мерную плоскость L, определяет на ней характеристиче-
скую (m−1)-мерную плоскость, которая является пересечением двух бесконечно близких образу-
ющих, и характеристическую (m+1)-мерную плоскость, касательную плоскость к торсу. Найдем
уравнения характеристических образов торсов. Пусть M = xiAi, i = 0, 1, . . . ,m, — произвольная
точка m-мерной плоскости L. Дифференциал этой точки в силу (4) вычисляется следующим
образом:

dM =
(

dxi + xjωi
j

)

Ai +
(

aix
i
)

(xpAp) dt,

где p = m+1,m+2, . . . , n. Отсюда видно, что характеристическая (m−1)-мерная плоскость в m-
мерной плоской образующей L комплекса Cρ определяется уравнением

aix
i = 0,

а характеристическая (m+1)-мерная плоскость, содержащая m-мерную плоскую образующую L
комплекса Cρ определяется m-мерной плоскостью L и точкой:

S = xpAp.

Из уравнений (3), ввиду (4), получим следующую систему уравнений:

Λαi
p aix

p = 0, (5)

где α = 1, 2, . . . , n − 1. Эта система уравнений определяет характеристическую (m − 1)-мерную
плоскость торса, принадлежащего комплексу Cρ, если выполняется условие

rank(Λαi
p ) = n−m. (6)
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Из этого соотношения определяются характеристические (m−1)-мерные плоскости на m-мерной
образующей L комплекса Cρ. Условие

rank(Λαi
p xp) = m+ 1 (7)

определяет точки S пересечения характеристических (m+1)-мерных плоскостей с двойственной
(n −m)-мерной плоскостью к m-мерной плоскости L в пространстве Pn. Эти точки вместе с m-
мерной плоскостью L определяют (m+ 1)-мерные характеристические плоскости торса.

В проективном пространстве Pn рассмотрим ρ-мерный комплекс Cρ (ρ = m(n−m− 1) + 1) m-
мерных плоскостей L и m+1 различных торсов, принадлежащих этому комплексу Cρ, и пусть эти
торсы имеют общую характеристическую (m+1)-мерную плоскость, касающуюся вдоль m-мерной
образующей торса. Обозначим рассматриваемые комплексы через Cρ(1). Свяжем с комплексами
Cρ(1) репер так, чтобы плоскости

A1 ∧A2 ∧ . . . ∧Am, A0 ∧A2 ∧ . . . ∧Am, . . . , A0 ∧A1 ∧ . . . ∧Am−1

совместились с (m − 1)-мерными характеристическими плоскостями m+ 1 различных торсов.
В общую (m + 1)-мерную характеристическую плоскость этих торсов поместим вершину An.
Тогда, ввиду этого, из (4) получим

Λα0
n = Λα1

n = . . . = Λαm
n = 0, α = 1, 2, . . . , n− 1. (8)

Специализация репера позволяет выбрать линейные дифференциальные формы ωn
0
, ωn

1
, . . . , ωn

m

в качестве базисных на комплексе Cρ(1).

Дополним данные линейные формы до базиса комплекса Cρ(1) линейными формами ωp∗

i∗ , где
i∗ = 0, 1, . . . ,m−1 и p∗ = m+2,m+3, . . . , n. Рассмотрим комплексы Cρ(1) общего вида и определим
их системой дифференциальных уравнений

ωm+1

1
= ωm+2

0
, ωm+1

2
= ωm+2

1
= ωm+3

0
, . . . ,

ωn−3

m = ωn−2

m−1
= ωn−1

m−2
, ωn−2

m = ωn−1

m−1
, Λα∗i

p∗ ωp∗

i = 0,
(9)

где i = 1, 2, . . . ,m; p∗ = m+ 1,m+ 2, . . . , n− 1; α∗ = 1, 2, . . . , (n− 1)−m(n−m− 2) и

|α| − |α∗| = m(n−m− 2); |α| = n− 1.

Дифференцируя внешним образом первую группу уравнений (9), получим независимые квадра-
тичные уравнения, из которых согласно теореме Картана (см. [14]) будем иметь

ωm+1

n = λm+10

n ωn
0
+ λm+11

n ωn
1

(mod Θρ∗),

ωm+2

n = λm+20

n ωn
0
+ λm+21

n ωn
1

(mod Θρ∗),

λm+20

n = λm+11

n ,

ωm+1

n = λm+11

n ωn
1
+ λm+12

n ωn
2

(mod Θρ∗),

ωm+2

n = λm+21

n ωn
1
+ λm+22

n ωn
2

(mod Θρ∗),

λm+21

n = λm+12

n ,

ωm+2

n = λm+20

n ωn
0
+ λm+21

n ωn
1

(mod Θρ∗),

ωm+3

n = λm+30

n ωn
0
+ λm+31

n ωn
1

(mod Θρ∗),

λm+30

n = λm+11

n ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωn−3

n = λn−3m−1

n ωn
m−1

+ λn−3m
n ωn

m (mod Θρ∗),

ωn−2

n = λn−2m−1

n ωn
m−1

+ λn−2m
n ωn

m (mod Θρ∗),

λn−2m−1

n = λn−3m
n ,

ωn−2

n = λn−2m−2

n ωn
m−2

+ λn−2m−1

n ωn
m−1

(mod Θρ∗),

ωn−1

n = λn−1m−2

n ωn
m−2

+ λn−1m−1

n ωn
m−1

(mod Θρ∗),
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λn−1m−2

n = λn−2m−1

n ,

ωn−2

n = λn−2m−1

n ωn
m−1

+ λn−2m
n ωn

m (mod Θρ∗),

ωn−1

n = λn−1m−1

n ωn
m−1

+ λn−1m
n ωn

m (mod Θρ∗),

λn−1m−1

n = λn−2m
n .

При этом

|ρ∗| = |ρ| − (m+ 1) = (m(n −m− 1) + 1)− (m+ 1) = m(n−m− 2).

Ввиду симметричности матрицы коэффициентов разложения форм ωm+1
n , ωm+2

n , . . . , ωn−1
n полу-

чим

ωm+1

n = 0 (mod Θρ∗), ωm+2

n = 0 (mod Θρ∗), . . . , ωn−1

n = 0 (mod Θρ∗).

Таким образом, (m+1)-мерная плоскость A0 ∧A1 ∧ . . .∧Am ∧An описывает m(n−m− 2)-мерное
многообразие.

Докажем обратное утверждение. Рассмотрим произвольное m(n−m−2)-мерное многообразие
(m+1)-мерных плоскостей. Точки A0, A1, . . . , Am, An поместим в текущую (m+ 1)-мерную плос-
кость рассматриваемого многообразия. Перемещение (m+ 1)-мерной образующей m(n−m− 2)-

мерного многообразия определяется формами ωp∗

i , где i = 1, 2, . . . ,m, p∗ = m+ 1,m+ 2, . . . , n− 1.
Поскольку рассматриваемое многообразие представляет собой m(n−m− 2)-параметрическое се-

мейство (m+1)-мерных плоскостей, то формы ωp∗

i и ωp
n выражаются через m(n−m−2) линейно

независимые формы Θρ∗ :

ωp∗

i = λp∗

iρ∗Θ
ρ∗ , ωp∗

n = λp∗

nρ∗Θ
ρ∗, (10)

где ρ∗ = 1, 2, . . . ,m(n −m− 2). Совокупность m-мерных плоскостей, лежащих в (m+ 1)-мерной
плоскости A0∧A1∧. . .∧Am∧An некоторого m(n−m−2)-мерного многообразия, образует (m+ 1)-
параметрическое семейство. Следовательно, m-мерные плоскости, лежащие во всех (m+ 1)-мер-
ных плоскостях m(n−m−2)-мерного многообразия, образуют ρ-мерный комплекс Cρ размерности

ρ = m(n−m− 2) + (m+ 1) = m(n−m− 1) + 1.

Покажем, что построенный комплекс является комплексом Cρ(1). Поместим вершины
A0, A1, . . . , Am в текущую m-мерную плоскость комплекса Cρ(1). Тогда, исключая из первой груп-
пы дифференциальных уравнений (10) формы Θρ∗ , получим

(m+ 1)((n − 1)− (m+ 1)− 1)− ρ∗ = (m+ 1)((n − 1)− (m+ 1)− 1)−m(n−m− 2) = n− 1

линейных однородных уравнений, связывающих формы ωp∗

i , которые можно записать в виде

Λαi
p∗ω

p∗

i = 0. (11)

Отсюда следует, что выполняются соотношения (8). Значит, построенный комплекс является ком-
плексом Cρ(1). Итак, мы доказали следующую теорему.

Теорема 1. Комплекс Cρ m-мерных плоскостей проективного пространства Pn, содержа-
щий конечное число торсов, является комплексом Cρ(1) тогда и только тогда, когда его m-
мерные образующие принадлежат (m + 1)-мерным плоскостям некоторого m(n − m − 2)-мер-
ного многообразия.

Изображение комплексов Cρ(1) на алгебраическом многообразии Ω(m,n) устанавливает сле-
дующая теорема.

Теорема 2. Комплекс Cρ m-мерных плоскостей проективного пространства Pn, содержа-
щий конечное число торсов, является комплексом Cρ(1) тогда и только тогда, когда для каж-
дой его m-мерной образующей пересечение плоскости PTlV

ρ с многообразием Сегре Sl(m,n−m−
1) содержит α-образующую многообразия Sl(m,n−m− 1).
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Действительно, пусть комплекс Cρ является комплексом Cρ(1). Выбирая специальным образом
репер, уравнения комплекса, а следовательно, и соответствующей плоскости PTlV

ρ пространства
P (n−m)(m+1)−1) = PTlΩ(m,n), можно привести к виду (11) или к параметрическим уравнениям
вида

ωp∗

i = λp∗

iρ∗Θ
ρ∗ . (12)

В силу этих уравнений пересечение плоскости PTlV
ρ и многообразия Сегре Sl(m,n − m − 1)

определяется условием

rank(ωp∗

i ωn
i ) = 1, (13)

где формы ωp∗

i удовлетворяют уравнениям (12) и выражаются через m(n−m−2) базисных форм

Θρ∗(ρ∗ = 1, 2, . . . ,m(n−m−2)). Поскольку формы ωn
i и θρ

∗

являются однородными координатами
произвольной точки плоскости PTlV

ρ, получим, что m-мерная плоскость, лежащая в плоскости
PTlV

ρ и определяемая уравнениями

Θρ∗ = 0, (14)

принадлежит многообразию Сегре Sl(m,n − m − 1). Такая m-мерная плоскость совпадает с α-
образующей многообразия Sl(m,n −m− 1), заданной уравнениями

ωp∗

i = 0. (15)

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть пересечение плоскости PTlV
ρ и многообразия

Sl(m,n − m − 1) содержит α-образующую многообразия Sl(m,n − m − 1), определяемую урав-
нениями (15). Предположим, что гиперплоскость αn = A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An−1 является неособой,
т.е. формы ωn

i линейно независимы, и их можно принять за m + 1 из ρ = m(n − m − 1) + 1
однородных координат произвольной точки плоскости PTlV

ρ. Плоскость PTlV
ρ в пространстве

P (n−m)(m+1)−1 = PTlΩ(m,n) определяется уравнениями

Λαi
p ωp

i = 0, (16)

где α = 1, 2, . . . , n − 1; i = 0, 1, . . . ,m. Поскольку рассматриваемая α-образующая многообразия
Sl(m,n−m−1) лежит в данной плоскости, то уравнения (16) должны выполняться тождественно
в силу (15). Подставляя (15) в (16) получим

Λαi
n ωn

i = 0. (17)

Так как формы ωn
i линейно независимы, то из уравнений (17) следует, что

Λαi
n = 0.

Очевидно, что это соотношение совпадает с соотношениями (8). Следовательно, комплекс Cρ

является комплексом Cρ(1). Теорема полностью доказана.
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По всей видимости, Эли Картан первым обратил внимание на то, что группа преобразований
Галилея

x′ = x+ x0 + u1t, y′ = y + y0 + u2t, z′ = z + z0 + u3t, t′ = t

порождает в четырехмерном аффинном пространстве некоторую метрическую геометрию, в ко-
торой «длина» вектора

ρ = te0 + xe1 + ye2 + ze3 ≡ te0 + r

дается его нулевой координатой (см. [3]). В дальнейшем эту геометрию стали называть геомет-
рией Галилея.

Геометрия Галилея имеет естественную механическую интерпретацию, в которой точки харак-
теризуются положением в трехмерном пространстве и моментом времени. При этом преобразо-
вания Галилея взяты так, чтобы дифференциальные уравнения

d2x

dt2
= 0,

d2y

dt2
= 0,

d2z

dt2
= 0, или

d2r

dt2
= 0

были инвариантны под действием этих преобразований, что означает независимость свободного
движения материальных точек от скорости равномерного и прямолинейного движения системы
отсчета. В этом состоит принцип относительности Галилея.

Пространство-время Галилея обобщают пространства подвижности m-го порядка Π
n
m, гео-

метрия которых порождена группой преобразований следующего вида: t′ = t и

x′k = xk + bk0 + bk1t+ bk2t
2 + . . .+ bkm−1t

m−1. (1)

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2020
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Такую группу мы будем называть группой подвижности m-того порядка и обозначать Gm.
При этом легко видеть, что преобразования этой группы сохраняют дифференциальные уравне-
ния

dmxk(t)

dtm
= 0. (2)

Мы будем также считать, что гиперповерхности t = const всегда представляют собой n-мерное
евклидово (аффинное) пространство.

Таким образо,м пространства подвижности m-того порядка дают геометрическую интерпре-
тацию механики, в которой принцип относительности Галилея расширен до скоростей, порядок
которых не превышает m−1. Иначе говоря, свободное движение материальных точек в простран-
ствах подвижности m-того порядка определяется дифференциальными уравнениями (2).

Интегрируя дифференциальные уравнения (2), мы получим параметрические уравнения тра-
екторий свободного движения материальных частиц (или короче — уравнения свободных траек-
торий) в пространстве подвижности m-того порядка:

xk(t) = uk0 + uk1t+ uk2t
2 + . . .+ ukm−1t

m−1. (3)

Свободные траектории представляют собой обобщение неособых прямых геометрии Галилея
(см. [5]); их свойства аналогичны свойствам неособых прямых пространства Галилея.

В частности, в пространстве Галилея через любые две точки, у которых не совпадают вре-
менные координаты, проходит единственная прямая. Аналогичное свойство справедливо и для
свободных траекторий. Мы будем называть m точек разделенными, если у них нет совпадаю-
щих временных координат. Тогда можно утверждать, что через m разделенных точек Xα(x

k
α, tα)

проходит одна и только одна свободная траектория. Это следует из того, что системы линейных
уравнений для отыскания в параметрических уравнениях (3) свободной траектории, проходящей
через точки Xα(x

k
α, tα), коэффициентов ukα

uk0 + uk1tα + uk2t
2

α + . . . + ukm−1t
m−1

α = xkα (4)

имеют одинаковый определитель

∆m(t) ≡ ∆m(t1, t2, . . . , tm) =

∣
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m . . . tm 1
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∣

∣

∣

∣
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=
∏

k>h

(tk − th), (5)

отличный от нуля в случае разделенных точек Xα(x
k
α, tα).

Величина ∆2(t1, t2) = t2 − t1 представляет собой галилеево расстояние между двумя точ-
ками X1(t1, x1, y1, z1) и X2(t2, x2, y2, z2) пространства-времени Галилея. Тогда определитель
∆m(t1, t2, . . . , tm) можно принять за некоторую «меру близости» m точек в пространстве по-
движности m-того порядка; мы будем называть эту величину плотностью кортежа точек
Xα(x

k
α, tα) ∈ Π

n
m, где α = 1,m.

Важнейшим свойством расстояния является аддитивность этой величины. Очевидно, что га-
лилеево расстояние обладает свойством аддитивности, так как ∆2(t1, t2) + ∆2(t2, t3) = t2 − t1 +
t3 − t2 = ∆2(t1, t3). Своеобразным свойством аддитивности обладает и плотность кортежа точек.
Нетрудно видеть, что имеет место тождество:

∆m(t0, t2, . . . , tm) + ∆m(t1, t0, . . . , tm) + . . .+∆m(t1, t2, . . . , t0) = ∆m(t1, t2, . . . , tm). (6)

Например:
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Рассмотрим теперь произвольную линию l с параметрическими уравнениями xk = xk(t) в про-
странстве подвижности Π

n
m и сконструируем величины ∆m+1(x), ∆m+1(y), ∆m+1(z), где

∆m+1(x
k) =
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(7)

и так далее. Нетрудно видеть, что эти величины инвариантны относительно действия группы
подвижности.

Каков механический смысл величин ∆m+1(x), ∆m+1(y), ∆m+1(z)?
Мы рассмотрим этот вопрос на модельном примере пространства-времени Галилея. Если мы

положим

x(t) = x0 + vxt+ axt
2 + . . . , y(t) = y0 + vyt+ ayt

2 + . . . , z(t) = z0 + vzt+ azt
2 + . . . ,

то

∆3(x) =
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и так далее. Таким образом, величины

ax = lim
∆3(x)

∆3(t)
, ay = lim

∆3(y)

∆3(t)
, az = lim

∆3(z)

∆3(t)
,

инвариантные относительно действия группы Галилея, представляют собой значения координат
мгновенного ускорения (в начальный момент времени). Аналогичный смысл мгновенной скорости
m-того порядка имеют и пределы отношений ∆m+1(x

k)/∆m+1(t), инвариантных относительно
действия группы подвижности m-того порядка.

Изучение пространств подвижности m-того порядка представляет интерес как простейший
пример геометрии с нелинейной группой движений. Более сложные примеры геометрий с нели-
нейными группами преобразований получаются если композицию преобразований брать на неко-
тором факторкольце кольца многочленов. Например, если в группе подвижности m-того порядка,
тривиальное преобразование времени t′ = t заменить на преобразование вида

t′ = c0 + c1t+ c2t
2 + . . . + cm−1t

m−1,

а композицию таких преобразований вычислять не в кольце многочленов R[t], а в факторколь-
це R[t]/(tm). Нетрудно видеть, что в этом случае пространственная часть группы подвижности
сохраняется, а инвариантом будет отношение плотностей кортежей точек, расположенных на
свободных траекториях. Можно также отказаться от аффинной структуры сечений постоянного
времени. В галилеевом случае это приводит нас к геометрической трактовки ньютоновской тео-
рии тяготения (см. [3]). Но мы не будем касаться здесь геометрии таких пространств, так как это
уведет нас далеко от темы данной статьи.

Вместо этого мы покажем, что расширение группы Галилея до групп подвижности диктуется
некоторыми соображениями теоретической механики, дополненной принципом эквивалентности
тяготения и инерции. И это дает нам дополнительный резон для изучения геометрии пространств
подвижности.

Как известно, в фундаментальных уравнениях Ньютона

m
d2r(t)

dt2
= F (t, r(t), v(t)) (8)
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силовые поля могут зависеть лишь от времени t, положения в пространстве r(t) и скорости
v(t) = dr(t)/dt. По сути дела это утверждение есть просто другая формулировка динамического
закона (8). Владимир Игоревич Арнольд формулирует это так: «Начальное состояние механи-
ческой системы (совокупность положений и скоростей точек системы в какой-нибудь момент
времени) однозначно определяет все ее движение». И дальше академик замечает: «Мы не успе-
ваем удивиться этому факту, так как узнаем его очень рано. Можно представить себе мир,
в котором для определения будущего системы нужно в начальный момент знать также уско-
рения. Опыт показывает, что наш мир не таков» (см. [1]).

Последнее, впрочем, не совсем верно. На самом деле могут существовать силы, зависящие от
ускорения движущегося материального тела. Чтобы показать это, мы обратим внимание читателя
на реактивное движение ракеты, которое описывает формула Мещерского (см. [2])

M(t)
dv(t)

dt
= −u(t)

dm(t)

dt
+ F0,

где M(t)— переменная масса ракеты, v(t)— ее скорость, m(t)— масса отбрасываемого вещества
реактивной струи, u(t)— скорость частиц реактивной струи, F0 — результирующая сторонних
сил. Таким образом, реактивная сила Fρ = −u(t)dm(t)/dt зависит от скорости расхода топлива
и скорости истечения реактивной струи.

Теперь представим себе космический корабль, снабженный ионными двигателями, в которых
скорость истечения реактивной струи зависит от напряженности электрического поля, разгоняю-
щего ионы, которые и образуют реактивную струю. Согласно принципу относительности Галилея,
экипаж космического корабля может определить лишь его относительную скорость, наблюдая
какие-либо внешние объекты. Напротив, ускорение космического корабля абсолютное, и может
быть определено без привязки к тем или иным внешним ориентирам, так как согласно прин-
ципу эквивалентности ускорение будет ощущаться как некоторое гравитационное поле. Таким
образом, космический корабль можно снабдить акселерометром, который, если его синхронизи-
ровать с электромагнитными ускорителями заряженных частиц, образующих реактивную струю,
создаст нам реактивную силу, зависящую от ускорения самого космического корабля.

Существование (в принципе) сил, зависящих от ускорения, приводит нас к динамическому
уравнению третьего порядка

µ
d3r(t)

dt3
= F (t, r(t), v(t), a(t)), (9)

где a(t) = d2r(t)/dt2 — ускорение движущегося материального тела, а µ— коэффициент подвиж-
ности, заменяющий в механике третьего порядка массу классической механики. То есть описан-
ный выше мысленный эксперимент с космическим кораблем, ионные двигатели которого син-
хронизированы с акселерометром, приводит нас к ситуации, упомянутой академиком Арнольдом
«Можно представить себе мир, в котором для определения будущего системы нужно в на-
чальный момент знать также ускорения». И так как свободное движение в таком мире дается
уравнениями

d3r(t)

dt3
= 0 или

d3x(t)

dt3
= 0,

d3y(t)

dt3
= 0,

d3x(t)

dt3
= 0,

то пространство-время такого мира будет иметь геометрию пространства подвижности третьего
порядка.

Здесь, однако, возникает естественное возражение. В пространстве подвижность третьего по-
рядка свободно движущаяся материальная точка может иметь любое (постоянное) ускорение.
В то время как весь наш опыт говорит о том, что если на материальную точку не действуют
сторонние силы (или их равнодействующая равна нулю), то материальная точка будет двигаться
с нулевым ускорением, т.е. равномерно и прямолинейно. Это и констатирует Арнольд в приве-
денной выше цитате: «Опыт показывает, что наш мир не таков».
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Впрочем, мы можем устранить противоречие между опытом, говорящим в пользу простран-
ства-времени Галилея и существованием сил, зависящих от ускорения, откуда следует, что про-
странство-время имеет структуру пространства подвижности третьего порядка. Для этого пред-
ставим себе, что какая-то обширная область Вселенной заполнена некой средой, которая ока-
зывает сопротивление движению материальных тел с силой, пропорциональной ускорению дви-
жущегося материального тела с коэффициентом пропорциональности равным массе этого тела.
По сути, эта среда представляет собой физическую причину сил инерции. Эйнштейн называл ее
эфиром механики.

«В динамике Ньютона, — пишет Альберт Эйнштейн в своей статье «Об эфире», — „простран-
ство” обладает физической реальностью — в противоположность геометрии и кинематике.
Мы будем называть эту физическую реальность, входящую в закон движения Ньютона „эфи-
ром механики”. Появление центробежных сил при вращении тела, материальные точки кото-
рого не изменяют взаимных расстояний, показывает, что этот эфир следует понимать не
только как некое воображаемое представление теории Ньютона, но что ему соответствует
в природе нечто реальное» (см. [2]). И мы (вслед за Эйнштейном) также для краткости будем
называть эфиром среду, оказывающую движению материальных тел сопротивление, пропорцио-
нальное ускорению.

Посмотрим теперь, как гипотеза «эфира механики» устанавливает согласие между опытом,
говорящим в пользу уравнения Ньютона (8) и уравнением (9). Согласно (9) уравнение свобод-
ного движения материального тела сквозь эфир, заполняющий некоторую область пространства
подвижности третьего порядка, будет иметь вид

µ
da(t)

dt
= −ma(t), (10)

а его решением будет убывающая экспонента

a(t) = a0e
−mt/µ, (11)

где a0 — начальное ускорение. Отсюда видно, что если на материальное тело не действуют сто-
ронние силы, то каково бы ни было начальное ускорение a0, через некоторое время ускорение a(t)
станет практически равным нулю, как и должно быть согласно механике Ньютона. Вопрос лишь
в том, как быстро уменьшается ускорение a(t), стремясь к нулю? Очевидно, что скорость убы-
вания вектор-функции a(t) зависит от параметра τ = µ/m, который имеет размерность времени
и называется характеристическим временем. (Например, за время 10τ ln 2 величина ускорения
уменьшится более чем в тысячу раз).

Наряду с характеристическим временем целесообразно также ввести время релаксации T = kτ ,
которое определяется принципиальной возможностью наших приборов регистрировать величину
ускорения, т.е. T определяется из условия a(T ) = 0 по показаниям наших приборов, измеряющих
ускорение.

Посмотрим теперь, как будет двигаться материальная точка с коэффициентом подвижности
µ и массой m под действием постоянной силы F0 и силы сопротивления эфира. В этом случае
динамическое уравнение (9) примет вид

da(t)

dt
+

m

µ
a(t) =

1

µ
F0, (12)

а его решением при условии a(0) = 0 будет вектор-функция

a(t) =
(

1− e−mt/µ
) F0

m
. (13)

Отсюда видно, что при t > T ускорение материальной точки станет постоянным и равным отно-
шению силы к массе, т.е. для материального тела, движущегося под действием постоянной силы
сквозь мировой эфир в пространстве подвижности третьего порядка, мы получим динамическое
уравнение Ньютона ma = F0.
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А как обстоят дела, когда сила меняется со временем? В этом случае мы будем иметь динами-
ческое уравнение

da(t)

dt
+

m

µ
a(t) =

1

µ
F (t), (14)

решением которого при a(0) = 0 будет вектор-функция

a(t) =
e−

m
µ
t

µ

t
∫

0

F (λ)emλ/µdλ.

Характер поведения этой вектор-функции можно понять, применяя формулу интегрирования по
частям. В результате мы получим:

a(t) =
F (t)

m
−

Ḟ (t)

m

µ

m
+

F̈ (t)

m

µ2

m2
− . . . −

(

F (0)

m
−

Ḟ (0)

m

µ

m
+

F̈ (0)

m

µ2

m2
− . . .

)

e−mt/µ,

или, учитывая формулу для ряда Маклорена,

a(t) =
1

m
F (t− τ)−

1

m
F (τ)e−t/τ . (15)

Формула (15) показывает, что при малом характеристическом времени τ мы фактически полу-
чаем динамическое уравнение Ньютона.

Возникает резонный вопрос: если отклонения динамики материальных тел подчиненной урав-
нению (9) в доступной нам части Вселенной лежат за пределами возможностей измеритель-
ных приборов, то имеет ли «практический» смысл рассматривать такую динамику? Этому есть
несколько причин. Во-первых, в динамике третьего порядка сохраняющиеся величины иные,
нежели в механике Ньютона, а привычные для нас законы сохранения энергии, импульса и мо-
мента импульса имеют лишь приближенный характер. Это в свою очередь приводит к некото-
рым явлениям, которые в принципе отсутствуют в механике Ньютона. К числу таких явлений,
в частности, относятся некоторые антигравитационные эффекты, которые могут проявляться
в космологических масштабах.

Последнее замечание относится к релятивистской механике, где считается, что группа Галилея
заменяется группой Лоренца. На самом деле уравнения релятивистской механики также инвари-
антны относительно группы Галилея, только эта группа будет действовать не в четырехмерном
аффинном пространстве, а в пятимерном. При этом роль универсального времени Ньютона будет
играть собственное время Лоренца, которое мы обозначим t, и тогда преобразования Галилея
в релятивистском варианте будут иметь такой вид:

x′
α
= xα + uαt,

где α = 0, 1, 2, 3, т.е. x0, x1, x2, x3 — координаты «события» или «мировой точки» в четырехмер-
ном псевдоевклидовом пространстве Минковского, а u0, u1, u2, u3 — компоненты четырехмерной
скорости. И таким образом мы группу Галилея, действующую в пятимерном пространстве-вре-
мени, можем расширить до группы подвижности того или иного порядка.
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1. Введение. Пусть G— топологическая группа, E, B и X — произвольные G-пространства,
а p : E → B и f : X → B — некоторые эквивариантные отображения. Задача поднятия эк-
вивариантного отображения f в E состоит в нахождении такого эквивариантного отображения
f̃ : X → E, что f = p◦ f̃ . Для того чтобы эта задача стала корректной задачей G-гомотопической
категории, отображение p : E → B должно удовлетворять дополнительному условию.

Говорят, что эквивариантное отображение p : E → B обладает свойством эквивариантной
накрывающей гомотопии относительно G-пространства X, если для произвольных эквивариант-
ных отображений f̃ : X → E и F : X × I → B таких, что F ◦ i0 = p ◦ f̃ , где i0 : X → X × I —
вложение, определенное формулой i0(x) = (x, 0), x ∈ X, существует такое эквивариантное отоб-

ражение F̃ : X × I → E, что коммутативна диаграмма
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т.е. p ◦ F̃ = F и F̃ ◦ i0 = f̃ .
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Если p : E → B обладает свойством эквивариантной накрывающей гомотопии относительно
G-пространства X, а f, g : X → B —G-гомотопные эквивариантные отображения, то f можно
поднять в E тогда и только тогда, когда g можно поднять в E. Иначе говоря, поднятие эк-
вивариантного отображения f : X → B является свойством G-гомотопического класса этого
отображения.

Свойство эквивариантной накрывающей гомотопии приводит к понятию эквивариантного рас-
слоения. Эквивариантное отображение p : E → B называется эквивариантным расслоением
Гуревича или G-расслоением Гуревича, если p обладает свойством эквивариантной накрывающей
гомотопии относительно любого G-пространства X.

В данной статье изучаются эквивариантные расслоения Гуревича. Получены их внутренние
характеристики с помощью эквивариантных накрывающих функций (теорема 1) и расширенных
эквивариантных накрывающих функций (теорема 2). Доказаны теоремы о связях G-расслоений
с порожденными ими расслоениями (теоремы 3, 4, 5 и следствия 1, 2). Исследуются локаль-
ные и глобальные свойства G-расслоений. Доказан эквивариантный аналог теоремы Гуревича
об эквивалентности понятий локального и глобального G-расслоения в случае паракомпактной
базы (теорема 7). Определяется понятие слабо локально тривиального G-расслоения (определе-
ние 3). Класс этих расслоений шире класса локально тривиальных G-расслоений, но в случае
паракомпактной базы у́же класса G-расслоений Гуревича (теорема 8). При некотором дополни-
тельном ограничении на базу расслоения классы слабо локально тривиальных G-расслоений и G-
расслоений Гуревича совпадают (теорема 10). Дана классификация G-расслоений со свойством
единственности накрывающего пути (теорема 11).

Используемые в статье без ссылок понятия, определения и результаты из эквивариантной то-
пологии и теории расслоений можно найти в [2, 3, 5, 7].

2. G-Расслоения и их внутренняя характеристика. Пусть G— компактная топологиче-
ская группа, E и B —G-пространства, а p : E → B — эквивариантное отображение.

Действие группы G на B индуцирует естественное действие группы G на пространстве путей BI

формулой (gα)(t) = gα(t) для произвольных g ∈ G, α ∈ BI , t ∈ I. Рассмотрим подпространство
∆ ⊂ E ×BI , определенное формулой

∆ = {(e, α) ∈ E ×BI ; α(0) = p(e)}.

Очевидно, что ∆— инвариантное подмножество G-пространства E ×BI .

Определение 1. Эквивариантное отображение λ : ∆ → EI , удовлетворяющее условиям

λ(e, α)(0) = e, [p ◦ λ(e, α)](t) = α(t),

называется эквивариантной накрывающей функцией или накрывающей G-функцией для p.

Следующая теорема описывает связь между эквивариантными расслоениями Гуревича и экви-
вариантными накрывающими функциями. Она дает внутреннюю характеристику эквивариант-
ного расслоения Гуревича.

Теорема 1. Эквивариантное отображение p : E → B является G-расслоением Гуревича то-
гда и только тогда, когда p обладает эквивариантной накрывающей функцией.

Доказательство. Пусть λ : ∆ → EI — эквивариантная накрывающая функция для p. Рассмотрим
произвольные G-пространство X, эквивариантное отображение f̃ : X × 0 → E и эквивариантная
гомотопия F : X × I → B, F (x, 0) = p(f̃(x, 0)). Заметим, что для произвольного x ∈ X формулой

Fx(t) = F (x, t) определяется путь Fx ∈ BI . Несложно убедиться, что гомотопия F̃ : X × I → E,

определенная формулой F̃ (x, t) = λ(f̃(x, 0), Fx)(t), является искомой эквивариантной накрываю-
щей гомотопией.

Обратно, предположим, что p : E → B является G-расслоением Гуревича. Пусть X = ∆;
рассмотрим отображения

f̃ : ∆× 0 → E, f̃ [(e, α), 0] = e, F : ∆× I → B, F [(e, α), t] = α(t).
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Несложно проверить, что f̃ и F являются эквивариантными отображениями и

F [(e, α), 0] = α(0) = p(e) = (p ◦ f̃)[(e, α), 0].

Следовательно, существует эквивариантная накрывающая гомотопия F̃ : ∆ × I → E для гомо-
топии F :

F̃ [(e, α), 0] = f̃ , p ◦ F̃ = F.

Теперь определим отображение

λ : ∆ → EI , λ(e, α)(t) = F̃ [(e, α), t].

Несложно заметить, что λ — эквивариантная накрывающая функция для p. �

Пусть W ⊂ BI — инвариантное подмножество G-пространства BI . Рассмотрим множество
∆W ⊂ E ×BI × I, определенное формулой

∆W = {(e, α, s) ∈ E ×W × I; α(s) = p(e)}.

Очевидно, ∆W — инвариантное подмножество G-пространства E ×BI × I.

Определение 2. Эквивариантное отображение Λ : ∆W → EI , удовлетворяющее условиям

Λ(e, α, s)(s) = e, [p ◦ Λ(e, α, s)](t) = α(t),

называется расширенной эквивариантной накрывающей функцией или расширенной накрываю-
щей G-функцией над W .

Как показывает следующая лемма, существование расширенной накрывающей G-функции над
BI эквивалентно существованию эквивариантной накрывающей функции.

Лемма 1. Эквивариантное отображение p : E → B обладает эквивариантной накрываю-
щей функцией тогда и только тогда, когда существует расширенная накрывающая G-функция
над BI .

Эта лемма доказывается так же, как аналогичное утверждение в неэквивариантном случае
(см. [2, лемма 9, с. 124]).

Из теоремы 1 и леммы 1 непосредственно получается следующее утверждение.

Теорема 2. Эквивариантное отображение p : E → B является G-расслоением Гуревича то-
гда и только тогда, когда существует расширенная накрывающая G-функция над BI .

Теоремы 1 и 2 имеют важное практическое значение и в дальнейшем неоднократно будут
применены для доказательства того, что данное эквивариантное отображение является G-рас-
слоением Гуревича.

3. G-Расслоения и порожденные ими расслоения. Пусть H — замкнутая подгруппа ком-
пактной группы G. Тогда любое G-пространство является также H-пространством и любое G-
отображение является H-отображением. Итак, существует естественный ковариантный функтор
из категории G-TOP в категорию H-TOP. Возникает естественный вопрос: сохраняет ли этот
функтор свойство эквивариантного отображения быть эквивариантным расслоением Гуревича.
Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема 3. Пусть G-отображение p : E → B является G-расслоением Гуревича. Тогда для
произвольной замкнутой подгруппы H компактной группы G отображение p : E → B является
H-расслоением Гуревича.

Доказательство. В силу теоремы 1 существует накрывающая G-функция λ : ∆ → EI для G-
отображения p. Так как λ : ∆ → EI является также H-отображением, то λ — накрывающая H-
функция для H-отображения p. Значит, p : E → B является H-расслоение Гуревича в силу
теоремы 1. �

Из теоремы 3, в частности, вытекает следующее утверждение.
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Следствие 1. Произвольное G-расслоение Гуревича p : E → B является расслоением Гуреви-
ча.

Пусть X и Y —G-пространства, а H — некоторая замкнутая подгруппа группы G. Множество

XH = {x ∈ X; hx = x, для всех h ∈ H}

называется пространством H-неподвижных точек G-пространства X. Эквивариантное отобра-
жение f : X → Y порождает естественное отображение между пространствами H-неподвижных
точек XH и Y H , которое обозначается через pH .

Теорема 4. Пусть p : E → B является G-расслоением Гуревича. Тогда для произвольной
замкнутой подгруппы H компактной группы G индуцированное отображение pH : EH → BH

между пространствами H-неподвижных точек является расслоением Гуревича.

Доказательство. В силу теоремы 1 для G-отображения p существует накрывающая G-функция
λ : ∆ → EI . Тогда λH : ∆H → (EH)I является накрывающей функцией для отображения pH :
EH → BH . Значит, pH : EH → BH является расслоением Гуревича. �

В случае, когда G— компактная группа Ли, а E и B —G-CW-комплексы, верно и обратное
утверждение теоремы 4 (см. [1, теорема 9]).

Свойство эквивариантного отображения быть G-расслоением Гуревича сохраняется также при
переходе к пространствам H-орбит.

Теорема 5. Пусть p : E → B является G-расслоением Гуревича. Тогда для произвольной
замкнутой подгруппы H компактной группы G индуцированное G-отображение p∗ : E|H →
B|H между пространствами H-орбит является G-расслоением Гуревича.

Доказательство. Пусть λ : ∆ → EI — накрывающая G-функция для G-отображения p (см. тео-
рему 1). Рассмотрим множество

∆H =
{

(e∗, α∗) ∈ E|H × (B|H)I ; α∗(0) = p∗(e∗)
}

и определим отображение

λ∗ : ∆H → (E|H)I , λ∗(e∗, α∗)(t) = (λ(e, α)(t))∗.

Отображение λ∗ определено корректно и является накрывающей G-функцией для p∗ : E|H →
B|H. Следовательно, согласно теореме 1, p∗ : E|H → B|H является G-расслоением Гуревича. �

Из последней теоремы в частном случае H = G получается следующее утверждение.

Следствие 2. Пусть p : E → B является G-расслоением Гуревича. Тогда индуцированное
отображение между пространствами орбит p∗ : E|G → B|G является расслоением Гуревича.

4. Локальные и глобальные G-расслоения. Эквивариантное отображение p : E → B назы-
вается локальным G-расслоением Гуревича, если для произвольной точки b ∈ B существует такая
ее инвариантная окрестность U , что p|p−1(U) : p

−1(U) → U является G-расслоением Гуревича.
Открытое покрытие U = {Ui; i ∈ I} G-пространства X, состоящее из инвариантных подмно-

жеств Ui, называется G-покрытием.
G-Покрытие U = {Ui; i ∈ I} называется нормальным G-покрытием, если для каждого Ui

существует такая функция χi : X → I, что χi(gx) = χi(x) для произвольных x ∈ X и g ∈ G,
а Ui = {x ∈ X; χi(x) 6= 0}. Функция χi называется характеристической G-функцией открытого
инвариантного подмножества Ui ⊂ X.

Лемма 2. Пусть G— компактная группа. Тогда произвольное паракомпактное G-простран-
ство X обладает локально конечным нормальным G-покрытием.

Доказательство. Пусть U = {Ui; i ∈ I}— локально конечное нормальное покрытие, состоящее из
открытых инвариантных подмножеств паракомпактного G-пространства X, а hi : X → I — харак-
теристическая функция (не эквивариантная) подмножества Ui, i ∈ I . Тогда функция χi : X → I,
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определенная с помощью интеграла Хаара формулой χi(x) =
∫

hi(gx)dg, является характери-
стической G-функцией инвариантного подмножества Ui. Значит, U = {Ui; i ∈ I}— локально
конечное нормальное G-покрытие паракомпактного G-пространства X. �

Следующая теорема показывает, что при достаточно общих предположениях локальное G-
расслоение Гуревича является глобальным G-расслоением Гуревича.

Теорема 6. Пусть G— компактная группа, p : E → B — эквивариантное отображение,
а U = {Ui; i ∈ I}— локально конечное нормальное G-покрытие G-пространства B. Если
p|p−1(Ui) : p−1(Ui) → Ui является G-расслоением Гуревича для произвольного Ui ∈ U , то p—
G-расслоение Гуревича.

Доказательство. Для всякого конечного набора индексов i1, . . . , ik ∈ I (k > 1) определим мно-
жество Vi1...ik ⊂ BI следующим образом:

Vi1...ik =

{

α ∈ BI ; α

([

j − 1

k
,
j

k

])

⊂ Uij , j = 1, . . . , k

}

.

Ясно, что Vi1...ik — инвариантное подмножество G-пространства BI . Докажем, что существует
расширенная накрывающая G-функция над каждым Vi1...ik . В силу теоремы 4 существует рас-
ширенная накрывающая G-функция Λj : ∆Uij

→ EI над каждым Uij , j = 1, . . . , k. Рассмотрим

произвольный элемент (e, α, s) ∈ ∆Vi1...ik
. Предположим, что s ∈ [(n − 1)/k, n/k] для некоторого

натурального n. Пусть αj ∈ BI , j = 1, . . . , k, — путь, определенный формулой

αj(t) =



































α

(

j − 1

k

)

, t ∈

[

0,
j − 1

k

]

,

α(t), t ∈

[

j − 1

k
,
j

k

]

,

α

(

j

k

)

, t ∈

[

j

k
, 1

]

.

Теперь определим расширенную накрывающую G-функцию Λ : ∆Vi1...ik
→ EI следующим обра-

зом. Путь Λ(e, α, s) сначала определим на отрезке [(n− 1)/k, n/k] формулой

Λ(e, α, s)(t) = Λn(e, αn, s), t ∈

[

n− 1

k
,
n

k

]

.

Теперь Λ(e, α, s) определим последовательно на отрезках [(n−2)/k, (n−1)/k], [(n−3)/k, (n−2)/k],
. . . , [0, 1/k] формулой

Λ(e, α, s)(t) = Λj

(

Λ(e, α, s)

(

j

k

)

, αj ,
j

k

)

, t ∈

[

j − 1

k
,
j

k

]

, j = n− 1, n− 2, . . . , 1.

Наконец, на отрезках [n/k, (n+ 1)/k], [(n+ 1)/k, (n + 2)/k], . . . , [(k − 1)/k, 1] определим Λ(e, α, s)
последовательно по формуле

Λ(e, α, s)(t) = Λj+1

(

Λ(e, α, s)

(

j

k

)

, αj+1,
j

k

)

, t ∈

[

j

k
,
j + 1

k

]

, j = n, n+ 1, . . . , k − 1.

Очевидно, что построенное эквивариантное отображение Λ : ∆Vi1...ik
→ EI удовлетворяет опре-

делению 2, т.е. является расширенной накрывающей G-функцией над Vi1...ik .
Семейство {Vi1...ik ; k = 1, 2, . . .} является нормальным G-покрытием G-пространства BI и обла-

дает вписанным G-покрытием {Wµ} с линейно упорядоченным множеством индексов M, которое
является также локально конечным (см. [4, лемма 3.4] или [6]).

Пусть χµ : BI → I — характеристическая G-функция инвариантного подмножества Wµ ⊂ BI ,
т.е. χµ(gα) = χµ(α) для произвольных g ∈ G, α ∈ BI , и Wµ = {α ∈ BI ; χµ(α) 6= 0}. Расширенную
накрывающую G-функцию над инвариантным множеством Wµ ⊂ BI обозначим через Λµ. Теперь

рассмотрим произвольный элемент (e, α) ∈ ∆ ⊂ E×BI . Пусть µ1 < µ2 < . . . < µn множество всех
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тех индексов для которых выполняется α ∈ Wµi
, i = 1, . . . , n. Определим точки ti, i = 1, . . . , n,

единичного отрезка I формулой

ti =

i
∑

j=1
χµj

(α)

n
∑

j=1
χµj

(α)

, i = 1, . . . , n.

Построим путь λ(e, α) ∈ EI , определив его последовательно на отрезках [0, t1], [t1, t2], . . . , [tn−1, 1]
следующими формулами

λ(e, α)(t) = Λµ1
(e, α, 0)(t), t ∈ [0, t1]

λ(e, α)(t) = Λµi+1
(λ(e, α)(ti), α, ti)(t), t ∈ [ti, ti+1], i = 1, 2, . . . , n− 1.

Очевидно, что λ(e, α)(0) = e и [p ◦ λ(e, α)](t) = α(t). Кроме того, λ : ∆ → EI — эквивариантное
отображение, поскольку таковыми являются Λµ, µ ∈ M. Значит, λ : ∆ → EI — накрывающая G-
функция для p, т.е. p : E → B —G-расслоение Гуревича согласно теореме 1. �

Из последней теоремы и леммы 2 непосредственно вытекает следующая теорема.

Теорема 7. Пусть G— компактная группа, а B — паракомпактное G-пространство. Экви-
вариантное отображение p : E → B является G-расслоением Гуревича тогда и только тогда,
когда оно является локальным G-расслоением Гуревича.

Итак, в случае паракомпактной базы B понятия локального и глобального G-расслоения сов-
падают. Теорема 7 является эквивариантным аналогом известной теоремы Гуревича (см. [6]).

5. Слабо локально тривиальные G-расслоения. Пусть G— компактная группа, B и F—
произвольные G-пространства, а p : B × F → B — проекция на первый сомножитель: p(x, y) = x.
Эквивариантное отображение p : B × F → B является G-расслоением Гуревича. Действительно,
пусть X — произвольное G-пространство, f̃ : X → B × F — эквивариантное отображение, а F :
X × I → B — такая эквивариантная гомотопия, что F (x, 0) = pf̃(x), x ∈ X. Очевидно, что

отображение F̃ : X×I → B×F , определенное формулой F̃ (x, t) = (F (x, t), pr2(f̃(x, 0))), является
эквивариантной накрывающей гомотопией для F : X×I → B. Проекция p : B×F → B называется
тривиальным G-расслоением.

Эквивариантное отображение p : E → B называется локально тривиальным G-расслоени-
ем, если для произвольной точки b ∈ B существует такая ее инвариантная окрестность U , что
p|p−1(U) : p

−1(U) → U является тривиальным G-расслоением.
Из теоремы 7 следует, что если B паракомпактное G-пространство, то локально тривиальное

G-расслоение p : E → B является G-расслоением Гуревича.

Определение 3. Эквивариантное отображение p : E → B назовем слабо локально триви-
альным G-расслоением, если для произвольной точки G-пространства B существуют открытая
инвариантная окрестность U этой точки и эквивариантное отображение ω : U×p−1(U) → p−1(U),
что

(i) p ◦ ω(b, e) = b для всех (b, e) ∈ U × p−1(U),
(ii) ω(p(e), e) = e для всех e ∈ p−1(U).

Условие (i) последнего определения означает, что композиция

U × p−1(U)
ω

−−→ p−1(U)
p

−−→ U

представляет собой проекцию на первый сомножитель. Очевидно, что локально тривиальное G-
расслоение p : E → B является слабо локально тривиальным G-расслоением. Но, в отличие от
тривиального G-расслоения, эквивариантное отображение ω : U × p−1(U) → p−1(U) в определе-
нии 3, вообще говоря, не является эквивариантным гомеоморфизмом.

Лемма 3. Слабо локально тривиальное G-расслоение p : E → B является локальным G-
расслоением Гуревича.
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Доказательство. Пусть b0 ∈ B — произвольная точка. Рассмотрим инвариантную окрестность
U этой точки и эквивариантное отображение ω : U × p−1(U) → E, которое удовлетворяет усло-
виям (i) и (ii) определения 3. Докажем, что p|p−1(U) : p−1(U) → U является G-расслоением Гу-

ревича. Определим отображение λ : ∆ → (p−1(U))I формулой λ(e, α)(t) = ω(α(t), e). Несложно
проверить, что λ является накрывающей G-функцией для G-отображения p|p−1(U). �

Из последней леммы, учитывая теорему 7, непосредственно получаем следующее утверждение.

Теорема 8. Пусть p : E → B — слабо локально тривиальное G-расслоение, где B — параком-
пактное G-пространство. Тогда p : E → B является G-расслоением Гуревича.

Обратное утверждение верно при достаточно слабых ограничениях на G-пространство B
(см. теорему 10).

Определение 4. G-пространство X назовем эквивариантно равномерно локально стягивае-
мым, если для произвольной точки x0 ∈ X существует такая инвариантная окрестность U этой
точки и такое эквивариантное отображение σ : U × U × I → X, что выполняются следующие
условия:

(i) σ(x, y, 0) = x и σ(x, y, 1) = y для всех (x, y) ∈ U × U ,
(ii) σ(x, x, t) = x для всех x ∈ U и t ∈ I.

Как показывает следующая лемма, эквивариантно равномерно локально стягиваемых G-про-
странств много.

Лемма 4. Произвольное G-ANR-пространство является эквивариантно равномерно локаль-
но стягиваемым.

Доказательство этой леммы простое и оно оставляется читателю.
Из леммы 4, в частности, следует, что G-CW-комплексы являются эквивариантно равномерно

локально стягиваемыми G-пространствами.

Теорема 9. Пусть B — эквивариантно равномерно локально стягиваемое G-пространство.
Тогда p : E → B является локальным G-расслоением Гуревича тогда и только тогда, когда
p : E → B — слабо локально тривиальное G-расслоение.

Доказательство. Достаточность утверждения без дополнительных ограничений на G-простран-
ство B доказана в лемме 3.

Докажем необходимость. Пусть p : E → B — локальное G-расслоение Гуревича. Для про-
извольной точки b0 ∈ B рассмотрим такую эквивариантную окрестность V точки b0, что
p|p−1(V ) : p−1(V ) → V является G-расслоением Гуревича. Пусть λ : ∆ → (p−1(V ))I — накры-
вающая G-функция отображения p|p−1(V ). Так как B — эквивариантно равномерно локально стя-
гиваемое G-пространство, то существуют такие инвариантная окрестность U точки b0, U ⊂ V ,
и эквивариантное отображение σ : U × U × I → B, что выполняются условия σ(b, b′, 0) = b,
σ(b, b′, 1) = b′ и σ(b, b, t) = b для всех b, b′ ∈ U и t ∈ I. При этом инвариантную окрестность U
можно выбрать так, что σ(U×U×I) ⊂ V . Для этого достаточно заметить, что (b0, b0, I) ∈ σ−1(V )
и применить компактность I.

Пусть теперь (b, e) ∈ U × p−1(U). Рассмотрим путь α̃ ∈ BI , определенный формулой α̃(t) =
σ(p(e), b, t). Заметим, что α̃ соединяет точку p(e) с точкой b. Определим эквивариантное отобра-
жение ω : U × p−1(U) → p−1(U) формулой

ω(b, e) = λ(e, α̃)(1).

Несложно убедиться, что ω удовлетворяет условиям (i) и (ii) определения 3. �

Из теорем 7 и 9 непосредственно получается следующая важная для применения теорема.

Теорема 10. Пусть B — паракомпактное и эквивариантно равномерно локально стягивае-
мое G-пространство. Тогда p : E → B является G-расслоением Гуревича тогда и только тогда,
когда p : E → B — слабо локально тривиальное G-расслоение.
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6. G-Расслоения со свойством единственности накрывающего пути. Говорят, что отоб-
ражение p : E → B обладает свойством единственности накрывающего пути, если для любых
двух путей α,α′ : I → E, которые удовлетворяют условиям α(0) = α′(0) и p ◦ α = p ◦ α′, выпол-
няется равенство α = α′.

Рассмотрим произвольные G-пространства E и B, где G— компактная топологическая группа.

Лемма 5. Пусть эквивариантное отображение p : E → B является расслоением Гуревича
со свойством единственности накрывающего пути. Тогда p : E → B —G-расслоение Гуревича.

Доказательство. Пусть X — произвольное G-пространство, а f̃ : X → E и F : X × I → B —
произвольные эквивариантные отображения, удовлетворяющие условиям F (x, 0) = (p ◦ f̃)(x).

Так как p : E → B — расслоение Гуревича, то существует такая гомотопия F̃ : X × I → E, что
F̃ (x, 0) = f̃(x) и p ◦ F̃ = F . Для завершения доказательства достаточно показать, что накрываю-

щая гомотопия F̃ на самом деле является эквивариантной накрывающей гомотопией. Рассмотрим
пути α,α′ : I → E, определенные формулами

α(t) = F̃ (gx, t) и α′(t) = gF̃ (x, t),

где g ∈ G, x ∈ X — произвольные фиксированные элементы. Заметим, что

α(0) = F̃ (gx, 0) = f̃(gx) = gf̃(x), α′(0) = gF̃ (x, 0) = gf̃(x).

Итак, α(0) = α′(0). Кроме того,

(p ◦ α)(t) = (p ◦ F̃ )(gx, t) = F (gx, t) = gF (x, t),

(p ◦ α′)(t) = p(gF̃ (x, t)) = gp(F̃ (x, t)) = g(p ◦ F̃ )(x, t) = gF (x, t).

Таким образом, p ◦ α = p ◦ α′. Значит, α = α′, т.е. F̃ (gx, t) = gF̃ (x, t), поскольку p : E → B
обладает свойством единственности накрывающего пути. �

Из леммы 5 и следствия 1 непосредственно получается следующая теорема.

Теорема 11. Эквивариантное отображение p : E → B со свойством единственности на-
крывающего пути является G-расслоением Гуревича тогда и только тогда, когда оно является
расслоением Гуревича.

Иначе говоря, в классе всех эквивариантных отображений со свойством единственности на-
крывающего пути понятия G-расслоения Гуревича и расслоения Гуревича совпадают.
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Аннотация. Рассмотрены аффинные связности, определяемые почти эрмитовой структурой

гладкого многообразия. Доказано, что аффинное пространство рассмотренных связностей имеет

размерность 12 тогда и только тогда, когда форма Ли почти эрмитовой структуры отлична от

нуля. Найдены связности, которые задают постримановы геометрии. В классе W4 найдены по-

чти эрмитовы связности. Рассмотрено конформное преобразование почти эрмитовой структуры

и аффинное отображение связностей, порождаемое этим преобразованием. Найдена связность,

инвариантная относительно этого отображения.
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1. Введение. В настоящее время для решения задач в области космологии активно исполь-
зуется аппарат современной геометрии. Обобщенная теория гравитации потребовала использо-
вания многообразий, структура которых сложнее, чем структура пространств Римана (см. [1]).
Пространство Римана характеризуется наличием псевдоримановой метрики и римановой связ-
ности. Риманова связность однозначно определяется метрикой: метрика в ней имеет нулевой
ковариантный дифференциал и кручение этой связности равно нулю. Для проведения исследо-
ваний в области космологии таких объектов на гладком многообразии оказалось недостаточно.
Потребовалось ввести псевдориманову метрику и аффинную связность, не зависящую от нее.
В этом случае кроме кривизны, появлялись еще две, вообще говоря, не нулевые характеристи-
ки связности: кручение и тензор неметричности. Пара, состоящая из псевдоримановой метрики
и аффинной связности, называется аффинно-метрической структурой на многообразии. Среди
аффинно-метрических структур выделяются те, для которых тензор неметричности распадается
в тензорное произведение 1-формы и метрики. Добавляя к этому условию требования на тен-
зор неметричности, либо на кручение, получают еще два вида аффинно-метрических структур,
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которые представляют интерес в физике. Этот интерес обусловлен тем, что в четырехмерных
пространствах с аффинной связностью и метрикой лоренцевой сигнатуры причинная структура
сохраняется тогда и только тогда, когда тензор неметричности распадается в тензорное произ-
ведение 1-формы и метрики (см. [1, с. 24]). Указанные аффинно-метрические структуры задают
на многообразиях геометрии, которые называются постримановыми.

Классическим объектом в геометрии пространств Римана является конформное преобразо-
вание метрики. Оно однозначно определяет конформное преобразование римановой связности.
В постримановых геометриях, так как метрика и связность независимы друг от друга, возникает
необходимость в обобщении понятия конформного преобразования, а именно, кроме классиче-
ского конформного преобразования метрики, требуется еще задание преобразования связности,
зависящее или не зависящее от преобразования метрики. Основным критерием выбора таких пре-
образований в физике является сохранение причинной структуры. Различные виды обобщений
конформных преобразований приведены в монографии [1].

В настоящей работе были рассмотрены четномерные многообразия с псевдоримановой мет-
рикой и почти комплексной структурой, согласованной с ней. Такие многообразия называют-
ся почти эрмитовыми. Наличие почти комплексной структуры позволило построить некоторое
конечномерное аффинное пространство аффинных связностей, в котором оказались связности,
задающие постримановы геометрии для четномерных многообразий с псевдоримановой метри-
кой четной сигнатуры. Конформное преобразование почти эрмитовой структуры естественным
образом определило множество отображений связностей, среди которых оказались как аналоги
некоторых из приведенных в [1], так и не аналогичные им.

2. Почти эрмитовы многообразия и расслоение A-реперов. Почти эрмитовой струк-
турой на гладком многообразии M называется пара тензорных полей (J, g), где J — тензор-
ное поле типа (1, 1), J2 = − id, g — псевдориманова метрика на M , согласованная с J , т.е.
g(JX, JY ) = g(X,Y ) для любых векторных полей X,Y на M (см. [4]). Тензорное поле J на-
зывается почти комплексной структурой.

Так как необходимым условиями существования почти эрмитовой структуры на гладком мно-
гообразии является его четномерность (а также ориентируемость), обозначим размерность M
через 2n, n > 1.

На почти эрмитовом многообразии определяется кэлерова форма F (X,Y ) = g(JX, Y ) и форма
Ли α(X) = 1/(1−n)δF (JX), где δ — оператор кодифференцирования (см. [4,7]). Векторное поле
ξ двойственное форме Ли, т.е. g(ξ,X) = α(X), называется вектором Ли.

Договоримся, что индексы a, b, c, d, . . . (начало латинского алфавита) будут пробегать значения
от 1 до n, индексы i, j, k, l, . . . (вторая половина латинского алфавита) будут пробегать значения
от 1 до 2n и â = a+ n.

Мы будем проводить исследования, используя присоединенную G-структуру, которая состо-
ит из реперов p = (m, ε1, . . . , εn, ε1̂, . . . , εn̂) или, короче, p = (m, εa, εâ), где a = 1, . . . , n,
â = n + 1, . . . , 2n. Они называются A-реперами. Векторы A-реперов получаются из ортонорми-
рованного относительно эрмитовой формы 〈〈X,Y 〉〉 = g(X,Y ) + ig(X,JY ), X,Y ∈ Tm(M) репера
(m, e1, . . . , en) комплексного векторного пространства Tm(M) по формулам

εa =
√
2σ(ea), εâ =

√
2σ̄(ea),

где

σ =
1

2
(id−iJ), σ̄ =

1

2
(id+iJ)

(см. [4]).
Задание тензорного поля на многообразии M равносильно заданию системы функций на про-

странстве расслоения реперов. Эти функции называются компонентами тензорного поля на
пространстве расслоения A-реперов. В частности, для почти комплексной структуры J система
функций {J i

j(p)} на пространстве расслоения всех комплексных реперов определяется формулой

JC
m(εi) = J j

i (p)εj , а для псевдоримановой метрики g система функций {gij(p)} определяется фор-

мулой gij(p) = gCm(εi, εj). Здесь p = (m, εi), m ∈ M — произвольный комплексный репер, знак C
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обозначает комплексификацию тензора, а JC
m — значение тензорного поля JC в точке m (для g

аналогично).
На пространстве расслоения A-реперов эти системы функций имеют простой вид:

(J i
j) =

(

iIn 0
0 −iIn

)

(gij) =

(

0 In,s
In,s 0

)

(1)

где In,s — матрица порядка n, на диагонали стоят числа 1 в количестве n− s штук и −1 в коли-

честве s штук, 2s— индекс метрики g, а i =
√
−1 (см. [4]).

Обозначим через {αa, αâ} компоненты формы Ли на пространстве расслоения A-реперов, а че-

рез {ξb, ξb̂}— компоненты вектора Ли ξ на пространстве расслоения A-реперов. В силу вида ком-
понент метрики (gij) (см. (1)) очевидно, что

ξa = ε(a)αâ; ξâ = ε(a)αa, (2)

где ε(a) = gaâ.
Для почти эрмитова многообразия определяются тензорные поля типа (2, 1) по формулам

B(X,Y ) =
1

4
(∇Y (J)(JX) −∇JY (J)X), C(X,Y ) = −

1

4
(∇JY (J)X +∇Y (J)(JX)),

где ∇— риманова связность метрики g. Они называются виртуальным тензором и структур-
ным тензором соответственно. Их ненулевые компоненты на пространстве расслоения A-реперов
связаны с компонентами ковариантного дифференциала J римановой связности по формулам

Bab
c = −

i

2
ε(b)Ja

b̂,c
; Bab

c =
i

2
ε(b)J â

b,ĉ; Bab
c = Bab

c. (3)

Cabc = −
i

2
ε(b, c)J â

b,c; Cabc =
i

2
ε(b, c)Ja

b̂,ĉ
, Cabc = Cabc, (4)

где ε(b, c) = g
bb̂
gcĉ (см. [4]). Компоненты вектора Ли и виртуального тензора связаны равенствами

ξa =
2

n− 1
Bab

b; ξâ =
2

n− 1
Bab

b (5)

(см. [4]). Для классификации используется также альтернированный структурный тензор, кото-
рый также называют структурным тензором. Его компоненты имеют вид

Babc = Ca[bc]; Babc = Ca[bc].

Отметим, что в силу кососимметричности компонент Cabc по первым двум индексам, равенство
Cabc = 0 равносильно равенству Babc = 0.

3. Аффинно-метрическая геометрия гладкого многообразия. Пусть на гладком много-
образии M заданы псевдориманова метрика g, и аффинная связность ∇. Тогда (см. [3, с. 312])
тензором неметричности называется тензорное поле Q, определяемое формулой

Q(X,Y,Z) = −∇X(g)(Y,Z).

Говорят (см. [3, с. 313]), что на многообразии M задана геометрия Римана—Картана—Вейля,
если тензор неметричности имеет вид

Q(X,Y,Z) = W (X)g(Y,Z), (6)

где X,Y,Z — векторные поля на многообразии M . При этом 1-форма W называется формой Вей-
ля. Если тензор неметричности тождественно равен нулю, а кручение отлично от тождественного
нуля, то говорят, что на многообразии задана геометрия Римана—Картана. Если тензор кру-
чения равен нулю, а тензор неметричности имеет вид (6), то говорят, что на многообразии M
задана геометрия Римана—Вейля. Отметим, что используются также иные названия указанных
геометрий (см., например, диаграмму [6, с. 170], [1, с. 6]). Многообразие с геометрией Римана—
Картана—Вейля называется многообразием Вейля—Картана (Weyl—Cartan manifolds), а многооб-
разия с геометрией Римана—Вейля названы многообразиями Вейля (Weyl manifolds). Указанные
геометрии также называют постримановыми.
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4. Аффинное подпространство в пространстве аффинных связностей почти эрми-

това многообразия. Пусть дано гладкое многообразие M размерности 2n, n > 1, и почти эр-
митова структура (J, g) на нем, α— форма Ли, ξ — вектор Ли. Рассмотрим множество линейных
связностей (короче, связностей)

∆XY = ∇XY + λ1α(X)Y + λ2α(Y )X + λ3α(JX)Y + λ4α(JY )X+

+ λ5α(X)JY + λ6α(Y )JX + λ7α(JX)JY + λ8α(JY )JX + λ9g(X,Y )ξ+

+ λ10g(JX, Y )ξ + λ11g(X,Y )Jξ + λ12g(JX, Y )Jξ, (7)

где λβ, β = 1, . . . , 12— произвольные вещественные числа.

Теорема 1. Если форма Ли α отлична от тождественного нуля, то множество связно-
стей (7) является 12-мерным аффинным пространством A (12-мерной плоскостью в бесконеч-
номерном аффинном пространстве связностей гладкого многообразия).

Доказательство. Рассмотрим линейную комбинацию

λ1α(X)Y + λ2α(Y )X + λ3α(JX)Y + λ4α(JY )X + λ5α(X)JY +

+ λ6α(Y )JX + λ7α(JX)JY + λ8α(JY )JX + λ9g(X,Y )ξ+

+ λ10g(JX, Y )ξ + λ11g(X,Y )Jξ + λ12g(JX, Y )Jξ = 0.

На пространстве расслоения A-реперов это равенство примет вид

λ1αiδ
k
j + λ2αjδ

k
i + λ3αlJ

l
iδ

k
j + λ4αlJ

l
jδ

k
i +

+ λ5αiJ
k
j + λ6αjJ

k
i + λ7αlJ

l
iJ

k
j + λ8αlJ

l
jJ

k
i + λ9gijξ

k+

+ λ10gljJ
l
i ξ

k + λ11gijJ
k
l ξ

l + λ12gljJ
l
iJ

k
l ξ

l = 0.

В частности, при i = a, j = b, k = c (индексы i, j, k пробегают значения от 1 до n) с учетом (2)
получим

(

λ1 − λ7 + i(λ3 + λ5)
)

αaδ
c
b +

(

λ2 − λ8 + i(λ4 + λ6)
)

αbδ
c
a = 0.

Положим сначала c = b и c 6= a, а затем c = a и c 6= b. Тогда для почти эрмитовых многообразий,
для которых форма Ли отлична от тождественного нуля, получаем

λ1 − λ7 = 0, λ3 + λ5 = 0, λ2 − λ8 = 0, λ4 + λ6 = 0. (8)

Для случая i = â, j = b, k = c получаем
(

λ1 + λ7 − iλ3 + iλ5

)

ε(a)ξaδcb +
(

λ9 + λ12 − iλ10 + iλ11

)

ε(a)ξcδab = 0.

Аналогично предыдущему случаю, положив сначала c = b и c 6= a, а затем c = a и c 6= b, находим

λ1 + λ7 = 0, λ5 − λ3 = 0, λ9 + λ12 = 0, λ10 − λ11 = 0; (9)

Наконец, для случая i = a, j = b̂, k = c имеем
(

λ2 + λ8 − iλ4 + iλ6

)

ε(b)ξbδca +
(

λ9 − λ12 + iλ10 + iλ11

)

ε(b)ξcδba = 0.

Тогда
λ2 + λ8 = 0, λ6 − λ4 = 0, λ9 − λ12 = 0, λ11 + λ10 = 0. (10)

Объединяя уравнения (8), (9), (10), получим систему уравнений, из которой следует, что λβ = 0,
β = 1, . . . , 12. Здесь мы учли, что форма Ли тождественно равна нулю тогда и только тогда,
когда вектор Ли тождественно равен нулю, что и требовалось доказать. �

Теорема 2. Для классов {0}, W1, W2, W3, W1⊕W2, W1⊕W3, W2⊕W3, W1⊕W2⊕W3 почти
эрмитовых многообразий из классификации Грея—Хервеллы (см. [4,7]) аффинное пространство
аффинных связностей (7) тривиально (состоит только из римановой связности псевдоримано-
вой метрики g). Для остальных восьми классов W4, W1⊕W4, W2⊕W4, W3⊕W4, W1⊕W2⊕W4,
W1 ⊕W3 ⊕W4, W2 ⊕W3 ⊕W4 (в случае, когда многообразие не содержится в меньшем классе
из указанной классификации) пространство связностей (7) 12-мерно.
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В дальнейшем, если не оговорено противное, будем рассматривать нетривиальный случай.
Вычислим тензор неметричности (6) для связностей (7). Так как

Q(X,Y,Z) = −∆X(g)(Y,Z) = g(∆XY,Z) + g(Y,∆XZ),

то с учетом (7) получим

Q(X,Y,Z) = 2
(

λ1α(X) + λ3α(JX)
)

g(Y,Z) +
(

λ2 + λ9

)(

α(Y )g(X,Z) + α(Z)g(X,Y )
)

+

+
(

λ4 − λ11

)(

α(JY )g(X,Z) + α(JZ)g(X,Y )
)

+
(

λ6 + λ10

)(

α(Y )g(JX,Z) + α(Z)g(JX, Y )
)

+

+
(

λ8 − λ12

)(

α(JY )g(JX,Z) + α(JZ)g(JX, Y )
)

. (11)

На пространстве расслоения A-реперов получим

Qijk = −gjk|i = 2
(

λ1αi + λ3αlJ
l
i

)

gjk +
(

λ2 + λ9

)(

αjgik + αkgij
)

+

+
(

λ4 − λ11

)(

αlJ
l
jgik + αlJ

l
kgij

)

+
(

λ6 + λ10

)(

αjglkJ
l
i + αkgljJ

l
i

)

+

+
(

λ8 − λ12

)(

αlJ
l
jgtkJ

t
i + αlJ

l
kgtjJ

t
i

)

,

где {gjk|i}— компоненты ковариантного дифференциала метрики g в связности ∇̂. В частности,
для i = a, j = b, k = c получим

Qabc = −gbc|a = 0. (12)

При i = â, j = b, k = c получаем

Qâbc = −gbc|â =
(

λ2 + λ9 + λ8 − λ12 + i(λ4 − λ11 − λ6 − λ10)
)(

αbδ
a
c + αcδ

a
b

)

. (13)

При i = a, j = b̂, k = c получим

Q
ab̂c

= −g
b̂c|a

= 2(λ1 + iλ3)αaδ
b
c +

(

λ2 + λ9 − λ8 + λ12 + i
(

λ4 − λ11 + λ6 + λ10

)

)

αcδ
b
a. (14)

Остальные компоненты тензора неметричности на пространстве расслоения A-реперов получают-
ся из приведенных выше с использованием симметричности тензора неметричности по последним
двум аргументам и комплексной сопряженности его компонент. Например, Qâbĉ = Q̄

ab̂c
.

Тензор кручения S связности ∆ из (7) имеет вид

S(X,Y ) =
(

λ1 − λ2

)(

α(X)Y − α(Y )X
)

+
(

λ3 − λ4

)(

α(JX)Y − α(JY )X
)

+

+
(

λ5 − λ6

)(

α(X)JY − α(Y )JX
)

+
(

λ7 − λ8

)(

α(JX)JY − α(JY )JX
)

+

+ 2λ10g(JX, Y )ξ + 2λ12g(JX, Y )Jξ. (15)

На пространстве расслоения A-реперов получаем

Sij
k =

(

λ1 − λ2

)(

αiδ
k
j − αjδ

k
i

)

+
(

λ3 − λ4

)(

αlJ
l
iδ

k
j − αlJ

l
jδ

k
i

)

+

+
(

λ5 − λ6

)(

αiJ
k
j − αjJ

k
i

)

+
(

λ7 − λ8

)(

αlJ
l
iJ

k
j − αlJ

l
jJ

k
i

)

+

+ 2λ10gljJ
l
iξ

k + 2λ12gljJ
l
iJ

k
t ξ

t.

Запишем существенные группы компонент тензора кручения (остальные группы компонент по-
лучаются ться из свойства кососимметричности тензора кручения и с помощью комплексного
сопряжения):

Sab
c =

(

λ1 − λ2 + λ8 − λ7 + i(λ3 − λ4 + λ5 − λ6)
)

(

αaδ
c
b − αbδ

c
a

)

; Sab
ĉ = 0. (16)

Sâb
c =

(

λ1 − λ2 + λ7 − λ8 + i
(

λ4 − λ3 + λ5 − λ6

)

)

ε(a)ξaδcb + 2
(

λ12 − iλ10

)

ξcδab . (17)

Вычислим ковариантный дифференциал J в связности ∆. Так как

∆X(J)Y = ∆X(JY )− J∆XY,
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с учетом (7) получим

∆X(J)Y = ∇X(J)Y +
(

λ2 + λ8

)(

α(JY )X − α(Y )JX
)

+
(

λ6 − λ4

)(

α(Y )X + α(JY )JX
)

+

+
(

λ9 − λ12

)(

g(X,JY )ξ − g(X,Y )Jξ
)

+
(

λ10 + λ11

)(

g(X,Y )ξ + g(X,JY )Jξ
)

.

На пространстве расслоения A-реперов получаем

Jk
j|i = Jk

j,i +
(

λ2 + λ8

)(

αlJ
l
jδ

k
i − αjJ

k
i

)

+
(

λ6 − λ4

)(

αjδ
k
i + αlJ

l
jJ

k
i

)

+

+
(

λ9 − λ12

)(

gilJ
l
jξ

k − gijJ
k
l ξ

l
)

+
(

λ10 + λ11

)(

gijξ
k + gilJ

l
jJ

k
mξm

)

.

Запишем существенные группы компонент для ковариантного дифференциала J в связности ∆
(остальные группы компонент будут получаться с помощью комплексного сопряжения):

Jc
b|a = Jc

b,a = 0; Jc
b|â = Jc

b,â = 0; J ĉ
b|a = J ĉ

b,a; (18)

Jc

b̂|a
= Jc

b̂,a
+ 2

(

λ6 − λ4 + i
(

λ2 + λ8

)

)

ε(b)ξbδca + 2
(

λ10 + λ11 − i
(

λ9 − λ12

)

)

ε(b)ξcδba. (19)

5. Структура пространства A-аффинных связностей. Пусть дано произвольное почти
эрмитово многообразие, для которого пространство A не тривиально. Выясним, есть ли среди
связностей (7) те, которые задают вместе с метрикой g геометрии Римана—Картана—Вейля, Ри-
мана—Картана, Римана—Вейля.

Тензор неметричности Q имеет вид (6) тогда и только тогда, когда на пространстве расслоения
A-реперов имеет вид Qijk = Wigjk. Существенными равенствами будут следующие (остальные
будут получаться из них с помощью свойства симметричности Q по последним индексам и с по-
мощью комплексного сопряжения):

Qabc = 0; Qâbc = 0; Q
ab̂c

= Waδ
b
c.

Сравнивая эти равенства соответственно с (12), (13), (14), получаем, что тензор неметричности
представим в виде (6) тогда и только тогда, когда

λ2 + λ9 = 0; λ8 − λ12 = 0; λ4 − λ11 = 0; λ6 + λ10 = 0. (20)

Эти уравнения задают 8-мерную плоскость Π в A с координатами (λ1, . . . , λ8). Подставляя эти
равенства в (11), получаем, что тензор неметричности Q и форма Вейля W в этом случае имеют
вид

Q(X,Y,Z) = 2
(

λ1α(X) + λ3α(JX)
)

g(Y,Z); W (X) = 2
(

λ1α(X) + λ3α(JX)
)

. (21)

Рассмотрим Π как декартово произведение 2-плоскости Σ с координатами (λ1, λ3) ≡
(λ1, 0, λ3, 0, . . . , 0) и 6-плоскости F с координатами (λ2, λ4, . . . , λ8) ≡ (0, λ2, 0, λ4, . . . , λ8). Тогда
Π можно рассматривать как тотальное пространство тривиального расслоения с 2-мерной ба-
зой Σ и с 6-мерными слоями — 6-плоскостями, параллельными F . Проекция π : Π → Σ задается
так: (λ1, . . . , λ8) → (λ1, λ3). Каждый слой состоит из связностей, имеющих один и тот же тензор
неметричности Q и форму Вейля (21). Из формул (21), (17), (16) следует, что слой, висящий над
точкой λ1 = 0, λ3 = 0, состоит из связностей, задающих геометрию Римана—Картана и римано-
вой связности.

Найдем связности в Π, которые задают геометрию Римана—Вейля. Согласно (17), (16), (20)
они задаются уравнениями

λ1 − λ2 = 0; λ3 − λ4 = 0; λ5 = λ6 = λ7 = λ8 = 0.

Это 2-плоскость, пересекающая каждый слой расслоения (Π,Σ, F, π) в единственной точке.
При этом базу Σ (и висящий над ней слой) данная 2-плоскость пересекает только в римановой
связности метрики g. Таким образом, 2-плоскость связностей, задающих геометрию Римана—
Вейля (и риманову геометрию), является образом некоторого сечения расслоения (Π,Σ, F, π).
Итак, доказана следующая теорема.
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Теорема 3. Множество связностей 12-мерного аффинного пространства A, задающих гео-
метрию Римана—Картана—Вейля, является 8-плоскостью Π. Эта 8-плоскость может быть
рассмотрена как тривиальное расслоение с 2-мерной базой и 6-мерными слоями. Связности,
задающие геометрию Римана—Картана (и риманова связность), составляют один из слоев
этого расслоения. Множество связностей, задающих геометрию Римана—Вейля (и риманова
связность), являются образом некоторого сечения этого расслоения.

6. Ковариантный дифференциал почти комплексной структуры. Напомним, что связ-
ность ∆ является почти эрмитовой тогда и только тогда, когда ∆g = ∆J = 0 (см. [5]). Отсюда
следует, что почти эрмитовы связности определяют геометрию Римана—Картана. Из третьей
группы равенств (18) вытекает, что, вообще говоря, в пространстве A почти эрмитовых связно-
стей нет.

Выясним, существуют ли классы из классификации Грея—Хервеллы почти эрмитовых струк-
тур, для которых в пространстве A имеются почти эрмитовы связности.

Заметим, что в силу третьей группы равенств из (18) для выполнения равенства ∆J = 0
необходимо, чтобы J ĉ

a,b = 0. В силу (4) это равносильно Ccab = 0 или, эквивалентно, Babc = 0.
Кроме того, потребуем чтобы

Ja

b̂,c
= 2iε(b)Bab

c = 2iε(b)ξ[aδb]c .

Эти условия определяют класс W4 (см. [4]). Тогда из равенств (19) и (3) получаем, что для ∆J = 0
должно выполняться соотношение

2iε(b)ξ[cδb]a + 2
(

λ6 − λ4 − i
(

λ2 + λ8

)

)

ε(b)ξbδca + 2
(

λ10 + λ11 − i
(

λ9 − λ12

)

)

ε(b)ξcδba = 0.

Тогда
(

i+ 2
(

λ10 + λ11

)

− i
(

λ9 − λ12

)

)

ε(b)ξcδba +
(

− i+ 2
(

λ6 − λ4

)

− i
(

λ2 + λ8

)

)

ε(b)ξbδca = 0.

Рассуждая так же, как в теореме 1, получим

λ10 + λ11 = 0; λ6 − λ4 = 0; λ9 − λ12 =
1

2
; λ2 + λ8 = −

1

2
.

Для ковариантного постоянства метрики g необходимо и достаточно выполнение условий (20)
и λ1 = λ3 = 0. Объединяя полученные уравнения и записывая только линейно независимые
уравнения, получаем

λ1 = λ3 = λ2 + λ9 = λ6 − λ4 = λ4 − λ11 = λ10 + λ11 = 0; λ2 + λ8 = −
1

2
; λ9 − λ12 =

1

2
.

Эти уравнения задают 4-плоскость почти эрмитовых связностей. Итак, доказана следующая тео-
рема.

Теорема 4. В пространстве A для почти эрмитовых многообразий класса W4 существует
4-плоскость почти эрмитовых связностей.

Теорема 5. В 8-плоскости Π связностей, задающих геометрию Римана—Картана—Вейля,
существует 6-плоскость связностей, для которых ковариантный дифференциал почти ком-
плексной структуры совпадает с ее ковариантным дифференциалом в римановой связности.

Доказательство. Действительно, из (19) следует, что ∆J = ∇J тогда и только тогда, когда
(

λ6 − λ4 + i
(

λ2 + λ8

)

)

ε(b)ξbδca +
(

λ10 + λ11 − i
(

λ9 − λ12

)

)

ε(b)ξcδba = 0.

Рассуждая аналогично доказательству теоремы 1, получаем систему

λ6 − λ4 = 0; λ2 + λ8 = 0; λ10 + λ11 = 0; λ9 − λ12 = 0.

Объединяя ее с системой (20), получаем 6 линейно независимых уравнений

λ4 = λ6; λ11 = λ6; λ10 = −λ6; λ8 = λ9; λ12 = λ9; λ2 = −λ9.
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Эти уравнения задают 6-плоскость. Добавляя к этим уравнениям λ1 = λ3 = 0, получаем 4-плос-
кость связностей, задающих геометрию Римана—Картана, причем ковариантный дифференци-
ал J в них совпадает с ковариантным дифференциалом J в римановой связности. �

7. Отображения пространства аффинных связностей. Пусть на многообразии M зада-
на почти эрмитова структура (J, g). Рассмотрим конформно преобразованную почти эрмитову
структуру (J, g̃ = e2fg), где f — произвольная гладкая функция на многообразии M . Для нее
построим множество связностей по формуле, аналогичной формуле (7):

∆̃XY = ∇̃XY + λ1α̃(X)Y + λ2α̃(Y )X + λ3α̃(JX)Y +

+ λ4α̃(JY )X + λ5α̃(X)JY + λ6α̃(Y )JX + λ7α̃(JX)JY + λ8α̃(JY )JX+

+ λ9g̃(X,Y )ξ + λ10g̃(JX, Y )ξ̃ + λ11g̃(X,Y )Jξ̃ + λ12g̃(JX, Y )Jξ̃, (22)

где λβ, β = 1, . . . , 12, — произвольные вещественные числа, α̃, ξ̃ — форма Ли и вектор Ли преоб-

разованной почти эрмитовой структуры, ∇̃— риманова связность псевдоримановой метрики g̃.
Согласно теореме 1 множество таких связностей является 12-мерным аффинным пространством
в случае α̃ 6= 0 и состоит из одной связности ∇̃ в противном случае. Обозначим полученное
множество связностей Ã.

Зададим отображение σ пространства A в пространство Ã, поставив в соответствие связности
∆ из (7) связность ∆̃ из (22) с теми же значениями λβ, β = 1, . . . , 12. Найдем явное задание этого
отображения.

При конформном преобразовании почти эрмитовой структуры форма Ли и вектор Ли преоб-
разуются по формулам

α̃(X) = α(X) + 2β(X); ξ̃ = e−2f ξ + 2e−2fβ♯, (23)

где β(X) = df(X), β♯ — векторное поле, двойственное форме β, т.е. g(X,β♯) = β(X). Тогда из (22)
и (7) получим

∆̃XY = ∆XY + (1 + 2λ1)β(X)Y + (1 + 2λ2)β(Y )X + (−1 + 2λ9)g(X,Y )β♯+

+ 2λ3β(JX)Y + 2λ4β(JY )X + 2λ5β(X)JY + 2λ6β(Y )JX + 2λ7β(JX)JY +

+ 2λ8β(JY )JX + 2λ10g(JX, Y )β♯ + 2λ11g(X,Y )Jβ♯ + 2λ12g(JX, Y )Jβ♯. (24)

Согласно теореме 2 пространство связностей A не тривиально для классов вида U ⊕ W4, где
U = W1,W2 и т. д., кроме W4. В [7] для римановой метрики g доказано, что для многообра-
зий этих классов с замкнутой (соответственно, точной) формой Ли локально (соответственно,
глобально) существует такое конформное преобразование метрики, что преобразованная почти
эрмитова структура принадлежит классу U . В этих классах согласно той же теореме 2 простран-
ство связностей Ã будет состоять из единственной римановой связности метрики g̃. Например,
для класса (W1 ⊕W4) \W1 для каждого многообразия локально существует (и единственно) та-
кое преобразование метрики (J, g̃), принадлежащее классу W1 (см. [2]). В этом классе форма Ли
тождественно равна нулю, и пространство связностей тривиально. Поэтому интерес представ-
ляет случай, когда аффинное пространство связностей A исходного многообразия является 12-
мерным, а пространство Ã тривиально. Тогда из формул (23) и (24) получаем, что

∆̃XY = ∇XY −
1

2
α(X)Y −

1

2
α(Y )X +

1

2
g(X,Y )ξ. (25)

Согласно (11) тензор неметричности имеет вид

Q(X,Y,Z) = −α(X)g(Y,Z),

а кручение равно нулю. Следовательно, эта связность задает геометрию Римана—Вейля.
Рассмотрим общий случай: обе формы Ли α и α̃ отличны от нуля, A и Ã являются 12-мер-

ными аффинными пространствами, метрики g и g̃ являются псевдоримановыми. В этом случае
отображение σ будет биекцией. Кроме того, из определения этого отображения следует, что оно
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переведет 8-плоскость Π связностей, задающих геометрию Римана—Картана—Вейля, в 8-плос-
кость Π̃, также задающих геометрию Римана—Картана—Вейля, базу Σ— в базу Σ̃, сохраняя слои
расслоения. Следовательно, является морфизмом расслоений.

Заметим, что если в формуле (24) положить

λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = λ7 = λ8 = λ10 = λ11 = λ12 = 0, −λ2 = λ9 =
1

2
,

то получится преобразование, которое рассматривалось в [8] в случае 4-мерного многообразия
с лоренцевой метрикой и было названо расширенным конформным преобразованием.

Выясним, существуют ли инвариантные связности относительно отображения σ. Из (24) сле-
дует, что связности ∆ будет инвариантной тогда и только тогда, когда

(1 + 2λ1)β(X)Y + (1 + 2λ2)β(Y )X + (−1 + 2λ9)g(X,Y )β♯ + 2λ3β(JX)Y +

+ 2λ4β(JY )X + 2λ5β(X)JY + 2λ6β(Y )JX + 2λ7β(JX)JY + 2λ8β(JY )JX+

+ 2λ10g(JX, Y )β♯ + 2λ11g(X,Y )Jβ♯ + 2λ12g(JX, Y )Jβ♯ = 0.

На пространстве расслоения A-реперов получим

(1 + 2λ1)βiδ
k
j + (1 + 2λ2)βjδ

k
i + (−1 + 2λ9)gij(β

♯)k + 2λ3βlJ
l
iδ

k
j+

+ 2λ4βlJ
l
jδ

k
i + 2λ5βiJ

k
j + 2λ6βjJ

k
i + 2λ7βlJ

l
iJ

k
j + 2λ8βlJ

l
jJ

k
i +

+ 2λ10gljJ
l
i (β

♯)k + 2λ11gijJ
k
l (β

♯)l + 2λ12gljJ
l
iJ

k
t (β

♯)t = 0.

Здесь четыре существенные группы равенств (остальные четыре группы получаются из них ком-
плексным сопряжением). При i = a, j = b, k = ĉ получим тривиальное тождество, поэтому
выпишем только оставшиеся три группы:

(1 + 2λ1 − 2λ7 + 2iλ3 + 2iλ5)βaδ
c
b + (1 + 2λ2 − 2λ8 + 2iλ4 + 2iλ6)βbδ

c
a = 0,

(1 + 2λ1 + 2λ7 + 2iλ5 − 2iλ3)ε(a)(β
♯)aδcb + (−1 + 2λ9 + 2λ12 + 2iλ11 − 2iλ10)ε(a)(β

♯)cδab = 0,

(1 + 2λ2 + 2λ8 + 2iλ6 − 2iλ4)ε(b)(β
♯)bδca + (−1 + 2λ9 − 2λ12 + 2iλ10 + 2iλ11)ε(b)(β

♯)cδba = 0.

Пусть функция f , задающая конформное преобразование метрики g, не константа. Так как форма
β и двойственное векторное поле β♯ отличны от нулевых, из последних трех равенств получаем
систему уравнений

1 + 2λ1 − 2λ7 = 0; λ3 + λ5 = 0; 1 + 2λ2 − 2λ8 = 0; λ4 + λ6 = 0;

1 + 2λ1 + 2λ7 = 0; λ3 − λ5 = 0; −1 + 2λ9 + 2λ12 = 0; λ11 − λ10 = 0;

1 + 2λ2 + 2λ8 = 0; λ6 − λ4 = 0; −1 + 2λ9 − 2λ12 = 0; λ11 + λ10 = 0.

Решая эту систему, получаем, что для отображения σ существует единственная инвариантная
связность ∆ (λ1 = λ2 = −λ9 = −1/2, остальные λβ равны нулю):

∆XY = ∇XY −
1

2
α(X)Y −

1

2
α(Y )X +

1

2
g(X,Y )ξ.

Из формулы (15) следует, что эта связность имеет нулевое кручение. Тензор неметричности имеет
вид

Q(X,Y,Z) = −α(X)g(Y,Z).

Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 6. Пусть обе формы Ли исходного и конформно преобразованного почти эрмито-
ва многообразия отличны от тождественного нуля. Тогда существует единственная связ-
ность (7), инвариантная относительно отображения σ. Она задает геометрию Римана—Вей-
ля, и ее форма Вейля с точностью до знака совпадает с формой Ли.

Заметим, что полученная связность совпадает со связностью, которая была получена в случае
тривиального пространства Ã.
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групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой (см. [1, 2]). Некоторые результаты о восста-
новлении (псевдо)римановых метрик и аффинных связностей по заданному тензору кривизны
содержится в статье Й. Микеша и А. Ванжуровой [12], а также в монографии [11].

Основная цель данной работы — изучить вопрос о предписанных значениях оператора секци-
онной кривизны K на трехмерных локально однородных лоренцевых многообразиях.

В отличие от случая римановой метрики, где всегда существует ортонормированный базис,
в котором матрица оператора K диагональна, в лоренцевом случае могут возникнуть различные
случаи, известные как типы Сегре (см. [4]). Возможны следующие варианты:

1. Тип Сегре {111}: K имеет три действительных собственных значения (возможно, совпадаю-
щих), каждому из которых соответствует одномерное собственное подпространство.

2. Тип Сегре {1zz}: K имеет одно действительное и два комплексно сопряженных собственных
значения.

3. Тип Сегре {21}: K имеет два действительных собственных значения (возможно, совпадающих),
первый из которых имеет алгебраическую кратность 2, каждому из которых соответствует
одномерное собственное подпространство.

4. Тип Сегре {3}: K имеет одно действительное собственное значение алгебраической кратности
3 и соответствующее ему одномерное собственное подпространство.

2. Трехмерные однородные лоренцевы многообразия. Пусть (M,g) — трехмерное одно-
родное многообразие с лоренцевой метрикой g сигнатуры (+,+,−). Обозначим через ∇ связность
Леви-Чивиты и через R тензор кривизны, который определим следующим образом:

R(X,Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +∇[X,Y ]Z.

Лоренцева метрика g индуцирует скалярное произведение 〈·, ·〉 на расслоении Λ2M по правилу

〈X1 ∧X2, Y1 ∧ Y2〉 = det(〈Xi, Yi〉).

Тензор кривизны R в любой точке можно рассматривать как оператор K : Λ2M → Λ2M , называ-
емый оператором секционной кривизны и определяемый равенством

〈X ∧ Y,K(Z ∧ T )〉 = R(X,Y,Z, T ).

Исследование операторов кривизны на трехмерных локально однородных лоренцевых много-
образиях основывается на следующей теореме.

Теорема 1 (Дж. Кальварузо, см. [5]). Пусть (M,g) — трехмерное локально однородное ло-
ренцево многообразие. Тогда либо (M,g) является локально симметричным, либо оно локально
изометрично трехмерной группе Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой.

Следующая классификация для трехмерных лоренцевых групп Ли была получена в [3].

Теорема 2. Пусть G— трехмерная группа Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой.
Справедливы следующие утверждения.

1. Если G унимодулярна, то в алгебре Ли группы G существует такой псевдо-ортонормиро-
ванный базис {e1, e2, e3}, что метрическая алгебра Ли группы G содержится в следующем
списке:
(a) случай A1:

[e1, e2] = λ3e3, [e1, e3] = −λ2e2, [e2, e3] = λ1e1,

где e1 времениподобен;
(b) случай A2:

[e1, e2] = (1− λ2)e3 − e2, [e1, e3] = e3 − (1 + λ2)e2, [e2, e3] = λ1e1,

где e3 времениподобен;
(c) случай A3:

[e1, e2] = e1 − λe3, [e1, e3] = −λe2 − e1, [e2, e3] = λ1e1 + e2 + e3,

где e3 времениподобен;
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Таблица 1. Трехмерные унимодулярные алгебры Ли

Алгебра Ли Ограничения на структурные константы
A1 A2 A3 A4

su(2) (+,+,+) − − −
sl(2,R) (+,+,−) λ1 6= 0, λ2 6= 0 λ 6= 0 λ3 6= 0
e(2) (+,+, 0) − − −

e(1, 1) (+,−, 0)
λ1 = 0, λ2 6= 0

или
λ1 6= 0, λ2 = 0

λ = 0 λ3 = 0

h (+, 0, 0) λ1 = 0, λ2 = 0 − −
R

3 (0, 0, 0) − − −

(d) случай A4:

[e1, e2] = λ3e2, [e1, e3] = −βe1 − αe2, [e2, e3] = −αe1 + βe2,

где e1 времениподобен и β 6= 0.
2. Если G не является унимодулярной, то в алгебре Ли группы G существует такой псевдо-

ортонормированный базис {e1, e2, e3}, что метрическая алгебра Ли группы G содержится
в следующем списке:
(a) случай A:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = λ sinϕe1 − µ cosϕe2, [e2, e3] = λ cosϕe1 + µ sinϕe2,

где e3 времениподобен и sinϕ 6= 0, λ+ µ 6= 0, λ > 0, µ > 0;
(a) случай B:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = te1 − se2, [e2, e3] = pe1 + qe2,

с ненулевыми 〈e2, e2〉 = −〈e1, e3〉 = 1 и q 6= t;
(a) случай C1:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = se1 + pe2, [e2, e3] = pe1 + qe2,

где e2 времениподобен и q 6= s;
(a) случай C2:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = qe1 − re2, [e2, e3] = pe1 + qe2,

где e2 времениподобен и q 6= 0, p+ r 6= 0.

Замечание 1. Существуют ровно шесть неизоморфных трехмерных унимодулярных алгебр
Ли и соответствующих им типов унимодулярных трехмерных групп Ли (см. [13]). Все они приве-
дены в таблице 1 вместе с условиями на структурные константы, при которых алгебра Ли имеет
данный тип. Если в таблице 1 на пересечении строки, соответствующей алгебре Ли, и столбца,
соответствующему типу, стоит знак «−», значит, что для данной алгебры Ли невозможен соот-
ветствующий тип базиса. Для случая алгебры Ли A1 указаны только знаки тройки (λ1, λ2, λ3)
с точностью до перестановки и замены знака. Отметим, что подобные базисы также были по-
строены в [5, 8].

Следующий классификационный результат для случая трехмерных лоренцевых локально сим-
метричных пространств был получен в [5].

Теорема 3. Трехмерное локально симметричное многообразие (M,g) локально изометрично
одному из следующих многообразий:

(I) лоренцевой пространственной форме R
3

1
, S3

1
или H

3

1
(с нулевой, положительной или от-

рицательной секционной кривизной соответственно);
(II) прямому произведению R× S

2

1
, R×H

2

1
, S2 × R1 или H

2 × R1;
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(III) многообразию с лоренцевой метрикой g, которое допускает такую локальную систему
координат (u1, u2, u3), что метрический тензор имеет вид

g =





0 0 1
0 ε 0
1 0 f(u2, u3)



 ,

где ε = ±1, f(u2, u3) = u2
2
α+u2β(u3)+ ξ(u3), α ∈ R, β, ξ — произвольные гладкие функции.

3. Трехмерные лоренцевы группы Ли. Далее под «трехмерной лоренцевой группой Ли
(G, g)» будем понимать трехмерную группу Ли G с левоинвариантной лоренцевой метрикой g
и метрической алгеброй Ли g. Теперь мы готовы доказать следующую теорему.

Теорема 4. Трехмерная унимодулярная лоренцева группа Ли (G,A1) с оператором секцион-
ной кривизны K существует тогда и только тогда, когда K имеет тип Сегре {111}, а соб-
ственные значения k1, k2, k3 удовлетворяют одному (или более) из условий:

(i) k1 = k2 = k3 = 0;
(ii) ровно два из k1 + k2, k1 + k3 и k2 + k3 равны нулю;
(iii) (k1 + k2)(k1 + k3)(k2 + k3) < 0.

Доказательство. В рассматриваемом случае матрица оператора секционной кривизны K диаго-
нальна. причем собственные значения k1, k2, k3 действительны и равны

k1 = −
1

4
(λ3 + λ1 − λ2)

2 + λ1(λ1 + λ3),

k2 = −
1

4
(λ1 + λ2 + λ3)

2 + λ2(λ1 + λ2),

k3 = −
1

4
(λ1 + λ2 − λ3)

2 + λ3(λ3 − λ2).

Пусть

µi =
1

2
(−λ1 + λ2 + λ3) + δiλi,

где δ1 = 1, δ2 = δ3 = −1. Тогда

k1 + k2 = −2µ1µ2, k1 + k3 = −2µ1µ3, k2 + k3 = −2µ2µ3.

Предположим, что как минимум два из µi равны нулю. Тогда все три правые части в вышепри-
веденных уравнениях равны нулю, и система имеет единственное решение k1 = k2 = k3 = 0.

Пусть один из µi равен нулю; тогда ровно два из чисел k1 + k2, k1 + k3, k2 + k3 равны нулю.
Предположим, что µi 6= 0; тогда

µ2

i = −
1

2

(k1 + k2)(k1 + k3)(k2 + k3)

(k1 + k2 + k3 − ki)2
,

и система разрешима тогда и только тогда, когда

(k1 + k2)(k1 + k3)(k2 + k3) < 0. �

Теорема 5. Трехмерная унимодулярная лоренцева группа Ли (G,A2) с оператором секцион-
ной кривизны K существует тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

(i) K имеет тип Сегре {111} с собственными значениями k1 = −k2 = −k3 > 0 с точностью
до переобозначения;

(ii) K имеет тип Сегре {12} с собственными значениями
(a) k1 = k2 = 0 или
(b) k2 < 0.
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Доказательство. В рассматриваемом случае матрица оператора секционной кривизны K имеет
вид

K =





3

4
λ2

1
− λ1λ2 0 0
0 2λ2 − λ1 −

1

4
λ2

1
2λ2 − λ1

0 −2λ2 + λ1 −2λ2 + λ1 −
1

4
λ2

1



 .

Если λ1 = 2λ2, то матрица диагонализируема с собственными значениями k1 = −k2 = −k3 > 0.
Иначе, матрица оператора K имеет следующую жорданову форму:

K =





−λ1λ2 +
3

4
λ2

1
0 0

0 −1

4
λ2

1
1

0 0 −1

4
λ2

1



 ,

и собственные значения равны

k1 = −λ1λ2 +
3

4
λ2

1, k2 = −
1

4
λ2

1 6 0.

Если k2 = 0, то λ1 = 0 и все собственные значения равны нулю.
Предположим, что k2 < 0; тогда λ1 = ±2

√
−k2. Выражая λ2, получаем

λ2 = ∓
k1 + 3k2

2
√
−k2

. �

Теорема 6. Трехмерная унимодулярная лоренцева группа Ли (G,A3) с оператором секцион-
ной кривизны K существует тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

(i) K имеет тип Сегре {21} с собственными значениями k1 = k2 = 0;
(ii) K имеет тип Сегре {3} с собственным значением k1 < 0.

Доказательство. В данном случае матрица оператора секционной кривизны K имеет вид

K =





−1

4
λ2 λ −λ
λ 2− 1

4
λ2 −2

λ 2 −2− 1

4
λ2





с совпадающими собственными значениями равными −λ2/4 6 0. Если λ = 0, то K имеет тип
Сегре {21} и k1 = k2 = 0. Если λ 6= 0, то K имеет тип Сегре {3} и k1 < 0. �

Теорема 7. Трехмерная унимодулярная лоренцева группа Ли (G,A4) с оператором секцион-
ной кривизны K существует тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

(i) K имеет тип Сегре {111} и k1 = k2 = −k3 < 0 с точностью до переобозначения;
(ii) K имеет тип Сегре {zz1} и k1 + k2 < 0.

Доказательство. В данном случае оператор K имеет собственные значения

k1 = k2 = −β2 −
1

4
λ2

3 ± iβ(2α − λ3), k3 = −λ3α+
3

4
λ2

3 + β2,

где i— мнимая единица.
Пусть x = −β2 − λ2

3
/4 < 0 и y = β(2α − λ3); тогда k1 = k2 = x+ iy. Если λ3 = 2α, то

k3 = α2 + β2 > 0, x = −α2 − β2 < 0, y = 0.

Следовательно, k1 = k2 = −k3 < 0, и собственные значения действительны.
Предположим, что λ3 6= 2α; тогда

β =
y

2α− λ3

6= 0, k3 + x = −λ3α+
1

2
λ2

3.

Если λ3 = 0, то

k3 = β2, x = −β2, y = 2αβ.
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Иначе λ3 6= 0 и k3 + x 6= 0. Тогда

α =
λ2

3
− 2k3 − 2x

2λ3

, λ3 = ±2|k3 + x|

√
−x

√

(k3 + x)2 + y2
. �

Теорема 8. Трехмерная неунимодулярная лоренцева группа Ли (G,A) с оператором секци-
онной кривизны K существует тогда и только тогда, когда K имеет тип Сегре {111}, и соб-
ственные значения k1, k2, k3 удовлетворяют одному (или более) из следующих условий:

(i) k1 = k2 = k3 > 0;

(ii) k1k3 6 k2
2
<

(

k1 + k3
2

)

2

и k2 <
k1 + k3

2
с точностью до переобозначения.

Доказательство. В данном случае матрица оператора секционной кривизны K диагонализируема
с действительными собственными значениями k1, k2, k3 равными

k1 = −
1

4
(λ+ µ)2 cos2 ϕ+ λ2, k2 = −

1

4
(λ+ µ)2 cos2 ϕ+ µλ, k3 = −

1

4
(λ+ µ)2 cos2 ϕ+ µ2. (1)

Отметим, что k1 − 2k2 + k3 = (λ − µ)2 > 0. Если выполняется равенство нулю, то λ = µ 6= 0
и k1 = k2 = k3 = λ2 sin2 ϕ > 0.

Предположим, что k1 − 2k2 + k3 > 0 и λ 6= µ. Рассмотрим разности

k1 − k2 = λ(λ− µ), k1 − k3 = (λ− µ)(λ+ µ) 6= 0, k3 − k2 = µ(µ− λ).

В силу условий λ > 0, µ > 0 система имеет решение

λ =
|k1 − k2|√

k1 − 2k2 + k3
, µ =

|k2 − k3|√
k1 − 2k2 + k3

.

Подставляя данное решение назад в (1), получаем

0 6 cos2 ϕ = 4
k2
2
− k1k3

(k1 − k3)2
< 1.

Тогда необходимо k2
2
− k1k3 > 0 и (k1 + k3)

2 − 4k2
2
> 0. �

Теорема 9. Трехмерная неунимодулярная лоренцева группа Ли (G,B) с оператором секцион-
ной кривизны K существует тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

(i) K имеет тип Сегре {111} и k1 = −3k2 = −3k3 > 0 с точностью до переобозначения;
(ii) K имеет тип Сегре {12} и k1 = −3k2 > 0.

Доказательство. В данном случае матрица оператора секционной кривизны K имеет вид

K =





−1

4
s2 qs ps− q2 − qt
0 3

4
s2 −qs

0 0 −1

4
s2



 .

Если s = q = 0 или s = 0, q = −t, то матрица оператора K тривиальна.
Если ps− qt = 0, то матрица оператора секционной кривизны K имеет тип Сегре {111} с соб-

ственными значениями k1 = 3s2/4, k2 = k3 = −s2/4.
Иначе, матрица оператора K имеет тип Сегре {12} с собственными значениями k1 = 3s2/4,

k2 = −s2/4. �

Теорема 10. Трехмерная неунимодулярная лоренцева группа Ли (G, C1) с оператором сек-
ционной кривизны K существует тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих
условий:

(i) K имеет тип Сегре {111} с собственными значениями k2 6 0, k3 6 0, k2
2
+ k2

3
> 0,

|k1| 6
√
k2k3 с точностью до переобозначения;

(ii) K имеет тип Сегре {1zz}, причем |k1| 6 −
k2 + k3

2
.
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Доказательство. В данном случае матрица оператора секционной кривизны K диагонализируе-
ма, а ее собственные значения k1, k2, k3 равны

k17 = qs,

k2 = −
1

2
q2 −

1

2
s2 +

1

2
|q + s|

√

(q − s)2 − 4p2,

k3 = −
1

2
q2 −

1

2
s2 −

1

2
|q + s|

√

(q − s)2 − 4p2.

(2)

Рассмотрим величину k2k3 − k2
1
= (q + s)2p2 > 0. Если выполняется равенство нулю, то

p = 0, s = ±
√

−k2, q = ±
√

−k3, k1 = qs или q = −s, k1 = k2 = k3 = −s2 < 0.

В противном случае

k2k3 − k2
1
> 0, p2 =

k2k3 − k2
1

(q + s)2
.

Далее рассмотрим систему

k1 = qs, k2 + k3 = −q2 − s2 < 0,

имеющую решение

s = ±
1

2

√

2
√

(k2 + k3)2 − 4k2
1
− 2(k2 + k3), q =

k1
s
,

с необходимым условием (k2 + k3)
2 − 4k2

1
> 0.

Отметим, что даже если k2, k3 — комплексно сопряженные собственные значения, то k2k3 и k2+
k3 действительны. �

Теорема 11. Трехмерная неунимодулярная лоренцева группа Ли (G, C2) с оператором сек-
ционной кривизны K существует тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих
условий:

(i) K имеет тип Сегре {111} с собственными значениями

∣

∣

∣

∣

k2 + k3
2

∣

∣

∣

∣

< −k1 с точностью до
переобозначения;

(ii) K имеет тип Сегре {1zz}, причем

∣

∣

∣

∣

k2 + k3
2

∣

∣

∣

∣

< −k1.

Доказательство. В данном случае матрица оператора секционной кривизны K диагонализируема
с собственными значениями k1, k2, k3 равными

k1 = −q2 −
1

4
(p+ r)2 < 0,

k2 =
1

4
(p+ r)2 − q2 +

1

2
|p+ r|

√

(p− r)2 − 4q2,

k3 =
1

4
(p+ r)2 − q2 −

1

2
|p+ r|

√

(p− r)2 − 4q2.

Имеем

k2 + k3 + 2k1 = −4q2 < 0 ⇒ q = ±
1

2

√

−k2 − k3 − 2k1.

Пусть x = p+ r 6= 0, y = p− r. Тогда

x2 = k2 + k3 − 2k1 > 0, 4k21 − 4k2k3 = y2x2 > 0.

Данная система имеет решение

x = ±
√

k2 + k3 − 2k1, y = ±2

√

k2
1
− k2k3√

k2 + k3 − 2k1
.

Отметим, что даже если k2, k3 — комплексно сопряженные собственные значения, то k2k3 и k2+k3
действительны. �
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4. Трехмерные локально симметричные лоренцевы многообразия. Теорема 3 позво-
ляет разделить задачу изучения оператора секционной кривизны трехмерных локально симмет-
ричных лоренцевых многообразий на три подзадачи. В то же время, очевидно, что оператор
секционной кривизны K диагонализируем для лоренцевых многообразий постоянной секционной
кривизны R

3

1
, S3

1
и H

3

1
(т.е. K имеет тип Сегре {111}) и K имеет три совпадающих собственных

значения (равных нулю, положительных или отрицательных соответственно).
В случае прямых произведений (случай (II) теоремы 3) оператор секционной кривизны K имеет

тип Сегре {111} с двумя равными нулю и третьим ненулевым собственными значениями.
В случае (III) теоремы 3 матрица оператора секционной кривизны имеет вид

K =





0 0 α/ε
0 0 0
0 0 0



 .

Тогда либо оператор секционной кривизны K имеет тип Сегре {111} с собственными значениями
k1 = k2 = k3 = 0 для α = 0; либо K имеет тип Сегре {12} с k1 = k2 = 0 для α 6= 0. Следовательно,
справедлива следующая теорема.

Теорема 12. Трехмерное лоренцево локально симметричное многообразие с оператором сек-
ционной кривизны K существует тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих
условий:

(i) K имеет тип Сегре {111} с равными собственными значениями;
(ii) K имеет тип Сегре {111} с двумя нулевыми и третьим ненулевым собственными значе-

ниями;
(iii) K имеет тип Сегре {12} с нулевыми собственными значениями.

5. Оператор секционной кривизны на трехмерных локально однородных лоренце-

вых многообразиях. В данном разделе, используя результаты предыдущих разделов, мы опре-
делим возможный вид оператора секционной кривизны на трехмерных локально однородных
лоренцевых многообразиях. Начнем со случая недиагонализируемого оператора секционной кри-
визны.

Теорема 13. Трехмерное локально однородное лоренцево многообразие (M,g) с недиагонали-
зируемым оператором секционной кривизны K существует тогда и только тогда, когда K удо-
влетворяет одному из следующих условий:

(i) K имеет тип Сегре {12} и
(a) оба собственных значения равны нулю или
(b) k2 < 0;

(ii) K имеет тип Сегре {3} с отрицательным собственным значением;
(iii) K имеет тип Сегре {1zz} и

(a) комплексно сопряженные собственные значения имеют отрицательную действитель-
ную часть, или

(b) 0 6
k2 + k3

2
< −k1.

Доказательство. Тип Сегре {12} возможен только для трехмерных лоренцевых групп Ли
(G,A2), (G,A3) or (G,B) и для лоренцева локально симметричного пространства из теоремы 3
(случай (III)). Тогда случай (i) теоремы 13 следует из теорем 5, 6, 9 и 12.

Среди всех вариантов, перечисленных выше, тип Сегре {3} возможен только для трехмерной
группы Ли (G,A3). Тогда из теоремы 6 следует случай (ii) данной теоремы.

Если K имеет тип Сегре {1zz}, то (M,g) локально изометрично трехмерной лоренцевой груп-
пе Ли (G,A4), (G, C1) или (G, C2). Тогда случай (iii) данной теоремы следует из теорем 7, 10 и 11.
�

Следующая теорема является следствием результатов предыдущих разделов.
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Теорема 14. Трехмерное локально однородное лоренцево многообразие (M,g) с недиагонали-
зируемым оператором секционной кривизны K с типом Сегре {111} существует тогда и только
тогда, когда собственные значения k1, k2, k3 удовлетворяют одному (или более) из следующих
условий:

(i) все собственные значения равны друг другу ;
(ii) два собственных значения равны нулю, а третье ненулевое;
(iii) ровно два из чисел k1 + k2, k1 + k3 и k2 + k3 равны нулю;
(iv) (k1 + k2)(k1 + k3)(k2 + k3) < 0;
(v) с точностью до переобозначения

k2k3 6 k21 <

(

k2 + k3
2

)2

и k1 <
k2 + k3

2
;

(vi) с точностью до переобозначения

k2 < 0, k3 < 0, |k1| 6
√

k2k3;

(vii) с точностью до переобозначения

k1 < −

∣

∣

∣

∣

k2 + k3
2

∣

∣

∣

∣

.
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Аннотация. Геликоид Дини — поверхность, полученная винтовым движением трактрисы. В ра-

боте рассматриваются различные аналоги геликоида Дини в трехмерном пространстве Минков-

ского. В качестве профилей берутся нетривиальные псевдоевклидовы аналоги трактрисы, от-

личные от псевдоевклидовых окружностей. Показано, что на аналогах геликоида Дини в псев-

доевклидовом пространстве индуцируется либо метрика плоскости Лобачевского, либо метрика

плоскости де Ситтера, либо вырожденная метрика.

Ключевые слова: плоскость Лобачевского, плоскость де Ситтера, геликоид Дини.

ON DINI HELICOIDS IN THE MINKOWSKI SPACE

c© 2020 A. V. KOSTIN

Abstract. The Dini helicoid is a surface obtained by screw motion of the tractrix. In this paper, we

consider various analogs of the Dini helicoid in the three-dimensional Minkowski space. As profiles, we

take nontrivial pseudo-Euclidean analogs of the tractrix different from pseudo-Euclidean circles. We

prove that on analogs of the Dini helicoid in a the pseudo-Euclidean space, one of the following metrics

is induced: the metric of the Lobachevsky plane, the metric of the de Sitter plane, or the degenerate

metric.
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1. Предварительные сведения. Напомним, что трактрисой называется линия, обладаю-
щая постоянным отрезком касательной до некоторой фиксированной прямой. Геликоидом Дини
(см. [7]) называется поверхность, полученная винтовым движением трактрисы (см. рис. 1):















x = a sinu cos v,

y = a sinu sin v,

z = a
(

cos u+ ln
(

tg
u

2

))

+ b · v.

(1)

Если меридиан поверхности вращения постоянной кривизны пространства Минковского вы-
ражается с помощью элементарных функций, то он обладает постоянным отрезком касатель-
ной. Это свойство меридиана аналогично свойству меридиана поверхностей вращения постоян-
ной кривизны в евклидовом пространстве. Интегрируемый в элементарных функциях меридиан
поверхности вращения постоянной отрицательной кривизны евклидова пространства является
трактрисой, постоянной положительной кривизны — окружностью. Трактриса обладает посто-
янным вещественным отрезком касательной до базы, окружность — постоянным мнимым отрез-
ком касательной до изотропной прямой, проходящей через центр окружности. В пространстве
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Рис. 1. Геликоид Дини

Минковского кроме окружностей с точностью до антидвижения есть еще два типа трактрис.
Вид их представлен на рис. 2 и 3. Модуль отрезка касательной до оси абсцисс в стандартной
псевдоевклидовой метрике ds2 = (dx1)

2 − (dx2)
2 на обоих рисунках равен единице.

Если параметр такой трактрисы равен a, то ее можно задать следующими параметрическими
уравнениями:

{

x1 = a
(

sh t− arctg(sh t)
)

,

x2 = a ch t.
(2)

Каждая ветвь этой трактрисы имеет изотропную асимптоту.
Другой вид трактрис может быть параметрически задан следующим образом:











x1 = a

(

ln

(

th
t

2

)

+ ch t

)

,

x2 = a sh t.

(3)

Длина отрезка касательной до оси вращения в метрике ds2 = −(dx1)2+(dx2)2 у первой кривой
равна a, у второй —−a · i. При вращении их также образуются поверхности постоянной кривизны
с метрикой

ds2 = a2
(du1)2 ± (du2)2

(u2)2
.

Касательная прямая и ось вращения для первой трактрисы являются прямыми разных типов,
для второй трактрисы — прямыми одного типа.

Гауссову кривизну поверхности с невырожденной метрикой в трехмерном пространстве Мин-
ковского будем определять по формуле K = εh/g, где g, h— дискриминанты первой и второй
квадратичных форм соответственно, а ε = n

2 = − sign g. Дифференциальная геометрия кривых
и поверхностей трехмерного пространства Минковского изложена в работе [11]. Поверхностям
вращения в этом пространстве посвящена работа [5]. Поверхности вращения эволют рассмат-
риваемых в данной работе трактрис (см. [3]) имеют нулевую среднюю кривизну, как и соответ-
ствующая поверхность в евклидовом пространстве. Поверхности такого типа в псевдоевклидовом
пространстве рассматриваются в работах [4, 12].

2. Геликоиды Дини в пространстве Минковского. Винтовыми движениями меридианов
поверхностей вращения постоянной кривизны пространства Минковского можно получить раз-
личные аналоги геликоида Дини. Разберем несколько примеров. Всюду в данной работе будем
для определенности предполагать, что a > 0, b > 0.
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Рис. 2. Псевдоевклидова трактриса (2),
у которой база и касательная являются пря-

мыми разных типов
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Рис. 3. Псевдоевклидова трактриса (3),
у которой база и касательная являются пря-

мыми одного типа

Вначале коснемся геликоида, полученного эллиптическим винтовым движением трактрисы (2).

Теорема 1. В трехмерном пространстве Минковского с метрикой ds2 = dx2 + dy2 − dz2

рассмотрим поверхность










x = a ch u cos v,

y = a ch u sin v,

z = a
(

shu− arctg(shu)
)

+ b · v

(4)

(см. рис. 4). На поверхности (4) реализуется один из трех следующих вариантов:

(1) при a > b локально реализуется геометрия Лобачевского;
(2) при a < b локально реализуется геометрия плоскости де Ситтера;
(3) при a = b реализуется геометрия с вырожденной метрикой.

Доказательство. Поверхность (4) получена эллиптическим винтовым движением с осью Oz трак-
трисы, у которой касательная имеет вещественную длину, а база — мнимую. Первая квадратичная
форма этой поверхности имеет следующий вид:

I = a2 th2 u du2 − 2ab thu shu du dv + (a2 ch2 u− b2) dv2.

Дискриминант этой формы равен a2 sh2 u(a2 − b2). При a > b метрика поверхности будет поло-
жительно определенной. Рассмотрим сначала этот случай. Орт нормали поверхности при a > b
будет иметь следующие координаты:

n =

(

a shu cos v − b sin v
√
a2 − b2

,
a shu sin v + b cos v

√
a2 − b2

,
a chu

√
a2 − b2

)

.

Вторая квадратичная форма поверхности имеет вид

II = −
a2 thu

√
a2 − b2

du2 +
2ab shu
√
a2 − b2

du dv −
a2 shu ch v
√
a2 − b2

dv2.

Гауссова кривизна дефинитной метрики поверхности трехмерного пространства Минковского
удовлетворяет условию K = −h/g, где g, h— дискриминанты первой и второй квадратичных
форм соответственно. Кривизна поверхности в данном случае постоянна и равна −1/(a2 − b2).

Подсчитаем геодезическую кривизну винтовых линий на этой поверхности. Имеем:

kg =
a chu

√
a2 − b2

√

a2 ch2 u− b2
.

Геодезическая кривизна при всех значениях параметра u больше 1/R, где R =
√
a2 − b2, по-

этому винтовые орбиты во внутренней геометрии поверхности являются окружностями. Ребру
поверхности соответствует значение u = 0. Геодезическая кривизна ребра равна a/(a2 − b2).
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Рис. 4. Геликоид, полученный эллиптиче-
ским винтовым движением трактрисы (2)

Рис. 5. «Полная» псевдосфера

Отсюда следует, что поверхность (4) изометрично накрывает плоскость Лобачевского кривиз-

ны K = −
1

a2 − b2
, из которой вырезан круг радиуса r =

√
a2 − b2 arcth

a
√
a2 − b2

. При b 6= 0

трактрисы, как и при b = 0, являются линиями кривизны на поверхности, но уже не играют
роль прямых во внутренней геометрии поверхности, и, вообще, перестают быть линиями посто-
янной кривизны. Ортогональные траектории трактрис, как и в евклидовом случае, являются
сферическими кривыми — в данном случае кривыми на сфере вещественного радиуса трехмер-
ного пространства Минковского — и образуют второе семейство линий кривизны на поверхности.

При a < b на поверхности (4) индуцируется индефинитная метрика. Орт нормали будет иметь
следующий вид:

n =

(

a shu cos v − b sin v
√
b2 − a2

,
a shu sin v + b cos v

√
b2 − a2

,
a chu

√
b2 − a2

)

.

Квадрат орта нормали поверхности в этом случае равен единице. Гауссова кривизна поверхно-
сти будет определяться по формуле K = h/g. Формально ее значение будет иметь тот же вид:
K = −1/(a2 − b2), но кривизна метрики будет положительной. То есть, при a < b на поверх-
ности (4) индуцируется метрика идеальной области плоскости Лобачевского, или метрика де
Ситтера. При a = b на поверхности индуцируется вырожденная метрика. Таким образом, в за-
висимости от скорости трансляции при эллиптическом винтовом движении этой трактрисы мы
получим три различные геометрии. Доказательство теоремы завершено. �

Следствие 1. Как видно из доказательства теоремы, геометрии геликоида Дини (1) и по-
верхности (4) согласуются (т.е. одна поверхность является продолжением другой) только при
b = 0 (см. [1]). Случай b = 0 изображен ниже на рис. 5. В этом случае поверхность, составлен-
ная из одной полости псевдосферы Бельтрами—Миндинга и ее псевдоевклидова продолжения,
будет глобально изометрична поверхности вращения прямой вокруг параллельной ей прямой
в трехмерном гиперболическом пространстве (см. [2]).

Рассмотрим теперь геликоид, полученный гиперболическим винтовым движением трактри-
сы (2). Оказывается, что вне зависимости от значения параметра b на нем реализуется локально
геометрия постоянной кривизны с индефинитной метрикой.
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Теорема 2. В трехмерном пространстве Минковского с метрикой ds2 = dx2 + dy2 − dz2

рассмотрим поверхность










x = a
(

shu− arctg(shu) + b · v
)

,

y = a ch u sh v,

z = a ch u ch v.

(5)

На поверхности (5) локально реализуется геометрия плоскости де Ситтера (геометрия по-
стоянной положительной кривизны с индефинитной метрикой). При b 6= 0 винтовые линии
во внутренней геометрии представляют собой эквидистанты эллиптической прямой плоско-
сти де Ситтера. При b = 0 (чистое гиперболическое вращение) орбиты точек во внутренней
геометрии представляют собой орициклы.

Доказательство. Отметим, что поверхность из формулировки теоремы получена гиперболиче-
ским винтовым движением, т.е. гиперболическим вращением с осью Ox и переносом вдоль этой
оси трактрисы (2).

При b = 0 имеем чистое вращение. В этом случае на поверхности индуцируется индефинитная
метрика постоянной положительной кривизны 1/a2. Покажем, что и в общем случае ситуация
будет аналогичной, отличающейся лишь величиной кривизны.

Первая квадратичная форма поверхности (5) имеет вид:

I = −a2 th2 u du2 + 2ab th u shu du dv + (a2 ch2 u+ b2) dv2.

Поверхность (5) допускает однопараметрическую группу изометрий и может быть изометрично
отображена на поверхность вращения, параллелями которой будут орбиты однопараметрической
группы. Орт нормали поверхности имеет следующие координаты:

n =

(

a chu
√
a2 + b2

,
a shu sh v − b ch v

√
a2 + b2

,
a shu ch v − b sh v

√
a2 + b2

)

.

Найдя вторую квадратичную форму поверхности, убедимся, что кривизна поверхности посто-
янна. Действительно,

II =
a2 thu

√
a2 + b2

du2 −
2ab shu
√
a2 + b2

du dv −
a2 shu ch v
√
a2 + b2

dv2.

Отсюда, учитывая выражение гауссовой кривизны поверхности с индефинитной метрикой через
дискриминанты первой и второй квадратичных форм, получим:

K =
h

g
=

1

a2 + b2
.

Таким образом, на винтовой поверхности (5) также индуцируется метрика плоскости де Ситтера,
или метрика идеальной области плоскости Лобачевского. Зависимость между кривизной и ско-
ростью трансляции вдоль оси Oz такая же, как у геликоида Дини в евклидовом пространстве.
Кривизна его равна −1/(a2 + b2). Ребро геликоида Дини при b 6= 0 во внутренней геометрии
поверхности является эквидистантой, как, впрочем, и все остальные винтовые линии, являю-
щиеся орбитами точек евклидовой трактрисы. Параметр эквидистанты при удалении от ребра
уменьшается. В соответствии с этим при удалении от ребра (при стремлении u к бесконечности)
геодезическая кривизна орбиты стремится к нулю. Под геодезической кривизной кривой в данной
работе всюду понимается модуль проекции вектора кривизны на касательную плоскость.

Вернемся к поверхности (5). Найдем геодезическую кривизну винтовых линий на этой поверх-
ности. Имеем:

kg =
a chu

√
a2 + b2

√

a2 ch2 u+ b2
.

Ребру поверхности соответствует значение u = 0. Для этого значения kg = a/(a2 + b2) < 1/R, где

R =
√
a2 + b2. То есть, как и для геликоида Дини, при ненулевой скорости трансляции граничный

орицикл превращается в эквидистанту. В данном случае это будет эквидистанта эллиптической
прямой плоскости де Ситтера. Кривизна эквидистанты эллиптической прямой, удаленной от нее
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на расстояние h · i, будет равна
1

R
th

h

R
, если кривизна плоскости де Ситтера равна 1/R2. Отсю-

да следует, что в индуцированной на винтовой поверхности (5) геометрии плоскости де Ситтера

граничное ребро удалено от эллиптической прямой на расстояние i
√
a2 + b2 arth

a
√
a2 + b2

. Сле-

дует отметить, что самой эллиптической прямой среди винтовых орбит нет. Данная винтовая
поверхность вообще не содержит ни одной полной прямой эллиптического, гиперболического или
изотропного типа. �

Замечание 1. Теорема Бура (см. [6]) гласит, что любая винтовая поверхность в евклидовом
пространстве изометрична поверхности вращения. Аналогам этой теоремы в псевдоевклидовом
пространстве посвящены работы (cм. [8–10]). Для каждой из рассматриваемых в данной работе
винтовых поверхностей можно построить изометричную поверхность вращения. Покажем это на
примере поверхности (5).

Доказательство. Зададим в плоскости Oxz меридиан:










x =

∫

√

R2(1 +B2)− z2

R2B2 − z2
dz, z2 > R2(1 +B2),

y = 0.

(6)

Рассмотрим гиперболическое вращение этой кривой вокруг оси Ox. После введения псевдоевкли-
довых цилиндрических координат

x = x(ρ), y = ρ shϕ, z = ρ chϕ.

Индуцированная на поверхности вращения метрика примет вид

ds2 =
(

(

x′ρ
)

2
− 1

)

dρ2 + ρ2dϕ2.

В данном случае получим:

ds2 =
R2

R2B2 − ρ2
dρ2 + ρ2dϕ2.

Введем на поверхности новые координаты:

ρ = RB ch
r

R
, ϕ =

ω

RB
.

Тогда метрика на поверхности примет вид

ds2 = −dr2 + ch2
r

R
dω2.

Подставив в эту формулу значение R =
√
a2 + b2, получим:

ds2 = −dr2 + ch2
r

√
a2 + b2

dω2.

Меридианы поверхности имеют мнимую длину, параллели — вещественную. Параллели представ-
ляют собой семейство эквидистант эллиптической прямой, меридианы — пучок гиперболических
прямых, ортогональных этой эллиптической прямой и всем ее эквидистантам. Именно на такую
поверхность глобально изометрично отображается поверхность (5) при b 6= 0. �

Перейдем к рассмотрению винтовых движений трактрисы (3).

Теорема 3. Рассмотрим геликоид, полученный эллиптическим винтовым движением трак-
трисы (3) в пространстве Минковского (см. рис. 7):















x = a shu cos v,

y = a shu sin v,

z = a
(

ln
(

th
u

2

)

+ chu
)

+ b · v.

При всех значениях параметра b данная поверхность несет на себе локальную геометрию плос-
кости де Ситтера.
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Рис. 6. Геликоид, полученный
винтовым гиперболическим

движением трактрисы (2)

Рис. 7. Геликоид, получен-
ный винтовым эллиптическим

движением трактрисы (3)

Рис. 8. Геликоид, полученный
винтовым гиперболическим

движением трактрисы (3)

Доказательство. Первая квадратичная форма поверхности имеет вид:

I = −a2 cth2 u du2 − 2ab cth u ch u du dv + (a2 sh2 u− b2) dv2.

Дискриминант этой формы равен −a2 ch2 u(a2+b2). Метрика поверхности индефинитна. Для вы-
числения кривизны найдем вторую квадратичную форму. Орт псевдоевклидовой нормали имеет
такие координаты:

n =

(

a ch u cos v − b sin v
√
a2 + b2

,
a chu sin v + b cos v

√
a2 + b2

,
a shu

√
a2 + b2

)

.

Вторая квадратичная форма поверхности имеет вид

II =
a2 cth2 u

a2 + b2
du2 +

2ab ch u
√
a2 + b2

du dv −
a2 shu ch v
√
a2 + b2

dv2.

Отсюда следует, что кривизна поверхности постоянна и равна 1/(a2 + b2). �

В заключение рассмотрим гиперболическое винтовое движение трактрисы (3). Оказывается,
что эта ситуация близка к ситуации, описанной в теореме 1.

Теорема 4. Зададим в пространстве Минковского следующую поверхность — геликоид, по-
лученный гиперболическим винтовым движением трактрисы (3) (см. рис. 8):















x = a ln
(

th
u

2

)

+ chu+ b · v,

y = a shu sh v,

z = a shu ch v.

Возможен один из следующих трех случаев:

(1) при a > b реализуется геометрия плоскости Лобачевского;
(2) при a < b реализуется геометрия плоскости де Ситтера;
(3) при a = b реализуется геометрия с вырожденной метрикой.

Доказательство. Если b = 0, то получим чистое гиперболическое вращение трактрисы (3). На по-
верхности в этом случае индуцируется метрика плоскости Лобачевского. Меридианы поверхно-
сти образуют пучок параллельных прямых этой плоскости, параллели — пучок ортогональных
им орициклов. Поверхность глобально изометрична плоскости Лобачевского. Рассмотрим случай
общего винтового движения. Первая квадратичная форма поверхности имеет такой вид:

I = a2 cth2 u du2 + 2ab cth u ch u du dv + (a2 sh2 u+ b2)dv2.
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Дискриминант этой формы равен a2 ch2 u(a2 − b2). При a > b метрика на поверхности будет
положительно определенной. Орт псевдоевклидовой нормали будет иметь такие координаты:

n =

(

a shu
√
a2 − b2

,
a ch u sin v − b ch v

√
a2 − b2

,
a ch u ch v − b sh v

√
a2 − b2

)

.

Вторая квадратичная форма поверхности имеет вид:

II = −
a2 cth2 u
√
a2 − b2

du2 −
2ab ch u
√
a2 − b2

du dv −
a2 shu ch v
√
a2 − b2

dv2.

Отсюда следует, что в данном случае кривизна поверхности также постоянна и равна
−1/(a2 − b2).

Подсчитаем геодезическую кривизну винтовых линий на этой поверхности. Имеем:

kg =
a shu

√
a2 − b2

√

a2 sh2 u+ b2
.

Геодезическая кривизна меньше, чем 1/
√
a2 − b2, поэтому винтовые линии во внутренней гео-

метрии являются эквидистантами. Одно семейство линий кривизны образуют трактрисы, второе
семейство — ортогональные им сферические кривые. Трактрисы при b 6= 0 перестают быть гео-
дезическими во внутренней геометрии поверхности.

При a = b метрика на поверхности становится вырожденной, при a < b метрика становится
индефинитной. Таким образом, в последнем случае на поверхности опять индуцируется метрика
де Ситтера, поскольку кривизна поверхности остается постоянной. �
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7. Dini U. Sur les surface à courbure constante négative et les surfaces applicables sur les surfaces à aire
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8. Güler E., Vanli A. T. Bour’s theorem in Minkowski 3-space// J. Math. Kyoto Univ. — 2006. — 46, № 1.
— P. 47–63.

9. Ikawa T. Bour’s theorem in Minkowski geometry// Tokyo J. Math. — 2001. — 24, № 2. — P. 377–394.

10. Ji F., Kim Y. H. Isometries between minimal helicoidal surfaces and rotation surfaces in Minkowski space//
Appl. Math. Comput. — 2013. — 220. — P. 1–11.

11. Lopez R. Differential geometry of curves and surfaces in Lorentz–Minkowski space// Int. Electron. J. Geom.
— 2014. — 7, № 1. — P. 44–107.

12. Lopez R., Kaya S. New examples of maximal surfaces in Lorentz–Minkowski space// Kyushu J. Math. —
2017. — 71, № 2. — P. 311–327.

Костин Андрей Викторович
Казанский (Приволжский) федеральный университет, Елабужский институт, Елабуга
E-mail: kostin_andrei@mail.ru



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.

Тематические обзоры.

Том 180 (2020). С. 58–65

DOI: 10.36535/0233-6723-2020-180-58-65

УДК 514.75

ЛИНЕЙНЫЕ РЕПЕРЫ КАК ОРБИТЫ ПРОЕКТИВНЫХ РЕПЕРОВ
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Аннотация. Рассматривается многомерное проективное пространство с выделенной точкой

(центром). На многообразии проективных реперов данного пространства, адаптированных цен-

тру, определено действие стабилизатора центра в группе проективных преобразований. Показано,

что линейные реперы, т.е. базисы касательного векторного пространства к проективному про-

странству в его центре, можно отождествить с орбитами адаптированных проективных реперов

по действию ядра эпиморфизма групп Ли, сопоставляющего каждому преобразованию из стаби-

лизатора его дифференциал в центре. При помощи многомерного обобщения теоремы Дезарга

получен критерий принадлежности двух адаптированных проективных реперов одной орбите.

Ключевые слова: проективное пространство, проективный репер, линейный репер, простран-

ство орбит, теорема Дезарга.

LINEAR FRAMES AS ORBITS OF PROJECTIVE FRAMES

c© 2020 A. V. KULESHOV

Abstract. A multidimensional projective space with a marked point (center) is considered. On the

manifold of projective frames of the given space that are adapted to the center, the action of the

stabilizer of the center of the group of projective transformations is defined. We prove that linear

frames, i.e., bases of the tangent vector space of the projective space at its center, can be identified

with orbits of the adapted projective frames with respect to the action of the kernel of the epimorphism

of Lie groups, which assigns to each transformation from the stabilizer its differential at the center.

Using a multidimensional generalization of the Desargues theorem, we obtain a criterion for two adapted

projective frames to belong to the same orbit.

Keywords and phrases: projective space, projective frame, linear frame, orbit space, Desargues

theorem.

AMS Subject Classification: 53A20, 14N20

1. Введение. Метод внешних дифференциальных форм и подвижного репера, разработанный
Э. Картаном в первой половине XX в. (см., например, [9,11]), успешно применяется при изучении
однородных пространств и пространств со связностями и, в частности, в задачах локальной про-
ективной дифференциальной геометрии подмногообразий (см. монографию [7]). В рамках дан-
ного метода с подмногообразием однородного пространства ассоциируется главное расслоение
реперов, адаптированных данному подмногообразию, и дальнейшее исследование производится
в терминах так называемых структурных уравнений, т.е. уравнений на внешние дифференциа-
лы базисных и слоевых форм данного расслоения. Анализируя систему структурных уравнений,
можно, в частности, установить существование главных фактор-расслоений данного расслоения.
Однако описание явной конструкции таких фактор-расслоений является самостоятельной зада-
чей, зачастую нетривиальной. Ее решение основано на следующем принципе: точки фактор-
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расслоения суть орбиты точек исходного расслоения по действию некоторой подгруппы струк-
турной группы последнего. Таким образом, понять, как устроены такие орбиты не только с то-
пологической, но также и с геометрической точки зрения — первый шаг на пути решения данной
задачи.

В частности, в ряде работ (см., например, [1, 5, 6]) рассматривается главное расслоение цен-
тропроективных реперов над различного вида гладкими семействами плоскостных элементов
в проективном пространстве. Исходя из вида структурных уравнений данного расслоения, авто-
ры заключают о наличии главного фактор-расслоения, структурная группа которого изоморфна
полной линейной группе, не описывая элементы такого фактор-расслоения явным образом. Цель
настоящей работы — восполнить указанный пробел, что в свете сформулированного принципа
означает изучение геометрического устройства орбит проективных реперов по действию подхо-
дящей нормальной подгруппы H структурной группы G исходного расслоения. Ввиду того, что
в проективной геометрии реперы приобретают наглядный геометрический смысл, естественно
поставить вопрос о критерии принадлежности двух реперов одной H-орбите в бескоординатной
форме, т.е. в виде геометрической конструкции в духе синтетической геометрии. Заметим, что
для достижения поставленной цели достаточно ограничиться одним отдельно взятым слоем рас-
сматриваемого расслоения.

Кратко опишем структуру и результаты настоящей работы. В разделе 2 рассматривается n-
мерное проективное пространство Pn вместе с выделенной точкой A ∈ Pn. На многообразии F(Pn)
всех адаптированных проективных реперов пространства Pn (т.е. проективных реперов с первой
вершиной A) естественным образом задается левое действие стабилизатора G точки A в группе
проективных преобразований GP (n) пространства Pn. Аналогично, на многообразии F(V ) всех
базисов касательного векторного пространства V = TAPn к Pn в точке A определено левое дей-
ствие группы GL(V ) невырожденных эндоморфизмов пространства V . Нормальный делитель H
группы G определяется как ядро эпиморфизма групп Ли β : G → GL(V ), g 7→ dAg (раздел 3).
При этом факторгруппа G/H канонически изоморфна группе GL(V ), их можно отождествить
и обозначить общим символом Ḡ. На пространстве H-орбит Q(Pn) корректно определяется правое
действие факторгруппы Ḡ, причем Q(Pn) и F(V ) канонически изоморфны как Ḡ-пространства
(теорема 1). Таким образом, базисы (линейные реперы) касательного пространства V можно
трактовать как H-орбиты адаптированных проективных реперов.

В разделе 4 показано, что необходимым условием эквивалентности (т.е. принадлежности одной
H-орбите) двух адаптированных реперов является их перспективность (теорема 2). Однако это
условие не является достаточным, и с целью уточнения геометрической характеристики отно-
шения эквивалентности вводится в рассмотрение отношение строгой перспективности. Для двух
строго перспективных реперов имеет место n-мерное обобщение теоремы Дезарга (теорема 3),
в соответствии с которым при n > 2 определена гиперплоскость Дезарга L(R,R′). Основной ре-
зультат данной работы состоит в следующем: при n > 2 два строго перспективных репера эк-
вивалентны тогда и только тогда, когда порожденная ими гиперплоскость Дезарга проходит
через центр A (теорема 4). Таким образом, получено искомое геометрическое описание таких H-
орбит, не привлекающее образы касательного пространства V .

Наконец, в разделе 5 описаны действия матричных групп на пространствах F(Pn), Q(Pn)
и F(V ), и показано, что Q(Pn) и F(V ) изоморфны как GL(n)-пространства.

2. Основные понятия и утверждения. Пусть Vn+1 — векторное пространство размерно-
сти (n + 1) над полем R или C, и пусть через ∼ обозначено отношение коллинеарности на
V 0
n+1 = Vn+1 \ {0}. Тогда под n-мерным проективным пространством Pn, как и в [2], будем пони-

мать факторпространство Pn = V 0
n+1/∼. При этом векторное пространство Vn+1 будем называть

ассоциированным с Pn, а отображение π : V 0
n+1 → Pn, сопоставляющее каждому вектору a ∈ V 0

n+1

его класс эквивалентности [a], назовем канонической сюръекцией.
Отображение g : Pn → Pn называется проективным преобразованием, если найдется невырож-

денный линейный оператор g̃ : Vn+1 → Vn+1 такой, что π ◦ g̃0 = g ◦ π, где g̃0 — сужение g̃ на V 0
n+1.

При этом g̃ будем называть оператором, накрывающим g. Группу проективных преобразований
пространства Pn обозначим через GP (n).
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Проективный репер в Pn — это упорядоченный набор R из n + 2 точек A0, A1, . . . , An, E ∈ Pn

таких, что любая совокупность из n+ 1 точек этого набора находится в общем положении:

R = {A0, A1, . . . , An, E}. (1)

Замечание 1. Здесь и далее элементы упорядоченных наборов заключаются в фигурные
скобки.

Говорят, что базис

R = {A0,A1, . . . ,An} (2)

пространства Vn+1 порождает репер (1), если

π(A0) = A0, π(A1) = A1, . . . , π(An) = An,

π(A0 +A1 + . . . +An) = E.

Однородными координатами точки M относительно репера R называются координаты некото-
рого вектора M ∈ π−1(M) относительно базиса R, порождающего этот репер R:

M(x0 : x1 : . . . : xn)R ⇐⇒ M = x0A0 + x1A1 + . . .+ xnAn.

Через UR обозначим подмножество пространства Pn, задаваемое уравнением x0 6= 0. Аффинными
(неоднородными) координатами точки M ∈ UR относительно репера R называются отношения:

Xi =
xi

x0
, i = 1, n.

Заметим, что UR является открытой окрестностью центра A.
Аффинной картой в репере R называется локальная карта (UR, ϕR), где ϕR — отображение,

сопоставляющее каждой точке M ∈ UR набор ее неоднородных координат относительно данного
репера:

ϕR : UR → R
n, M 7→ (X1 . . . ,Xn). (3)

Определение 1. Выделим некоторую точку A ∈ Pn и назовем ее центром пространства Pn.
Назовем проективный репер (1) адаптированным (центропроективным), если его первая вершина
A0 совпадает с центром, т.е. A0 = A. Множество всех адаптированных проективных реперов
обозначим через F(Pn). Стабилизатор точки A в группе GP (n) обозначим через G.

Пусть R и R′ — адаптированные реперы. Тогда существует единственный набор коэффициен-
тов αi, α

i
j таких, что для любой точки M ∈ UR ∩ UR′ справедливы равенства

Xi =
αi
jX̃

j

1 + αjX̃j
, det(αi

j) 6= 0, (4)

где Xi и X̃i — аффинные координаты точки M относительно реперов R и R′ соответственно.
Уравнения (4) назовем формулами перехода от репера R к реперу R′.

Любой линейный оператор g̃, накрывающий преобразование g ∈ G, корректно определяет
оператор

g̃♯ : Vn+1/Â → Vn+1/Â,

такой, что

g̃♯(M + Â) = g̃(M) + Â, M ∈ Vn+1,

где Â— линейная оболочка прообраза π−1(A) в пространстве Vn+1.
Пусть V — касательное векторное пространство TAPn к Pn в точке A. Имеет место

Лемма 1 (см. [11]). Существует канонический изоморфизм векторных пространств

TAPn
∼= Â∗ ⊗ (Vn+1/Â).
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В дальнейшем каждый вектор ξ пространства V будем отождествлять с линейным оператором
ξ : Â → Vn+1/Â соответствующим вектору ξ при данном изоморфизме; при этом для любого
преобразования g ∈ G его дифференциал dAg : V → V можно интерпретировать как оператор,
действующий по закону композиции отображений

dAg : ξ 7→ g̃♯ ◦ ξ,

где g̃ — такой оператор, накрывающий g, что g̃(A) = A для некоторого A ∈ π−1(A).
Хорошо известно, что каждая локальная карта на произвольном гладком многообразии порож-

дает поле натурального базиса в точках области данной карты. В случае аффинной карты (3)
такой базис может быть интерпретирован следующим образом:

Утверждение 1. Для любого адаптированного репера (1) найдется единственный базис

BR = {ξ1, . . . , ξn}

касательного пространства V такой, что для некоторого (и, как следствие, любого) базиса (2),
порождающего данный репер, справедливы равенства

ξi(A0) = Ai + Â, i = 1, n.

Через F(V ) обозначим множество всех базисов пространства V , а через GL(V )— группу невы-
рожденных линейных операторов, действующих на V .

Кроме того, для произвольного множества X обозначим через S(X) группу биекций данного
множества на себя.

Следующие отображения являются корректно определенными свободными транзитивными
представлениями групп Ли G и GL(V ), действующих слева соответственно на многообразиях
F(Pn) и F(V ):

Φ: G → S(F(Pn)), Ψ: GL(V ) → S(F(V )),

Φg(R) := g.R = {g(A0), g(A1), . . . , g(An), g(E)}, g ∈ G;

Ψρ(B) := ρ.B = {ρ(ξ1), . . . , ρ(ξn)}, ρ ∈ GL(V ),

где
R = {A0, A1, . . . , An, E}, B = {ξ1, . . . , ξn}.

Определение 2. Пусть g ∈ G, R ∈ F(Pn). Уравнениями преобразования g относительно
репера R назовем формулы перехода от репера R к реперу g.R.

3. Пространство H-орбит.

Лемма 2 (см. [10]). Пусть ϕ : G → G′ — непрерывный гомоморфизм групп Ли и H = kerϕ.
Тогда H — нормальный делитель группы Ли G, а G/H — группа Ли; при этом индуцированное
отображение ϕ̄ : G/H → G′ есть инъективная иммерсия этой группы Ли в G′.

В силу свойств дифференциала отображения и леммы 2 справедливо

Утверждение 2. Отображение

β : G → GL(V ), g 7→ dAg

является эпиморфизмом групп Ли, причем ядро H = ker β является замкнутой нормальной
подгруппой в G, а факторгруппа G/H канонически изоморфна группе GL(V ):

β̄ : G/H → GL(V ), gH 7→ dAg.

Утверждение 2 позволяет нам отождествить группы Ли G/H и GL(V ).

Определение 3. Группа Ли Ḡ := G/H = GL(V ) называется линейной факторгруппой груп-
пы G.

Пусть g ∈ G, R ∈ F (Pn), и пусть (4) суть уравнения преобразования g относительно R. Тогда

g ∈ H ⇐⇒ αi
j = δij ⇐⇒ Xi =

X̃i

1 + αjX̃j
. (5)
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Определение 4. Два адаптированных репера R и R′ назовем эквивалентными (R ∼ R′), если
они принадлежат одной H-орбите. Обозначим через [R] класс эквивалентности репера R, через
Q(Pn)— множество всех таких классов эквивалентности, и через p : F (Pn) → Q(Pn) обозначим
каноническую проекцию R 7→ [R].

Каждое действие G на F(Pn) отображает H-орбиты в H-орбиты, причем любые два элемента
g1, g2 ∈ G, принадлежащие одному и тому же смежному классу по H, действуют на пространстве
H-орбит Q(Pn) одинаковым образом. Тем самым получено

На пространстве H-орбит Q(Pn) корректно определено свободное транзитивное действие фак-
торгруппы Ḡ слева:

Ψ̄ : Ḡ → S(Q(Pn)), Ψ̄gH([R]) = gH.[R] = [g · R], g ∈ G,R ∈ F(Pn).

Утверждение 3. Рассмотрим отображение

α : F(Pn) → F(V ), α : R 7→ BR,

где базис BR определен однозначно в силу утверждения 1.

1. Для любого g ∈ G справедливо равенство

α ◦ g = ΨdAg ◦ α.

2. α— сюръективная субмерсия.
3. H-Орбиты реперов суть в точности полные прообразы базисов пространства V относитель-

но отображения α, т.е.
R ∼ R′ ⇐⇒ α(R) = α(R′).

4. Корректно определено отображение

ᾱ : Q(Pn) → F (V ), [R] 7→ BR.

Теорема 1. ᾱ : Q(Pn) → F(V )— изоморфизм Ḡ-пространств.

Доказательство. Теорема 1 вытекает из коммутативности следующей диаграммы для любого
g ∈ G:

Q(Pn) Q(Pn)

F(Pn) F(Pn)

F(V ) F(V )

✲
Φ̄gH

❄

ᾱ

❄

ᾱ

❍
❍

❍❨ p

✲
g

✟
✟

✟✙ α

✟
✟
✟✯p

❍
❍
❍❥α

✲

ΨdAg

�

4. Геометрическое описание H-орбит. Далее ограничимся случаем n > 2. Пусть R,R′ ∈
F(Pn), где

R = {A,A1, . . . , An, E}, R′ = {A,A′
1, . . . , A

′
n, E

′}.

Определение 5. Два репера R и R′ называются перспективными (R ∼= R′), если

A′
i ∈ AiA0 (i = 1, n), E′ ∈ EA0,

где, например, EA0 — прямая, проходящая через точку E и центр A0.

Утверждение 4. Пусть R и R′ — произвольные адаптированные реперы. Тогда R и R′ пер-
спективны в том и только в том случае, если формулы перехода от R к R′ имеют вид

Xi =
hX̃i

1 + ajX̃j
, i = 1, n, (6)

для некоторых коэффициентов h 6= 0, a1, . . . , an.

Замечание 2. В частном случае, когда все коэффициенты ai равны 0 (i = 1, n), преобразова-
ние (6) является гомотетией в аффинной карте (ϕR, UR).
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Непосредственно из (6) и (5) вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Два адаптированных проективных репера R и R′ эквивалентны тогда и только
тогда, когда, во-первых, они перспективны, и, во-вторых, коэффициент h (см. формулу (6))
равен единице:

R ∼ R′ ⇐⇒

{

R ∼= R′,

h = 1.

Определение 6. Назовем реперы R и R′ строго перспективными, если они перспективны и их
соответствующие точки не совпадают, т.е.

A′
i 6= Ai (i = 1, n), E′ 6= E.

Определение 7. Для любого набора подмножеств Y1, . . . , Ys ⊂ Pn обозначим через 〈Y1, . . . , Ys〉
наименьшую (по включению) плоскость пространства Pn, содержащую все данные подмножества.

Далее введем следующие обозначения:

M := 〈A1, . . . An〉, M′ := 〈A′
1, . . . A

′
n〉, N = M∩M′.

Для двух строго перспективных реперов R и R′ определены точки

Bi = AiE ∩A′
iE

′, i = 1, n,

и плоскость

L(R,R′) := 〈B1, . . . Bn,N〉.

Кроме того, в данном случае M и M′ не совпадают, и поэтому dimN = n− 2.

Теорема 3. Для любых строго перспективных реперов R и R′ плоскость L(R,R′) является
гиперплоскостью в Pn.

Доказательство. В случае n = 2 утверждение совпадает с классической теоремой Дезарга (см.,
например, [3]). Далее будем полагать n > 2.

Покажем, что dimL(R,R′) > n− 1. Для этого убедимся в том, что B1 /∈ N . В самом деле, если
предположить, что B1 ∈ N , то B1 ∈ M. С учетом B1 ∈ A1E и A1 ∈ M мы приходим к тому,
что E ∈ M, что невозможно, так как E — единичная точка репера R. Заметим, что аналогичным
образом можно убедиться в том, что Bj /∈ N (j = 2, n).

Покажем теперь, что dimL(R,R′) 6 n − 1, т.е. что Bj ∈ 〈B1,N〉 для любого j = 2, n. Дей-
ствительно, рассмотрим 3-плоскость 〈A0A1, A0Aj , A0E〉. Она содержит 2-плоскости 〈A1, Aj , E〉
и 〈A′

1, A
′
j , E

′〉. Пересечение этих 2-плоскостей представляет собой прямую, содержащую точки Cj,

Bi и Bj , где Cj = A1Aj ∩ A′
1A

′
j . Значит, точка Bj лежит на прямой B1Cj для любого 2 6 j 6 n.

Тогда Bj ∈ 〈B1,N〉, что и требовалось доказать. �

Замечание 3. Неравенство dimL(R,R′) 6 n− 1 также непосредственно вытекает из результа-
тов работы [8].

Определение 8. Назовем L(R,R′) гиперплоскостью Дезарга, порожденной реперами R и R′.

Теорема 4. Пусть R и R′ — строго перспективные реперы n-мерного проективного про-
странства Pn с центром A. Тогда они эквивалентны в том и только в том случае, когда
гиперплоскость Дезарга L(R,R′) проходит через центр.

Доказательство. Пусть реперы R и R′ строго перспективны. Тогда они перспективны, и в силу
утверждения 4 для них справедливы равенства (6). Пусть (x0 : x1 : . . . : xn)— однородные ко-
ординаты на Pn относительно репера R. В этих координатах гиперплоскости M и M′ задаются
соответственно уравнениями

M : x0 = 0, M′ : aix
i − hx0 = 0.
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Таким образом, уравнение пучка S гиперплоскостей S(λ : µ), проходящих через плоскость N , мож-
но представить в виде

S(λ : µ) : λx
0 + µaix

i = 0, λ2 + µ2 6= 0. (7)

Для точки B1 найдется такой вектор B1 ∈ π−1(B1), что

B1 = −
e

a1
A1 +E,

где
e = a1 + . . .+ an + 1− h.

Гиперплоскость L(R,R′) выделяется из данного пучка условием B1 ∈ L(R,R′), которое, в свою
очередь, равносильно соотношению

λ = (1− h)µ.

Подставляя его в (7), получим уравнение гиперплоскости L(R,R′):

L(R,R′) : (1− h)x0 + aix
i = 0, λ2 + µ2 6= 0. (8)

Таким образом,

A0 ∈ L(R,R′)
(8)
⇐⇒ h = 1

теорема 2
⇐⇒ R ∼ R′.

�

5. Правые действия матричных групп на многообразиях F(Pn) и F(V ). Опишем дей-
ствия матричных групп на реперах и базисах, поскольку именно матричные группы обычно вы-
ступают в роли структурных групп главных расслоений (см., например, конструкции расслоений
в [4]).

Рассмотрим два адаптированных репера R и R′, и пусть формула перехода от первого ко
второму имеет вид (4). Из коэффициентов данной формулы составим матрицу

A =











1 α1 · · · αn

0 α1
1 · · · α1

n
...

...
. . .

...
0 αn

1 · · · αn
n











=

(

1 α
0 A0

)

, (9)

где A0 ∈ GL(n), α— строка из n элементов. Хорошо известно (см. [4]), что множество всех
невырожденных матриц вида (9) образует группу GA(n). Ее важнейшими подгруппами являются

(1) группа GA0(n), образованная матрицами вида

(

1 0
0 A0

)

,изоморфная полной линейной группе
GL(n);

(2) группа T(n), образованная матрицами вида

(

1 α
0 In

)

,изоморфная аддитивной группе R
n

(здесь In — единичная матрица порядка n).

Будем рассматривать (4) как формулу действия матрицы A на репер R, а репер R′ — соответ-
ственно как образ репера R по данному действию:

R′ = R · A. (10)

При этом для любых базисов R и R′, порождающих реперы R и R′ соответственно, найдется
скалярный множитель λ 6= 0 такой, что

λR′ = R ·A,

где справа стоит обычное произведение матрицы-строки из элементов базиса R на матрицу A.
Аналогично, действие матрицы A0 ∈ GL(n) на многообразии F(V ) можно задать по формуле

B
′ = B ·A0, B,B′ ∈ F(V ). (11)

Формула (10) задает правое действие матричной группы GA(n) на многообразии F(Pn), а фор-
мула (11) — правое действие группы GL(n) на F(V ).

Рассмотрим гомоморфизм групп Ли

γ : GA(n) → GL(n), A 7→ A0,
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где матрица A имеет строение (9). Его ядром является T(n), причем факторгруппа по ядру
изоморфна GL(n).

Если в (10) матрица A принадлежит T(n), то формула перехода между реперами R и R′

имеет вид (5), а потому T(n)-орбита любого репера R ∈ F(Pn) совпадает с его H-орбитой, т.е.
F(Pn)/T(n) = Q(Pn).

Утверждение 5. Группа GL(n) действует справа на пространстве T(n)-орбит Q(Pn) по
правилу

[R] · A0 = [R · A], A ∈ γ−1(A0).

Многообразия Q(Pn) и F(V ) изоморфны как GL(n)-пространства, причем ᾱ— соответствую-
щий изоморфизм.
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Пусть M — почти эрмитово многообразие, т.е. связное гладкое 2n-мерное многообразие, на ко-
тором определена почти эрмитова структура — пара тензорных полей (J, g), где J — тензорное
поле типа (1, 1), обладающее свойством J2 = − id, а g — риманова метрика.

Голоморфно-проективным преобразованием почти эрмитова многообразия называется такой
переход от почти эрмитовой структуры (J, g) к почти эрмитовой структуре (J, g̃), при котором
обе структуры имеют общие голоморфно почти геодезические кривые, т.е. такие кривые много-
образия M , для которых любой касательный вектор µp после параллельного переноса из точки
p в произвольную точку q на M принадлежит линейной оболочке L(µq, Jµq) (см. [1]).

Известно, что на произвольной гиперповерхности N почти эрмитова многообразия M есте-
ственным образом возникает почти контактная метрическая структура (AC-структура; см. [2]),
т.е. такая четверка тензорных полей (Φ, ξ, η, g), где Φ— тензорное поле типа (1, 1), η — 1-форма,
ξ — векторное поле, g — риманова метрика, что выполняются соотношения

Φ(ξ) = 0, η ◦Φ = 0, η(ξ) = 1, Φ2 = − id+ξ ⊗ η, g(ΦX,ΦY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ). (1)

Таким образом, гладкое многообразие N становится почти контактным метрическим многообра-
зием.

Голоморфно-проективное преобразование почти эрмитовой структуры (J, g) произвольного
многообразия M индуцирует на гиперповерхности N преобразование AC-структуры (g,Φ, ξ, η),
возникающей на N следующим образом. Пусть ν — поле единичной нормали; положим

ξ = J(ν), η(X) = g(ξ,X), ζ(X) = g(ν,X), Φ = J ◦
(

id−ξ ⊗ ν − η ⊗ ξ
)
∣

∣

X(M)
.
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В этом случае связь между старой AC-структурой (g,Φ, ξ, η) и новой AC-структурой (g̃, Φ̃, ξ̃, η̃)
многообразия N выражается следующими соотношениями (см. [3]):

g̃(X,Y ) = g(X, fY ), ξ̃ = λf−1(ξ), η̃ = λη, Φ̃ = Φ− η ⊗ ν + λ2η ⊗ f−1ν, (2)

где f — тензор голоморфно-проективной деформации,

λ = ±

√

(

ζ(f−1ν)
)−1

.

Такой переход называется контактно-проективным преобразованием (см. [3]).
Рассмотрим теперь произвольную AC-структуру (g,Φ, ξ, η) и выясним, когда формулы (2),

где f — произвольный невырожденный эндоморфизм, ν — векторное поле, λ— гладкая функция,
определяют переход к новой AC-структуре (g̃, Φ̃, ξ̃, η̃). Подставляя в первые три равенства, опре-
деленные формулами (1), соответствующие выражения из формул (2), после преобразований
получим

η(f−1(ξ)) =
1

λ2
, Φ(f−1ξ) =

1

λ2
ϑ,

где введено обозначение ϑ = ν − λ2f−1ν;

ξ − λ2f−1ξ = Φϑ;

λ не обращается в нуль ни в какой точке многообразия.
Заметим, что четвертое равенство в условии (2) с учетом введенного обозначения можно за-

писать в виде

Φ̃ = Φ− η ⊗ ϑ.

Подставим это выражение и выражение η̃ из формул (2) в равенство η̃ ◦ Φ̃ = 0:

(λη) ◦ (Φ− η ⊗ ϑ) = 0.

Тогда для произвольного векторного поля X с учетом η◦Φ = 0 получим λη(X)η(ϑ) = 0. Положим
X = ξ. Так как η(ξ) = 1, то имеем условие η(ϑ) = 0, откуда следует, что ϑ ∈ L, где L— первое
фундаментальное распределение почти контактной метрической структуры.

Далее, подставляя в равенство

g̃(Φ̃X, Φ̃Y ) = g̃(X,Y )− ν̃(X)ν̃(Y )

определенные выше выражения для g̃, η̃ и Φ̃, получим

g(ΦX, fΦ)− η(X)g(ϑ, fΦY )− η(Y )g(ΦX, fϑ) + η(X)η(Y )g(ϑ, fϑ) = g(X, fY )− λ2ν(X)ν(Y ).

Тогда имеем

g(Φϑ, fΦϑ) = g(ϑ, fϑ).

Подставим теперь в равенство

Φ̃2 = − id+η̃ ⊗ ξ̃

выражения η̃, ξ̃ и Φ̃, определенные выше:

(Φ− η ⊗ ϑ)2 = − id+λη ⊗ λf−1ξ.

Учитывая, что Φ2 = − id+η ⊗ ξ и η ◦Φ = 0, получим

η ⊗ ξ − λ2η ⊗ f−1ξ − η ⊗ Φϑ− η(ϑ)(η ⊗ ϑ) = 0.

Отсюда следует, что

η ⊗ (ξ − λ2f−1ξ)− η ⊗ Φϑ− η(ϑ)(η ⊗ ϑ) = 0.

Так как имеют место формулы ξ − λ2f−1ξ = Φϑ и η(ϑ) = 0, то полученное условие выполняется
тождественно; следовательно, условие

Φ̃2 = − id+η̃ ⊗ ξ̃

выполняется тождественно.
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Теорема 1. Формулы (2) определяют переход от AC-структуры (g,Φ, ξ, η) к новой AC-
структуре (g̃, Φ̃, ξ̃, η̃) тогда и только тогда, когда выполняются условия

η(f−1(ξ)) =
1

λ2
, Φ(f−1ξ) =

1

λ2
ϑ, η(ϑ) = 0, g(Φϑ, fΦϑ) = g(ϑ, fϑ),

где ϑ = ν − λ2f−1ν.

Назовем переход от одной почти контактной метрической структуры к другой при выполне-
нии полученных условий обобщенным контактно-проективным преобразованием AC-структу-
ры. Примером такого преобразования может также служить конформное преобразование почти
контактной метрической структуры, т.е. переход от почти контактной метрической структуры
(Φ, ξ, η, g) к почти контактной метрической структуре

(

Φ, ξ̃ = e−fξ, η̃ = efη, g̃ = e2fg
)

, где f —
гладкая функция на многообразии M . Для него полученные условия выполняются.

Кроме того, имеют место следующие утверждения.

Теорема 2. Если f — скалярный эндоморфизм с собственным значением µ, заданный на по-
чти контактном метрическом многообразии, то

(1) µ > 0, причем µ = λ2;
(2) f — конформное преобразование AC-структуры.

Теорема 3. Пусть ξ — собственное векторное поле эндоморфизма f с собственным значени-
ем β. Тогда

(1) β = λ2;
(2) ν — собственный вектор эндоморфизма с тем же собственным значением λ2;
(3) формулы преобразования AC-структуры имеют вид

g̃(X,Y ) = g(X, fY ), ξ̃ =
1

λ
ξ, η̃ = λη, Φ̃ = Φ.
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Аннотация. В работе продолжается исследование распределения плоскостей в многомерном

проективном пространстве, с которым ассоциировано главное расслоение. Производится компо-

зиционное оснащение распределения, представляющее собой аналог оснащения Картана и нор-

мализации второго рода Нордена. Доказано, что распределение плоскостей и его композици-

онное оснащение индуцируют в ассоциированном расслоении групповую связность. Приведена

геометрическая характеристика индуцированной связности с помощью параллельных перенесе-

ний оснащающих плоскостей. Построен пучок связностей первого типа и описаны параллельные

перенесения в пучке связностей и его подсвязностях.

Ключевые слова: распределение, расслоение, связность, оснащение Картана, нормализация

Нордена, композиционное оснащение, пучок связностей.
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ON A DISTRIBUTION OF PLANES
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Abstract. In this paper, we continue the study of distributions of planes in the multidimensional

projective space with an associated principal bundle. We perform compositional framing of the

distribution, which is an analog of the Cartan framing and the Norden normalization of the second

kind. We prove that a distribution of planes and its compositional framing induce a group connection

in the associated bundle. A geometric characteristic of the induced connection by parallel transfers

of framing planes is given. Also, a sheaf of connections of the first type is constructed and parallel

transfers in the sheaf of connections and its subconnections are described.

Keywords and phrases: distribution, bundle, connection, Cartan equipment, Norden normalization,

compositional equipment, sheaf of connections.

AMS Subject Classification: 58A05, 58R65

1. Расслоение, ассоциированное с распределением. Будем относить n-мерное проектив-
ное пространство Pn к подвижному реперу R = {A,AI}, I, . . . = 1, n, инфинитезимальные пере-
мещения которого определяются формулами

dA = θA+ ωIAI , dAI = θAI + ωJ
I AJ + ωIA; (1)

базисные формы ωI , ωI , ω
J
I проективной группы GP (n), действующей эффективно в Pn, удовле-

творяют структурным уравнениям Картана (см. [2])

DωI = ωJ ∧ ωI
J , DωI = ωJ

I ∧ ωJ , DωI
J = ωK

J ∧ ωI
K + δIJωK ∧ ωK + ωJ ∧ ωI . (2)
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Продолжим рассмотрение распределения 1-го рода (см. [3]) NSn m-мерных плоскостей Pm.
В работе будем использовать следующее разбиение значений индекса I = (i, a): i, . . . = 1,m;
a, . . . = m+ 1, n. Уравнения распределения NSn имеют вид

ωa
i = Λa

iJω
J ,

где формы ωI = {ωi, ωa} являются базисными формами распределения NSn, а совокупность
функций Λ = {Λa

iJ} образует фундаментальный объект 1-го порядка.
Структурными уравнениями главного расслоения G(NSn), ассоциированного с распределением

NSn, являются уравнения

Dωi = ωj ∧ ωi
j + ωa ∧ ωi

a, (3)

Dωa = ωb ∧ (ωa
b − Λa

ibω
i) + Λa

ijω
i ∧ ωj, (4)

Dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + ωK ∧ ωi

jK, (5)

Dωj = ωk
j ∧ ωk + ωK ∧ ωjK, (6)

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + ωK ∧ ωa

bK , (7)

Dωi
a = ωj

a ∧ ωi
j + ωb

a ∧ ωi
b + ωK ∧ ωi

aK , (8)

Dωa = ωa
i ∧ ωi + ωb

a ∧ ωb, (9)

где введены обозначения

ωi
jK = Λa

jKωi
a − δijωK − δiKωj, ωjK = Λa

jKωa,

ωa
bK = −Λa

iKωi
b − δabωK − δaKωb, ωi

aK = −δiKωa.

В расслоении G(NSn) выделяются четыре главных фактор-расслоения с базой NSn и структур-
ными уравнениями:

(i) уравнения (3)–(5) — расслоение линейных реперов L(NSn), типовым слоем которого явля-
ется линейная факторгруппа L = GL(m), действующая во множестве всех направлений
плоскости P ∗

m, исходящих из точки A;
(ii) уравнения (3)–(6) — расслоение центропроективных реперов A∗(NSn), типовым слоем кото-

рого является центропроективная (коаффинная) факторгруппа A∗ = GA∗(m), действующая
в плоскости P ∗

m;
(iii) уравнения (3), (4), (7) — расслоение двойственных (нормальных) линейных реперов

L∗(NSn), типовым слоем которого является факторгруппа L∗ = GL(n −m), действующая
в проективной факторплоскости Pn−m−1 = Pn/P

∗
m;

(iv) уравнения (3)–(5), (7), (8) — расслоение H(NSn) с типовым слоем — факторгруппой H, явля-
ющейся аффинной частью (см. [6]) группы G и действующей во множестве всех направлений,
исходящих из точки A.

2. Связности и параллельные перенесения оснащающих плоскостей. В расслоении
G(NSn) связность [1, 4] зададим с помощью форм

ω̃i
j = ωi

j − Γi
jkω

k − Γi
jaω

a, ω̃i = ωi − Γijω
j − Γiaω

a,

ω̃a
b = ωa

b − Γa
biω

i − Γa
bcω

c, ω̃i
a = ωi

a − Γi
ajω

j − Γi
abω

b,

ω̃a = ωa − Γaiω
i − Γabω

b,

причем компоненты объекта связности

Γ =
{

Γi
jk, Γi

ja, Γij, Γia, Γa
bi, Γa

bc, Γi
aj, Γi

ab, Γai, Γab

}
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удовлетворяют следующим дифференциальным сравнениям:

∆Γi
jk + ωi

jk ≡ 0, ∆Γi
ja − Γi

jkω
k
a + ωi

ja ≡ 0,

∆Γij + Γk
ijωk + ωij ≡ 0, ∆Γia − Γijω

j
a + Γj

iaωj + ωia ≡ 0,

∆Γa
bi + ωa

bi ≡ 0, ∆Γa
bc − Γa

biω
i
c + ωa

bc ≡ 0,

∆Γi
aj − Γi

kjω
k
a + Γb

ajω
i
b + ωi

aj ≡ 0, ∆Γi
ab − Γi

ajω
j
b − Γi

jbω
j
a + Γc

abω
i
c ≡ 0,

∆Γai + Γj
aiωj + Γb

aiωb − Γjiω
j
a ≡ 0, ∆Γab − Γaiω

i
b + Γi

abωi + Γc
abωc − Γibω

i
a ≡ 0,

(10)

где символ ≡ означает сравнение по модулю базисных форм ωI .
Объект Γ будем называть объектом ассоциированной связности. Из сравнений (10) вытекает

следующее утверждение.

Теорема 1. Объект групповой связности Γ в главном расслоении G(NSn) содержит следу-
ющие подобъекты (см. [4]: объект плоскостной линейной связности

{

Γi
jK

}

, объект центропро-

ективной связности
{

Γi
jK , ΓiJ

}

, объект нормальной линейной связности
{

Γa
bI

}

и объект аф-

финно-групповой связности
{

Γi
jK , Γa

bI , Γi
aJ

}

, задающие связности в указанных выше фактор-
расслоениях.

Ранее (см. [4]) произведено композиционное оснащение распределения NSn, т.е. к каждой плос-
кости P ∗

m распределения присоединены:

(a) плоскость Картана Cn−m−1 : P
∗
m ⊕ Cn−m−1 = Pn;

(b) нормаль 2-го рода Нордена Nm−1 : A⊕Nm−1 = P ∗
m.

Эти плоскости зададим совокупностями точек

Ba = Aa + λi
aAi + λaA, Bi = Ai + λiA,

причем

∆λi
a + ωi

a = λi
aJω

J , ∆λa + λi
aωi + ωa = λaIω

I , ∆λi + ωi = λiJω
J .

Выражения для дифференциалов точек Ba, Bi записываются в виде

dBa = (. . . )baBb + (tiajω
i + tiabω

b)Bi + ((tai − λjt
j
ai)ω

i + (tab − λit
i
ab)ω

b)A,

dBi = (. . . )jiBj + (. . . )aiBa + (tijω
j + tiaω

a)A.

Определение 1. Объект t =
{

tiaj , tiab, tai, tab, tij , tia
}

, компоненты которого выражают-

ся через компоненты оснащающего тензора λ =
{

λi
a, λa, λi

}

, его пфаффовы производные

λ′ =
{

λi
aJ , λaI , λiJ

}

и фундаментальный объект Λ по формулам

tiaj = λi
aj − Λb

kjλ
i
bλ

k
a + δijλa, tiab = λi

ab − Λc
jbλ

i
cλ

j
a − λi

bλa,

tai = λai − Λb
jiλ

j
aλb, tab = λab − Λc

ibλ
i
aλc − λaλb,

tij = λij + Λa
ij(λkλ

k
a − λa)− λiλj, tia = λia + Λb

ia(λjλ
j
b − λb) + λj

aλiλj − λiλa,

(11)

назовем тензором неспециальных смещений (см. [4]).

Обращение тензора t в нуль влечет охваты λ′ = f(λ,Λ) компонент совокупности пфаффо-
вых производных λ′ объекта λ, а также специальные смещения оснащающих плоскостей. Напри-
мер, из (11) видно, что при tiaj = 0, tiab = 0 плоскость Картана смещается в нормали 1-го рода

Nn−m = [A,Ba]. Доказана следующая теорема.

Теорема 2. Распределение плоскостей NSn и его композиционное оснащение индуцируют

в ассоциированном расслоении G(NSn) групповую связность
0

Γ.
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Доказательство. Действительно, справедливы формулы

0

Γi
jk = Λa

jkλ
i
a − δijλk − δikλj,

0

Γi
ja = Λb

jaλ
i
b − δijλa + δijλkλ

k
a + λi

aλj ,
0

Γij = Λa
ijλa − λiλj ,

0

Γia = Λb
iaλb + λiλjλ

j
a,

0

Γa
bi = −Λa

jiλ
j
b − δabλi,

0

Γa
bc = −Λa

icλ
i
b − δabλc − δacλb + δabλ

i
cλi,

0

Γi
aj = −Λb

kjλ
i
bλ

k
a + δijλ

k
aλk − δijλa,

0

Γi
ab = −Λc

jbλ
i
cλ

j
a − λi

bλ
j
aλj ,

01

Γai = −Λb
jiλ

j
aλb + λi(λ

j
aλj − λa),

01

Γab = −Λc
ibλ

i
aλc − λi

bλi(λ
j
aλj − λa)− λaλb,

дающие охват
0

Γ = Γ(Λ, λ). �

Объект
0

Γ является объектом индуцированной cвязности (см. [4]).

Замечание 1. В [4] построены три типа охватов, отличные от данного.

Выражения

dBa = (. . . )baBb +
0

∇λi
aBi +

( 0

∇λa − λi

0

∇λi
a

)

A,

dBi = (. . . )jiBj + (. . . )aiBa +
0

∇λiA

для дифференциалов точек Ba и Bi, записанные с помощью ковариантных дифференциалов
0

∇λ

оснащающего тензора λ в индуцированной связности
0

Γ, позволяют сформулировать следующую
теорему.

Теорема 3. Связность
0

Γ и ее подсвязности характеризуются следующими параллельными
перенесениями:

(i) нормаль 2-го рода Nm−1 переносится параллельно
( 0

∇λi|ρ = 0
)

в индуцированной центро-

проективной связности
{0

Γi
jK ,

0

ΓiJ

}

тогда и только тогда, когда она смещается в гипер-

плоскости Бортолотти Pn−1 = [Bi, Ba];

(ii) плоскость Картана переносится параллельно
( 0

∇λi
a|ρ = 0

)

в индуцированной аффинно-

групповой связности
{0

Γi
jK,

0

Γa
bI ,

0

Γi
aJ

}

тогда и только тогда, когда она смещается в нор-

мали 1-го рода Nn−m = [A,Ba];

(iii) плоскость Cn−m−1 переносится параллельно
( 0

∇λi
a|ρ = 0,

0

∇λa|ρ = 0
)

в индуцированной

связности
0

Γ тогда и только тогда, когда она неподвижна, т.е. параллельное перенесение
связанно вырожденное (см. [4]).

Теорема 3 дает полное представление о геометрической характеристике связности
0

Γ и ее под-
связностей.

Обращая в нуль ковариантные производные ∇Jλ оснащающего тензора λ в ассоциированной
связности Γ, получим

1

Γij = λij + λkΓ
k
ij,

1

Γia = λia + λjΓ
j
ia,

1

Γi
aj = λi

aj − λk
aΓ

i
kj + λi

bΓ
b
aj ,

1

Γi
ab = λi

ab − λj
aΓ

i
jb + λi

cΓ
c
ab,

1

Γai = λai − λj
a

1

Γji + λbΓ
b
ai,

1

Γab = λab − λi
a

1

Γib + λcΓ
c
ab.

(12)
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Определение 2. Пучком связностей
1

Γ с параметрами Γ0 =
{

Γi
jJ , Γa

bI

}

будем называть мно-

жество групповых связностей, определяемых объектом
1

Γ, компоненты которого удовлетворяют
соотношениям (12).

Определение 3. Композиционное оснащение распределения NSn назовем специальным
(см. [4]) в случае обращения тензора t в нуль:

(a) tiJ = 0; (b) tiaJ = 0; (c) taI = 0.

Такое оснащение назовем abc-специальным. В случае выполнения части условий в названии спе-
циального оснащения будут упоминаться только соответствующие буквы.

Выражения для дифференциалов точек Ba, Bi, записанные с помощью ковариантных диффе-

ренциалов
1

∇λ оснащающего тензора λ в пучке (12) связностей
1

Γ, имеют следующий вид:

dBa = (. . . )baBb +
( 1

∇λi
a + tiaJω

J
)

Bi +
( 1

∇λa − λi

1

∇λi
a + (taI − λjt

j
aI)ω

I
)

A,

dBi = (. . . )jiBj + (. . . )aiBa +
( 1

∇λi + tiJω
J
)

A.

Следовательно, справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Плоскость Картана Cn−m−1 переносится параллельно тогда и только тогда,

когда она смещается в нормали 1-го рода Нордена Pn−m, причем перенесение
( 1

∇λi
a|ρ = 0

)

осу-

ществляется в пучке групповых подсвязностей
{

Γ0,
1

Γi
aJ

}

, если композиционное оснащение b-

специальное. Нормаль 2-го рода Нордена Nm−1 переносится параллельно в пучке групповых под-

связностей
{0

Γi
jK ,

1

ΓiJ

}

тогда и только тогда, когда она смещается:

(a) в гиперплоскости Бортолотти Pn−1, если композиционное оснащение a-специальное:
( 1

∇λi|ρ = 0
)

;

(b) произвольно в случае a-неспециального композиционного оснащения.

Замечание 2. Отметим (см. [5]), что все полученные выше теоремы нашли применение при
осуществлении внутреннего композиционного оснащения распределения (в предположении су-
ществования относительного инварианта, охваченного подобъектом фундаментального объекта
1-го порядка распределения плоскостей) и построения внутренней связности и ее геометрической
характеристики.
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Аннотация. Изучается строение геодезических усеченной связности на многомерной группе Гей-

зенберга, наделенной левоинвариантной субримановой структурой. Установлено, что субримано-

выми геодезическими являются параболы, ортогональные проекции которых на соответствующие

контактные плоскости являются прямыми линиями. Кроме таких парабол, геодезическими явля-

ются также некоторые прямые, лежащие в контактных плоскостях.

Ключевые слова: группа Гейзенберга, субриманова структура, левоинвариантная контактная
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Abstract. In this paper, we study the structure of truncated connections on the multidimensional

Heisenberg group endowed with a left-invariant sub-Riemannian structure. We find that sub-

Riemannian geodesics are parabolas whose orthogonal projections onto the corresponding contact

planes are straight lines. In addition to such parabolas, some straight lines lying in contact planes

are also geodesics.

Keywords and phrases: Heisenberg group, sub-Riemannian structure, left-invariant contact metric

structure, geodesic.
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1. Введение. Группа Гейзенберга — это трехмерная связная односвязная нильпотентная груп-
па Ли G, состоящая из всех вещественных верхнетреугольных матриц с единицами на главной
диагонали. На этой группе имеется левоинвариантная контактная дифференциальная 1-форма η
и полная риманова метрика g, которые задают на G контактную метрическую структуру. Вполне
неголономное контактное распределение ker η вместе с ограничением метрики g на это распреде-
ление определяет на G субриманову структуру. Среди трехмерных групп Ли группа Гейзенберга
является одним из наиболее известных и простых примеров в исследованиях по субримановой
геометрии, теории динамических систем и теории оптимального управления (см. [1, 2, 4, 8, 9]).
В подобных исследованиях часто геодезическими называют экстремали вариационной задачи на
минимум функционала длины кривой. В неголономной механике считается, что механическая
система с лагранжианом L и неголономным распределением на конфигурационном пространстве
движется по траектории, которая, вообще говоря, не является решением вариационной задачи на
минимум. В [3] доказано, что траектории движения такой механической системы с квадратичным
лагранжианом являются геодезическими усеченной связности.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2020
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В настоящей работе изучается строение геодезических усеченной связности на многомерной
группе Гейзенберга, наделенной левоинвариантной субримановой структурой. Установлено, что
субримановыми геодезическими являются параболы, ортогональные проекции которых на соот-
ветствующие контактные плоскости являются прямыми линиями. Кроме таких парабол геодези-
ческими являются также некоторые прямые, лежащие в контактных плоскостях.

В разделе 2 приведены основные определения. Показано, как с помощью левых сдвигов на мно-
гомерной группе Гейзенберга можно получить левоинвариантные контактную форму и риманову
метрику и как они порождают контактную метрическую структуру, которая является сасакиевой.
Доказано, что для многомерной группы Гейзенберга имеет место утверждение о существовании
единственности контактной метрической связности с кососимметрическим кручением, установ-
ленное в [7] для трехмерной группы Гейзенберга. При этом, в отличие от трехмерного случая,
мы дополнительно требуем инвариантность связности относительно автоморфизмов сасакиевой
структуры. Доказано также, что обнаруженная связность является контактной метрической связ-
ностью для любой k-контактной метрической структуры и, следовательно, для любой сасакиевой
структуры.

В разделе 3 вычислены компоненты связности Леви-Чивиты и контактной метрической связно-
сти в ортонормированном репере, адаптированном к контактной структуре. Проектирование этой
связности на контактное распределение приводит к одной и той же усеченной связности. Выпи-
сывая дифференциальные уравнения субримановых геодезических, т.е. геодезических усеченной
связности, касательные векторы которых лежат в контактном распределении, и интегрируя эти
уравнения, находим общее решение, что позволяет выяснить строение геодезических.

В разделе 4 дана оценка секционной кривизны, а именно, доказано, что секционная кривиз-
на группы Гейзенберга с контактной метрической связностью принадлежит числовому отрезку
[−1; 0].

2. Контактная метрическая связность. Многомерная группа Гейзенберга — это нильпо-
тентная m-мерная (m = 2n+ 1) группой Ли ((n+ 2)× (n+ 2))-матриц вида

G =





1 y z
θt En xt

0 θ 1





(см. [11]), где xt = (x1, . . . , xn)t, y = (xn+1, . . . , x2n), θ = (0, . . . , 0) ∈ R
n, z = xm ∈ R, En — единич-

ная (n × n)-матрица, R— поле действительных чисел. Левые сдвиги на группе G определяются
следующими формулами:

xi = xi + ci, i = 1, 2n;

xm = xm + cn+1x1 + . . .+ c2nxn + cm.

Дифференцируя по параметрам и вычисляя полученные производные в единице группы, находим
базисные левоинвариантные векторные поля:

Xα = ∂α, Xn+α = ∂n+α + xα∂m, Xm = ∂m, xα = xα; α = 1, n; ∂k =
∂

∂xk
.

Левоинвариантную риманову метрику на группе G можно получить следующим образом. В ка-

сательном пространстве единицы группы TeG возьмем евклидову метрику ds2 = dx1
2
+ . . .+dxm2

и «сдвинем» ее в произвольную точку x. Так как

dxi = dxi, dxm = dxm − cn+1dx1 − . . . − c2ndxn, ck = xk,

то

ds2 = dx1
2
+ . . .+ dx2n2 + (dxm − xn+1dx1 − . . .− x2ndxn)

2
.

Аналогично можно получить левоинвариантную дифференциальную 1-форму, взяв в касатель-
ном пространстве единицы группы форму dxm и сдвинув ее в точку x. В результате получим

dxm − xn+1dx1 − . . .− x2ndxn.
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Таким образом, левоинвариантные форма η и риманова метрика g имеют вид

η = dxm − xn+1dx1 − . . .− x2ndxn,

ds2 = dx1
2
+ . . . + dx2n

2
+
(

dxm − xn+1dx1 − . . . − x2ndxn
)2

и определяют на группе Гейзенберга контактную метрическую структуру (η, ξ, Φ, g). Действи-
тельно, так как η∧ (dn)n 6= 0 (∧— внешнее произведение, d— внешний дифференциал), то форма
η является контактной и определяет контактное 2n-мерное распределение L = ker η. Контактное
распределение L называется первым фундаментальным распределением, или горизонтальным
распределением, а 1-мерное распределение M = ker dη — вторым фундаментальным распределе-
нием, или вертикальным распределением. Характеристическое векторное поле ξ и структурный
эндоморфизм Φ однозначно определяются условиями

η(Y ) = g(ξ, Y ), dη(X,Y ) = g(ΦX,Y ).

Теперь нетрудно убедиться, что выполняются условия

η(ξ) = 1, (1)

η ◦ Φ = 0, (2)

Φ(ξ) = 0, (3)

Φ2 = − id+η ⊗ ξ, (4)

g(ΦX,ΦY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ) (5)

и, следовательно, четверка тензорных полей (η, ξ, Φ, g) определяет на группе Гейзенберга кон-
тактную метрическую структуру. Кроме того, нетрудно убедиться, что NΦ + 2dη ⊗ ξ = 0, где
NΦ — тензор Нейенхейса структурного эндоморфизма, т.е. контактная метрическая структура,
является нормальной и, следовательно, сасакиевой.

Линейная связность ˜∇ называется контактной метрической связностью, если в этой связности

контактная форма η и метрический тензор g ковариантно постоянны: ˜∇η = 0, ˜∇g = 0. При па-
раллельном перенесении векторов в этой связности сохраняются длины векторов и углы между

векторами (связность метрическая: ˜∇g = 0) и контактное распределение L(˜∇η = 0), а, следова-

тельно, и распределение M. Из соотношения ˜∇η = 0 следует, что связность ˜∇ необходимо имеет

кручение ˜S, а из ˜∇g = 0 следует, что ковариантный тензор деформации T связности Леви-Чи-
виты ∇ кососимметричен по последним двум аргументам. Если тензор T кососимметричен по

всем своим аргументам, то имеем связность ˜∇ с кососимметрическим кручением. В этом случае
T = 1

2S и

˜Γk
ij = Γk

ij +
1

2
Sk
ij,

где ˜Γk
ij — коэффициенты связности ˜∇, Γk

ij — коэффициенты связности Леви-Чивиты ∇, Sk
ij — ком-

поненты тензора кручения ˜S, а Sijk = Sp
ijgkp кососимметричны по всем индексам и, следователь-

но, определяют дифференциальную 3-форму S — форму кручения; i, j, k, . . . = 1,m.

Теорема 1. На группе Гейзенберга существует единственная контактная метрическая
связность с кососимметрическим кручением, инвариантная относительно группы автомор-
физмов сасакиевой структуры. Эта связность определяется следующей формулой

g(˜∇XY,Z) = g(∇XY,Z) +
1

2
dη(X,Y ) ∧ η(Z),

где X,Y,Z — векторные поля на G.

Доказательство. Заметим, что компоненты контактной формы η и метрического тензора g за-
висят только от переменных xn+α, поэтому ∂αηi = 0, ∂mηi = 0, ∂αgij = 0, ∂mgij = 0. Кроме того,
ξ = ∂m и, следовательно, gipηp = ξi = δim, где δim — символ Кронекера.
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Теперь мы можем найти условия на компоненты формы кручения, которые следуют из кова-
риантного постоянства контактной формы

˜∇iηj = ∂iηj −
1

2
gkp(∂igpj + ∂jgip − ∂pgij)ηk −

1

2
Sijpg

pkηk = 0.

С учетом вышесказанных замечаний эти уравнения примут вид

∂iηj −
1

2
(∂igmj + ∂jgim)−

1

2
Sijm = 0.

Придавая индексам i, j различные значения, получим следующие условия на компоненты формы
кручения

Sαβm = 0, Sn+αn+βm = 0, Sαn+βm = δαβ , Sn+αβm = −δαβ .

Таким образом, из условия ковариантного постоянства контактной формы следует, что

Sαn+αm = Sn+αmα = Snαn+α = −Sn+ααm = −Smn+αα = −Sαmn+α = 1.

Остальные компоненты, содержащие индекс m, равны нулю. На компоненты Sijk, не содержащие
индекс m, ковариантная постоянность формы η не накладывает условий.

Потребуем инвариантность связности ˜∇ относительно группы автоморфизмов сасакиевой
структуры. Так как связность Леви-Чивиты ∇ метрики g инвариантна относительно изомет-

рий, то она инвариантна и относительно автоморфизмов. Поэтому связность ˜∇ инвариантна
тогда и только тогда, когда инвариантна форма кручения. Согласно известной теореме Танно
(см. [12]), левоинвариантная сасакиева структура обладает группой Ли автоморфизмов макси-

мальной размерности (n+ 1)2. Пусть ϕt = exp tX — однопараметрическая подгруппа автомор-
физмов, порожденная векторным полем X. Тогда производная Ли вдоль X от контактной формы
η и метрического тензора g равны нулю: LXη = 0, LXg = 0, т.е.

Xp∂pηi + ∂iX
pηp = 0,

Xp∂pgij + ∂iX
pgpj + ∂jX

pgip = 0.

Интегрируя эти уравнения, находим общее решение, а затем и операторы группы — базисные
векторные поля ее алгебры.

Xα = ∂α, Xn+α = ∂n+α + xα∂m, Xm = ∂m,

Xβ
α = xβ∂α − xα∂β + xn+β∂n+α − xn+α∂n+β,

Xβ
n+β = xn+β∂β − xβ∂n+β +

1

2

(

(xn+β)2 − (xβ)2
)

∂m,

Xβ
n+α = xn+β∂α − xα∂n+β + xn+α∂β − xβ∂n+α +

(

xn+αxn+β − xαxβ
)

∂m,

α < β, α, β = 1, n. Заметим, что первые 2n + 1 векторных полей являются левоинвариантными
и определяют сдвиги на группе Гейзенберга, остальные векторные поля — операторы вращений.

Уравнения инвариантности формы кручения имеют вид (LXS = 0):

Xp∂pSijk + ∂iX
pSpjk + ∂jX

pSipk + ∂kX
pSijp = 0.

Эти уравнения должны обращаться в тождества для каждого из (n + 1)2 операторов группы.
Найдем условия, которые накладывают на Sijk операторы сдвигов. Для Xn+α = ∂n+α + xα∂m
имеем

∂n+αSijk + δiαSmjk + δjαSimk + δkαSijm = 0,

откуда следует, что

Sα,β,n+α = xn+β + cn+β, Sα,β,n+β = −
(

xn+α + cn+α
)

,

Sα,n+α,n+β = cβ, Sβ,n+α,n+β = cα,

α < β, cn+β, cn+α, cβ , cα = const.
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Далее исследуем уравнения инвариантности для операторов вращения. Для Xβ
α имеем следу-

ющие уравнения:

xn+β∂n+αSijk − xn+α∂n+βSijk + δiβSαjk − δiαSβjk + δi,n+βSn+α,j,k−

− δi,n+αSn+β,j,k + δjβSiαk − δjαSiβk + δj,n+βSi,n+α,k − δj,n+αSi,n+βk+

+ δkβSijα − δkαSijβ + δk,n+βSi,j,n+α − δk,n+αSi,j,n+β = 0.

Для компонент Sα,β,n+α (α < β) имеем

−xn+α∂n+βSα,β,n+α − Sα,β,n+β = 0,

т.е. −xn+α · 1 + (xn+α + cn+α) = 0, откуда cn+α = 0. Для компонент Sα,β,n+β (α < β) имеем

xn+β∂n+αSα,β,n+β − Sα,β,n+α = 0,

т.е. xn+β · (−1) + (xn+β + cn+β) = 0, откуда cn+β = 0.

Аналогично, выписывая уравнения инвариантности, для операторов Xβ
n+β находим, что cα = 0

и cβ = 0, поэтому

Sα,β,n+β = Sβ,n+β,α = Sn+β,α,β = −Sβ,α,n+β = −Sn+β,β,α = −Sα,n+β,β = −xn+α, α < β,

Sα,β,n+α = Sβ,n+α,α = Sn+α,α,β = −Sβ,α,n+α = −Sn+α,β,α = −Sα,n+α,β = xn+β, α < β.

Далее, исследуя уравнения инвариантности для операторов вращения, заключаем, что на ком-
поненты Sijk, содержащие хотя бы один индекс m, условий нет, а остальные компоненты, не
содержащие индекс m, необходимо равны нулю. Таким образом, условия ковариантного посто-
янства контактной формы и инвариантность связности относительно автоморфизмов сасакиевой

структуры однозначно определяют форму связности и, следовательно, связность ˜∇. Форма связ-
ности имеет следующий вид (α < β):

S =

n
∑

α=1

dxα ∧ dxn+α ∧ dxm +

n
∑

α,β=1

xn+βdxα ∧ dxβ ∧ dxn+α −

n
∑

α,β=1

xn+αdxα ∧ dxβ ∧ dxn+β =

=

(

n
∑

α=1

dxα ∧ dxn+α

)

∧

(

dxm −

n
∑

α=1

xn+αdxα

)

,

т.е. S = dη∧η. Теперь инвариантность формы кручения относительно автоморфизмов сасакиевой
структуры очевидна, так как

LX(dη ∧ η) = L(dη) ∧ η + dη ∧ LXη = d(LXη) ∧ η + dη ∧ LXη = 0.

Таким образом, вычислительная формула для коэффициентов ˜Γk
ij связности ˜∇ имеет вид

˜Γk
ij =

1

2
gkp
(

∂igpj + ∂jgip − ∂pgij + (dη ∧ η)ijp

)

,

а в бескоординатной форме имеем искомую формулу. �

Теорема 2. Линейная связность ˜∇ является контактной метрической связностью для лю-
бой k-контактной метрической структуры.

Доказательство. Так как связность ˜∇ имеет кососимметрическое кручение, то она является
метрической. Докажем, что она является и контактной для любой k-контактной метрической
структуры. Известно (см., например, [6, 10]), что на гладком многообразии существует атлас
Дарбу, в каждой карте которого контактная форма η имеет вид

η = −xn+1dx1 − . . .− x2ndxn + dxm.

В координатах Дарбу имеем

dη = dx1 ∧ dxn + . . . + dxn ∧ dx2n, ξ = ∂m, ξi = gisηs = δim.
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Найдем ковариантную производную от контактной формы

˜∇iηi = ∂iηj − ˜Γ
k
ijηk = ∂iηj −

1

2
gkp
(

∂igpj + ∂jgip − ∂pgij

)

ηk −
1

2
Sijpg

pkηk =

= ∂iηj −
1

2

(

∂igmj + ∂jgim − ∂mgij

)

−
1

2
Sijm.

Так как Sijm = (dη ∧ η)ijm, а ηm = 1, то Sijm = (dη)ij . Поскольку мы имеем k-контактную
структуру, т.е. контактная форма η является формой Киллинга, то вектор ξ есть вектор Киллинга
и, следовательно, уравнения Киллинга

ξk∂kgij + ∂iξ
kgkj + ∂jξ

kgik = 0

обращаются в тождества, откуда следует, что ∂mgij = 0. Теперь ковариантная производная от
формы η примет вид

˜∇iηj = ∂iηj −
1

2

(

∂igmj + ∂jgim

)

−
1

2
(dη)ij .

Далее из условия (5) определения контактной метрической структуры следует, что

g(X,Y ) = h(X,Y ) + η(X)η(Y ),

где h(X,Y ) = g(ΦX,ΦY ). Структурный эндоморфизм Φ определяется условием (dη)ij = gisΦ
s
j,

поэтому Φi
j = gis(dη)sj и, следовательно,

hij = gspΦ
s
iΦ

p
j = gspg

sl(dη)lig
pk(dη)kj .

Но (dη)im = 0, тогда him = hmi = 0 и, следовательно,

gmj = ηmηj = ηj , gim = ηiηm = ηi.

Поэтому

˜∇iηj = ∂iηj −
1

2
(∂iηj + ∂jηi)−

1

2
(∂iηj − ∂jηi) =

1

2
∂iηj −

1

2
∂jηi −

1

2
∂iηj +

1

2
∂jηi = 0. �

Так как любая сасакиева структура является k-контактной (см. [6, 10]), то данная теорема
верна и для любой сасакиевой структуры.

3. Субримановы геодезические. На группе Гейзенберга рассмотрим неголономное поле ре-
перов {p, ei}, адаптированное к структуре почти произведения L⊕M:

eα = ∂α + xn+α∂m, en+α = ∂n+α, em = ∂m,

где первые 2n векторных полей принадлежат контактному распределению, а em = ξ. Разложение
коммутаторов координатных векторных полей

[ei, ej ] = Ωk
ijek

являются структурными уравнениями поля реперов {p, ei}, а коэффициенты разложения Ωk
ij

определяют объект неголономности. Для рассматриваемого поля реперов имеем

[eα, eβ ] = 0, [ei, em] = 0, [eα, en+α] = −em, [eα, en+β] = 0, α 6= β.

Таким образом, Ωm
αn+α = −Ωm

n+αα = −1, остальные компоненты равны нулю. Дуальный реперу

{p, ei} корепер {p, θj} определяется условием θj(ei) = δji и имеет вид

θα = dxα, θn+α = dxn+α, θm = −xn+1dx1 − . . .− x2ndxn + dxm.

Левоинвариантная метрика в неголономном репере {p, ei} имеет следующий вид

g(X,X) = X12 +X22 + . . .+Xm2,

где Xi — неголономные координаты вектора X = Xiei, а репер {p, ei} является ортонормирован-
ным.
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Вычислим неголономные коэффициенты γkij связности Леви-Чивиты ∇ и неголономные коэф-

фициенты γ̃kij контактной метрической связности ˜∇:

∇eiej = γkijek, ˜∇eiej = γ̃kijek.

Для связности Леви-Чивиты имеем следующую вычислительную формулу (см., например, [5])

g(∇XY,Z) =
1

2

(

Xg(Y,Z) + Y g(Z,X) − Zg(X,Y ) + g(Z, [X,Y ]) + g(Y, [Z,X]) − g(X, [Y,Z])
)

.

Полагая X = Xiei, Y = Y jej , Z = Zkek, получим

γkij =
1

2
δks
(

ei(δsj) + ej(δis)− es(δij) + Ωl
ijδsl +Ωl

siδjl − Ωl
jsδil

)

.

Так как ei(δjk) = 0 и Ωk
ij = −Ωk

ji, то

γkij =
1

2

(

Ωk
ij + δksΩl

siδjl + δksΩl
sjδil

)

,

откуда находим, что

γmn+α,α =
1

2
, γmα,n+α = −

1

2
, γn+α

αm = γn+α
mα =

1

2
, γαn+α,m = γαm,n+α = −

1

2
.

Так как

γ̃kij = γkij +
1

2
Sk
ij,

где Sk
ij = δksSijs — неголономные коэффициенты тензора кручения ˜S, а Sijs — компоненты формы

кручения
dη ∧ η = θ1 ∧ θn+1 ∧ θm + . . .+ θn ∧ θ2n ∧ θm.

Поэтому

Sα,n+α,m = Sn+α,m,α = Sm,α,n+α = −Sn+α,α,m = −Sm,n+α,α = −Sα,m,n+α = 1,

Sm
α,n+α = Sα

n+α,m = Sn+α
mα = 1, Sm

n+α,α = Sα
m,n+α = Sn+α

αm = −1,

остальные коэффициенты равны нулю. Теперь находим ненулевые коэффициенты связности ˜∇:

γ̃n+α
mα = 1, γ̃αm,n+α = −1

(

˜∇emeα = en+α, ˜∇emen+α = −eα

)

.

Контактное распределение L = ker η 2n-мерных площадок вместе с ограничением метрики g
на это распределение

ds2L = dx1
2
+ . . .+ dx2n

2

определяет на группе Гейзенберга субриманову структуру. Горизонтальная (допустимая) кри-
вая γ: xi = xi(s) (s— естественный параметр) называется субримановой геодезической, если она
является геодезической относительно усеченной связности ∇: ∇γ̇ γ̇ = 0, где ∇— ортогональная

проекция связности ˜∇ (или ∇) на распределение L, а γ̇ — поле касательных векторов кривой γ,

лежащих в распределении L. Так как ˜∇eiej = 0 и ∇eiej = 0, i, j = 1, 2n, то проекции контактной

метрической связности ˜∇ и связности Леви-Чивиты ∇ совпадают и, следовательно, определяют
одну и ту же усеченную связность: ∇eiej = 0.

Найдем сначала уравнения параллельного перенесения допустимых векторов вдоль горизон-
тальных кривых. Как обычно, векторное поле v назовем параллельным вдоль кривой γ, если
∇γ̇v = 0. Пусть ẋi и vi — естественные координаты векторных полей γ̇ и v, т.е.

γ̇ = ẋi∂i, v = vk∂k i, k = 1,m,

a ξi и ηk — их координаты в ортонормированном базисе ei (i = 1, 2n) контактного распределения
L, т.е.

γ̇ = ξiei, v = ηkek.

Так как
∂α = eα − xn+αem, ∂n+α = en+α, ∂m = em,
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то

γ̇ = ẋi∂i = ẋα(eα − xn+αem) + ẋn+αen+α + ẋmem = ẋiei + (ẋm − ẋαxn+α)em (i = 1, 2n).

Поэтому ẋi = ξi (i = 1, 2n), а ẋm − ẋαxn+α = 0, так как γ̇ ∈ L. Аналогично,

v = vk∂k = vkek + (vm − vαxn+α)em

и, следовательно, vk = ηk (k = 1, 2n), а vm − vαxn+α = 0, так как v ∈ L. Далее имеем

∇γ̇v = ξi∇ei(η
kek) = ξiei(η

k)ek + ξiηk∇eiek = ξiei(η
k)ek.

Поэтому уравнения параллельного перенесения примут вид

ξiei(η
k) = 0.

Перепишем эти уравнения в естественных координатах, учитывая, что

ξi = ẋi, ηk = vk (i, k = 1, 2n),

eα = ∂α + xn+α∂m, en+α = ∂n+α.

В результате получим

ẋα(∂αv
k + xn+α∂mvk) + ẋn+α∂n+αv

k = 0.

Но
ẋαxn+α = ẋm, (γ̇ ∈ L),

поэтому получим

ẋα∂αv
k + ẋm∂mvk + ẋn+α∂n+αv

k = 0,

т.е. ẋp∂pv
k = 0 (p = 1,m; k = 1, 2n) или v̇k = 0. А так как v ∈ L, то vm = xαxn+α и, следовательно,

уравнения параллельного перенесения имеют вид

v̇k = 0, k = 1, 2n, vm = vαxn+α, α = 1, n.

Положив теперь vi = ẋi, получим дифференциальные уравнения субримановых геодезических

ẍk = 0, k = 1, 2n, ẋm = ẋαxn+α, α = 1, n.

Интегрируя полученные уравнения, находим общее решение

xk = aks+ bk, xm =
1

2
(aαa

n+α)s2 + (aαb
n+α)s+ bm, aα = aα.

множество всех субримановых геодезических на группе Гейзенберга.
При исследовании строения геодезических, в силу левоинвариантности субримановой струк-

туры, можно ограничиться геодезическими, выходящими из единицы группы

xk = aks, xm =
1

2
(a1an+1 + . . .+ana2n)s2.

Заметим, что ортогональные проекции геодезических на контактную плоскость являются пря-
мыми линиями. Чтобы провести анализ строения геодезических, отождествим матрицы группы
Гейзенберга с точками m-мерного числового пространства R

m, поставив в соответствие каждой
матрице группы G с определяющими элементами xi точку x = (xi) из R

m. Так как в единице
группы

eα = ∂α, en+α = ∂n+α, em = ∂m,

то ортонормированному реперу {e, ei} группы G будет отвечать репер {O, ei} в R
m, где O =

(0, . . . , 0), e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , em = (0, . . . , 0, 1). Этот репер является ортонормированным отно-
сительно стандартной евклидовой метрики ρE в R

m. Контактной плоскости в единице группы
соответствует координатная плоскость векторов e1, . . . , e2n. Теперь мы можем исследовать строе-
ние субримановых геодезических, используя геометрию евклидова пространства E

m = (Rm, ρE).
Рассмотрим несколько подробнее трехмерный случай. В евклидовом пространстве параметри-

ческие уравнения субримановых геодезических примут вид

x = a1s, y = a2s, z =
1

2
a1a2s

2,
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где x = x1, y = x2, z = x3, ai = ai. Так как s— естественный параметр, то a21+a22 = 1, и единичный
вектор a(a1, a2) в контактной плоскости xOy определяет направление геодезической, т.е. он явля-
ется касательным вектором к геодезической в начале координат. В координатной плоскости xOy
рассмотрим числовую прямую l, заданную первыми двумя уравнениями геодезических с единич-
ным вектором a и параметром s. Обозначим направленный угол между единичным вектором e1
оси Ox и вектором a через θ = (ê1, a). Тогда уравнения геодезических примут вид:

x = s cos θ, y = s sin θ, z =
1

2
s2 cos θ sin θ.

Первые два уравнения в плоскости xOy определяют прямую l, а в пространстве — плоскость lOz.
Третье уравнение в плоскости lOz определяет параболу, а в пространстве — параболический ци-
линдр. Искомая система определяет субриманову геодезическую как пересечение параболическо-
го цилиндра и плоскости. Это пересечение является параболой, если cos θ sin θ 6= 0 (ее уравнение
в репере {O, a, e3} является третьим уравнением системы). Если cos θ sin θ = 0, то при sin θ = 0
(z = 0), геодезической является ось Ox = (xOy)∩ (xOz). Если cos θ = 0, то геодезической являет-
ся ось Oy = (xOy) ∩ (yOz). При малых θ имеем sin θ → 0, коэффициент cos θ sin θ > 0 мал, ветви
параболы расположены в полупространстве z > 0, и парабола мало отличается от прямой Ox.
С возрастанием θ это отличие растет, и при θ = π/4 достигает своего максимума. При θ > π/4 про-
исходит «распрямление» параболы, и при θ = π/2, cos θ = 0, парабола «превращается» в прямую
Oy. При θ > π/2 ветви параболы опускаются «вниз» (cos θ sin θ < 0, π/2 < θ < π). С увеличением
θ парабола становится круче, достигает максимума при θ = 3π/4, затем опять распрямляется
и становится прямой Ox при θ = π. Далее ветви параболы опять поднимутся вверх. В третьем
координатном угле (π < θ < 3π/2) имеем те же параболы, что и в первом (0 < θ < π/2), а в
четвертом (3π/2 < θ < 2π) имеем то же самое, что и во втором (π/2 < θ < π), т.е. направления
a и −a определяют одну и ту же геодезическую (система обладает свойством симметрии). На-
помним, что в каждой точке геодезической касательный к ней вектор лежит в соответствующей
контактной плоскости.

Аналогичное поведение геодезических мы наблюдаем и в многомерном случае. Если допусти-
мые направления a лежат в координатных плоскостях (eα, en+α), то геодезические ведут себя так
же, как и в трехмерном случае. Из уравнений геодезических следует, что все координатные пря-
мые репера {O, ei} являются геодезическими, кроме того, все прямые, лежащие в координатных
плоскостях, отличных от (eα, en+α), также являются геодезическими.

4. Секционная кривизна. Имея коэффициенты связности ˜∇, нетрудно вычислить компонен-

ты ˜Rl
ijk тензора кривизны

˜R(X,Y )Z = ˜∇X
˜∇Y Z − ˜∇Y

˜∇XZ − ˜∇[X,Y ]Z,

˜Rl
ijk = ei(γ̃

l
jk)− ej(γ̃

l
ik) + γ̃lisγ̃

s
jk − γ̃ljsγ̃

s
ik − Ωs

ij γ̃
l
sk.

В результате получаем следующие ненулевые компоненты тензора кривизны:

˜Rn+α
α,n+α,α = − ˜Rα

α,n+α,n+α = 1, ˜Rn+α
n+α,α,α = − ˜Rα

n+α,α,n+α = −1,

˜Rα,n+α,α,n+α = − ˜Rn+α,α,α,n+α = − ˜Rα,n+α,n+α,α = ˜Rn+α,α,n+α,α = 1.

Прямыми вычислениями нетрудно убедиться, что в связности ˜∇ тензоры кручения и кривизны
ковариантно постоянны:

˜∇˜S = 0, ˜∇ ˜R = 0.

Действительно, для ковариантных компонент тензора кручения имеем

˜∇lSijk = el(Sijk)− Spjkγ̃
p
li − Sipkγ̃

p
lj − Sijpγ̃

p
lk.

Но el(Sijk) = 0, а для ненулевых компонент при i = α, j = n+ α, k = m имеем

−˜∇e
l
Sα,n+α,m = Sα,n+α,mγ̃αlα + Sα,n+α,mγ̃n+α

l,n+α + Sα,n+α,mγ̃mlm ≡ 0,
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так как γ̃αlα = γ̃n+α
l,n+α = γ̃mlm = 0. Аналогично для тензора кривизны:

˜∇er
˜Rijkl = er( ˜Rijkl)− ˜Rpjklγ̃

p
ri −

˜Ripklγ̃
p
rj −

˜Rijplγ̃
p
rk −

˜Rijkpγ̃
p
rl,

−˜∇er
˜Rα,n+α,α,n+α = ˜Rα,n+α,α,n+αγ̃

α
rα + ˜Rα,n+α,α,n+αγ̃

n+α
r,n+α + ˜Rα,n+α,α,n+αγ̃

n+α
r,n+α ≡ 0.

Заметим, что ковариантный тензор кривизны g( ˜R(X,Y )Z,W ) кососимметричен по первой и вто-
рой паре аргументов, и эти пары можно менять местами. Поэтому мы можем ввести понятие
секционной кривизны аналогично тому, как это делается в римановой геометрии, т.е. в каждой
точке p ∈ G и в каждом двумерном направлении S, определяемом векторами u, v ∈ TpG, кривиз-

на ˜k определяется формулой

˜k =
g( ˜R(u, v)v, u)

g(u, u) · g(v, v) − g(u, v)2
.

Теорема 3. Секционная кривизна ˜k группы Гейзенберга с контактной метрической связно-
стью принадлежит числовому отрезку [−1, 0].

Доказательство. Будем считать, что векторы u, v ∈ Sp единичны и ортогональны, тогда

˜k = g( ˜R(u, v)v, u) = ˜Rα,n+α,α,n+αu
αvn+αvαun+α + ˜Rn+α,α,α,n+αu

n+αvαvαun+α+

+ ˜Rα,n+α,n+α,αu
αvn+αvn+αuα + ˜Rn+α,α,n+α,αu

n+αvαvn+αuα =

= −
[(

(u1)2(vn+1)2 + . . .+ (un)2(v2n)2
)

− 2
(

u1v1un+1vn+1 + . . .+ unvnu2nv2n
)

+

+
(

(un+1)2(v1)2 + . . .+ (u2n)2(vn)2
)]

.

Пусть m = 3; тогда
˜k = −(u1v2 − u2v1)

2
6 0.

Если поле двумерных направлений S определяется контактным распределением L, то в ка-
честве вектора v можно взять Φu, где Φ— структурный эндоморфизм, действующий в L как
оператор комплексной структуры, т.е. v1 = −u2, v2 = u1. Тогда

˜k = −
(

(u1)2 + (u2)2
)

= −1,

так как вектор u— единичный. Если плоскость Sp содержит вектор ξ(0, 0, 1), то ˜k = 0. Если
плоскость Sp не совпадает с L и не содержит вектор ξ, то поступая так же, как в [7], вектор u
возьмем в пересечении Sp ∩ Lp, а v ему перпендикулярно. Тогда u1v1 + u2v2 = 0. Возводя это
равенство в квадрат, получим

−2u1v1u2v2 = (u1)2(v1)2 + (u2)2(v2)2,

поэтому

˜k = −
(

(u1)2(v2)2 − 2u1v1u2v2 + (u2)2(v1)2
)

= −
(

(u1)2 + (u2)2
)(

(v1)2 + (v2)2
)

.

Так как (u1)2 + (u2)2 = 1, (v1)2 + (v2)2 + (v3)2 = 1, то

˜k = −
(

1− (u3)2
)

> −1.

Таким образом, −1 6 ˜k 6 0. Данная оценка кривизны получена в [7] с использованием естествен-
ных координат.

Пусть m > 3; тогда, перегруппировав слагаемые, ˜k можно представить так

˜k = −
[

(

u1vn+1 − un+1v1
)2

+ . . .+
(

unv2n − v2nvn
)2
]

6 0.

Докажем, что ˜k > −1, т.е. величина в квадратных скобках 61. Так же, как и в случае m = 3,
вектор u возьмем в пересечении Sp ∩ Lp. Так как u и v единичны и ортогональны, знаменатель

в исходной формуле для ˜k равен единице, однако в числителе этот факт пока не отражен. Поэтому
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векторы u и v мы пронормируем, разделив их координаты на длины векторов u и v. В результате
необходимо доказать, что выполняется следующее неравенство:
[

(u1)2(vn+1)2 + . . .+ (un)2(u2n)2 − 2u1v1un+1vn+1 − . . .−

− 2unvnu2nv2n + (un+1)2(v1)2 + . . .+ (u2n)2(vn)2
]

6

6

(

(u1)2 + . . .+ (un)2 + (un+1)2 + . . .+ (u2n)2
)(

(v1)2 + . . . (vn)2 + (vn+1)2 + . . . + (vm)2
)

.

Действительно, если перенести левую часть вправо, сократить слагаемые вида ±(uα)2(vn+α)2

и ±(un+α)2vn2 и свернуть выражения вида (uα)2(vα)2 + 2uαvαun+αvn+α + (un+α)2(vn+α)2, то по-
лучим сумму квадратов вида

(

u1v1 + un+1vn+1
)2

+ . . . +
(

unvn + u2nv2n
)2

+ (u1)2(v2)2 + . . . + (u2n)2(vm)2 > 0,

что и доказывает наше утверждение. Таким образом, как и в случае m = 3, для секционной кри-

визны выполняется неравенство −1 6 ˜k 6 0, причем, например, −1 достигается в направлениях,
определяемых координатными плоскостями, натянутыми на векторы eα, en+α, а 0— оставшимися
координатными плоскостями, а также в случае, когда направление S содержит характеристиче-
ский вектор ξ. �
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НОРМАЛИ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА НА МНОГООБРАЗИИ
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Аннотация. На n-мерном гладком многообразии рассмотрены нормали высших порядков двух

видов, т.е. пространства, дополняющие касательное пространство порядка 1 или r − 1 до касатель-

ного пространства порядка r. Показано, что производные одних базисных векторов по направ-

лению данных базисных векторов первого (второго) порядка равны значениям дифференциалов

первого (второго) порядка первых векторов на данных векторах. С помощью дифференциалов

базисных касательных векторов первого и второго порядков построены отображения из множе-

ства касательных векторов первого порядка во множество векторов нормалей второго и третьего

порядков. Заданы отображения, порождающие горизонтальные векторы второго и третьего по-

рядков для канонической аффинной связности первого и второго порядков соответственно.

Ключевые слова: дифференциальная форма, касательное пространство, нормаль на многооб-

разии, аффинная связность.

HIGHER-ORDER NORMALS ON MANIFOLDS

c© 2020 K. V. POLYAKOVA

Abstract. On an n-dimensional smooth manifold, we consider higher-order normals of two types, i.e.,

the spaces that complement the tangent space of orders 1 or r − 1 to the tangent space of order r. We

prove that the derivatives of some basic vectors in the direction of the given first-order (second-order)

basis vectors are equal to the values on these vectors of the first-order (second-order) differentials of

the first vectors. Using the differentials of basic tangent vectors of the first and second orders, we

construct mappings from the set of first-order tangent vectors to the set of second- and third-orders

normal vectors. Also, we introduce mappings that generate horizontal second- and third-order vectors

for the canonical first- and second- order affine connections, respectively.

Keywords and phrases: differential form, tangent space, normal on a manifold, affine connection.

AMS Subject Classification: 53B05, 58A10

1. Введение. Данная работа относится к дифференциальной геометрии, а методика исследо-
вания основана на применении способа Г. Ф. Лаптева (см. [7, 8]) задания связности в главных
расслоениях и разработанного им метода продолжений и охватов, который обобщает метод по-
движного репера и внешних форм Э. Картана. Применение метода Картана—Лаптева, опериру-
ющего структурными уравнениями и деривационными формулами, позволяет эффективно ис-
пользовать тангенциальнозначные формы, т.е. дифференциальные формы со значениями в каса-
тельных пространствах различных порядков. Указанные формы широко применяются во многих
разделах современной физики (см., например, [2, 15].

Отправным пунктом для построения различных тангенциальнозначных форм на расслоении
линейных реперов является каноническая форма на этом расслоении; связывая касательное и ко-
касательное пространства этого расслоенного многообразия, она соответствует тождественным
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отображениям этих пространств. При этом действия тангенциальнозначных форм имеют двой-
ственный характер: они действуют как в пространстве касательных векторов к расслоению линей-
ных реперов, так и в пространстве ковекторов. Все тангенциальнозначные формы, возникающие
в результате продолжения (внешнего дифференцирования и последующего разрешения по лемме
Э. Картана), дают возможность строить касательные пространства 2-го и более высоких поряд-
ков, кроме того, эти формы задают важные отображения как касательных, так и кокасательных
пространств различных порядков. В частности, отображения, определяемые дифференциалами
базисных касательных векторных полей, переводят касательные векторы в нормальные векторы
(см. [13]), т.е. векторы второго порядка, дополняющие касательное пространство 1-го порядка до
касательного пространства 2-го порядка.

Метод Лаптева, базируясь на операции внешнего дифференцирования обычных (а также тан-
генциальнозначных) форм, с применением координатного задания векторов и форм дает возмож-
ность шире использовать деривационные формулы на многообразии.

Каноническая форма 1-го порядка θ = ωiεi (i, j, k, . . . = 1, . . . ,m) на многообразии Xm свя-
зывает касательное TXm = span(εi) и кокасательное T ∗Xm = span(ωi) пространства к этому
многообразию в его текущей точке M , а также соответствует тождественным преобразованиям
этих пространств, т.е. (см. [12])

θ = idTXm , θ = idT ∗Xm .

Каноническая форма является тензорнозначной (см. [2,5]), точнее, тангенциальнозначной. Диф-
ференциальные 1-формы {ωi} образуют кобазис, сопряженный подвижному базису {εi}, т.е.
ωi(εj) = δij . Фактически θ = ωi ⊗ εi ∈ T ∗Xm ⊗ TXm, но значок тензорного умножения в форме

θ = ωiεi будем опускать.
Реализуем подход, связанный с координатным выражением базисных и слоевых форм, а так-

же векторов репера в слоях. Рассмотрим некоторую окрестность m-мерного многообразия Xm,
в которой текущая точка определяется локальными координатами xi. Слоевые координаты xij,

xijk, x
i
jkl на многообразии Xm (см. [8, c. 149]) удовлетворяют соотношениям det(xij) 6= 0, xik

∗
xkj = δij

и симметричны по нижним индексам. При этом базисные ωi и слоевые ωi
j, ω

i
jk формы имеют вид

ωi = xijdx
j ,

ωi
j = −

∗
xkj dx

i
k − xijkω

k,

ωi
jk = dxijk + xljkω

i
l − xilkω

l
j − xijlω

l
k + (xsjkx

i
sl − xijkl)ω

l.

(1)

Структурные уравнения совокупности базисных ωi и слоевых ωi
j, ω

i
jk форм главного расслоения

реперов 2-го порядка, построенного над многообразием Xm, находятся внешним дифференциро-
ванием форм (1) (см. [8]).

Относительно натурального (голономного) репера {∂i = ∂/∂xi, ∂ij = ∂2/∂xi∂xj} векторы εi
и εij раскладываются по формулам (см. [9])

εi =
∗
xji∂j , εij =

∗
xki

∗
xlj∂kl + xkij

∗
xlk∂l. (2)

Пространство T 2Xm = span(εi, εij) в текущей точке M многообразия Xm называется касатель-
ным пространством порядка 2, а также соприкасающимся пространством порядка 1 (см., напри-
мер, [13]). Слоевые формы интерпретируются как компоненты инфинитезимального перемещения
векторного репера εi, εij , удовлетворяющего деривационным уравнениям

dεi = εjω
j
i + ωjεij , (3)

dεij = ωk
i εkj + ωk

j εik + ωk
ijεk + ωkεijk,

которые получены дифференцированием векторов (2).
Дифференцируя каноническую форму θ = ωiεi обычным образом, получим каноническую фор-

му 2-го порядка на многообразии Xm (см., например, [1, 9, 16])

dθ = (dωi + ωjωi
j)εi + ωiωjεij ,
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причем dθ ∈ (T 2Xm)∗ ⊗ T 2Xm, поскольку

dωi + ωjωi
j, ω

iωj ∈ (T 2Xm)∗, εij ∈ T 2Xm.

Пространство (T 2Xm)∗, сопряженное касательному пространству 2-го порядка T 2Xm, называется
кокасательным пространством 2-го порядка. Репер {εi, εij} и корепер {dωi + ωjωi

j, ω
iωj} 2-го

порядка являются сопряженными. Условия сопряженности для произвольных (не являющихся
натуральными) базиса и кобазиса 2-го порядка имеют вид

(dωi + ωjωi
j)(εk) = δik, ωiωj(εkl) =

1

2
(δikδ

j
l + δilδ

j
k), (dωi + ωjωi

j)(εkl) = 0, ωiωj(εk) = 0.

Известно (см. [17]), что {d2xi, dxidxj}— натуральный корепер (см. [6, с. 54], [4, с. 175]) ко-
касательного пространства 2-го порядка (T 2Xm)∗, {∂i, ∂ij}— натуральный корепер касательного
пространства 2-го порядка T 2Xm. Ненулевые условия сопряженности можно записать следую-
щим образом:

d2xi(∂j) = δij , dxidxj(∂kl) =
1

2
(δikδ

j
l + δilδ

j
k).

При этом

TXm ⊂ T 2Xm, {∂i} ∈ {∂i, ∂ij};

T ∗Xm 6⊂ (T 2Xm)∗, {dxi} 6∈ {d2xi, dxidxj}.

Выражение обычного дифференциала канонической формы θ = ωiεi многообразия Xm отно-
сительно натуральных репера и корепера 2-го порядка принимает следующий вид:

dθ = d2xi∂i + dxidxj∂ij .

2. Нормали на многообразии. Нормалью (см. [13, 14]) порядка r в точке M многообразия
называется такое подпространство N r соприкасающегося пространства OrXm, которое имеет пе-
ресечение нулевой размерности с пространством Or−1Xm, и размерность которого является до-
полнительной по отношению к размерности Or−1Xm, т.е.

N r ⊕Or−1Xm = OrXm.

Для определения порядка нормали будем использовать порядки касательных, а не соприкасаю-
щихся пространств, полагая, что соприкасающееся пространство r-го порядка — это касательное
пространство (r + 1)-го порядка, т.е. T r+1Xm = OrXm. Кроме того, в качестве нормалей будем
рассматривать также пространства, дополняющие пространство TXm (а не только пространство
T rXm) до пространства T r+1Xm.

Нормалью порядка r касательного пространства TXm (многообразия Xm) в точке M будем
называть подпространство N r

1
, дополняющее пространство TXm до пространства T rXm, т.е.

N r
1
⊕ TXm = T rXm.

В частности, для пространства TXm имеем следующие две нормали N2

1
и N3

1
:

N2

1
⊕ TXm = T 2Xm; N3

1
⊕ TXm = T 3Xm.

Нормаль N r
1

можно представить в следующем виде: N r
1
= T rXm \TXm; тогда N2

1
= T 2Xm \TXm,

N3

1
= T 3Xm \ TXm.

Нормалью порядка r + 1 касательного пространства T rXm в точке M будем называть под-
пространство N r+1

r , дополняющее пространство T rXm до пространства T r+1Xm, т.е. (ср. [13])

N r+1

r ⊕ T rXm = T r+1Xm.

Например, для пространства T 2Xm имеем нормаль N3

2
= T 3Xm \ T 2Xm.

Если в равенстве εj(f) = df(εj) заменить функцию f векторами εi, то будет иметь место
следующая лемма.

Лемма 1. Для базисных касательных векторов 1-го порядка εi справедливо равенство
dεi(εj) = εj(εi).
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При линейном отображении dεi, определяемом соотношением (3), имеем

dεi(εj) = εkω
k
i (εj) + εikω

k(εj) = ε̇ij .

Кроме того,

εj(εi) = ∂εjεi = ∂∗

xl
j∂l

(

∗
xki ∂k

)

=
∗
xki

∗
xlj∂kl = εij − xkijεk = ε̇ij .

Векторы ε̇ij удовлетворяют уравнениям ∆ε̇ij = ε̇ijkω
k, т.е. инвариантны в совокупности, при-

чем ε̇ijk = εijk − xlij ε̇lk − xlijkεl, где векторы

εijk =
∗
xli

∗
xsj

∗
xtk∂lst + xlijkεl +

(

∗
xpl

∗
xqjx

l
ik +

∗
xpi

∗
xql x

l
jk +

∗
xpl

∗
xqkx

l
ij

)

∂pq

принадлежат касательному пространству 3-го порядка T 3Xm. Дифференциальный тензорный
оператор △ имеет вид (см., например, [1, 3, 16])

∆tijk = dtijk + tljkω
i
l − tilkω

l
j − tijlω

l
k.

Линейные отображения
dεi : TXm → N2

1
= T 2Xm \ TXm

определяют нормаль 2-го рода N2

1
= span(ε̇ij) для пространства TXm.

Базисные векторы ε̇ij = εij − xkijεk нормали 2-го порядка N2

1
являются:

(i) производными векторов εi по их направлениям, т.е. ε̇ij = ∂εjεi,
(ii) образами векторов εj при отображениях dεi, т.е. ε̇ij = dεi(εj).

Для касательных векторов u = uiεi, v = viεi справедливо:

du(v) =

(

∂uj

∂xk
∗
xki εj + uj ε̇ji

)

vi.

Теорема 1. Пусть u : Xm → TXm — векторное поле, тогда du : TXm → T 2Xm — линейное
отображение из касательного пространства 1-го порядка TXm в касательное пространство
2-го порядка T 2Xm. Причем для базисных векторов εi : Xm → TXm линейное отображение
dεi : TXm → N2

1
⊂ T 2Xm поднимает касательный вектор 1-го порядка в нормаль 2-го поряд-

ка N2

1
.

Отображение dεi всем касательным векторам ставит в соответствие векторы нормали 2-го
порядка N2

1
. Такое расщепление соприкасающегося пространства T 2Xm определяет простейшую

(каноническую) аффинную связность
◦

Γi
jk = −xijk с формами

◦

ω̃i
j = ωi

j|ωi=0 (см. [10]). Эта связность

является плоской и симметричной. Векторы
◦

ε̃ij = ε̇ij являются горизонтальными векторами для
простейшей связности 1-го порядка (см. [10]), а нормаль N2

1
— горизонтальным подпространством

простейшей (канонической) связности, т.е. HT 2Xm = N2

1
(см. [13, 16]).

3. Нормали 3-го порядка. Обобщим равенство ∂εjεi = dεi(εj), справедливое для базисных
касательных векторов 1-го порядка, на случай базисных касательных векторов 2-го порядка.

Теорема 2 (см. [12]). Для базисных касательных векторов 1-го и 2-го порядка ε = {εi},
ε′ = {εij} справедливы равенства

∂εε
′ = dε′(ε), ∂ε′ε = d2ε(ε′), ∂ε′ε

′ = d2ε′(ε′).

т.е. производные одних базисных векторов по направлению данных базисных векторов 1-го (2-го)
порядка равны значениям дифференциалов 1-го (2-го) порядка первых векторов на данных век-
торах.

Вычисляя ∂εiεpq = εi(εpq) или действуя линейным отображением dεpq на касательные векторы
εi, получим следующие равные выражения:

∂εkεij =
∗
xsi

∗
xpj

∗
xqk ∂spq + xsij

∗
xqk

∗
xps ∂pq,

dεij(εk) = εijk − εs x
s
ijk − ε̇sj x

s
ik − ε̇is x

s
jk,
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которые обозначим ∂εkεij = dεij(εk) = εij,k.
Второй дифференциал касательных векторов εi, т.е. обычный дифференциал деривационной

формулы (3) имеет вид (см. [11])

d2εi = εijkω
jωk + εij

(

dωj + ωj
kω

k
)

+ 2εjkω
kωj

i + εj

(

dωj
i + ωj

kω
k
i + ωkωj

ik

)

. (4)

Вычисляя ∂εpqεi = εpq(εi) или действуя линейным отображением d2εi, определяемым по зако-
ну (4), на соприкасающиеся векторы εpq, получим следующие равные выражения:

∂εijεk =
∗
xsi

∗
xpj

∗
xqk ∂spq + xsij

∗
xqk

∗
xps ∂qp,

d2εk(εij) = εkij − εsx
s
kij − ε̇sjx

s
ki − ε̇six

s
kj,

которые обозначим ∂εijεk = d2εk(εij) = εk,ij.
Вычисляя ∂εklεij = εkl(εij) или действуя линейным отображением dεij на соприкасающиеся

векторы εkl, также получим равные выражения.
Поскольку слоевые координаты xijk, x

i
jkl симметричны по нижним индексам, то εij,k = εk,ij,

причем ∆εij,k = ωl
ij ε̇lk. Векторы ε̇ij , εkl,p инвариантны в совокупности и определяют нормаль 3-го

порядка N3

1
= T 3Xm \ TXm пространства TXm, т.е. N3

1
= span(ε̇ij , εkl,p).

Векторы ε̇ij,k = εij,k − xlij ε̇kl инвариантны сами по себе, причем для отображения, определяе-
мого базисными векторами нормали 2-го порядка, имеем

dε̇ij : εk ∈ TXm → dε̇ij(εk) = ε̇ij,k ∈ N3

2 = T 3Xm \ T 2Xm.

Векторы ε̇ij , εij,k являются горизонтальными векторами для простейшей (канонической) связ-
ности 2-го порядка (см. [10, 11]). Эта связность является плоской, а ее тензор кручения 2-го
порядка равен нулю. Действительно, горизонтальные векторы 3-го порядка

ε̃ijk = εijk + εljΓ
l
ik + εilΓ

l
jk + εlΓ

l
ijk (ε̃ijk ∈ T 3Xm)

для простейшей аффинной связности 2-го порядка
◦

Γ2 с компонентами
◦

Γi
jk = −xijk,

◦

Γi
jkl = −xijkl + xiskx

s
jl + xijsx

s
kl,

имеют вид
◦

ε̃ijk = εij,k. Формы
◦

ω̃i
jk = ωi

jk|ωi=0,
◦

ω̃i
j = ωi

j|ωi=0 являются формами канонической
связности 2-го порядка.

Для горизонтальных векторов простейшей связности 2-го порядка
◦

Γ2 справедливо разложение
◦

ε̃ijk = xljkε̇li + ε̇jk,i,
◦

ε̃ij = ε̇ij

по базисным векторам ε̇ij ∈ N2

1
и ε̇jk,i ∈ N3

2
.

Теорема 3. Пусть U : Xm → T 2Xm — векторное поле. Тогда dU : TXm → T 3Xm — линейное
отображение из касательного пространства 1-го порядка TXm в касательное пространство 3-
го порядка T 3Xm. При этом для базисных векторов ε̇ij : Xm → N2

1
⊂ T 2Xm нормали 2-го порядка

линейное отображение dε̇ij : TXm → N3

2
⊂ T 3Xm поднимает касательный вектор 1-го порядка

в нормаль 3-го порядка N3

2
пространства T 2Xm.

Обобщая данный результат, можно утверждать, что отображения, задаваемые дифференциа-
лами базисных векторов нормали N r

r−1
, переводят базисные касательные векторы 1-го порядка

в базисные векторы нормали N r+1
r .
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Аннотация. В статье изложены некоторые результаты, полученные для отображений и преоб-

разований поворота. Здесь также приводится новые уравнения изопериметрических экстремалей

поворота. Устранен ошибочный результат С. Г. Лейко, полученный для отображений поворота.
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Abstract. In this paper, we present some results obtained for rotation mappings and rotation

transformations. We also obtain new equations for isoperimetric rotation extremals. Moreover, we

propose a correction of an erroneous result of S. G. Leiko for rotation mappings.
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1. Введение. Диффеоморфизмы поворота поверхностей S2 в трехмерном евклидовом про-
странстве E3, а также двумерных римановых многообразий V2 изучались в работах С. Г Лей-
ко [1–3,5,6,8–10,14]. Эти результаты являются локальными и основаны на известном факте, что
двумерное риманово многообразие V2 локально реализуется как поверхность S2 в E3.

Работа посвящена изложению результатов, полученных авторами в теории отображений пово-
рота и преобразований поворота. Мы предлагаем более короткие решения по сравнению с указан-
ными выше результатами Лейко. Кроме того, что в работе Лейко [1] нами обнаружена ошибка,
которая, к сожалению, имеет влияние на последующие исследования.

Так как изучение отображений и преобразований поворота является предметом внутренней
геометрии, ограничимся исследованием двумерного риманова пространства, при этом не исклю-
чаем псевдоримановы пространства V2.

2. Изопериметрические экстремали поворота. В этом разделе мы приводим результаты
существования и единственности изопериметрических экстремалей поворота на двумерных (псев-
до)римановых многообразиях V2 и на поверхностях S2 в евклидовом пространстве.

Изопериметрическая экстремаль поворота представляет собой кривую, определяемую следую-
щим образом (см. [1]).
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Определение 1. Кривую ℓ называют изопериметрической экстремалью поворота, если ℓ
является экстремальной для θ[ℓ] и s[ℓ] = const с фиксированными концами, где

s[ℓ] =

t1
∫

t0

|λ|dt, θ[ℓ] =

t1
∫

t0

k(t)dt,

k и λ— кривизна и касательный вектор кривой соответственно.

С. Г. Лейко доказал (см. [1]), что в (неплоском) пространстве V2 кривая является изоперимет-
рической экстремалью вращения тогда и только тогда, когда ее кривизна Френе kg и гауссова
кривизна K пропорциональны:

kg = c ·K, (1)

где c = const. Также было доказано, что условие kg = c ·K можно записать в виде следующих
уравнений внутреннего характера:

λ2 = −
g(λ1, λ1)

g(λ, λ)
· λ+

∇αK · λα

K
· λ1, (2)

где g(λ, λ1) = 0, ∇iK — градиентный вектор гауссовой кривизны (K 6= 0) и

λh
2
= ∇tλ

h
1
≡
dλh

1

dt
+ λα

1
Γh
αβ(x(t))λ

β .

Эти уравнения требуют, чтобы метрика пространства принадлежала классу C3, а единственность
гарантирована при C4.

В [16] эти уравнения упрощены так, что применимы для метрик класса дифференцируемо-
сти C2. Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Уравнение изопериметрической экстремали поворота можно записать в виде

∇sλ = c ·K · Fλ, c = const. (3)

Структура F в V2 определена формулами

F h
i = ghαεαi, εij =

√

|g11g22 − g2
12
| ·

(

0 1
−1 0

)

;

она удовлетворяет условиям F 2 = ± Id и ∇F = 0.
Уравнения (3) проще, чем уравнения (2). Они имеют решение для метрик класса C2.
Дальнейшим анализом приведенного выше уравнения были даны условия единственности изо-

периметрических экстремалей поворота.

Теорема 2 (см. [16]). Пусть V2 — (не плоское) риманово многообразие класса C3. Тогда суще-
ствует точно одна изопериметрическая экстремаль поворота, проходящая через точку x0 ∈ V2

в заданном неизотропном направлении λ0 ∈ TV2 для постоянной c.

3. Диффеоморфизм поворота. Определение диффеоморфизма поворота было введено в [1,
7] для поверхностей в евклидовом пространстве и двумерного собственно риманова многообра-
зия V2.

Определение 2. Диффеоморфизм между двумерными римановыми многообразиями называ-
ется отображением поворота, если любая геодезическая отображается на изопериметрическую
экстремаль поворота.

Понятие диффеоморфизма поворота обобщено в [12] следующим образом.
Пусть V2 = (M,g) — двумерное риманово многообразие M с метрикой g и Ā2 = (M̄ , ∇̄)—

двумерное многообразие M̄ с аффинной связностью ∇̄.

Определение 3. Диффеоморфизм f : V2 → Ā2 называется отображением поворота, если
любая геодезическая из Ā2 отображается на изопериметрическую экстремаль поворота на V2.
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Дальнейшие исследования были сосредоточены на поиске условий, характеризующих отобра-
жения поворота. Доказана следующая теорема.

Теорема 3 (см. [12]). Пусть V2 допускает отображение поворота f на Ā2. Если V2 и Ā2

в общей системе координат принадлежат классам C2 и C1 соответственно, то гауссова кри-
визна K на V2 дифференцируема.

Из этой теоремы вытекает следующее утверждение.

Теорема 4. Если гауссова кривизна K /∈ C1, то диффеоморфизма поворота V2 → Ā2 не
существует.

Далее найдены фундаментальные уравнения диффеоморфизма поворота V2 → Ā2, которые
вытекают из определения 2, когда V2 ∈ C2 и Ā2 ∈ C1. Более того, теорема 3 налагает необходимое
условие на гауссову кривизну: K ∈ C1.

После более глубокого анализа (см. [12]) доказана следующая теорема.

Теорема 5. Риманово многообразие V2 допускает отображение поворота на Ā2 тогда
и только тогда, когда в V2 выполняется следующее уравнение:

∇Xθ = (A(X) +∇XK/K) · θ + ν ·X (4)

для любого касательного вектора X, где ∇— связность Леви-Чивиты, K — гауссова кривизна,
A— такая линейная форма, что A(X) = g(X, θ), g— метрический тензор, ν — некоторая функ-
ция на V2.

С. Г. Лейко установил (см. [1]) уравнения (4) как необходимые условия существования отоб-
ражения поворота двумерных римановых пространств. Эти условия (4) характеризуют θ как
частный случай торсообразующего векторного поля.

В [1] (см. также [2,5,8]) Лейко утверждает, что из уравнений (4) вытекает, что V2 изометрично
поверхности вращения. В [11] доказано, что это утверждение неверно, но справедлива следующая
теорема.

Теорема 6. Существует риманово пространство V2, которое не изометрично поверхности
вращения, и в нем существует векторное поле, удовлетворяющее уравнениям (4).

Уравнения (4) можно записать в следующем виде:

θhj = θh(θj + ∂j ln |K|) + νδhj . (5)

Очевидно, что θ является специальным торсообразующим векторным полем. Как известно, в лю-
бом V2 существуют торсообразующие векторные поля. В пространстве V2, метрика которого
имеет вид

ds2 = (dx1)2 + f(x1, x2)(dx2)2,

где

f = c(x2) · exp

∫

Fdx1,

функция F удовлетворяет следующему дифференциальному уравнению:

∂1F = −
F 2

2
+
F

κ
− 2

κ
′

κ2
.

Это уравнение — хорошо известное дифференциальное уравнение Бернулли относительно неиз-
вестной функции F ; переменная x2 играет роль параметра. Общее решение этого уравнения
зависит от одной произвольной функции параметра x2, которая играет роль постоянной интегри-
рования. Поэтому не в каждом V2 существует вышеуказанное векторное поле. С другой стороны,
имеет место следующая теорема.
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Теорема 7 (см. [17]). Двумерное (псевдо)риманово многообразие V2 допускает векторное по-
ле поворота θ в том и только в том случае, когда в нем следующая замкнутая система ти-
па Коши уравнений в ковариантных производных имеет решение относительно функций θi(x)
и ν(x):

θi,j = θi(θj + ∂jK/K) + νgij,

νi = ν(θi − ∂iK/K)−Kθi − θαθβg
αβ∂iK/K + θig

αβθα∂βK/K.
(6)

Для начальных условий Коши

θi(x0) = θ0i , ν(x0) = ν0, (7)

где x0 ∈ V2 ∈ C3, система (6) имеет не более одного решения θi(x), ν(x). Также можно заменить
условие V2 ∈ C3 более слабым условием: g ∈ C2 и K ∈ C1.

Отметим, что общее решение (6) для начальных условий (7) зависит не более чем от трех
вещественных параметров, в качестве которых могут быть выбраны, например, числа θ0i и ν0.

4. Отображения поворота поверхностей вращения. Далее рассмотрим риманово много-
образие, которое изометрично поверхности вращения. С. Г. Лейко (см. [1]) изучил уравнения
отображений поворота поверхностей вращения и определил особые случаи поверхностей враще-
ния, которые допускают эти отображения. Л. Рыпарова и Й. Микеш доказали (см. [19]), что
любая поверхность вращения с дифференцируемой гауссовой кривизной допускает диффеомор-
физм поворота, и то же самое верно для (псевдо)римановых пространств (эти результаты верны
локально).

В статье Лейко [1] метрики поверхности вращения S2 представлены в виде

ds2 = f(r)dr2 + r2dϕ2. (8)

Он доказал, что отображение поворота римановых пространств V2 и V̄2 существует тогда и только
тогда, когда эти пространства является изометрическими поверхностям вращения, а метрики V2

и V̄2 имеют следующую форму:

(g̃ij) =
f(r)

A2(B +
√

f(r))2
diag(f(r), r2),

(g̃ij) = B2f(r) diag(f(r), r2), A 6= 0, B = const

(9)

(см. [1, теорема 2]).
Мы рассмотрели метрику поверхности вращения в более общем виде:

ds2 = (dx1)2 + f(x1)(dx2)2. (10)

Эта метрика, в отличие от метрики (9), включает в себя горловые окружности.

Теорема 8 (см. [18]). Любая поверхность вращения S2 с дифференцируемой гауссовой кри-
визной K допускает отображение поворота на Ā2.

Более того, эта теорема справедлива даже для псевдоримановых пространств, имеющих
неопределенную метрику в случае, когда f(x1) < 0.

5. Бесконечно малые поворотные преобразования. Бесконечно малые преобразования
(псевдо)римановых пространств Vn можно в координатной форме определить следующим об-
разом:

x̄h = xh + εξh(x), (11)

где xh — координаты определенной точки в Vn, и x̄h являются координатами его изображения
при бесконечно малом преобразовании, ε является бесконечно малым параметром, не зависящим
от xh, и ξh — вектор смещения (см. [13, 15]).

В заключение в [19] доказана следующая теорема, которая значительно улучшает разультат [4].
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Теорема 9. Дифференциальный оператор ξ = ξα(x)∂α (∂α = ∂/∂xα) определяет бесконечно
малое преобразование поворота (псевдо)риманова пространства V2 тогда и только тогда, когда
ξ удовлетворяет уравнениям

LξΓ
h
ij = δh

(iψj) + θhgij , θhi = θh(θi +Ki/K) + νδhi , (12)

где ψi — ковектор, δhi — символ Кронекера, θh — векторное поле, g— метрический тензор, K
(K 6= 0) — гауссова кривизна и Lξ — производная Ли относительно ξ.
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15. Mikeš J. et al. Differential Geometry of Special Mappings. — Olomouc, Czech Republic: Palacky Univ.
Press, 2015.
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1. Введение. В теории движений И. П. Егоров установил (см. [1]), что в случае, когда линей-
ная связность имеет кручение, максимальная размерность групп аффинных преобразований до-
стигается в пространствах с полусимметрической линейной связностью. В связи с этим изучение
полусимметрических линейных связностей имеет интерес и перспективу развития в направлении
изучения инфинитезимальных аффинных преобразований.

Раздел 2 настоящей работы посвящен определениям лифтов функций и тензорных полей в рас-
слоение дважды ковариантных тензоров. Приведены свойства построенных лифтов (см. [2]).
В разделе 3 описывается построение горизонтального лифта линейной связности, заданной на
базе, в ее расслоение дважды ковариантных тензоров (см. [2]). Горизонтальный лифт линей-
ной связности строится с помощью другой линейной связности, заданной на базе расслоенного
пространства. Приведены тождества, которым удовлетворяют тензоры кручения и кривизны по-
строенного горизонтального лифта линейной связности. Раздел 4 посвящен исследованию свойств
полусимметрических горизонтальных лифтов линейных связностей.
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2. Лифты функций и векторных полей с базы в ее расслоение дважды ковари-

антных тензоров. Пусть Mn — гладкое класса C∞ многообразие размерности n (n > 1), p—
произвольная точка на нем, T ∗

p — кокасательное пространство к Mn в этой точке. Обозначим че-

рез (T 0

2
)p = T ∗

p ⊗ T ∗
p пространство дважды ковариантных тензоров в точке p многообразия Mn.

Объединение всех пространств (T 0

2
)p называется тензорным расслоением типа (0, 2) над базой Mn:

T 0

2
(Mn) =

⋃

p∈Mn

(T 0

2
)p.

Элементом расслоения T 0

2
(Mn) является совокупность точки p и тензора t типа (0, 2) в этой

точке; введем обозначение p̃ = (p, t) ∈ T 0

2
(Mn), p ∈ Mn, t ∈ (T 0

2
)p. Канонической проекцией

служит отображение π : T 0

2
(Mn) → Mn, определяемое по закону: для каждой точки p̃ расслоения

T 0

2
(Mn) образ есть π(p̃) = p. Каноническая проекция позволяет ввести понятие вертикального

лифта функций с базы в расслоенное пространство, так же как для касательных и кокасательных
расслоений (см. [5]).

Обозначим через C∞(Mn) алгебру C∞-гладких функций над полем действительных чисел,
заданных на базе расслоенного пространства.

Определение 1. Для любой функции f ∈ C∞(Mn) функция fV на расслоении T 0

2
(Mn), опре-

деленная условием: fV = f ◦ π, называется вертикальным лифтом функции f .

Для любой точки p̃ = (p, t) расслоенного пространства

fV (p̃) = (f ◦ π)(p̃) = f(π(p̃)) = f(p).

Отметим некоторые свойства вертикальных лифтов функций. Из определения вертикального
лифта функций следует, что функции fV постоянны на слоях. Имеет место следующая теорема.

Предложение 1. Для произвольных гладких функций f и g, заданных на Mn, выполняются
следующие равенства:

(f + g)V = fV + gV , (Cf)V = CfV , (f · g)V = fV · gV ,

где C — произвольная константа.

На расслоении T 0

2
(Mn) естественным образом возникает структура гладкого многообразия,

индуцированная соответствующей структурой на базе. А именно, имеет место следующее утвер-
ждение.

Предложение 2. Расслоение T 0

2
(Mn) является гладким многообразием размерности n+ n2.

Построим отображение f : π−1(U) → W ⊂ R
n+n2

с помощью координатных функций (xi)V ,
xjk, i, j, k = 1, . . . , n. В каждой точке p̃ = (p, t) ∈ π−1(U) положим

f(p̃) = ((xi)V (p̃), xjk(p̃)),

где (xi)V (p̃) = pi — координаты точки p в карте (U, xi);xjk(p̃) = tjk — компоненты тензора t в точ-
ке p ∈ U . Получили карту (π−1(U), xi, xjk) на T 0

2
(Mn), индуцированную картой (U, xi) на Mn.

Совокупность таких карт, построенных для всех областей атласа A, образует атлас на T 0

2
(Mn).

Пусть (π−1(U), xi, xjk) и (π−1(V ), xi
′

, xj′k′)— две карты, имеющие непустое пересечение их обла-
стей. Тогда закон преобразования координатных функций на π−1(U) ∩ π−1(V ) имеет вид

xi
′

= xi
′

(x1, . . . , xn), xj′k′ = xjk
∂xj

∂xj′
∂xk

∂xk′
. (1)

Функции в правых частях равенств (1) являются C∞-гладкими. Соответствующая якобиева мат-
рица имеет вид











∂xi
′

∂xs
xjk

(

∂2xj

∂xj ′∂xs′
∂xs′

∂xs
∂xk

∂xk
′ +

∂xj

∂xj ′
∂2xk

∂xk
′
∂xs′

∂xs′

∂xs

)

0
∂xj

∂xj ′
∂xk

∂xk
′











.
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Якобиан преобразования (1) не равен нулю, откуда следует, что построенное отображение f яв-
ляется гомеоморфизмом. Тем самым доказали, что T 0

2
(Mn)— гладкое класса C∞ многообразие

размерности n+ n2.
Векторные поля

∂i =
∂

∂xi
, ∂jk =

∂

∂xjk
, i, j, k = 1, n,

образуют поле натурального репера на π−1(U) ⊂ T 0

2
(Mn). Дуальный ему корепер образуют 1-

формы dxi, dxjk на T 0

2
(Mn). Закон преобразования полей натурального репера имеет вид

∂i′ =
∂xi

∂xi′
∂i + xj′k′

(

∂2xj
′

∂xj∂xi
∂xi

∂xi′
∂xk

′

∂xk
+

∂2xk
′

∂xk∂xi
∂xi

∂xi′
∂xj

′

∂xj

)

∂jk, ∂j′k′ =
∂xj

′

∂xj
∂xk

′

∂xk
∂jk.

Ковекторные поля dxi, dxjk преобразуются по закону

dxi
′
=

∂xi
′

∂xi
dxi, dxj′k′ =

∂xj

∂xj ′
∂xk

∂xk
′dxjk + xjk

(

∂2xj

∂xj ′∂xi′
∂xi

′

∂xi
∂xk

∂xk
′ +

∂2xk

∂xk
′
∂xi′

∂xj

∂xj ′
∂xi

′

∂xi

)

dxi.

Обозначим через T
p
q(Mn) модуль тензорных полей типа (p, q), заданных на многообразии Mn

над алгеброй гладких функций C∞(Mn).
На расслоении T 0

2
(Mn) определим функции, порожденные тензорными полями типа (2, 0) на

базе расслоенного пространства. Пусть T ∈ T
2

0
(Mn) в карте (U, xi) имеет вид T = T ij∂i ⊗ ∂j .

Для каждой точки p̃ = (p, t) значение γT (p) определим следующим образом. Выберем область
локальной карты (π−1(U), xi, xjk), содержащую точку p̃, и положим

γT (p̃) = T ij(p)xij .

Определенная таким образом функция не зависит от выбора локальной карты.
Определим вертикальный лифт тензорных полей типа (0, 2) с базы Mn в расслоение T 0

2
(Mn).

Пусть в локальной карте (U, xi) тензорное поле Q ∈ T
0

2
(Mn) имеет разложение Q = Qijdx

i ⊗ dxj .

Определение 2. Вертикальным лифтом тензорного поля Q ∈ T
0

2
(Mn), назовем векторное

поле QV , заданное на расслоении T 0

2
(Mn), удовлетворяющее следующему условию:

QV (γT ) = (Q ◦ T )V , где Q ◦ T = QijT
ij.

Предложение 3. Для произвольных тензорных полей Q,W ∈ T
0

2
(Mn) и любых функций

f ∈ C∞(Mn) выполнены следующие равенства:

QV (fV ) = 0, QV +W V = (Q+W )V , (fQ)V = fVQV , [QV ,W V ] = 0.

Полный лифт векторных полей с базы в тензорное расслоение типа (p, q) определен Б. Н. Шапу-
ковым в [4]. Для расслоения T 0

2
(Mn) компоненты полного лифта векторного поля X в локальной

карте (π−1(U), xi, xjk) имеют вид

XC = Xk∂k + (−∂iX
mxmj − ∂jX

txit)∂
ij .

Теорема 1. На расслоенном пространстве T 0

2
(Mn) полный лифт XC является единствен-

ным векторным полем, удовлетворяющим условию

X : C(γT ) = γ(LXT ),

где LXT — производная Ли тензорного поля T типа (2, 0) вдоль векторного поля X.

Предложение 4. Для любых тензорных полей X,Y ∈ T
1

0
(Mn), Q ∈ T

0

2
(Mn) выполняются

следующие равенства:

[XC , QV ] = (LXQ)V , [XC , Y C ] = [X,Y ]C .

Определим лифты V1, V2 тензорных полей типа (1, 1) с базы в расслоение T 0

2
(Mn). Пусть

тензорное поле S типа (1, 1) в локальной карте (U, xi) на базе имеет представление S = Si
j∂i⊗dxj.
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Определение 3. Лифтом V1 тензорного поля S ∈ T
1

1
(Mn) назовем векторное поле SV1 на

T 0

2
(Mn), имеющее следующий вид в локальной карте (π−1(U), xi, xjk):

SV1 = Si
jxik∂

jk.

Определение 4. Лифтом V2 тензорного поля S ∈ T
1

1
(Mn) назовем векторное поле SV2 на

T 0

2
(Mn), имеющее следующий вид в локальной карте (π−1(U), xi, xjk):

SV2 = Si
jxki∂

kj.

Предложение 5. Для любых тензорных полей S ∈ T
1

1
(Mn), T ∈ T

2

0
(Mn) выполняются сле-

дующие равенства:
SV1(γT ) = γ(T 1 ◦ S), SV2(γT ) = γ(T 2 ◦ S),

где свертки определены следующим образом для произвольных 1-форм ω, τ на базе:

(T 1 ◦ S)(ω, τ) = T (ω ◦ S, τ); (T 2 ◦ S)(ω, τ) = T (ω, τ ◦ S).

Предложение 6. Для произвольных тензорных полей

S,Q ∈ T
1

1(Mn), X ∈ T
1

0(Mn), T ∈ T
2

0(Mn), D ∈ T
0

2(Mn)

выполняются следующие равенства:

[SV1 , QV2 ] = 0, [SV1 , QV1 ] = [S,Q]V1 , [SV2 , QV2 ] = [S,Q]V2 , [XC , QV1 ] = (LXQ)V1 ,

[XC , QV2 ] = (LXQ)V2 , [DV , SV1 ](γT ) = (D ◦ (T 1 ◦ S))V , [DV , SV2 ](γT ) = (D ◦ (T 2 ◦ S))V .

Пусть на базе Mn расслоения дважды ковариантных тензоров задана линейная связность ∇,
и в локальной карте (U, xi) компонентами связности ∇ являются функции Γk

ij, так что

∇∂i∂j = Γk
ij∂k, i, j, k = 1, 2, . . . , n.

Б. Н. Шапуков в [4] определил горизонтальный лифт векторного поля X с базы Mn в рассло-
енное пространство T 0

2
(Mn), как векторное поле, имеющее следующее локальное представление

в карте (π−1(U), xi, xjk):

XH = Xk∂k +Xs(Γm
sixmj + Γm

sjxim)∂ij .

Теорема 2. На расслоенном пространстве T 0

2
(Mn) горизонтальный лифт XH является

единственным векторным полем, удовлетворяющим условию

XH(γT ) = γ(∇XT ).

Предложение 7. Для любых тензорных полей X,Y ∈ T
1

0
(Mn), Q ∈ T

0

2
(Mn), S ∈ T

1

1
(Mn)

и любых функций f ∈ C∞(Mn) выполняются следующие равенства:

(X + Y )H = XH + Y H , (fX)H = fVXH , [XH , QV ] = (∇XQ)V ,

[XH , Y H ] = [X,Y ]H +R(X,Y )V1 +R(X,Y )V2 ,

[XH , SV1 ] = (∇XS)V1 , [XH , SV2 ] = (∇XS)V2 .

где R— тензор кривизны связности ∇ на базе расслоенного пространства.

3. Горизонтальный лифт линейной связности на расслоение дважды ковариантных

тензоров. Пусть на базе Mn в карте (U, xi) задана линейная связность
◦

∇ с компонентами
◦

Γi
jk

и связность ∇ с компонентами Γi
jk в натуральном репере. С помощью связности

◦

∇ можно по-

строить горизонтальные лифты векторных полей, а также горизонтальный лифт ∇H связности
∇ на расслоение дважды ковариантных тензоров (см. [2]).

Теорема 3. На расслоении T 0

2
(Mn) существует единственная линейная связность ∇H , удо-

влетворяющая следующим условиям:

∇H
QV W

V = 0, ∇H
XHY

H = (∇XY )H , ∇H
QV X

H = 0, ∇H
XHQ

V = (∇XQ)V

для любых тензорных полей Q,W ∈ T
0

2
(Mn), X,Y ∈ T

1

0
(Mn).
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Найдем тензоры кривизны и кручения построенной связности ∇H на T 0

2
(Mn). Пусть на базе

расслоенного пространства связность
◦

∇ имеет тензоры кручения
◦

T и кривизны
◦

R, а связность
∇— тензоры кручения T и кривизны R. Для тензора кручения построенного горизонтального
лифта связности ∇H имеет место следующее утверждение.

Предложение 8. Пусть T̃ — тензор кручения связности ∇H , тогда для произвольных тен-
зорных полей Q,W ∈ T

0

2
(Mn), X,Y ∈ T

1

0
(Mn) верны следующие соотношения:

T̃ (QV ,W V ) = 0, T̃ (XH , QV ) = −T̃ (QV ,XH) = (∇XQ−
◦

∇XQ)V ,

T̃ (XH , Y H) = (T (X,Y ))H − (
◦

R(X,Y ))V1 − (
◦

R(X,Y ))V2 .

Для тензора кривизны построенной связности имеет место

Предложение 9. Пусть R̃— тензор кривизны связности ∇H , тогда для произвольных тен-
зорных полей Q,U,W ∈ T

0

2
(Mn), X,Y,Z ∈ T

1

0
(Mn) имеют место следующие соотношения:

R̃(QV ,W V )UV = 0, R̃(QV ,XH)Y H = 0, R̃(QV ,W V )Y H = 0, R̃(QV ,XH)W V = 0,

R̃(XH , Y H)ZH = (R(X,Y )Z)H , R̃(XH , Y H)QV = (−Q1 •R(X,Y )−Q2 •R(X,Y ))V .

Свертки Q1 • R(X,Y ), Q2 • R(X,Y )— тензорные поля типа (0, 2) на базе определяются следу-
ющим образом: для любых векторных полей A,B ∈ T

1

0
(Mn) выполняются равенства

(Q1 •R(X,Y ))(A,B) = Q(R(X,Y )A,B), (Q2 •R(X,Y ))(A,B) = Q(A,R(X,Y )B).

4. Полусимметрические горизонтальные лифты линейных связностей. Полусиммет-
рическая линейная связность ∇ на гладком многообразии Mn по А. П. Нордену (см. [3]) харак-
теризуется тем, что тензор кручения T этой связности имеет следующее строение

T = φ⊗ I − I ⊗ φ

для некоторой 1-формы φ, заданной на Mn. Это условие в локальных координатах равносильно
выполнимости следующих соотношений

T k
ij = ϕiδ

k
j − ϕjδ

k
i ,

где δki — символ Кронекера. Отсюда следует, что T 6= 0 тогда и только тогда, когда φ 6= 0.
Выясним, при каких условиях линейная связность ∇H , заданная на T 0

2
(Mn), является полу-

симметрической. Для этого обратимся к тождествам, которым удовлетворяет тензор кручения T̃
связности ∇H . Эти тождества перечислены в предложении 8.

Выберем координатную окрестность (π−1(U), xi, xjk) произвольной точки p̃ ∈ T 0

2
(Mn) и адап-

тированный к ∇H подвижной репер на π−1(U) с векторными полями

∂H
i =

(

∂

∂xi

)H

, Djk =
∂

∂xjk
.

Предположим, что T̃ = φ̃ ⊗ Ĩ − Ĩ ⊗ φ̃, где φ̃— 1-форма, а Ĩ — единичный аффинор на T 0

2
(Mn).

Для векторных полей Djk,Dlm имеем

T̃ (Djk,Dlm) = φ̃jkDlm − φ̃lmDjk, где φ̃jk = φ̃(Djk).

В силу предложения 8 и определения 2 вертикального лифта тензорного поля типа (0, 2),
а также в силу представления векторного поля

Dij =
∂

∂xij
= (dxi ⊗ dxj)V

имеем T̃ (Djk,Dlm) = 0, поэтому

(φ̃jkδlsδ
m
t − φ̃lmδjsδ

k
t )D

st = 0.
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В силу линейной независимости в каждой точке p̃ ∈ π−1(U) векторных полей Dst, из получен-
ных соотношений следует, что

φ̃jkδlsδ
m
t − φ̃lmδjsδ

k
t = 0.

Свернув эти соотношения по s и j, t и k, получим

φ̃lm − n2φ̃lm = 0.

Учитывая ограничение n > 1 для размерности базы Mn, имеем, что φ̃lm = 0. Теперь обратимся
ко второму тождеству предложения 8:

T̃ (∂H
i ,Djk) = (∇∂i(dx

j ⊗ dxk)−
◦

∇∂i(dx
j ⊗ dxk))V =

= (∇∂idx
j ⊗ dxk + dxj ⊗∇∂idx

k −
◦

∇∂idx
j ⊗ dxk − dxj ⊗

◦

∇∂idx
k)V =

= ((∇∂idx
j −

◦

∇∂idx
j)⊗ dxk + dxj ⊗ (∇∂idx

k −
◦

∇∂idx
k))V .

Учитывая, что ∇∂idx
j = −Γ j

itdx
t,

◦

∇∂idx
j = −

◦

Γ j
itdx

t, получим

T̃ (∂H
i ,Djk) = (Sj

itdx
t ⊗ dxk + Sk

itdx
j ⊗ dxt)V = Sj

itD
tk + Sk

itD
jt = (Sj

itδ
k
l + Sk

ilδ
j
t )D

tl,

где Sj
it = −Γ j

it +
◦

Γ j
it — компоненты тензора деформации S. С другой стороны,

T̃ (∂H
i ,Djk) = φ̃iD

jk − φ̃jk∂H
i .

Учитывая, что φ̃jk = 0, из последних соотношений следует

Sj
itδ

k
l + Sk

ilδ
j
t = φ̃iδ

j
t δ

k
l . (2)

Свернем обе части соотношений (2) по j и t. Тогда

siδ
k
l + nSk

il = nφ̃iδ
k
l , (3)

где si = St
it. Полученные соотношения (3) свернем по индексам k и l. В результате чего получим

2si = nφ̃i. Отсюда находим φ̃i =
2

n
si. Учитывая эти равенства, из (3) получим, что

Sk
il =

1

n
siδ

k
l .

Прямые вычисления позволяют заключить, что соотношения (2) будут выполняться тождествен-

но, если в (2) заменим φ̃i и Sk
il по полученным формулам.

На основании третьего тождества предложения 8 имеем:

T̃
(

∂H
i , ∂H

j

)

= T k
ij∂

H
k −

(
◦

Rk
lij∂k ⊗ dxl

)V1 −
(
◦

Rk
lij∂k ⊗ dxl

)V2 = T k
ij∂

H
k −

(
◦

Rk
lijxkt +

◦

Rk
tijxlk

)

Dlt.

Но T̃
(

∂H
i , ∂H

j

)

= φ̃i∂
H
j − φ̃j∂

H
i = (φ̃iδ

k
j − φ̃jδ

k
i )∂

H
k . Из полученных соотношений следует, что

T k
ij = φ̃iδ

k
j − φ̃jδ

k
i ,

◦

Rk
lijxkt +

◦

Rk
tijxlk = 0. (4)

Дифференцируя тождества (4) по переменным xsm, получим
◦

Rk
lijδ

s
kδ

m
t +

◦

Rk
tijδ

s
l δ

m
k = 0,

или
◦

Rs
lijδ

m
t +

◦

Rm
tijδ

s
l = 0.

Свернув эти равенства по s и t, находим, что
◦

Rm
lij = 0. Таким образом, если T̃ = φ̃⊗ Ĩ − Ĩ ⊗ φ̃ для

некоторой 1-формы φ̃, то

T =
2

n
(s⊗ I − I ⊗ s),

◦

R = 0, (5)

где s— 1-форма, полученная сверткой C1

2
S тензора деформации связностей ∇ и

◦

∇. Обратно, если
выполняются условия (5), то

T̃ = φ̃⊗ Ĩ − Ĩ ⊗ φ̃.
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Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Теорема 4. Линейная связность ∇H является полусимметрической тогда и только тогда,

когда связность ∇— полусимметрическая и тензор кривизны линейной связности
◦

∇ тожде-
ственно равен 0.

Из этой теоремы получаем еще несколько утверждений.

Следствие 1. Если ∇ =
◦

∇, то следующие условия эквивалентны:

(a) ∇H — полусимметрическая связность;
(b) линейная связность ∇— локально плоская связность.

Доказательство. Импликация (a)⇒(b). Для тензора деформации имеем S = 0, поэтому si = 0,

т.е. T = 0; второе условие R =
◦

R = 0. Значит, связность ∇— локально плоская.
Импликация (b)⇒(a) очевидна: если T = 0 и R = 0, то T̃ = φ̃⊗ Ĩ − Ĩ ⊗ φ̃ = 0. �

Следствие 2. Если линейная связность ∇ не является полусимметрической или
◦

R 6= 0, то
линейная связность ∇H не является полусимметрической.

Отметим также следующий частный случай.

Следствие 3. Пусть ∇ =
◦

∇. Если T 6= 0 или R 6= 0, то линейная связность ∇H не является
полусимметрической.
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Рассмотрим линейную связность ∇, заданную на M . С этой связностью связаны два тензорных
поля T и R кручения и кривизны, соответственно, определяемые тождествами

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ],

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Линейная связность ∇ позволяет задавать на M еще одну линейную связность ∇̂ условием
(см. [2])

∇̂XY = ∇Y X + [X,Y ]

для произвольных векторных полей X,Y ∈ T
1
0(M). Линейные связности ∇̂ и ∇ удовлетворяют

тождеству

∇̂XY = ∇XY − T (X,Y ).

Тензорные поля кручения T и T̂ связностей ∇ и ∇̂ связаны между собой соотношением T̂+T = 0.
Ясно, что если T = 0, то ∇̂ = ∇. С помощью линейных связностей ∇̂, ∇ определим линейную

связность
0
∇ на M условием

0
∇XY =

1

2
(∇XY + ∇̂XY ).

Прямые вычисления позволяют установить, что ее тензорное поле
0
T кручения равно нулю.

Линейную связность
0
∇ принято называть сопутствующей связностью без кручения для связ-

ности ∇ (см. [2]).
Пространство линейной связности с ненулевым тензорным полем кручения T обозначим, сле-

дуя И. П. Егорову, через Λn.

Определение 1 (см. [3]). Пространство Λn называется пространством полусимметрической
линейной связности, если тензорное поле кручения T удовлетворяет условию

T = ϕ⊗ I − I ⊗ ϕ, (1)

где ϕ— некоторая 1-форма на M , I — единичный аффинор на M .

В карте (U, xi) компоненты тензорного поля T кручения, удовлетворяющего условию (1), пред-
ставимы в виде

T i
jk = δijTk − δikTj , (2)

где δij — символ Кронекера.
Необходимым и достаточным условием того, чтобы пространство линейной связности с кру-

чением было пространством с полусимметрической линейной связностью, является выполнение
в каждой системе координат равенств (см. [1]):

T i
jk = 0, i 6= j, k.

Определение 2 (см. [1]). Векторное поле X называется инфинитезимальным аффинным
преобразованием связности ∇, если

LX∇ = 0,

где LX∇— тензорное поле типа (1, 2), называемое производной Ли и задаваемое тождеством

LX∇(Y,Z) = LX(∇Y Z)−∇Y (LXZ)−∇[X,Y ]Z.

Известно, что если X — инфинитезимальное аффинное преобразование связности ∇, то выпол-
няются следующие условия

LX∇mR = 0, LX∇mT = 0 m = 0, 1, 2, . . . , (3)

где ∇mR, ∇mT — ковариантные дифференциалы тензорных полей кривизны R и кручения T
связности ∇. Здесь ∇0R = R, ∇0T = T .
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Исходя из определения линейных связностей ∇̂,
0
∇, можно доказать, что уравнение LX∇ = 0

равносильно системе уравнений

LX

0
∇ = 0, LXT = 0. (4)

Тогда равенства (3) оказываются равносильными для связности
0
∇ следующим соотношениям:

LX

0
∇m

0
R = 0, LX∇mT = 0, (5)

где
0
R— тензорное поле кривизны связности

0
∇.

Соотношения (5) называются условиями интегрируемости уравнения LX∇ = 0. При m = 0
соответствующая система представляет собой первую серию условий интегрируемости (см. [1]).

3. Касательные расслоения. Для связного дифференцируемого многообразия M обозначим
через TM его касательное расслоение. Атлас естественной гладкой структуры на TM состоит
из карт (π−1(U), xi0, x

i
1). Приведем определения лифтов некоторых объектов, которые нам по-

надобятся в дальнейшем. Все рассматриваемые объекты предполагаются гладкими класса C∞.
Для любой функции f ∈ C∞(M) функция f(0) = f ◦ π, где π : TM → M — каноническая проек-

ция, называется вертикальным лифтом, а функция f(1) = (∂jf)(0)x
j
1 — полным лифтом функции

f c многообразия M в его касательное расслоение TM .
Если на многообразии M задано векторное поле X ∈ T

1
0(M), то на касательном расслоении

TM существуют векторные поля X(1) и X(0), называемые вертикальным и полным лифтами
векторного поля X, соответственно, и в локальных координатах имеющие вид

X(1) = (Xi)(0)∂
1
i , X(0) = (Xi)(0)∂

0
i +

(

∂jX
i
)

(0)
xj1∂

1
i

(см. [7]).

Определение 3 (см. [4]). Полным лифтом линейной связности ∇, заданной на многообразии

M , называется единственная линейная связность ∇(0) на TM , удовлетворяющая условиям

∇
(0)

X(0)
Y (0) = (∇XY )(0), ∇

(0)

X(0)
Y (1) = ∇

(0)

X(1)
Y (0) = (∇XY )(1), ∇

(0)

X(1)
Y (1) = 0,

где X,Y ∈ T
1
0(M).

В локальной системе координат (xi0, x
i
1) компоненты полного лифта линейной связности ∇(0)

будут следующие:

Γ00k
ij0 = (Γk

ij)(0), Γ00k
ij1 = (Γk

ij)(1), Γ10k
ij1 = (Γk

ij)(0), Γ01k
ij1 = (Γk

ij)(0),

все остальные коэффициенты связности ∇(0) равны нулю.

Составляющие тензорных полей кручения T (0) и кривизны
0
R(0) связности ∇(0) относительно

естественного подвижного репера (∂α
i )(α = 0, 1) будут иметь вид:

T 00k
ij0 = (T k

ij)(0), T 10k
ij1 = (T k

ij)(0), T 01k
ij1 = (T k

ij)(0), T 00k
ij1 = (T k

ij)(1),

0
R000i

ljk0 = (
0
Ri

ljk)(0),
0
R000i

ljk1 = (
0
Ri

ljk)(1),
0
R100i

ljk1 = (
0
Ri

ljk)(0),

0
R010i

ljk1 = (
0
Ri

ljk)(0),
0
R001i

ljk1 = (
0
Ri

ljk)(0),

остальные компоненты равны нулю.
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4. Инфинитезимальные аффинные преобразования касательных расслоений полно-

го лифта полусимметрической связности. В этом разделе будем исследовать инфинитези-
мальные аффинные преобразования касательного расслоения TM , снабженного связностью ∇(0)

полного лифта полусимметрической связности ∇, заданной на многообразии M .
В координатной форме уравнение LX̃∇(0) = 0 равносильно системе дифференциальных урав-

нений в частных производных второго порядка

∂α
j ∂

β
kX

i
σ + Γτβi

mkσ∂
α
j X

m
τ + Γατi

jmσ∂
β
kX

m
τ − Γαβm

jkτ ∂τ
mXi

σ +Xm
τ ∂τ

mΓαβi
jkσ = 0. (6)

Здесь Xi
α — координаты векторного поля X̃ = Xi

α∂
α
i .

Систему (6) можно представить в виде системы линейных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка, введя новые неизвестные и полагая Aαi

kσ = ∂α
kX

i
σ:

∂α
j A

βi
kσ + Γτβi

mkσA
αm
jτ + Γατi

jmσA
βm
kτ − Γαβm

jkτ Aτi
mσ +Xm

τ ∂τ
mΓαβi

jkσ = 0. (7)

Первую серию условий интегрируемости системы (7) представляют собой соотношения

LX̃T (0) = 0, LX̃

0
R(0) = 0, k = 0, 1, . . . .

Для оценки сверху размерностей алгебр Ли инфинитезимальных аффинных преобразований про-
странства (TM,∇(0)) мы ограничимся исследованием условия LX̃T (0) = 0. В локальных коорди-
натах это равенство равносильно системе

T τβi
mkσA

αm
jτ + Tατi

jmσA
βm
kτ − Tαβm

jkτ Aτi
mσ +Xm

τ ∂τ
mTαβi

jkσ = 0. (8)

Систему (8) мы рассмотрим, учитывая структуру инфинитезимального аффинного преобра-

зования X̃.

Так как линейная связность
0
∇ не имеет кручения, то воспользуемся результатами Х. Ша-

дыева (см. [6]), что векторное поле X̃ в пространстве (TM,
0
∇(0)) является инфинитезимальным

аффинным преобразованием тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

(1) существуют векторные поля X, Y , тензорные поля G, F типа (1, 1) на M такие, что

X̃ = X(0) + Y (1) +GV γ + FHγ , (9)

где

GV γ = (Gj
i )(0)x

i
1∂

1
j , FHγ =

(

F r
m

)

(0)
xm1

(

∂0
r −

(

Γk
rj

)

(0)
xj1∂

1
k

)

;

(2) имеют место равенства

LX

0
∇ = 0, LY

0
∇ = 0;

0
∇G = 0,

0
∇F = 0;

0
Ri

mklF
m
j = F i

m

0
Rm

jkl = 0;
0
Ri

mklG
m
j −Gi

m

0
Rm

jkl = 0.

Представив систему (8) в развернутой форме (индексы α, β, σ могут принимать только два
значения: 0 или 1) и подставив в получившиеся уравнения разложение (9), приходим к следующей
системе уравнений:

LXT = 0, LY T = 0,

Tm
jkF

i
m = T i

mkF
m
j = T i

jmFm
k = 0,

T i
mkG

m
j = T i

jmGm
k = Tm

jkG
i
m.

Совокупность всевозможных инфинитезимальных аффинных преобразований образует алгеб-
ру Ли относительно естественных операций сложения и умножения на скаляр из R и опера-
ции коммутирования. Обозначив через L̃ алгебру Ли векторных полей вида (9), а через Lp

(p = 0, 1, 2, 3) — множество векторных полей вида X(0), Y (1), GV γ , FHγ , можно показать, что

подпространства Lp, p = 0, 1, 2, 3, являются подалгебрами алгебры Ли L̃ и

dim L̃ = dimL0 + dimL1 + dimL2 + dimL3,
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причем размерности подалгебр L0 и L1 равны размерности алгебры Ли инфинитезимальных аф-

финных преобразований пространства (M,
0
∇) (см. [5]). Таким образом, чтобы исследовать раз-

мерность алгебры Ли L̃, необходимо и достаточно оценить размерность каждой из подалгебр Lp,
p = 0, 1, 2, 3.

Оценим размерность подалгебр L0 и L1. И. П. Егоровым доказано, что пространства полу-
симметрической линейной связности с нулевым или ненулевым тензорным полем кривизны R
и ненулевым тензорным полем кручения T имеют максимальную размерность n2 (см. [1]). Для до-
казательства точности оценки рассматривается пространство (Rn,∇), где линейная связность ∇
определяется следующими коэффициентами

Γ1
1n = Γ2

2n = . . . = Γn−1
n−1n = a+ b,

Γ1
n1 = Γ2

n2 = . . . = Γn−1
nn−1 = a− b,

Γn
nn = 2a,

другие Γi
jk = 0. Инфинитезимальные аффинные преобразования данного пространства будут

иметь вид

∂1, ∂2, . . . , ∂n, xi∂j , i, j = 1, 2, . . . , n − 1, xn∂1, xn∂2, . . . , xn∂n−1. (10)

Отсюда следует, что dimL0 + dimL1 = 2n2. Базис подалгебры L0 составляют векторные поля:

∂0
1 , ∂0

2 , . . . , ∂0
n, xi0∂

0
j + xi1∂

1
j , i, j = 1, 2, . . . , n − 1,

xn0∂
0
1 + xn1∂

1
1 , xn0∂

0
2 + xn1∂

1
2 , . . . , xn0∂

0
n−1 + xn1∂

1
n−1,

а базисом подалгебры L1 являются векторные поля

∂1
1 , ∂1

2 , . . . , ∂1
n, xi0∂

1
j , i, j = 1, 2, . . . , n− 1, xn0∂

1
1 , xn0∂

1
2 , . . . , xn0∂

1
n−1.

Оценим размерность подалгебры L2. Для этого рассмотрим пространство решений уравнения
0
∇G = 0, где G ∈ T

1
1(M), равносильное в локальных координатах следующей системе дифферен-

циальных уравнений первого порядка

∂jG
i
k −Gi

p

0
Γp
kj +Gp

k

0
Γi
pj = 0. (11)

Компоненты Gi
k тензорного поля G удовлетворяют условиям

Gm
k T i

mj −Gi
mTm

kj = 0.

Учитывая строение тензорного поля кручения T пространств полусимметрической связности,
приходим к соотношениям

Gm
k (δimTj − δijTm)−Gi

m(δmk Tj − δmj Tk) = 0

или, раскрыв скобки, к соотношениям

Gi
jTk −Gm

k δijTm = 0. (12)

Для аффинора G справедливы равенства

Gm
j T i

km −Gi
mTm

kj = 0.

С учетом равенств (2) получаем следующие соотношения:

δikG
m
j Tm −Gi

kTj = 0. (13)

Свернув формулы (13) по индексам i и k и обозначив g = Gm
m, приходим к равенствам

nGm
j Tm − gTj = 0,

откуда

Gm
j Tm =

1

n
gTj . (14)
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Из равенств (14) и (12) следует, что
(

1

n
δijg −Gi

j

)

Tk = 0. (15)

Так как для тензорного поля T найдется компонента Tk 6= 0, то будем иметь

Gi
j =

1

n
gδij .

Подставив найденные компоненты Gi
j в уравнения (11), получим, что ∂kg = 0, следовательно, g —

произвольная постоянная. Таким образом, размерность пространства решений уравнения
0
∇G = 0

равна 1, отсюда заключаем, что dimL2 = 1. Базис алгебры L2 на TM составляет векторное поле
Лиувилля

xk1∂
1
k, k = 1, . . . , n.

Оценим размерность подалгебры L3. Для аффинора F справедливы равенства

Fm
j T i

mk = 0, Fm
k T i

jm = 0, F i
mTm

jk = 0. (16)

Учитывая строение тензорного поля кручения T , соотношения (16) дают

F i
jTk − Fm

j δikTm = 0, F i
kTj − Fm

k δijTm = 0, F i
jTk − F i

kTj = 0. (17)

Равенства F i
jTk − Fm

j δikTm = 0 свернем по индексам i и k, получим:

Fm
j Tm − Fm

j Tmn = 0.

Отсюда следует, что Fm
j Tm=0. Подставляя их в первую группу уравнений системы (17), получим,

что F i
jTk = 0.

Поскольку T 6= 0, то найдется компонента Tk 6= 0, поэтому F i
j = 0. Следовательно, размерность

пространства решений уравнения ∇F = 0 равна нулю, т.е. dimL3 = 0. Тогда

dim L̃ = dimL0 + dimL1 + dimL2 = 2n2 + 1.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Максимальная размерность алгебр Ли инфинитезимальных аффинных преобра-
зований касательных расслоений со связностью полного лифта над пространствами полусим-
метрической линейной связности с нулевым и ненулевым тензорным полем кривизны равна
2n2 + 1.
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Аннотация. Квазигиперболические пространства являются проективными пространствами

с распадающимся абсолютом. В работе рассмотрены поверхности в одном из таких пространств

методами внешних форм и подвижного репера. Найдены геометрические характеристики для

инвариантов линии на поверхности. Получены аналоги поверхностей Фосса.

Ключевые слова: квазигиперболическое пространство, абсолют, поверхность, канонический ре-

пер, инвариант, линия на поверхности, геодезическая линия.

SURFACES IN THE QUASI-HYPERBOLIC SPACE
11S1

3
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Abstract. Quasi-hyperbolic spaces are projective spaces with decomposable absolute. In this paper,

we analyze surfaces in such spaces using the method of external forms and the method of movable

frames. Geometric characteristics of invariants of lines on such surfaces are found. Analogs of Foss

surfaces are obtained.

Keywords and phrases: quasi-hyperbolic space, absolute, surface, canonical frame, invariant, line

on the surface, geodesic line.

AMS Subject Classification: 53A35

1. Введение. Квазигиперболические пространства изучались многими учениками Б. А. Розен-
фельда и Р. Н. Щербакова (см. [1,3]). Автором была наиболее полно изучена дифференциальная
геометрия квазиэллиптического пространства. Построена теория поверхностей, регулюсов, кон-
груэнций и комплексов методом внешних форм. Далее, во всех перечисленных пространствах
нами изучены линейчатые поверхности и конгруэнции, построены и геометрически характери-
зованы их канонические реперы, получены геометрические характеристики инвариантов и про-
стейшие классы. В данной работе продолжим рассмотрение поверхности в трехмерном квазиги-
перболическом пространстве 11S1

3
, линий на поверхности.

2. Квазигиперболическое пространство 11S1

3
. Квазигиперболическое пространство 11S1

3
—

проективное 3-пространство, в котором метрика определяется абсолютом, заданным совокупно-
стью пары действительных плоскостей и пары действительных точек на прямой их пересечения.

Будем пользоваться такой системой координат, в которой абсолютные плоскости q1, q2, абсо-
лютная прямая T0 и абсолютные точки на ней Q1, Q2 имеют соответственно уравнения

(X,X)1 = (x0)2 + 2x0x1 = 0, x0 = x1 = 0, (X,X)2 = (x2)2 − (x3)2 = 0.

Абсолютные плоскости пространства 11S1

3
разбивают многообразие точек проективного простран-

ства, не принадлежащих абсолюту, на две связные области. Мы рассматриваем ту область, для

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2020
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точек которой (X,X)1 > 0, а их координаты и координаты точек абсолютной прямой будем
нормировать соответственно условиям (X,X)1 = 1 и (X,X)2 = 1.

Расстояния δ0, d и δ1 между точками X и Y с нормированными координатами гиперболической,
абсолютной и евклидовой прямых находятся по формулам

ch δ0 = (X,Y )1, ch δ1 = (X,Y )2, d2 = (X,Y )2.

Деривационные формулы наиболее общего репера пространства имеют следующий вид:

dA0 = ω0

0
(A0 −A1) + ω2

0
A2 + ω3

0
A3, dA2 = ω3

2
A3,

dA1 = −ω0

0
A1 + ω2

1
A2 + ω3

1
A3, dA3 = ω3

2
A2.

3. Поверхности в пространстве 11S1

3
. В [5] автором был построен полуканонический и два

канонических репера поверхности. При этом поверхность задавалась параметрическим уравне-
нием A = A(u1, u2). Точка поверхности и касательная плоскость (а следовательно, и нормаль)
были включены в репер в качестве точки A0 и плоскости (A0A1A2). Деривационные формулы
полуканонического репера поверхности были получены в следующем виде:

dA0 = ω0

0A0 − ω0

0A1 + ω2

0A2,

dA1 = −ω0

0A1 + (µω0

0 + νω2

0)A2 + (αω0

0 + βω2

0)A3,

dA2 = (−βω0

0
+ γω2

0
)A3,

dA3 = (−βω0

0
+ γω2

0
)A3.

(1)

Для базисных форм ω0

0
и ω2

0
имеем

Dω0

0 = 0, Dω2

0 = (1− ν)ω0

0 ∧ ω2

0,

а основная система дифференциальных уравнений [5] имеет вид

dα ∧ ω0

0 + dβ ∧ ω2

0 = γµ+ β(ν − 1)ω0

0 ∧ ω2

0 ;

dβ ∧ ω0

0
− dγ ∧ ω2

0
= γ(1− ν)ω0

0
∧ ω2

0
;

dµ ∧ ω0

0
+ dν ∧ ω2

0
= (ν2 − 2ν + αγ + β2)ω0

0
∧ ω2

0
.

(2)

Решение этой системы существует с произволом в две функции двух аргументов, что соответству-
ет произволу существования поверхности, отнесенной к произвольному семейству линий (см. [5]).

Полную систему инвариантов поверхности образуют инварианты γ, I = β2 + 2αγ и значения
µ и ν при какой-либо канонизации репера. При α = 0, β 6= 0 и β = 0, α 6= 0 получаются
канонические реперы R1 и R2.

Полную систему инвариантов линии ω2

0
= 0 на поверхности составляют значения коэффи-

циентов α, β, µ, вычисленных вдоль этой линии. Линии ω0

0
= 0 высекаются на поверхности

евклидовыми плоскостями и называются евклидовыми сечениями (см. [6]). В [3] они названы
изотропными линиями кривизны.

На поверхности определены две первые квадратичные формы

ϕ1 = (dA0, dA0)1 = −(ω0

0
)2, ϕ′

1
= (dA0, dA0)2 = −(ω2

0
)2.

Вторая квадратичная форма поверхности имеет вид

ϕ2 = (d2A0, A0, A1, A2) = −α(ω0

0
)2 − 2βω0

0
ω2

0
+ γ(ω2

0
)2.

Геометрическое значение второй квадратичной формы получается из соотношения

ϕ2 = ±2δ,

где δ — расстояние между точками A0 и

B = prA3

A0A1A2

(

A0 + dA0 +
1

2
d2A0 + . . .

)

.

Уравнения торсов конгруэнции {A0A3} нормалей поверхности имеют вид

ω0

0 = 0, βω0

0 − γω2

0 = 0,
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фокусами образующих являются точки

F1 = A0 +
1

γ
A3, F2 = A3;

это означает, что одна из эволют вырождается в абсолютную прямую.
Инвариант a = ϕ2/ϕ1 называют нормальной кривизной линии ω0

0
: ω2

0
на поверхности (см. [5]).

Для линии ω0

0
= 0 имеем ϕ1 = 0, а нормальная кривизна равна

a =
ϕ2

ϕ′
1

= γ.

Поверхности ν = 0 характеризуются тем, что евклидово сечение ω0

0
= 0 является горловой ли-

нией регулюса {A0A1} касательных к асимптотической линии ω2

0
= 0 и существуют с произволом

трех функций одного аргумента.

4. Линии на поверхности. Полагая ω2

0
= 0, ω0

0
= ds, µ = m, α = a, β = b, получим дерива-

ционные формулы канонического репера линии на поверхности в виде

dA0

ds
= A0 −A1,

dA1

ds
= −A1 +mA2 + aA3,

dA2

ds
= −bA3,

dA3

ds
= −bA2.

Формулы Френе пространственной кривой имеют вид

dA0

ds
= A0 −A1,

dA1

ds
= −A1 + kA2,

dA2

ds
= kA3,

dA3

ds
= kA2.

Сравнивая эти формулы, видим, что s— длина дуги линии на поверхности, а для кривизн k∗, κ∗

линии на поверхности получаем

(k∗)2 = a2 +m2, κ∗ = −b.

Из деривационных формул канонического репера линии на поверхности получаются вычисли-
тельные формулы для инвариантов линии на поверхности

a = (−α(ω0

0
)2 − 2βω0

0
ω2

0
+ γ(ω2

0
)2) : (ω0

0
)2,

b = (−βω0

0
+ γω2

0
) : ω0

0
,

m = (µω0

0
+ (1− ν)ω2

0
) : ω0

0
− (ω0

0
dω2

0
− ω2

0
dω0

0
) : (ω0

0
)3.

Видим отсюда, что только инвариант m является инвариантом второго порядка.
Можно выделить следующие три основных класса линий на поверхности:

(1) a = 0— асимптотические линии, для них репер совпадает с каноническим репером, а также
может служить каноническим репером пространственной кривой, рассматриваемой незави-
симо от поверхности;

(2) b = 0— конические линии, конусы имеют вершины на абсолютной прямой; нормаль также
описывает такой конус;

(3) m = 0— квазигиперболические геодезические линии с гиперболическими касательными.

5. Аналоги поверхностей Фосса. Поверхности µ = 0 (в каноническом репере R2) харак-
теризуются тем, что только на этих поверхностях существуют конические линии с вершинами
конусов на абсолютной прямой, т.е. линии b = 0, являющиеся одновременно линиями m = 0. Так
как линии ω0

0
= 0 являются геодезическими с евклидовыми касательными, то поверхности µ = 0

можно назвать поверхностями Фосса (см. [6]). Такие поверхности существуют с произволом трех
функций одного аргумента.

Найдем более общий аналог поверхностей Фосса, несущих сопряженные сети квазигиперболи-
ческих геодезических линий, оба семейства которых имеют гиперболические касательные.

Будем решать задачу в полуканоническом репере. Координатному семейству ω2

0
= 0 будет

сопряжено семейство

αω0

0 + βω2

0 = 0,
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причем α 6= 0. Если координатные линии ω2

0
= 0— геодезические, то µ = 0. Соприкасающаяся

плоскость линии
αω0

0
+ βω2

0
= 0

будет проходить через нормаль (A0A3) только при условии

αβ2ν − αβ2 − β2α1 − αβα2 + αββ1 − α2β2 = 0, (3)

где
dα = α1ω

0

0 + α2ω
2

0, dβ = β1ω
0

0 + β2ω
2

0.

Присоединяя условие (3) к основной системе внешних дифференциальных уравнений (2), по-
лучим стандартную систему, имеющую старший характер s1 = 4. Следовательно, поверхности
Фосса, несущие сопряженные сети квазигиперболических геодезических линий, оба семейства
которых имеют гиперболические касательные, в квазигиперболическом пространстве 11S1

3
суще-

ствуют с произволом четырех функций одного аргумента.
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Аннотация. Проективное пространство, в котором неэффективно действует линейная группа,

позволяет построить соответствующее пространство проективной связности Картана. Показано,

что структурные уравнения пространства Картана дают возможность получить дифференциаль-

ные уравнения для компонент тензора проективной кривизны-кручения. Этот тензор содержит

тензор кручения, расширенный тензор кручения и тензор аффинной кривизны-кручения. Найден

аналог тождеств Бианки. Сформулирован допускающий обобщение алгоритм построения струк-

турных уравнений пространства проективной связности Картана. С помощью обобщенного ал-

горитма построены структурные уравнения плоскостного пространства проективной связности,

частными случаями которого являются линейчатое пространство проективной связности Аки-

виса, точечное пространство проективной связности Картана и двойственное ему гиперплоскост-

ное пространство проективной связности. Доказано, что тензор кривизны-кручения плоскостного

пространства проективной связности имеет три подтензора, один из которых — аналог тензора

кручения пространства Картана.

Ключевые слова: пространство проективной связности Картана, тензор кривизны-кручения,

аналог тождеств Бианки, линейчатое пространство проективной связности, плоскостное про-

странство проективной связности.
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1. Пространство проективной связности Картана. Рассмотрим n-мерное проективное
пространство Pn, отнесенное к однородному подвижному реперу {AI′} с деривационными фор-
мулами

dAI′ = θJ
′

I′ AJ ′ , I ′, J ′, . . . = 0, n, (1)
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причем линейные дифференциальные формы θJ
′

I′ удовлетворяют структурным уравнениям ли-
нейной группы GL(n+ 1):

dθI
′

J ′ = θK
′

J ′ ∧ θI
′

K ′. (2)

Эти уравнения выражают полную интегрируемость дифференциальных уравнений (1).
Группа GL(n+1) действует в проективном пространстве Pn неэффективно. От этого избавля-

ются двумя способами:

(1) берут специальную линейную группу SGL(n+1), выделяемую условием θI
′

I′ = 0, тогда имеем
эффективное проективное пространство;

(2) используют проективную группу GP(n)— фактор-группу с n(n+2) структурными формами
θI
0
, θIJ − δIJθ

0

0
, θ0I , I, J, . . . = 1, n; тогда можно говорить о фактор-эффективном проективном

пространстве.

Будем рассматривать неэффективное проективное пространство Pn и соответствующие простран-
ства проективной связности.

В пространстве Pn зафиксируем точку A, превратив его в центропроективное пространство
P 0
n . Совместим вершину A0 репера {A0, AI} с центром A-пространства P 0

n . Формулы (1) и урав-
нения (2) запишем подробнее:

dA0 = θ00A0 + θI0AI , (3)

dAI = θ0IA0 + θJI AJ , (4)

dθI
0
= θJ

0
∧ (θIJ − δIJθ

0

0
), (5)

dθIJ = θ0J ∧ θI
0
+ θKJ ∧ θIK , (6)

dθ0I = θ0I ∧ θ00 + θJI ∧ θ0J , (7)

dθ00 = θI0 ∧ θ0I . (8)

Из формулы (3) следуют уравнения стационарности точки A0:

θI0 = 0. (9)

В силу структурных уравнений (5) эта система уравнений вполне интегрируема. Она выделяет
из линейной группы GL(n+1) центролинейную подгруппу стационарности Gn2+n+1 со структур-
ными уравнениями

dϑI
J = ϑK

J ∧ ϑI
K , dϑ0

I = ϑ0

I ∧ ϑ0

0
+ ϑJ

I ∧ ϑ0

J , dϑ0

0
= 0 (ϑ = θ|(5)). (10)

Возьмем n-мерное гладкое многообразие Mn. Для любой точки x ∈ Mn имеем деривационную
формулу Акивиса (см. [2, c. 54]):

dx = ωIeI , (11)

где векторы eI образуют базис касательного пространства Tn(x) к многообразию Mn в точке x.
Базисные формы ωI удовлетворяют структурным уравнениям Лаптева (см. [7]):

dωI = ωJ ∧ΩI
J , (12)

которые показывают полную интегрируемость системы уравнений

ωI = 0, (13)

фиксирующей точку x = x0.
К каждой точке x многообразия Mn присоединим проективное пространство Pn(x); тогда для

семейства пространств Pn(x) обобщения структурных уравнений (2) будут иметь следующий вид:

dωI′

J ′ = ωK ′

J ′ ∧ ωI′

K ′ + ωK ∧ ωI′

J ′K , (14)

причем

ωI′

J ′ = θI
′

J ′ (ω = ω|(13)). (15)
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Действительно, уравнения (13)–(15) позволяют выделить линейную группу GL(n + 1) со струк-
турными уравнениями (2), действующую в фиксированном проективном пространстве Pn(x0).
Более того, из условия (15) следует ωI

0
= θI

0
, поэтому при отождествлении

ωI
0 = ωI (16)

в пространстве Pn(x0) выполняются равенства (9). Значит, фиксированное присоединяемое про-
странство Pn(x0) является центропроективным пространством P 0

n(x0) с центром x0 = A0. В этом
случае будем говорить о приклеивании (ср. [3, c. 109]) проективных пространств Pn(x) к базе Mn,
в результате чего они становятся центропроективными пространствами P 0

n(x).
Картан показал (см. [4]), что смежное пространство P 0

n(x + dx) отображается на исходное

пространство P 0
n(x), если формы ωI′

J ′K в структурных уравнениях (14) являются линейными ком-

бинациями базисных форм ωI
0
:

ωI′

J ′K = RI′

J ′KLω
L
0
.

Тогда уравнения (14) становятся структурными уравнениями пространства проективной связно-
сти Картана Pn,n:

dωI′

J ′ = ωK ′

J ′ ∧ ωI′

K ′ +RI′

J ′KLω
K
0 ∧ ωL

0 . (17)

Антикоммутативность внешних произведений линейных форм объясняет антисимметрию коэф-
фициентов:

RI′

J ′(KL) = 0, (18)

где круглые скобки обозначают симметрирование.
Из уравнений (17) следует, что базисные формы ωI

0
удовлетворяют структурным уравнениям

dωI
0 = ωJ

0 ∧ (ωI
J − δIJω

0

0 +RI
0JKωK

0 ). (19)

Сопоставляя их с уравнениями (12), убеждаемся в возможности отождествления (16) при

ΩI
J = ωI

J − δIJω
0

0
+RI

0JKωK
0
.

Если выполнится вполне интегрируемая в силу (19) система уравнений

ωI
0 = 0,

то уравнения (17) превратятся в структурные уравнения (10) центролинейной группы Gn2+n+1.

Утверждение 1. Пространство проективной связности Картана Pn,n со структурными урав-
нениями (17) (ср. [9]) есть главное расслоение Gn2+n+1(Mn) над базой Mn — гладким многообрази-
ем со структурными уравнениями (19), типовым слоем которого служит центролинейная группа
Gn2+n+1 ⊂ GL(n + 1), действующая неэффективно в каждом центропроективном пространстве
P 0
n(x), приклеенном к базе в точке x ∈ Mn.

Утверждение 2. Пространство Pn,n является особым пространством фундаментально-груп-

повой связности Лаптева (см. [6], так как базисные формы ωI
0

входят в состав форм связности ωI′

J ′ ,
поэтому пространство Pn,n, рассматриваемое как Gn2+n+1(Mn), не является главным расслоением
со связностью (см., например, [5, c. 167]).

2. Тензор кривизны-кручения и его подтензоры. Структурные уравнения (17) простран-
ства проективной связности Картана Pn,n позволяют найти дифференциальные уравнения для

компонент тензора кривизны-кручения RI′

J ′KL. Продифференцируем уравнения (17) внешним об-
разом:

∇RI′

J ′KL ∧ ωK
0 ∧ ωL

0 + 2RI′

J ′KLR
K
0MNωL

0 ∧ ωM
0 ∧ ωN

0 = 0, (20)

где ковариантный дифференциал ∇ от компонент RI′

J ′KL относительно проективной связности
имеет следующий вид:

∇RI′

J ′KL = ∆RI′

J ′KL + 2RI′

J ′KLω
0

0
, (21)

а дифференциальный оператор ∆ действует по формуле

∆RI′

J ′KL = dRI′

J ′KL +RM ′

J ′KLω
I′

M ′ −RI′

M ′KLω
M ′

J ′ −RI′

J ′MLω
M
K −RI′

J ′KMωM
L .
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Представим кубичные уравнения (20) в виде
(

∇RI′

J ′KL ∧ ωL
0 + 2RI′

J ′NLR
N
0MKωM

0 ∧ ωL
0

)

∧ ωK
0 = 0.

Разрешим их по лемме Лаптева (см. [7]):

∇RI′

J ′KL ∧ ωL
0
+ 2RI′

J ′NLR
N
0MKωM

0
∧ ωL

0
= ωL

0
∧ ωI′

J ′KL, (22)

причем выполняются условия полуголономности (см. [10]):

ωI′

J ′KL ∧ ωK
0 ∧ ωL

0 = 0 ⇐⇒ ωI′

J ′[KL] ∧ ωK
0 ∧ ωL

0 = 0 ⇐⇒ ωI′

J ′[KL] = λI′

J ′KLMωM
0 , (23)

λI′

J ′(KL)M = 0, (24)

λI′

J ′{KLM} = 0, (25)

где квадратные скобки обозначают альтернирование, а фигурные скобки — циклирование.
Преобразуем квадратичные уравнения (22):

(

∇RI′

J ′KL + 2RI′

J ′NLR
N
0MKωM

0 + ωI′

J ′KL

)

∧ ωL
0 = 0.

Разрешим эти уравнения по лемме Картана и проальтернируем результат по индексам K,L с уче-
том условий антисимметрии (18):

∇RI′

J ′KL + 2RI′

J ′N [LR
N
|0M |K]

ωM
0 + ωI′

J ′[KL] = RI′

J ′[KL]MωM
0 , (26)

причем RI′

J ′K[LM ]
= 0. С помощью условия полуголономности (23) дифференциальные уравне-

ния (26) примут окончательный вид

∇RI′

J ′KL = RI′

J ′KL;MωM
0
, (27)

где
RI′

J ′KL;M = RI′

J ′[KL]M − 2RI′

J ′N [LR
N
|0M |K]

− λI′

J ′KLM .

Отсюда в силу антисимметрии (24) следует, что ковариантные производные RI′

J ′KL;M компонент

RI′

J ′KL антисимметричны по двум индексам:

RI′

J ′(KL);M = 0. (28)

Используя равенства (21), запишем подробнее дифференциальные уравнения (27) в виде срав-
нений по модулю базисных форм ωJ

0
:

∆RI
0KL +RI

0KLω
0

0
∼= 0 (mod ωJ

0
), (29)

∆RI
JKL + 2RI

JKLω
0

0 −RI
0KLω

0

J
∼= 0, (30)

∆R0

0KL + 2R0

0KLω
0

0 +RI
0KLω

0

I
∼= 0, (31)

∆R0

JKL + 3R0

JKLω
0

0
+RI

JKLω
0

I −R0

0KLω
0

J
∼= 0. (32)

Теорема 1. Структурные уравнения (17) пространства проективной связности Картана
Pn,n содержат компоненты тензора проективной кривизны-кручения RI′

J ′KL, удовлетворяющие
дифференциальным уравнениям (27). Дифференциальные сравнения (29)–(32)) показывают, что
тензор RI′

J ′KL имеет три подтензора: RI
0KL — тензор кручения, {R0

0KL, R
I
0KL}— расширенный

тензор кручения, {RI
JKL, R

I
0KL}— тензор аффинной кривизны-кручения.

При аннулировании тензора кручения: RI
0KL = 0 дифференциальные сравнения (32) не изме-

нятся, а сравнения (30)–(31) упростятся:

∆RI
JKL + 2RI

JKLω
0

0
∼= 0, ∆R0

0KL + 2R0

0KLω
0

0
∼= 0. (33)

Следствие. Компоненты тензора кривизны {RI
JKL, R

0

0KL, R
0

JKL} пространства проектив-
ной связности Картана без кручения P 0

n,n удовлетворяют дифференциальным сравнениям (32),
(33), поэтому тензор кривизны имеет два подтензора: R0

0KL и RI
JKL — аналог тензора кривизны

аффинной связности.
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Замечание. Если тензор проективной кривизны-кручения обратится в нуль: RI′

J ′KL = 0, то
уравнения (17) примут вид

dωI′

J ′ = ωK ′

J ′ ∧ ωI′

K ′,

совпадающие со структурными уравнениями (2) линейной группы GL(n+ 1). Значит, простран-
ство проективной связности Картана Pn,n обобщает линейную группу GL(n + 1), действующую
неэффективно в проективном пространстве Pn.

3. Аналог тождеств Бианки. Кубичные уравнения (20) дают возможность не только найти
дифференциальные уравнения (27) компонент тензора кривизны-кручения, но и получить аналог
тождеств Бианки. Из уравнений (20), (27) следует

(

RI′

J ′KL;M + 2RI′

J ′NLR
N
0MK

)

ωK
0

∧ ωL
0
∧ ωM

0
= 0,

откуда получим

RI′

J ′[KL;M ]
+ 2RI′

J ′N [LR
N
|0|MK]

= 0.

При альтернировании по трем индексам, используя условия (18), (28) — антисимметрию по двум
индексам, перейдем к циклированию:

RI′

J ′{KL;M} + 2RI′

J ′N{KRN
|0|LM} = 0. (34)

Утверждение 3. Компоненты тензора кривизны-кручения RI′

J ′KL и их ковариантные произ-

водные RI′

J ′KL;M относительно проективной связности Картана удовлетворяют аналогу тождеств

Бианки (34).

4. Построение структурных уравнений пространств проективной связности. Оттал-
киваясь от структурных уравнений (2) линейной группы GL(n + 1), действующую неэффектив-
но в проективном пространстве Pn, сформулируем алгоритм построения структурных уравне-
ний (17) пространства проективной связности Картана Pn,n.

A. Относим проективное пространство Pn к однородному реперу {AI′}. В пространстве Pn неэф-
фективно действует линейная группа GL(n+ 1) со структурными уравнениями (2).

B. Берем точку A0 ∈ Pn и находим уравнения ее стационарности. Левые части этих уравнений
содержат n структурных форм группы GL(n+1), которые называются базисными формами.

C. Структурные уравнения (17) пространства Pn,n получаются в результате обобщения уравне-
ний (2) путем добавления линейных комбинаций внешних произведений аналогов базисных
форм с коэффициентами — компонентами тензора кривизны-кручения.

Назовем точку A0 фигурой приклеивания, а пространство Pn,n — точечным пространством про-
ективной связности. В обозначении Картана пространства проективной связности Pn,n первое n
будем считать размерностью проективного пространства, n = dimPn, а второе n— размерностью
базы, равной размерности пространства фигур приклеивания в пространстве Pn.

Алгоритм построения структурных уравнений пространства Pn,n легко распространяется на
другие пространства проективной связности, в которых в качестве фигуры приклеивания берется
не точка, а любая линейная фигура (см. [8]). Например, гиперплоскостное пространство проектив-
ной связности P ∗

n,n, двойственное пространству Pn,n, имеет следующие структурные уравнения:

dωI′

J ′ = ωK ′

J ′ ∧ ωI′

K ′ +RI′KL
J ′ ω0

K ∧ ω0

L, R
I′(KL)

J ′ = 0. (35)

5. Пространство плоскостной проективной связности. Введем новое пространство про-
ективной связности. В качестве фигуры приклеивания возьмем m-мерную плоскость Pm ⊂ Pn

(0 6 m 6 n− 1). Разобьем значения штрихованных индексов на две серии:

I ′ = (α, i); α, . . . = 0,m; i, . . . = m+ 1, n.

Поместим вершины Aα подвижного репера {Aα, Ai} на плоскость Pm. Из деривационных фор-
мул (1) следует

dAα = θβαAβ + θiαAi,
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откуда получаем уравнения стационарности плоскости Pm:

θiα = 0. (36)

Значит, θiα — базисные формы, число которых равно (m+1)(n−m). Структурные уравнения (2)
дают уравнения

dθiα = θjβ ∧ (δβαθ
i
j − δijθ

β
α),

которые обеспечивают полную интегрируемость системы уравнений (36).
Применяя алгоритм из п. 4 в случае плоскости приклеивания Pm, построим структурные урав-

нения плоскостного пространства проективной связности Pn,(m+1)(n−m):

dωI′

J ′ = ωK ′

J ′ ∧ ωI′

K ′ +RI′αβ
J ′ij ω

i
α ∧ ωj

β, (37)

причем выполняются условия антисимметрии по парам индексов:

RI′

J ′

(

αβ
ij

)

= 0. (38)

Выделим три частных случая пространства Pn,(m+1)(n−m):

(1) m = 0— пространство проективной связности Картана Pn,n со структурными уравнения-
ми (17),

(2) m = 1— линейчатое пространство проективной связности Акивиса Pn,2(n−1) (см. [1]),
(3) m = n− 1— гиперплоскостное пространство проективной связности P ∗

n,n со структурными
уравнениями (35).

Замкнем структурные уравнения (28):

∇RI′αβ
J ′ij ∧ ωi

α ∧ ωj
β + 2RI′αβ

J ′ij R
iγδ
αklω

j
β ∧ ωk

γ ∧ ωl
δ = 0, (39)

где ковариантный дифференциал ∇ действует следующим образом:

∇RI′αβ
J ′ij = dRI′αβ

J ′ij +RK ′αβ
J ′ij ωI′

K ′ +RI′γβ
J ′ij ω

α
γ +RI′αγ

J ′ij ω
β
γ −RI′αβ

K ′ijω
K ′

J ′ −RI′αβ
J ′kjω

k
i −RI′αβ

J ′ik ω
k
j .

Кубичные уравнения (39) позволяют найти дифференциальные уравнения

∇RI′αβ
J ′ij = RI′αβ

J ′ij ;
γ
k ω

k
γ , (40)

причем из условий антисимметрии (38) следует

RI′

J ′

(

αβ
ij

)

;γk = 0. (41)

Уравнения (39), (40) дают:
(

RI′αβ
J ′ij ;

γ
k +2RI′δβ

J ′lj R
lγα
δki

)

ωi
α ∧ ωj

β ∧ ωk
γ = 0,

откуда получим

RI′

J ′

[

αβ
ij ;

γ
k

]

+ 2RI′δ
J ′l

[

β
jR

∣

∣
l
δ

∣

∣

γα
ki

]

= 0.

Преобразуем эти равенства с помощью условий антисимметрии (38), (41):

RI′

J ′

{

αβ
ij ;

γ
k

}

+ 2RI′δ
J ′l

{

α
i R

∣

∣
l
δ

∣

∣

βγ
jk

}

= 0. (42)

Запишем дифференциальные уравнения (40) в виде подобных сравнений:

∇Rkαβ
γij

∼= 0 (mod ωi
α), ∇Rγαβ

δij −Rkαβ
δij ωγ

k
∼= 0,

∇Rlαβ
kij +Rlαβ

γij ω
γ
k
∼= 0, ∇Rγαβ

kij +Rγαβ
δij ωδ

k −Rlαβ
kij ω

γ
l
∼= 0.

(43)

Теорема 2. Пространство плоскостной проективной связности Pn,(m+1)(n−m) определяет-
ся структурными уравнениями (37), которые содержат компоненты аналога тензора кривиз-

ны-кручения RI′αβ
J ′ij , удовлетворяющие дифференциальным уравнениям (40). Эти компоненты

вместе с их ковариантными производными RI′αβ
J ′ij ;

γ
k относительно плоскостной проективной
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связности подчиняются аналогу тождеств Бианки (42). Подробные дифференциальные сравне-

ния (43) для компонент тензора RI′αβ
J ′ij показывают, что он имеет три подтензора: {Rγαβ

δij , R0},

{Rlαβ
kij , R0}, R0 = {Rkαβ

γij }— аналог тензора кручения.
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