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О ВОЗНИКНОВЕНИИ РЕЗОНАНСОВ

ИЗ КРАТНОГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ

ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА В ЦИЛИНДРЕ

С РАЗБЕГАЮЩИМИСЯ ВОЗМУЩЕНИЯМИ

c© 2019 г. Д. И. БОРИСОВ, А. М. ГОЛОВИНА

Аннотация. В работе рассматривается оператор Шрёдингера с локализованным потенциалом в
многомерном цилиндре. Граница цилиндра разбивается на три части, две из которых представ-
ляют собой «рукава», уходящие на бесконечность, а третья — центральная часть — расположена
между ними. На «рукавах» задается краевое условие Неймана, на центральной части — краевое
условие Дирихле. Исследуется ситуация, когда расстояние между «рукавами» растёт. Предпо-
лагается, что тот же оператор Шрёдингера в том же цилиндре, но с условием Дирихле на всей
границе, имеет изолированное двукратное собственное значение. Показано, что для достаточно
большого расстояния между рукавами из данного двукратного собственного значения возникает
пара резонансов исходного оператора. Для этих резонансов в явном виде получены первые члены
асимптотического разложения, описано поведение мнимой части резонансов.

Ключевые слова: оператор Шрёдингера, возмущение непрерывного спектра, резонанс, разбе-
гающееся возмущение.
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Abstract. In this paper, the Schrödinger operator with a localized potential in a multidimensional
cylinder is considered. The boundary of the cylinder is split into three parts, two of which are “sleeves”
going to infinity, and the third (central) part is located between them. On the sleeves and the central
part, respectively, the Neumann and Dirichlet boundary conditions are posed. We examine the situation
where the distance between the sleeves increases. We assume that the same Schrödinger operator in
the same cylinder endowed with the Dirichlet condition on the whole boundary has an isolated double
eigenvalue. We show that for a sufficiently large distance between the sleeves, this double eigenvalue
splits into a pair of resonances of the original operator. For these resonances, we explicitly obtain
the first terms of their asymptotic expansions and describe the behavior of the imaginary part of the
resonances.
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1. Введение. Классическим примером задачи с разбегающимися возмущениями является опе-
ратор Шрёдингера во всём пространстве с парой потенциальных ям, находящихся на большом
расстоянии друг от друга. Исследованию спектральных свойств операторов такого рода посвя-
щено достаточно много работ, ставших в определённой степени классическими (см., например,
[8–10, 17, 19–24]). Основные исследованные вопросы — это поведение резольвент и собственных
значений данных операторов при увеличении расстояния между ямами. Основные полученные
результаты — выяснение вида предельных операторов и описание асимптотических разложения
для резольвент и собственных значений. В наиболее общей форме эти вопросы были решены
в [2,4,5,12,13,18] для операторов с разбегающимися возмущениями, описываемыми абстрактны-
ми локализованными операторами. В достаточно явной форме были выписаны резольвенты опе-
раторов с разбегающимися возмущениями, что позволило выяснить вид предельных операторов,
а также получить асимптотические разложения для этих резольвент. Для собственных значений,
сходящихся в пределе к изолированным предельным собственным значениями, и для соответ-
ствующих собственных функций были построены полняые асимптотические разложения. Была
дополнительно доказана равномерная абсолютная сходимость данных разложений к соответству-
ющим собственным значениям и собственным функциям. В [14, 15] для моделей волноводов с
геометрическими разбегающимися возмущениями были построены первые члены асимптотиче-
ских разложений собственных значений, сходящихся в пределе к изолированным предельным
собственным значениям.

Помимо собственных значений, рассматриваемые операторы с разбегающимися возмущениями
могут иметь резонансы, возникающих при разбегании из внутренних точек. В [11] была предло-
жена модель плоского волновода, где все возмущениями описываются определённой комбинацией
смен типа краевого условиями. При этом основой конструкции является разбегание трёх опера-
торов таких, что простые изолированные собственные значения одного оператора накрывают-
ся существенными спектрами двух других операторов. Было показано, что в такой ситуации из
упомянутых изолированных собственных значений, накрытых существенными спектрами, возни-
кают резонансы. Для возникающих резонансов были вычислены первые члена асимптотических
разложений, позволявших оценить величину мнимой части этих резонансов.

Настоящая работа является продолжение работы [11]. А именно, здесь мы рассматриваем мно-
гомерный цилиндр, в сечении которого лежит произвольная ограниченная область с достаточно
гладкой границей. В цилиндре рассматривается оператор Шрёдингера с локализованным потен-
циалом и специальной сменой краевых условий. Цилиндр разрезается на три части, две из ко-
торых представляют собой «рукава», уходящие на бесконечность, а третья, центральная часть —
конечный цилиндр, но с растущей длиной. На границах «рукавов» ставится краевое условие
Неймана, на границе центральной части — краевое условие Дирихле. Внутри центральной части
помещается упомянутый выше локализованный потенциал. При возрастании длины части с крае-
вым условием Дирихле, резольвента такого оператора сходятся в определённом смысле к прямой
сумме резольвент предельных операторов в том же цилиндре. Один из предельных операторов
представляет собой оператор Шрёдингера с прежним потенциалом, но с условием Дирихле всюду
на границе, а два других — Лапласиан в цилиндре, но со сменой типа краевых условий. Относи-
тельно первого предельного оператора предполагается наличие двукратного изолированного соб-
ственного значения, накрываемого существенным спектром двух других предельных операторов.
Основной полученный результат утверждает наличие пары резонансов у рассматриваемого опе-
ратора, возникающих при разбегании из упомянутого двукратного собственного значения. Для
этих резонансов вычислены первые члены асимптотических разложений, причём предположения
работы позволили нам оценить поведение мнимой части данных резонансов.

2. Постановка задачи и основной результат. Пусть x = (x′, xn) и x′ = (x1, . . . , xn−1)—
декартовы координаты в пространствах R

n и R
n−1 соответственно, n > 2, ω— ограниченная

область в R
n−1 с гладкой границей ∂ω ∈ C2 и Π := ω×R— цилиндр в пространстве R

n. Через V =
V (x) обозначим вещественную ограниченную измеримую функцию, заданную в Π, с носителем
внутри области Π ∩ {x : |xn| < a}, где a > 0— некоторое фиксированное число.
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Введём в рассмотрение большой положительный параметр ℓ и разделим боковую поверхность
области Π на три непересекающиеся части:

Sℓ
0 :=

{

x : x′ ∈ ∂ω, |xn| < ℓ
}

, Sℓ
+ :=

{

x′ ∈ ∂ω, xn > ℓ
}

, Sℓ
− :=

{

x′ ∈ ∂ω, xn < −ℓ
}

.

Через Hℓ обозначим оператор −∆+V в Π с краевым условием Дирихле на S0 и условием Нейма-
на на S±. Строго такой оператор определим как самосопряжённый полуограниченный оператор
в L2(Π), соответствующий квадратичной форме

hℓ[u] = ‖∇u‖2L2(Π) + (V u, u)L2(Π)

в L2(Π) на области определения, состоящей из функций из W 1
2 (Π) с нулевым следом на Sℓ

0.
Основным объектом исследования в данной работе являются резонансы оператора Hℓ и их

поведение при больших ℓ. Определим вначале, что понимается под резонансами оператора Hℓ.
Резонансы определим как числа λ, при которых следующая задача имеет нетривиальные ре-

шения:

(−∆+ V − λ)u = 0 в Π, u = 0 на Sℓ
0,

∂u

∂n
= 0 на Sℓ

±, (1)

u(x) = c+(λ) e
i
√
λxn +O

(

e−Re
√
ν2−λxn

)

при xn → +∞,

u(x) = c−(λ) e
−i

√
λxn +O

(

eRe
√
ν2−λxn

)

при xn → −∞.
(2)

Здесь n— внешняя нормаль к боковой поверхности ∂Π, ν2 — второе собственное значение опера-
тора Лапласа на сечении ω с граничным условием Неймана, λ ∈ C— спектральный параметр,
c±(λ)— некоторые комплексные константы. Выбор ветви квадратного корня фиксируется усло-

вием
√
1 = 1. Сразу подчеркнём, что в работе мы исследуем только резонансы λ, у которых

вещественная часть лежит в интервале (0, ν2). Для таких значений λ указанное выше определе-
ние резонансов согласуется с обычным определением резонансов через полюса аналитического
продолжения резольвенты оператора Hℓ.

Решения задачи (1), (2) понимаются в обобщенном смысле, как элементы простран-
ства W 1

2,loc(Π). Стандартные теоремы о повышении гладкости гарантируют для таких решений по

крайней мере гладкость C1 вплоть до границ при |xn| > ℓ+1. Поэтому условия (2) на поведение
решений на бесконечности следует понимать в обычном, поточечном смысле.

Для формулировки основных результатов нам понадобятся дополнительные обозначения. В
пространстве L2(Π) определим оператор H0 := −∆ + V с краевым условием Дирихле; область
определения такого оператора есть множество функций из W 2

2 (Π) с нулевым следом на боковой
поверхности области Π. Оператор H0 самосопряжён.

Через µ1, µ2 обозначим первое и второе собственные значения оператора Лапласа на сечении ω
с краевым условием Дирихле, а через φ1 — собственную функцию, соответствующую собственно-
му значению µ1. Функция φ1 предполагается нормированной в L2(ω). Известно, что 0 < µ1 < µ2
и ν2 < µ1 (см. [7]).

Существенный спектр оператора H0 представляет собой полуось [µ1,+∞). Хорошо извест-
но, что добавление подходящего локализованного потенциала приводит к возникновению соб-
ственных значений из края существенного спектра у Лапласиана с краевым условием Дирихле
(см. [16]). Поэтому при выборе подходящего потенциала V можно утверждать наличие непусто-
го дискретного спектра у оператораЁH0. Поэтому далее мы будем предполагать, что у данного
оператора имеется двукратное собственное значение λ0, лежащее достаточно далеко от непре-
рывного спектра, а именно, λ0 < ν2. Через ψ(j) = ψ(j)(x), j = 1, 2, обозначим соответствующие
собственные функции. Данные собственные функции имеют следующее поведение на бесконеч-
ности:

ψ
(j)
0 (x) = Ψ

(j)
± e∓

√
µ1−λ0 xnφ1(x

′) +O
(

e−
√
µ2−λ0 |xn|) при xn → ±∞, (3)
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где Ψ
(j)
± — некоторые константы. Положим Ψj := (Ψ

(j)
− ,Ψ

(j)
+ ) ∈ R

2, j = 1, 2. Используя теорему об

одновременной диагонализации двух квадратичных форм, функции ψ
(j)
0 выберем ортонормиро-

ванными в L2(Π) и удовлетворяющими условию ортогональности

(Ψ1,Ψ2)R2 = 0. (4)

Дополнительно предполагаем, что

‖Ψ1‖R2 6= ‖Ψ2‖R2 , ‖Ψ1‖R2 6= 0, ‖Ψ2‖R2 6= 0. (5)

Введем обозначение S± :=
{

x : x′ ∈ ∂ω, ±x2 > 0
}

; ясно, что ∂Π = S− ∪ S+. Рассмотрим
следующую краевую задачу:

(

−∆− λ0
)

U = 0 в Π, U = 0 на S+,
∂U

∂n
= 0 на S−,

U(x) =
(

e
√
µ1−λ0 xn + C0e

−
√
µ1−λ0 xn

)

φ1(x
′) +O

(

e−
√
µ2−λ0 xn

)

, xn → +∞,

U(x) = c0e
−i

√
λ0 xn +O

(

e
√
ν2−λ0 xn

)

, xn → −∞,

(6)

где c0, C0 — некоторые константы. В работе будет показано, что данная задача однозначно раз-
решима.

Сформулируем основной результат.

Теорема 1. Предположим, что константа c0 в задаче (6) не равна нулю. Для достаточно

больших ℓ существует пара резонансов Λj(ℓ) задачи (1), (2), расположенных в нижней ком-

плексной полуплоскости и сходящиеся к λ0 при ℓ→ +∞. Асимптотики резонансов при ℓ→ +∞
имеют вид

Λ(j)(ℓ) = λ0 − 2C0

√

µ1 − λ0
∥

∥Ψj

∥

∥

2

R2 e
−2

√
µ1−λ0 ℓ +O

(

e−
(√

µ2−λ0+
√
µ1−λ0

)

ℓ + ℓ2e−3
√
µ1−λ0 ℓ

)

. (7)

Константа C0 не обращается в нуль и верно равенство

ImC0 =

√
λ0

2
√
µ1 − λ0

|c0|2|ω|. (8)

Обсудим основной результат работы. Вначале заметим, что существенный спектр оператора
Hℓ представляет собой положительную полуось [0,+∞) и по условию λ0 > 0. Данная точка, яв-
ляясь собственным значением оператора H0, лежит внутри существенного спектра оператора Hℓ

и не соответствует какому-либо собственному значению данного оператора. Вместе с тем мы рас-
сматриваем случай достаточно больших ℓ, когда точки смены граничных условий — многообразия
{

x : x′ ∈ ∂ω, xn = ±ℓ}— находятся друг от друга и от носителя потенциала V на достаточно
большом расстоянии. В такой ситуации у оператора Hℓ возникают резонансы в окрестности точ-
ки λ0. Число резонансов равно двум, что соответствует кратности λ0 как собственного значения
оператора H0. Каждый из этих резонансов расположен, разумеется, в нижней полуплоскости и
теорема 1 даёт его асимптотику (см. (7)). При этом формула (8) позволяет оценить и мнимые
части данных резонансов:

ImΛ(j)(ℓ) = −
√

λ0|c0|2|ω|
∥

∥Ψj

∥

∥

2

R2e
−2

√
µ1−λ0 ℓ +O

(

e−
(√

µ2−λ0+
√
µ1−λ0

)

ℓ + ℓ2e−3
√
µ1−λ0 ℓ

)

.

Отметим ещё, что все обсуждаемые здесь асимптотики экспоненциально малые.

3. Сведение к операторному уравнению. Настоящий раздел посвящён сведению зада-
чи (1), (2) к операторному уравнению в специальном гильбертовом пространстве. Анализ данного
уравнения позволит нам затем описать поведение резонансов оператора Hℓ и доказать теорему 1.

Пусть χ = χ(xn), χ ∈ C∞(R)— неотрицательная бесконечно дифференцируемая функция,
удовлетворяющая условиям

χ(xn) = 1 при xn > 1, χ(xn) = 0 при xn 6 0.
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Введём ещё три срезающие функции:

χ+(xn) := χ+(xn−a), χ−(xn) := χ(−a−xn), χ0(xn, ℓ) := χ

(

xn − 1

2
+ ℓ

)

+χ

(

ℓ+
1

2
− xn

)

−1.

В пространстве L2,loc(Π) введём оператор сдвига по правилу:
(

S(X)u
)

(x′, xn) = u(x′, xn −X),

где X — некоторое действительное число.
Обозначим Π(A,B) := {x′ ∈ ω, A < xn < B} и определим три вспомогательные краевые задачи.

Первая вспомогательная краевая задача имеет вид:

(

−∆− λ
)

u+ = g+ в Π, u+ = 0 на S−,
∂u+
∂n

= 0 на S+, (9)

u+(x) = C+
+ (g+, λ)e

i
√
λ0 xn +O

(

e−Re
√
ν2−λxn

)

, xn → +∞,

u+(x) = C+
− (g+, λ)e

√
µ1−λxnφ1 +O

(

e−Re
√
µ2−λ0 xn

)

, xn → −∞,
(10)

где g+ — некоторая функция из L2(Π) с носителем внутри Π(−1, 1), а C+
± (g+, λ)— некоторые ли-

нейные функционалы от g+, зависящие от параметра λ. Вторая вспомогательная задача выглядит
следующим образом:

(

−∆− λ
)

u− = g− в Π, u− = 0 на S+,
∂u−
∂n

= 0 на S−, (11)

u−(x) = C−
+(g−, λ)e

−
√
µ1−λ0 xnφ1 +O

(

e−Re
√
µ2−λxn

)

, xn → +∞,

u−(x) = C−
−(g−, λ)e

−i
√
λ0 xn +O

(

e−Re
√
ν2−λxn

)

, xn → −∞,
(12)

где g− — некоторая функция из L2(Π) с носителем внутри Π(−1, 1), а C−
± (g−, λ)— ещё одна па-

ра линейных функционалов от g−, зависящих от параметра λ. Введённые задачи однозначно
разрешимы, что можно доказать совершенно аналогично лемме 3.4 в [11].

Так как задачи на u± переходят друг в друга при замене xn 7→ −xn, то очевидна следующая
формула:

C−
± (g(x′, xn), λ) = C+

∓(g(x
′,−xn), λ). (13)

Через u0 обозначим действие резольвенты оператора H0 в точке λ на некоторую функцию g0 из
L2(Π) с носителем внутри Π(−a, a). Ясно, что функция u0 есть решение уравнения

(H0 − λ) u0 = g0, (14)

ведущее себя на бесконечности следующим образом:

u0(x) = C±(g0, λ) e
∓
√
µ1−λxnφ1 +O

(

e−Re
√
µ2−λ |xn|) при xn → ±∞, (15)

где C0
±(g0, λ)— некоторые линейные функционалы от g0, зависящие от дополнительного парамет-

ра λ.
Решение задачи (1), (2) будем искать в виде

uℓ(x) = χ0(xn, ℓ)u0(x) + χ+(xn)
(

S(ℓ)u+
)

(x) + χ−(xn)
(

S(−ℓ)u−
)

(x). (16)

По определению срезающих функций χ0, χ± и специальным образом введённых функций u0, u±,
функция uℓ, определённая равенством (16), удовлетворяет граничным условиям в задаче (1) и
имеет нужное асимптотическое поведение (2) на бесконечности. Остаётся проверить, что функция
uℓ решает уравнение (1). Для этого подставим (16) в (1):

(

−∆+ V − λ
)

(

χ0(xn, ℓ)u0(x) + χ+(xn)
(

S(ℓ)u+
)

(x) + χ−(xn)
(

S(−ℓ)u−
)

(x)
)

= 0.

С учётом определения срезающих функций и уравнений (9), (11), (14), левая часть данного
равенства не равна тождественно нулю лишь в трёх областях: Π(−a− 1, a+ 1), Π(ℓ− 1, ℓ+ 1),
Π(−ℓ− 1, ℓ+ 1). Отметим ещё очевидное равенство

χ±V = 0. (17)
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Поэтому полученное уравнение эквивалентно переписывается к следующей тройке уравнений:

g0 + T+(λ, ℓ)g+ + T−(λ, ℓ)g− = 0, g+ + T 0
+(λ, ℓ)g0 = 0, g− + T 0

−(λ, ℓ)g0 = 0, (18)

где операторы T± = T±(λ, ℓ), T 0
± = T 0

±(λ, ℓ) определены следующими равенствами:

T±g± := L±S(±ℓ)u±, T 0
±g0 := L0

±S(∓ℓ)u0, (19)

где

L± := −2χ′
±

∂

∂xn
− χ′′

±,

L0
− := −2χ′

(

· − 1

2

)

∂

∂xn
− χ′′

(

· − 1

2

)

,

L0
+ := 2χ′

(

1

2
− ·
)

∂

∂xn
− χ′′

(

1

2
− ·
)

.

Операторы T± = T±(λ, ℓ) действуют в пространстве L2(Π(−a−1, a+1)), а операторы T 0
± = T 0

±(λ, ℓ)
действуют из пространства L2(Π(−a − 1, a + 1)) в пространство L2(Π(−1, 1)). Эти операторы
ограничены в силу стандартных теорем о повышении гладкости.

Далее сформулируем ряд вспомогательных утверждений, которые нам понадобятся для ана-
лиза уравнений (18).

Лемма 1. Собственные функции ψ
(j)
0 оператора H0 могут быть представлены в виде равно-

мерно сходящегося ряда

ψ
(j)
0 (x) =

∞
∑

n=1

Ψ
(±,j)
0,n e∓

√
µn−λ0 xnφn при ± xn > a, Ψ

(±,j)
0,n = Ψ

(j)
± , (20)

где Ψ
(±,j)
0,n — некоторые константы, µn — собственные значения оператора Лапласа на сечении ω

с условием Дирихле, взятые с учётом кратности, а φn — соответствующие собственные функ-

ции, ортонормированные в L2(ω). Сходимость ряда понимается в смысле нормы пространства

W 1
2

(

Π\Π(−a, a)
)

. Коэффициенты Ψ
(±,j)
0,n удовлетворяют соотношениям

∞
∑

i=1

n|Ψ(±,j)
0,n |2 6 C

∥

∥ψ
(j)
0

∥

∥

2

W 1

2
(Π(−a,a))

(21)

с некоторой константой C, не зависящей от ψ
(j)
0 .

Доказательство данной леммы аналогично доказательству леммы 3.1 в [11].

Лемма 2. Для всех g ∈ L2(Π), удовлетворяющих условию supp g ⊆ Π(−a− 1, a+ 1), и всех λ
из достаточно малой окрестности λ0 имеет место представление

(

H0 − λ
)−1

f =
2
∑

j=1

(f, ψ
(j)
0 )L2(Π)

λ0 − λ
ψ
(j)
0 +R0(λ)f, (22)

где R0(λ)— редуцированная резольвента оператора H0, голоморфная по λ для всех λ из малой

окрестности точки λ0 и действующая в ортогональное дополнении к собственным функциям

ψ
(j)
0 , j = 1, 2. Имеют место оценки

‖R0(λ)f‖W 2

2
(Π\Π(−b,b)) 6 Cb e−̺b‖f‖L2(Π(−a−1,a+1)), (23)

где

̺ := min
{

√

µ1 − λ0, Re
√

µ1 − λ
}

,

b > a+ 1, и C — некоторая константа, не зависящая от f , λ, b.

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 3.2 в [11].
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Лемма 3. Для всех функций f ∈ L2(Π), удовлетворяющих условию supp f ⊆ Π(−1, 1), и всех

λ из малой окрестности точки λ0 при ℓ→ +∞ операторы T 0
± представимы в виде

T 0
−(λ, ℓ)f =

2
∑

j=1

(f, ψ
(j)
0 )L2(Π)

λ0 − λ
L0
−S(ℓ)ψ

(j)
0 +R−(λ, ℓ)f, R−(λ, ℓ) := L0

−S(ℓ)R0(λ),

T 0
+(λ, ℓ)f =

2
∑

j=1

(f, ψ
(j)
0 )L2(Π)

λ0 − λ
L0
+S(−ℓ)ψ

(j)
0 +R+(λ, ℓ)f, R+(λ, ℓ) := L0

+S(−ℓ)R0(λ),

где операторы R±(λ, ℓ) : L2(Π(−a− 1, a+ 1)) → L2(Π(−1, 1)) голоморфны по λ из малой окрест-

ности точки λ0 и удовлетворяют оценке
∥

∥R±(λ, ℓ)f
∥

∥

W 2

2
(Π(−1,1))

6 Cℓ e−̺ℓ‖f‖L2(Π(−1,1)),

причем константа C не зависит от f , ℓ и λ.

Утверждение последней леммы следует из равенств (19) и леммы 2.

Лемма 4. Для всех f ∈ L2(Π), удовлетворяющих условию supp f ⊆ Π(−1, 1), операторы

T±(λ, ℓ) равномерно ограничены, и справедлива оценка
∥

∥T±(λ, ℓ)f
∥

∥

W 2

2
(Π(−1,1))

6 Cℓ e−̺ℓ‖f‖L2(Π(−1,1)) (24)

где C — константа, не зависящая от f , λ, ℓ.

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 3.5 в [11].
Вернёмся к уравнению (18). Введём в рассмотрение специальное гильбертово пространство

L :=







h =





h1
h2
h3



 , hi ∈ L2(R
n), i = 1, 2, 3







со скалярным произведением

(u, v)L =
3
∑

i=1

(ui, vi)L2(Rn).

Введём следующие обозначения:

g :=





g−
g0
g+



 ∈ L, T (λ, ℓ) :=





0 T 0
−(λ, ℓ) 0

T−(λ, ℓ) 0 T+(λ, ℓ)
0 T 0

+(λ, ℓ) 0



 .

С учётом введённых обозначений уравнение (18) переписывается в виде

g + T (λ, ℓ)g = 0.

Последнее равенство представляет собой операторное уравнение в пространстве L. Для его ана-
лиза воспользуемся специальной версией метода Бирмана—Швингера, описанной в [1,3], которая
позволяет свести поиск резонансов краевой задачи (1), (2) к отысканию нулей некоторой явно
заданной функции.

Пользуясь леммой 3, получаем представление

g +

2
∑

j=1

(

g,Ψ
(j)
0

)

L

λ0 − λ
Φ(j) +R(λ, ℓ)g = 0 (25)

где

Ψ
(j)
0 :=





0

ψ
(j)
0
0



 , Φ(j) :=







L0
+S(−ℓ)ψ

(j)
0

0

L0
−S(ℓ)ψ

(j)
0






, R(λ, ℓ) :=





0 R−(λ, ℓ) 0
T−(λ, ℓ) 0 T+(λ, ℓ)

0 R+(λ, ℓ) 0



 .
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В силу леммы 1 вектор-функция Φ(j) экспоненциально убывает, и имеет место оценка

‖Φ(j)‖L = O
(

e−
√
µ1−λ0 ℓ

)

. (26)

Объединяя первое и последнее слагаемое в (25), имеем

(

I+R(λ, ℓ)
)

g +
2
∑

j=1

(

g,Ψ
(j)
0

)

L

λ0 − λ
Φ(j) = 0, (27)

где I— единичный оператор. Для анализа последнего уравнения нам понадобится ещё одна лемма.

Напомним, что было введено обозначение ̺ = min
{√

µ1 − λ0,Re
√
µ1 − λ

}

.

Лемма 5. Для всех f ∈ L и всех λ из малой окрестности точки λ0 при достаточно больших

ℓ имеет место оценка
∥

∥R(λ, ℓ)f
∥

∥

L
6 Cℓe−̺ℓ‖f‖L

с константой C, не зависящей от f , λ и ℓ.

Утверждение данной леммы следует непосредственно из лемм 3 и 4.

В силу леммы 5 для достаточно больших ℓ существует обратный оператор
(

I+R(λ, ℓ)
)−1

.
Действуя этим оператором на обе части уравнения (27), получаем:

g +

2
∑

j=1

(

g,Ψ
(j)
0

)

L

λ0 − λ

(

I+R(λ, ℓ)
)−1

Φ(j) = 0.

Вычислим теперь скалярное произведение левой и правой части последнего равенства с вектор-

функцией Ψ
(q)
0 в пространстве L:

(g,Ψ
(q)
0 )L +

2
∑

j=1

(

g,Ψ
(j)
0

)

L

λ0 − λ

(

(

I+R(λ, ℓ)
)−1

Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
= 0. (28)

Введем обозначение

A(λ, ℓ) =

(

A11(λ, ℓ) A12(λ, ℓ)
A21(λ, ℓ) A22(λ, ℓ)

)

, Aqj(λ, ℓ) =
(

(

I+R(λ, ℓ)
)−1

Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
, j, q = 1, 2, (29)

z
(j), j = 1, 2— вектор с компонентами z

(j)
i = (g,Ψ

(i)
0 )L, i = 1, 2. С учётом введённых обозначений

равенство (28) примет вид
(

A(λ, ℓ) + (λ− λ0)E
)

z
(j) = 0. (30)

Будем искать ненулевое решение последнего уравнения, так как в противном случае z
(j) ≡ 0, g ≡

0 и соответствующее решение уравнений (18) оказывается тривиальным. Последнее уравнение
имеет ненулевое решение, если выполнено соотношение

det
(

A(λ, ℓ) − (λ− λ0)E
)

= 0. (31)

Решая данное уравнение как квадратное относительно λ−λ0, приходим к эквивалентной системе
двух уравнений:

λ− λ0 = −1

2

(

A11(λ, ℓ) +A12(λ, ℓ)±
√

(

A11(λ, ℓ)−A22(λ, ℓ)
)2

+ 4A12(λ, ℓ)A21(λ, ℓ)

)

. (32)

В следующем разделе мы исследуем разрешимость данных уравнений при больших значениях
параметра ℓ. Решения данных уравнений определяют числа λ, при которых задача (1), (2) имеет
нетривиальное решение, т.е. искомые резонансы.
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4. Существование и асимптотики резонансов. В данном разделе мы докажем, что каждое
из уравнений (32) имеет единственное решение при достаточно больших ℓ и вычислим первые
члены асимптотического разложения корня.

Исследование уравнений (32) начнём с анализа поведения функций Aqj(λ, ℓ), представленных
равенством (29). Используя формулу

(I+R(λ, ℓ)
)−1

= I−R(λ, ℓ) +R2(λ, ℓ)
(

I+R(λ, ℓ)
)−1

, (33)

получаем:

Aqj(λ, ℓ) =
(

Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
−
(

R(λ, ℓ)Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
+
(

R2(λ, ℓ)
(

I+R(λ, ℓ)
)−1

Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
.

Первое слагаемое в правой части последнего равенства
(

Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
= 0 в силу определения

функций Φ(j), Ψ
(q)
0 в специальном гильбертовом пространстве L. Кроме того, для резольвенты

R(λ, ℓ) верно представление

R(λ, ℓ) = R(λ0, ℓ) +

λ
∫

λ0

dR
dλ

(z, ℓ) dz = R(λ0, ℓ) + R̃(λ, ℓ), R̃(λ, ℓ) :=

λ
∫

λ0

R2(z, ℓ) dz,

где интеграл берется по прямолинейному отрезку в комплексной плоскости между указанными
точками. Следовательно, имеет место равенство

Aqj(λ, ℓ) =
(

R(λ, ℓ)Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
+
(

R̃(λ, ℓ)Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
+
(

R2(λ, ℓ)
(

I+R(λ, ℓ)
)−1

Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L
. (34)

Рассмотрим первое слагаемое в правой части последнего равенства в точке λ = λ0:
(

R(λ0, ℓ)Φ
(j),Ψ

(q)
0

)

L
=M+

jq +M−
jq, M±

jq :=
(

T±L0
±S(∓ℓ)ψ

(j)
0 , ψ

(q)
0

)

L2(Π)
. (35)

Пользуясь определением оператора сдвига, финитностью потенциала V и уравнением на функции

ψ
(j)
0 , для достаточно больших ℓ получаем:

M±
jq :=

∫

Π

ψ
(q)
0 T±L0

±S(∓ℓ)ψ
(j)
0 dx = −

∫

Π

ψ
(q)
0 T±(∆ + λ0)χ

(

±
(

xn − 1

2

))

ψ
(j)
0 (x′, xn ± ℓ) dx.

Пользуясь теперь асимптотическим поведением (3), приходим к соотношениям:

M±
jq := e−

√
µ1−λ0 ℓΨ

(±,j)
0,1

∫

Π

ψ
(q)
0 T±h± dx+O

(

e−
√
µ2−λ0 ℓ

)

, (36)

где введено обозначение

h±(x) := −(∆ + λ0)
(

e∓
√
µ1−λ0 xnχ

(

±
(

xn − 1

2

))

φ1(x
′)
)

. (37)

Отметим, что в силу уравнения на функцию φ1, функции h± финитны и их носители лежат

внутри Π(−1, 1).
Пусть v± = v±(x)— решения краевых задач (9)–(10) и (11)–(12) с правыми частями h±(x)

соответственно и λ = λ0. Прямыми вычислениями с учётом определения операторов T± и равен-
ства (17), получаем:

T±h± = (−∆+ V − λ0)χ±S(±ℓ)v± в Π(−a− 1, a+ 1), suppT±h± ⊆ Π(−a− 1, a+ 1).

Последние соотношения и известное поведение функций v± на бесконечности позволяют перепи-
сать равенства (36) следующим образом:

M±
jq = −Ψ±

j e
−2

√
µ1−λ0 ℓC±

∓ (h±, λ0)
∫

Π

ψ
(q)
0 (−∆+ V − λ0)e

±
√
µ1−λ0xnχ±φ1 dx+

+O
(

e−
(√

µ2−λ0+
√
µ1−λ0

)

ℓ
)

, (38)
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где C∓
±(h±, λ)— константы из асимптотик (10), (12) функций v±(x) при xn → ∓∞, j, q = 1, 2.

Вычислим интеграл в правой части (38). Для этого проинтегрируем по частям по области

Π(−R,R) с фиксированным R, учитывая уравнения и граничные условия для функций ψ
(q)
0 и φ1:

∫

Π(−R,R)

ψ
(q)
0 (−∆+ V − λ0)e

±
√
µ1−λ0xnχ±φ1 dx =

=

∫

ω

(

ψ
(q)
0

∂

∂xn
e±

√
µ1−λ0xnχ±φ1 − e±

√
µ1−λ0xnχ±φ1

∂ψ
(q)
0

∂xn

)∣

∣

∣

∣

∣

xn=−R

ds−

−
∫

ω

(

ψ
(q)
0

∂

∂xn
e±

√
µ1−λ0xnχ±φ1 − e±

√
µ1−λ0xnχ±φ1

∂ψ
(q)
0

∂xn

)∣

∣

∣

∣

∣

xn=R

ds.

Вычислим теперь предел данного выражение при R → +∞, учитывая при этом уравнение на

собственные функции ψ
(q)
0 , граничные условия на функции ψ

(q)
0 , v±, определения срезающих

функций χ±, функции φ1 и поведение функций ψ
(q)
0 , v± на бесконечности:

∫

Π

ψ
(q)
0 (−∆+ V − λ0)e

±
√
µ1−λ0xnχ±φ1 dx = −2

√

µ1 − λ0Ψ
±
q . (39)

Подставляя теперь полученные соотношения в равенства (38), получаем

M±
jq = −2

√

µ1 − λ0 e
−2

√
µ1−λ0 ℓΨ±

q Ψ
±
j C

±
∓(h±, λ) +O

(

e−
(√

µ2−λ0+
√
µ1−λ0

)

ℓ
)

. (40)

Отсюда и из (35), (36) следует, что
(

R(λ0, ℓ)Φ
(j),Ψ

(q)
0

)

L
= −2

√

µ1 − λ0e
−2

√
µ1−λ0 ℓ

(

Ψ+
q Ψ

+
j C

+
−(h+, λ0) + Ψ−

q Ψ
−
j C

−
+(h−, λ0)

)

+

+O
(

e−
(√

µ2−λ0+
√
µ1−λ0

)

ℓ
)

. (41)

Отметим ещё, в что силу равенства (13) верно

C−
+(h−, λ0) = C+

− (h+, λ0). (42)

Кроме того, из вида функций h± и определения функций v± легко следует, что

v− − e
√
µ1−λ0xnχ

(

1

2
− xn

)

φ1(x
′) = −U ;

однозначная разрешимость задачи (6) легко выводится из однозначной разрешимости зада-
чи (11)–(12). Следовательно, с учётом равенства (42) имеем

C−
+ (h−, λ0) = C+

− (h+, λ0) = −C0. (43)

Оценим теперь оставшиеся слагаемые в равенстве (34). Пользуясь леммой 5, соотношением (26)

и определением собственных функций ψ
(q)
0 , получаем

∣

∣

∣

(

R2(λ, ℓ)
(

I+R(λ, ℓ)
)−1

Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L

∣

∣

∣
= O

(

ℓ2e−(2̺+
√
µ1−λ0) ℓ

)

,
∣

∣

∣

(

R̃(λ, ℓ)Φ(j),Ψ
(q)
0

)

L

∣

∣

∣
= O

(

|λ− λ0|e−(2̺+
√
µ1−λ0) ℓ

)

.

Подставляя теперь два последних соотношения и (41), (42) в (34) и используя определение век-
торов Ψj (см. раздел 2), выводим

Aqj(λ, ℓ) = 2C0

√

µ1 − λ0e
−2

√
µ1−λ0 ℓ(Ψq,Ψj)R2+

+O
(

e−
(√

µ2−λ0+
√
µ1−λ0

)

ℓ +
(

ℓ2 + |λ− λ0|
)

e−(2̺+
√
µ1−λ0) ℓ

)

. (44)
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Выразим константу C0 через c0. Для этого дважды проинтегрируем по частям в интеграле:

0 =

∫

Π(−R,R)

U(∆ + λ0)U dx

с учётом задачи (6) и перейдём к пределу при R→ +∞. Тогда получим

−4i
√

µ1 − λ0 ImC0 + 2i
√

λ0|c0|2|ω| = 0,

откуда следует равенство (8). Так как по предположению константа c0 не обращается в нуль, то
же верно и для C0.

Лемма 6. При достаточно больших ℓ каждое из уравнений (32) имеет единственное реше-

ние. Для этих решений Λ(j)(ℓ), j = 1, 2, справедливо равенство

Λ(j)(ℓ) = λ0 − 2C0

√

µ1 − λ0
∥

∥Ψj

∥

∥

2

R2e
−2

√
µ1−λ0 ℓ +O

(

e−
(√

µ2−λ0+
√
µ1−λ0

)

ℓ + ℓ2e−3
√
µ1−λ0 ℓ

)

. (45)

Доказательство. Перепишем уравнения (32) в виде

λ− λ0 +Gj(λ, ℓ) = 0, (46)

где

G1(λ, ℓ) :=
1

2

(

A11(λ, ℓ) +A12(λ, ℓ) +

√

(

A11(λ, ℓ)−A22(λ, ℓ)
)2

+ 4A12(λ, ℓ)A21(λ, ℓ)

)

,

G2(λ, ℓ) :=
1

2

(

A11(λ, ℓ) +A12(λ, ℓ) −
√

(

A11(λ, ℓ)−A22(λ, ℓ)
)2

+ 4A12(λ, ℓ)A21(λ, ℓ)

)

.

Из асимптотик (44), условий (4), (5) и леммы 5 следует, что при λ, достаточно близких к λ0, и
достаточно больших ℓ для подкоренных выражений в функциях Gj верно следующее:

(

A11(λ, ℓ)−A22(λ, ℓ)
)2

+ 4A12(λ, ℓ)A21(λ, ℓ) = 4C2
0 (µ1 − λ0)e

−4
√
µ1−λ0ℓ

(

‖Ψ1‖2R2 − ‖Ψ2‖2R2

)

+

+O
(

e−
(√

µ2−λ0+3
√
µ1−λ0

)

ℓ + (ℓ2 + |λ− λ0|)e−(2̺+3
√
µ1−λ0) ℓ

)

.

Следовательно, корни в определении функций Gj аналитичны по λ из малой окрестности λ0 и
достаточно больших ℓ и тоже верно для функций Gj . Более того, справедливы оценки

|Gj(λ, ℓ)| 6 Ce−2
√
µ1−λ0ℓ,

где константа C не зависит от λ и ℓ. Используя эти оценки и применяя теорему Руше к функциям
λ 7→ λ − λ0 + Gj(λ), немедленно заключаем, что каждое из уравнений (46) имеет единственное
решение в окрестности точки λ0. Асимптотика для этих решений легко выводится из (44), откуда
уже получаем (45). Лемма доказана. �

Утверждение последней леммы завершает доказательство теоремы 1.
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34, № 4. — P. 405–417.

23. Klaus M., Simon B. Binding of Schrödinger particles through conspiracy of potential wells// Ann. Inst.
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УДК 517.928

О ЧАСТОТЕ НЕЛИНЕЙНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА

c© 2019 г. Л. А. КАЛЯКИН

Аннотация. При исследовании нелинейных колебаний часто возникает вопрос о зависимости
частоты или периода от энергии. В данной работе выясняются условия, при которых частота
зависит от энергии монотонно. Кроме того, для колебаний вблизи сепаратрисных траекторий
строится асимптотика периода по энергии.

Ключевые слова: нелинейные колебания, период, частота, асимптотика.

ON THE FREQUENCY OF A NONLINEAR OSCILLATOR

c© 2019 L. A. KALYAKIN

Abstract. In the study of nonlinear oscillations, the question on the dependence of the frequency or
the period on the energy often arises. In this paper, we find conditions under which the frequency
depends on the energy monotonically. In addition, for oscillations near separatrix trajectories, an
asymptotics of the period with respect to the energy is constructed.

Keywords and phrases: nonlinear oscillations, period, frequency, asymptotics.

AMS Subject Classification: 34E10

1. Постановка задачи. Пусть нелинейное дифференциальное уравнение

d2x

dt2
+ U ′(x) = 0 (1)

задается гладким потенциалом U(x) ∈ C∞(R). Такое уравнение легко интегрируется:

t+ t0 =
1√
2

∫

dx
√

E − U(x)
, t0, E = const .

Константа E представляет значение первого интеграла; она определяется выражением

E =
1

2
y2 + U(x), y = ẋ(t). (2)

Вдоль траектории любого решения x = x(t), y = ẋ(t) величина E постоянна; ее значение принято
называть энергией.

Исходным объектом данного исследования является двупараметрическое семейство периоди-
ческих решений x(t + t0, E) с параметрами t0, E. Ставится вопрос о свойствах периода колеба-
ний T = T (E) как функции от E. Требуется выяснить условия на потенциал, при которых эта
функция монотонна, а также найти асимптотику T (E) на границе осцилляционной области. Эти
свойства играют ключевую роль при исследовании конкретных задач о возмущении нелинейных
колебаний (см. [1–4]). Предъявляемые результаты демонстрируют применение известной техники
анализа интегралов и в частных случаях известны.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2019
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Рис. 1. Фазовый портрет уравнения (1) с потенциалом U = x2 + w x4. Слева w = 1/2,
осцилляционная область соответствует плоскости без точки (0, 0). Справа w = −1/2,
осцилляционная область заключена между сепаратрисами.

2. Исходные ограничения. Периодические решения соответствуют замкнутым траекториям
на фазовой плоскости (x, y) ∈ R

2. Замкнутые траектории заполняют область, называемую ос-
цилляционной. Рассматривается ситуация в одной из связных частей этой области; обозначим ее
D ⊂ R

2. Предполагается, что ее граница ∂D = Γ0∪Γ1 состоит из двух непересекающихся связных
компонент. Будем различать внутреннюю часть границы Γ0 и внешнюю часть Γ1. Внутренняя
часть может состоять из одной неподвижной точки типа центр, либо из сепаратрис с седловы-
ми точками. Эта часть границы окружена замкнутыми траекториями. Внешняя граница (если
существует) всегда состоит из сепаратрис с седловыми точками. Отметим, что все неподвижные
точки находятся на оси y = 0 и определяются экстремумами потенциала U ′(x) = 0. Предпо-
лагается, что седловые точки с координатами x = xs являются невырожденными: U ′′(xs) < 0;
они соответствуют строгим максимумам потенциала. Характерные примеры фазовых портретов
с осцилляционными областями изображены на рис. 1, 2.

На отрезках оси y = 0 между внутренней и внешней границами нет неподвижных точек,
т.е. нет экстремумов потенциала. Поэтому любая замкнутая траектория пересекает ось y = 0
только в двух точках x = x±(E), которые будем называть точками поворота траектории. Эти
точки расположены на оси по разные стороны от внутренней границы Γ0. Они определяются
уравнением U(x) = E и очевидно зависят от E, т.е. от выбора траектории.

При сдвиге переменной x на константу структура уравнения (1) сохраняется. Поэтому мож-
но считать, что начало координат x = 0 выбрано на внутренней границе Γ0. Например, x = 0
совпадает с неподвижной точкой (центр либо седло). При таком выборе системы отсчета точ-
ки поворота имеют x-координаты разных знаков: x− < 0 < x+. Ясно, что от выбора системы
координат зависит выражение для потенциала U(x).

Ввиду возможности сдвига потенциала на константу можно считать U(0) = 0. В таком случае
замкнутые траектории из рассматриваемой области D описываются уравнением (2) с энергиями
из интервала E ∈ (0, Es). Предельное значение Es (если оно конечно) соответствует сепаратрис-
ной траектории и определяется значением потенциала в любой из седловых точек на внешней
границе Es = U(xs), (xs, 0) ∈ Γ1.

Период T = T (E) соответствующих решений зависит от E и определяются через интеграл по
траектории. Ввиду симметрии траектории относительно оси y = 0 период определяется через
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Рис. 2. Фазовый портрет уравнения (1) с потенциалом U = −x2+wx4. Слева w = −1/2,
осцилляционная область отсутствует. Справа w = 1/2, осцилляционная область состоит
из трех подобластей, отделенных сепаратрисами

интеграл по промежутку между точками поворота:

T (E) =
√
2

x+
∫

x−

dx
√

E − U(x)
. (3)

dd Соответственно определяется частота Ω(E) = 2π/T (E).
Координаты точек поворота x± = x±(E)— простые нули подкоренного выражения. Таким об-

разом, период выражается через интеграл со слабой особенностью. В таком виде интеграл нельзя
формально дифференцировать по параметру E. Для вычисления производных функции T (E)
следует выписать другие, более подходящие представления. Для этого вводится пара интегралов

T±(E) = ±
x±
∫

0

dx
√

E − U(x)
, (4)

которые в сумме представляют период: T =
√
2[T++T−]. Затем у функции E−U(x) ≡ U(x±(E))−

U(x) выделяются множители x±−x, определяющие нули, и делается замена переменных x = x±ξ,
dx = x±dξ. В результате для интегралов получаются представления

T±(E) = |x±(E)|
1

∫

0

dξ
√

U(x±(E))− U(x±(E)ξ)
=

1
∫

0

dξ√
1− ξ

√

W±(ξ,E)

с функциями

W±(ξ,E) =
U(x±(E))− U(x±(E)ξ)

(1− ξ)x2±(E)
.

В этом представлении подынтегральная функция будет гладкой по E, и после дифференцирова-
ния интегралы сходятся (пока корни x±(E) остаются простыми).
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3. Примеры. Рассмотрим пару потенциалов U(x) = x2 + w x4, которые отличаются знаком
множителя w, например w = ±1/2 (см. рис. 1). В случае w > 0 осцилляционная область сов-
падает со всей плоскостью за исключением точки равновесия (0, 0); энергия периодических ре-
шений не ограничена: 0 < E < ∞. При w < 0 имеется пара седловых точек с координатами
xs = ±1/

√
−2w. Вместе с соответствующими ветвями сепаратрис они представляют собой внеш-

нюю границу осцилляционной области. Эти точки определяют предельное значение энергии для
периодических решений Es = 1/4w. Точки поворота замкнутых траекторий x± определяются
уравнением x2 + wx4 = E при 0 < E < Es; очевидно, x− = −x+.

Ввиду симметрии потенциала формула для периода имеет вид

T (E) = 2
√
2

x+
∫

0

dx√
E − x2 − wx4

= 2
√
2

x+
∫

0

dx
√

x2+ + w x4+ − x2 − w x4
.

После замены переменной x = x+ξ выражение для периода приводится к форме

T (E) = 2
√
2

1
∫

0

dξ
√

(1− ξ2)[1 + w x2+(E)(1 + ξ2)]
.

Обратим внимание, что корень алгебраического уравнения, записанный в виде

wx2+ = −1

2
+

√

1

4
+ wE

монотонно по E растет либо убывает в зависимости от знака w. Поэтому период T (E) монотонно
убывает в случае w > 0 и монотонно растет в случае w < 0.

В случае w > 0 нетрудно выделить главный член асимптотики на бесконечности:

wx2+ = w2
√
wE

[

1 +O(E−1)
]

, T (E) = T0(wE)−1/4
[

1 +O(E−1/2)
]

, E → ∞,

с коэффициентом

T0 = 2
√
2

1
∫

0

dξ
√

1− ξ4
.

В случае w < 0 асимптотика строится при подходе к границе осцилляционной области, т.е. при
E → Es − 0. Здесь надо учесть выражение для корня

wx2+(E) = −1

2
+

√

−w(Es − E).

Предельный интеграл (при E = Es) расходится; это указывает на неограниченный рост периода
при E → Es − 0. Его асимптотику в форме

T (E) = Ts

∣

∣ ln(Es − E)
∣

∣

[

1 +O
(
√

Es −E
)

]

, E → Es − 0, Ts = const > 0,

можно получить известным способом (см. [5]).

4. Монотонность периода. Результаты, приведенные для примеров, имеют место для общих
потенциалов.

Теорема 1. Пусть потенциал является гладкой функцией U(x) ∈ C∞
R. Тогда период явля-

ется гладкой функцией энергии T (E) ∈ C∞(0, Es).

Доказательство. Рассмотрим один из интегралов (4), например, T+(E). На промежутке 0 <
x < xs функция U(x) монотонно растет. Поэтому для уравнения U(x) = E корень x = x+(E)
является гладкой функцией, которая монотонно растет по E ∈ (0, Es). Следовательно, функция
W+(ξ,E) является гладкой и положительной при 0 6 ξ 6 1, 0 < E < Es. Тогда квадратный корень
√

W+(ξ,E) определен.
Поскольку функция U(x) гладкая, то из разложения Тейлора при ξ → 1 следует, что дробь,

которая определяет W+(ξ,E), является гладкой функцией двух переменных при 0 6 ξ 6 1,



О ЧАСТОТЕ НЕЛИНЕЙНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 19

0 < E < Es. Поскольку W+(ξ,E) 6= 0 в этой области, то дробь 1/
√
W+(ξ,E) также будет гладкой

функцией. Отсюда получается гладкость интеграла T+(E) при 0 < E < Es. Аналогично анализи-
руется второй интеграл T−(E). Таким образом получается гладкость периода (3) по E ∈ (0, Es).
Теорема доказана. �

Монотонности периода по энергии в общем случае не бывает. Достаточные условия монотон-
ности извлекаются из анализа интегралов (4).

Теорема 2. Пусть на множестве замкнутых траекторий с энергиями из промежутка E ∈
(E1, E2) значения координаты x содержатся в интервале x ∈ L = (X1,X2) и 0 ∈ L. Если на

этом интервале

x2 U ′′(x)− xU ′(x) > 0 ∀x ∈ L, x 6= 0,

то период T (E) монотонно убывает и T ′(E) < 0; если

x2 U ′′(x)− xU ′(x) < 0 ∀x ∈ L, x 6= 0,

то период T (E) монотонно растет и T ′(E) > 0 на промежутке E ∈ (E1, E2).

Доказательство. В рассматриваемом случае 0 ∈ L. Поэтому период представляется в виде суммы
двух интегралов (4). Поскольку эти интегралы можно дифференцировать по параметру E, то

T ′
±(E) = −1

2

1
∫

0

∂EW±(ξ,E)√
1− ξ (W±(ξ,E))3/2

dξ.

Вычислим производную

∂EW±(ξ,E) =
x′±(E)

(1− ξ)x3±(E)

(

[

x±U
′(x±)− 2U(x±)

]

−
[

x±ξU
′(x±ξ)− 2U(x±ξ)

]

)

.

Функция Z(x) = xU ′(x) − 2U(x) имеет производную Z ′(x) = xU ′′(x) − U ′(x), которая при усло-
виях теоремы меняет знак в точке x = 0. Это означает, что на каждом интервале x ∈ (0, x±)
функция Z(x) достигает максимума (либо минимума) на границе x = x±. В таком случае раз-
ность Z(x±) − Z(x±ξ), которая фигурирует в выражении для производной ∂EW±(ξ,E), будет
знакоопределенной при 0 < ξ < 1. В первом случае она будет положительна, во втором — отри-
цательна.

Поскольку x′±(E)/x3±(E) > 0, то знак производной T ′
±(E) будет отрицательным в первом случае

и положительным во втором. Эти свойства определяют монотонное убывание либо рост пары
функций T±(E), а следовательно, и монотонность периода. Теорема доказана. �

Легко проверить, что условия теоремы 2 выполняются для примеров с потенциалами U(x) =
x2 + w x4, w = const.

Условия теоремы 2 выполняется также для потенциала U(x) = −x2 + w x4, w = const >
0, в осцилляционной области вне сепаратрисных петель. При энергиях E > 0 период убывает,
поскольку x2 U ′′(x) − xU ′(x) = 4wx4 > 0 при w > 0, x 6= 0. Для этого потенциала имеются
еще две осцилляционные области внутри сепаратрисных петель. В них период растет с ростом
энергии. Однако такой результат не извлекается из теоремы. При формальной проверке условий
надо перенести начало координат в неподвижную точку типа центр внутри сепаратрисной петли,
введя новую переменную; например, x = 1 + x̃ при w = 1/2. Потенциал приобретает вид U =
−(1 + x̃)2 + (1 + x̃)4/2. Теперь производная определенной выше функции Z имеет вид

Z ′(x̃) = 2− 2(1− x̃)2.

Легко видеть, что в рассматриваемой осцилляционной области внутри сепаратрисной петли −1 <
x̃ <

√
2 − 1 эта производная не меняет знак. Поэтому доказательство теоремы в этом случае не

проходит.

Замечание. Доказательство теоремы 2 основано на монотонности каждого из интегралов
T±(E), которые составляют период, и поэтому является довольно грубым. Получение монотонно-
сти периода из сравнения этих интегралов ведет к трудно проверяемым условиям на потенциал
и здесь не обсуждается.
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5. Асимптотика периода вблизи сепаратрисы. Рассматривается случай, когда граница
осцилляционной области содержит сепаратрисы, а следовательно, и седловые точки. Исследу-
ется поведение периода T (E) при приближении энергии к сепаратрисному значению. При этом
возможны два варианта:

(1) значение Es соответствует сепаратрисе внешней границе Γ1, и тогда энергия стремится к
сепаратрисному значению снизу: E → Es − 0;

(2) сепаратрисное значение соответствует внутренней границе Γ0, и тогда энергия стремится к
сепаратрисному значению сверху: E → +0.

При этом внешняя граница может содержать от одной до двух седловых точек. Внутренняя
граница может содержать любое конечное число седловых точек.

Как известно, время движения по сепаратрисной траектории по направлению к седловой непо-
движной точке бесконечно. Формально это проявляется в расходимости интеграла вида (3). Рас-
ходимость возникает из-за наличия у функции E − U(x) кратного нуля (неподвижной точки)
на промежутке интегрирования. Можно догадаться, что время движения по замкнутой траек-
тории (период) увеличивается при приближении траектории к сепаратрисам. Основной вклад в
неограниченное увеличение периода будет вносить интеграл по той части траектории, которая
проходит вблизи седловой точки. Точная асимптотика периода извлекается из анализа интегра-
лов известным способом (см. [5]). Доказательства утверждений, которые приводятся ниже, по
сути сводятся к редукции исходных интегралов для периода (4) к стандартным интегралам со
слабой особенностью. Способ редукции несколько отличается для случаев внешней и внутренней
границ.

Теорема 3. Пусть значение энергии Es = U(xs) > 0 соответствует сепаратрисной траек-

тории на внешней границе Γ1 рассматриваемой осцилляционной области, и эта граница рас-

положена в конечной части фазовой плоскости. Тогда для периодических решений с энергией

E < Es период имеет асимптотику

T (E) = Ts

∣

∣ ln(Es − E)
∣

∣+O(1), E → Es − 0. (5)

Константа Ts определяется суммой

Ts =
∑

s

1
√

−U ′′(xs)
(6)

по седловым точкам (xs, 0) ∈ Γ1, которых может быть одна либо две.

Доказательство теоремы основано на анализе асимптотики корней x±(E) функционального
уравнения U(x) = E при E → Es−0. Асимптотика содержит дробные степени, появление которых
обусловлено увеличением кратности (по крайней мере одного из корней) x±(E) в предельной
точке, каковой является седло xs. В простейшем случае речь идет о слиянии корней параболы
x2 = Es − E при E → Es − 0. Подобные задачи анализировались в [6].

Лемма 1. Пусть xs — локальный граничный максимум гладкой функции U(x), x 6 xs, так

что U(xs) = Es, U ′(xs − 0) = 0, U ′′(xs − 0) < 0. Тогда для уравнения U(x) = E при E < Es

существует единственный простой корень X(E) < xs, который в пределе при E = Es имеет

кратность два и разлагается в асимптотический ряд по полуцелым степеням:

X(E) = xs +

∞
∑

n=1

xn(Es − E)n/2, E → Es, xn = const .

Доказательство. Из перечисленных свойств гладкой функции U(x) вытекает ее убывание при
уменьшении x в окрестности максимума xs и существование единственного корня X(E) при

всех E, достаточно близких к Es. Введем функцию Z(x) =
√

Es − U(x). Тогда X(E) является
решением уравнения Z(x) =

√
Es − E. Производная этой функции

Z ′(x) =
−U ′(x)

2
√

Es − U(x)
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не обращается в нуль при всех x 6 xs вплоть до граничной точки x = xs, как это видно с учетом
разложения Тейлора: Z ′(xs) = −

√

−U ′′(xs)/2. В таком случае для рассматриваемого уравнения

Z(x) =
√
Es − E решение X(E) является гладким по параметру

√
Es −E > 0 и разлагается в ряд

Тейлора по целым степеням этого параметра при
√
Es − E → 0. Коэффициент первой поправки

выражается через производную x1 = 1/Z ′(xs) = −
√
2/
√

−U ′′(xs). �

Доказательство теоремы сводится к редукции интегралов из (4) к стандартным интегралам со
слабой особенностью, а затем применяется лемма. Рассмотрим один из интегралов в предполо-
жении, что соответствующая точка поворота приближается к седловой точке

T+(E) =

x+
∫

0

dx
√

E − U(x)
.

В функции E − U(x) выделим два множителя (x+ − x)(xs − x), которые ответственны за воз-
никающую особенность, и затем сделаем замену переменной x = x+ξ. Введем комбинацию
ε = (xs − x+(E))/x+(E), которая представляет собой малый параметр: ε → 0 при E → Es.
Получаем

T+(E) =

1
∫

0

dξ
√

(1 + ε− ξ)(1 − ξ)
√

V (ξ, ε)
.

Здесь функция V (ξ, ε) определяется соотношением

V (ξ, ε) =
U((1 + ε/(1 − ε)xs))− U((1 + ε/(1 − ε))xsξ)

(1− ξ)(1 + ε− ξ)x3s/(1 − ε)3
.

Нетрудно понять, что эта функция двух переменных V (ξ, ε) является гладкой и не имеет нулей
в замкнутой области 0 6 ξ 6 1, 0 6 ε 6 ε0 при достаточно малом ε0. Ее предельное значение в
угловой точке области ξ = 1, ε = 0 выражается из формулы Тейлора через вторую производную:

V (ξ, ε) = −U ′′(xs)
2x3s

+O(ε) +O(1− ξ), ε → 0, ξ → 1.

Следовательно часть подынтегральной функции 1/
√

V (ξ, ǫ) является гладкой по ξ ∈ [0, 1], ε > 0.
В таком случае к интегралу приложимы известные результаты (см. [5]) об асимптотике при ε → 0.
В частности, для главного члена можно выделить стандартный интеграл

T+(E) =
1

√

V (1, 0)

1
∫

0

dξ
√

(1 + ε− ξ)(1 − ξ)
+O(1), ε → 0.

После замены 1− ξ = εζ легко извлекается асимптотика

1
∫

0

dξ
√

(1 + ε− ξ)(1− ξ)
=

1/ε
∫

0

dζ
√

(1 + ζ)ζ
= | ln ε|+O(1), ε → 0.

Таким образом,

T+(E) = | ln ε|
√
2

√

−U ′′(xs)
+O(1), ε → 0.

Наконец, надо учесть выражение для малого параметра и асимптотику корня x+(E), которые
приводит к соотношению

ln ε = ln

[

xs − x+(E)

x+(E)

]

= ln
[

x1
√

Es − E
]

+O(1) =
1

2
ln(Es − E) +O(1), E → Es.

Аналогично строится асимптотика для другого интеграла T−(E) по траектории вблизи другой
неподвижной седловой точки на внешней границе, если такая точка имеется. После этого в сумме
получается формула (5).
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Если седловая точка на внешней границе только одна, то внешняя граница при условиях тео-
ремы представляет собой сепаратрисную петлю конечной длины. В таком случае траектория, по
которой вычисляется один из интегралов T±(E), приближается к той части петли, которая не
содержит неподвижных точек, т.е. вторая точка поворота отделена от седловых точек. Предель-
ное значение такого интеграла при E = Es остается ограниченным и имеет асимптотику порядка
единицы при E → Es. В таком случае в выражении (6) содержится одно слагаемое. Теорема
доказана.

Замечание. Здесь не обсуждается асимптотика периода на траекториях, длина которых
неограниченно растет. Она существенно зависит от структуры потенциала в окрестности бес-
конечности.

В случае, когда замкнутая траектория приближается к внутренней границе Γ0, асимптотика
периода зависит от структуры этой границы. Если Γ0 состоит из одной изолированной неподвиж-
ной точки (0, 0) типа центр общего положения, то предельное значение T (E) совпадает с периодом

линеаризованного уравнения 2π/
√

U ′′(0)/2. Если внутренняя граница содержит сепаратрисы, то
период растет, и его асимптотика в главном определяется присутствующими седловыми точка-
ми. Все такие точки расположены на оси y = 0. Крайние сепаратрисы представляют собой петли
(см. рис. 2). Поэтому часть замкнутой траектории с точками поворота x± теперь не играет роли
в главном члене асимптотики. Основной вклад дают интегралы вблизи седловых точек.

Теорема 4. Пусть значение энергии E0 = U(0) = 0 соответствует сепаратрисной траек-

тории на внутренней границе Γ0 рассматриваемой осцилляционной области. Тогда для перио-

дических решений с энергией E > 0 период имеет асимптотику

T (E) = T0| lnE|+O(1), E → +0. (7)

Константа T0 определяется суммой

T0 = 2
∑

s

1
√

−U ′′(xs)
(8)

по всем седловым точкам xs на границе Γ0.

Доказательство. Детальное доказательство приведем для случая, когда на границе Γ0 имеется
одна седловая точка (0, 0). Граница является линией уровня первого интеграла y2 + U(x) = 0.
Поскольку в точке x = 0 потенциал имеет максимум, то внутри сепаратрисной петли U(x) < 0
для всех x ∈ (0, xos) (здесь xos > 0— точка поворота сепаратрисы; это простой нуль потенциала:
U(xos) = 0).

Рассмотрим один из интегралов, составляющих период:

T+(E) =

x+
∫

0

dx
√

E − U(x)
.

Разобьем его на две части:

T+(E) =
(

δ
∫

0

+

x+
∫

δ

) dx
√

E − U(x)
.

Число δ выбирается из условия 0 < δ < xos. При таком выборе одна из частей дает в пределе при
E → +0 интеграл по куску сепаратрисы, который отделен от седловой точки:

xos
∫

δ

dx
√

−U(x)
.



О ЧАСТОТЕ НЕЛИНЕЙНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 23

Этот интеграл сходится, поскольку U(x) имеет нуль первого порядка xos. Поэтому

T+(E) =

δ
∫

0

dx
√

E − U(x)
+O(1), E → +0.

Оставшаяся здесь часть интеграла в пределе имеет более сильную особенность из-за кратного
нуля потенциала в точке x = 0. Эта особенность выделяется стандартным способом. Учитывая,
что потенциал имеет асимптотику

U(x) = a x2 +O(x3), U ′(x) = 2a x+O(x2), x → 0,

с коэффициентом a = U ′′(0)/2 < 0, сделаем обратимую замену переменной по формуле

y =
√

−U(x), dy =
−U ′(x)

2
√

−U(x)
dx.

Получается интеграл

T+(E) =

∆
∫

0

Z(y)
√

E + y2
dy +O(1)

с гладкой функцией

Z(y) =
2
√

−U(x)

−U ′(x)
=

1√
−a

+O(y), y → 0,

и с константой ∆ =
√

−U(δ) в верхнем пределе. Асимптотика такого интеграла со слабой осо-
бенностью хорошо известна (см. [5]). В главном члене асимптотика получается путем замены
переменных y = E η:

T+(E) = Z(0)

∆/E
∫

0

dη
√

1 + η2
+O(1) = | lnE|

√
2

√

−U ′′(0)
+O(1).

Подобную асимптотику имеет второй интеграл T−(E).
При наличии нескольких седловых точек на Γ0 таким способом вычисляется асимптотика инте-

гралов вблизи каждой из них. В сумме получается требуемая формула (7) для периода. Теорема
доказана. �

Замечание. Формулы для коэффициентов асимптотики (6) и (8) отличаются множителем 2.
Удвоение коэффициента в случае внутренней границы Γ0 обязано обходу седловой точки с двух
сторон по замкнутой траектории (снизу и сверху; см. рис. 2).

Выводы. Для нелинейных колебаний установлены свойства периода T (E):

(1) монотонность по энергии E;
(2) логарифмическая асимптотика по E вблизи границ области осцилляции.

Отсюда, в частности, следует монотонность частоты Ω(E) = 2π/T (E) и неограниченный рост
производной Ω′(E) вблизи границы. Это свойство позволяет эффективно решать задачи о захвате
в резонанс вдали от равновесия, которые обсуждались в [3, 4].
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РАВНОМЕРНАЯ АСИМПТОТИКА ФУНКЦИИ СИНУС АМПЛИТУДЫ
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Аннотация. Хорошо известны два случая вырождения эллиптических функций— это вырож-
дение в тригонометрические функции и вырождение в гиперболические функции. Для аппрок-
симации эллиптических функций в окрестности вырождений обычно рассматриваются ряды по
модулю эллиптической функции. Для приложений теории эллиптических функций в теории ди-
намических систем оказывается важной аппроксимация равномерная по модулю и независимой
переменной. В обзоре приведены методы построения равномерных асимптотик.

Ключевые слова: эллиптическая функция, асимптотика, ряд.

UNIFORM ASYMPTOTICS OF THE SINE AMPLITUDE FUNCTION

c© 2019 O. M. KISELEV

Abstract. Two cases of degeneration of elliptic functions are well known: degeneration into
trigonometric functions and degeneration into hyperbolic functions. Approximations of an elliptic
function in a neighborhood of a degeneration are usually examined by means of series in the modulus
of the elliptic function. For applications of the theory of elliptic functions in the theory of dynamical
systems, uniform approximations with respect to the modulus and the independent variable are
important. This review contains methods for constructing uniform asymptotics.

Keywords and phrases: elliptic function, asymptotics, series.
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1. Введение. Вырождение эллиптических функций в гиперболические, а также асимптоти-
ческие формулы, пригодные в окрестности такого вырождения, часто используются в теории
динамических систем около особых траекторий — сепаратрис (см. [4, 7, 8]).

Основная трудность при построении асимптотик состоит в том, что в окрестности вырождения
эллиптические функции имеют различные по аналитическим свойствам участки. Это регулярное
поведение вдали от точек поворота и поведение, близкое к нерегулярному в окрестности точек
поворота.

С другой стороны, известно представление эллиптической функции sn(t|k) через тэта-функ-
ции. Из-за быстрой сходимости рядов для тэта-функции при k < 1 такие представления широко
используются. Однако для k → 1 − 0 в таком подходе возникают трудности при вычислении
асимптотик так называемых тэта-констант и самих рядов для тэта-функций. Эти ряды оказыва-
ются медленно сходящимися, когда параметр тэта-функции близок к единице. В результате из
представления через тэта-функци сложно получить асимптотическое представление эллиптиче-
ской функции в окрестности точки k = 1.

Наиболее удобными для использования в окрестности вырождения представляются формулы
для эллиптических функций в виде рядов из гиперболических функций. Такие формулы хоро-
шо известны, в частности, приближение sn(t|1 − ǫ)-функции Якоби функцией th z при ǫ → +0.
К сожалению, известные формулы для таких разложений (например, из справочников [1, 3])
неравномерны по независимой переменной. Причина в том, что периодическая функция аппрок-
симируется непериодической.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2019
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Кроме упомянутых рядов из справочников известны еще несколько формул в виде рядов из
гиперболических функций, которые пригодны при всех значениях независимой переменной. К
сожалению, эти ряды не упоминаются в стандартных справочниках по эллиптическим функциям.
Упоминание и использование таких формул есть, например, в статьях [5, 9]. Еще одну формулу
такого вида можно найти на интернет-странице компании Вольфрам (см. [18]). Однако и эти
формулы требуют некоторых преобразований для построения по ним равномерных асимптотик.

Один из способов обойти перечисленные затруднения — прямое построение асимптотической
формулы, равномерно пригодной на всем периоде. В этом подходе используется последовательное
построение асимптотик в окрестности регулярного поведения эллиптической функции, асимпто-
тики в окрестности точки поворота и сращивание этих асимптотик методом, предложенным в [12].
На основе этого подхода вычислены асимптотики функции sn(t|k) в препринте [13]; они также
воспроизведены в книге [10].

В обзоре последовательно рассматриваются перечисленные подходы к анализу поведения эл-
липтических функций в окрестности k = 1. При вычислениях использовалась свободно распро-
страняемая программа компьютерной алгебры Maxima (см. [16]).

2. Функция синус амплитуды. В этом разделе приведены стандартные определения и фор-
мулы для эллиптических функций Якоби (см. [2, 11, 17]). Название функции синус амплитуды
происходит из ее связи с решением уравнения математического маятника:

φ′′ + sinφ = 0. (1)

Умножая уравнение на φ′ и интегрируя по t, получим

(φ′)2

2
− cosφ = E. (2)

Будем рассматривать только колебательные движения математического маятника; для таких
движений |E| 6 1. В этом случае удобно параметр E переобозначить: E = cosφ0. Воспользо-
вавшись формулой cosα = 1 − 2 sin2 α/2, решение уравнения математического маятника можно
записать в виде

t+ t0 =
1

2

φ
∫

φ0

ds
√

sin2 φ0

2 − sin2 s
2

.

Эту формулу оказывается удобнее рассматривать, когда подынтегральная функция под знаком
корня вместо синуса содержит полином от переменной интегрирования. Для перехода к такой
записи можно сделать замену:

ku = sin
s

2
, k = sin

φ0

2
.

Тогда

k du =
cos s

2

2
ds или ds =

2k du√
1− k2u2

.

Следовательно, решение уравнения математического маятника выражается через интеграл вида

t =

sin φ

2
/k

∫

0

du
√

(1− u2)(1− k2u2)
. (3)

Удобно рассматривать функцию, обратную интегралу, как специальную функцию:

u = sn(t|k), где sin
φ

2
= u sin

φ0

2
.

Эта функция называется синус амплитуды, или sn-функция Якоби.
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Рис. 1. Риманова поверхность
√

(1− u2)(1 − k2u2) как двулистное накрытие комплекс-
ной плоскости с разрезами [−1, 1], (−∞,−1/k] и (1/k,∞]. Цикл a обходит вокруг разреза
[−1, 1]. Цикл b на верхнем листе выходит из разреза [−1, 1] и уходит на нижний лист
через разрез [1/k,∞).

2.1. Периодичность. Функция sn(t|k) обратна интегралу

z =

y
∫

0

du
√

(1− u2)(1− k2u2)
. (4)

Здесь параметр k — модуль эллиптической функции — положительное число, не большее еди-
ницы. Интегрирование ведется по пути на двулистной римановой поверхности, определяемой
уравнением

w2 = (1− u2)(1− k2u2).

Проведем на верхнем листе этой поверхности два разреза. Пусть один разрез проходит по отрезку
[−1, 1], второй — соединяет точки −1/k и 1/k через бесконечно удаленную точку и лежит на
вещественной оси. Противоположные края разрезов склеим, как обычно, с противоположными
краями таких же разрезов на нижнем листе. Устроим циклы на этой римановой поверхности.
Пусть цикл a лежит на верхнем листе и окружает отрезок [−1, 1]. Цикл b проходит по верхнему
листу от точки ветвления 1 до точки ветвления 1/k, затем переходит на нижний лист и там
проходит от 1/k до 1, где и возвращается на верхний лист поверхности.

Путь интегрирования по римановой поверхности в интеграле (4) определен с точностью до
целого числа циклов a и b. Это означает, что функция, обратная интегралу (4), — периодическая
функция с периодами, равными интегралам по циклам a и b:

T =

∫

a

du
√

(1− u2)(1− k2u2)
= 2

1
∫

−1

du
√

(1− u2)(1− k2u2)
;

T ′ =
∫

b

du
√

(1− u2)(1− k2u2)
= 2

1/k
∫

1

du
√

(1− u2)(1 − k2u2)
.

Период T — вещественная функция k, так как подынтегральная функция вещественная на всем
пути интегрирования. Период T ′ — мнимая функция k, потому что подынтегральная функция
мнимая. Отношение периодов функции sn(t|k)— мнимое, функция sn(t|k)— двоякопериодиче-
ская.
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Рис. 2. График функции синус амплитуды при различных значениях модуля k.

Обычно вводят следующие обозначения:

K(k) =

1
∫

0

du
√

(1− u2)(1− k2u2)
, K1(k) =

1

2

1/k
∫

1

du
√

(1− u2)(1− k2u2)
.

Пользуясь этими обозначениями, запишем

T = 4K(k), T ′ = 4K1(k).

После замены переменной интегрирования u2 = 1/(1 − k′2w2), где k′2 = 1 − k2, интеграл K1(k)
можно выразить через интеграл K(k′):

K1(k) = −iK(k′).

Ниже часто будем использовать формулу

K ′(k) ≡ K(k′).

2.2. Эллиптические функции Якоби. Эллиптические функции в анализе обычно вводятся либо
как мероморфные двоякопериодические функции комплексного переменного, либо как обратные
функции эллиптических интегралов. Мы воспользуемся определением эллиптических функций
Якоби при помощи дифференциальных уравнений.

Продифференцировав (3) по t, легко увидеть, что функция синус амплитуды удовлетворяет
дифференциальному уравнению

y′ =
√

(1− k2y2)(1− y2).

Введем обозначения
cn2(t|k) = 1− sn2(t|k), dn2 = 1− k2 sn2(t|k).

Функция cn(t|k) называется косинус амплитуды, а dn(t|k)— дельта амплитуды. Формулы для
производных этих функций получаются прямым дифференцированием:

2 cn′(t|k) cn(t|k) = −2 sn(t|k)
√

(1− sn2(t|k))(1 − k2 sn2(t|k)),
2 dn′(t|k) dn(t|k) = −2k2 sn(t|k)

√

(1− sn2(t|k))(1 − k2 sn2(t|k))
или

sn′(t|k) = cn(t|k) dn(t|k), cn′(t|k) = − sn(t|k) dn(t|k), dn′(t|k) = −k2 sn(t|k) cn(t|k).
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Таким образом, тройка функций sn(t|k), cn(t|k), dn(t|k) удовлетворяет системе уравнений

y′1 = y2y3, y′2 = −y1y3, y′3 = −k2y1y2 (5)

с начальными условиями, легко получающимися из интегрального представления sn(t|k):
y1
∣

∣

u=0
= 0, y2

∣

∣

u=0
= 1, y3

∣

∣

u=0
= 1. (6)

Если отвлечься от истоков появления функции sn(t|k) как обращения интеграла (3), то мож-
но вводить эллиптические функции как решения задачи Коши (5), (6). Один первый интеграл
этой системы получается, если первое уравнение умножить на 2y1, второе — на 2y2 и сложить
полученные выражения:

2y1y
′
1 + 2y2y

′
2 = (y21 + y22)

′ = 0.

Еще один первый интеграл получается, если первое уравнение умножить на 2k2y1, третье — на
2y3 и сложить их:

2k2y′1y1 + 2k2y′3y3 = (k2y21 + y23)
′ = 0.

В результате получим два первых интеграла:

y21 + y22 = c1, k2y21 + y23 = c2.

Постоянные c1 и c2 определяются из начальных условий (6). Это приводит к тождествам

sn2(t|k) + cn2(t|k) = 1, k2 sn2(t|k) + dn2(t|k) = 1. (7)

3. Асимптотика полного эллиптического интеграла первого рода. Вещественный пе-
риод эллиптической функции sn(t, 1− ǫ) определяется формулой

T (ǫ) = 4

1
∫

0

dy
√

(1− y2)(1− (1− ǫ)y2)
≡ 4K(1− ǫ).

Интеграл в правой части называется эллиптическим интегралом первого рода и обычно обозна-
чается K(k). В справочнике [1] (формула (17.3.34)) приведена аппроксимация интеграла первого
рода полиномом:

K(k) =
(

1.38662943 + 0.096663ǫ + 0.035900ǫ2 + 0.037425ǫ3 + 0.014511ǫ4
)

+

+
(

0.5 + 0.124985ǫ + 0.068802ǫ2 + 0.033283ǫ3 + 0.004417ǫ4
)

log
1

ǫ
+ e(m), (8)

где |e(k)| < 2× 10−8.
Ниже будет построена асимптотика эллиптического интеграла первого рода.

3.1. Асимптотическая формула для периода. Для малых значений ǫ эллиптический интеграл
может быть представлен как интеграл со слабой особенностью в точке y = 1. Следуя [10, 13],
удобно выделить особенность в подынтегральной функции:

1
∫

0

dy
√

(1− y2)(1− (1− ǫ)y2)
=

1
∫

0

dy
√

(1 + y)(1 + y
√
1− ǫ)

1
√

(1− y)(1− y
√
1− ǫ)

.

Вводя обозначение 1−
√
1− ǫ = µ, перепишем интеграл в виде

K(1− ǫ) =

1
∫

0

dy
√

(1 + y)(1 + y − µy)

1
√

(1− y)(1− y + µy)
.

Теперь можно разложить первый из множителей подынтегральной функции в ряд по µ:

1
√

(1 + y)(1 + y − µy)
=

1

y + 1
+

µy

2(y + 1)2
+

3µ2y2

8(y + 1)3
+

5µ3y3

16(y + 1)4
+

35µ4y4

128(y + 1)5
+O(µ5).

На следующем шаге подставим это разложение в интегральное выражение для K(1−ǫ). В резуль-
тате интеграл можно представить как сумму интегралов. Получившиеся интегралы вычисляются
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явно, например, с помощью системы компьютерной алгебры Maxima (см. [16]). Первый интеграл
из суммы равен

I0 =

1
∫

0

dy

(y + 1)
√

(1− y)(1− (1− µ)y)
=

√
4− 2µ log µ

2µ − 4
− log

(

− µ+ 2
√
4− 2µ+ 4

)√
4− 2µ

2µ− 4
.

Похожие формулы можно получить и для следующих членов разложения:

In = µkak

1
∫

0

yndy

(y + 1)n+1
√

(1− y)(1− (1− µ)y)
, n = 1, 2, 3, 4;

здесь a1 = 1/2, a2 = 3/8, a3 = 5/16, a4 = 35/128. Применив результаты, полученные с помощью
Maxima, получим:

K(1− ǫ) ∼ I0 + I1 + I2 + I3 + I4, µ → 0.

Удобно вернуться к параметру ǫ; тогда результат примет следующий вид:

K(1− ǫ) ∼ −1

2
log ǫ+ 2 log 2 +

(−1 + 2 log 2

4
− log ǫ

8

)

ǫ+

+

(−21 + 36 log 2

128
− 9 log ǫ

128

)

ǫ2 +

(−185 + 300 log 2

1536
− 25 log ǫ

512

)

ǫ3+

+

(−18655 + 29400 log 2

196608
− 1225 log ǫ

32768

)

ǫ4, ǫ → 0. (9)

Для сравнения (8) с формулой из справочника перепишем полученную формулу в терминах
чисел с плавающей точкой:

K(1− ǫ) ∼ −0.5 log ǫ+ 1.386294 + ǫ
(

0.096573 − 0.125 log ǫ
)

+

+ ǫ2
(

0.030885 − 0.07031 log ǫ
)

+ ǫ3
(

0.014937 − 0.048828 log ǫ
)

+

+ ǫ4
(

0.008766 − 0.037384 log ǫ
)

. (10)

Различие между (10) и (8) объясняется разным характером этих формул. Формула (10) — от-
резок асимптотического разложения эллиптического интеграла, в то время как формула (8) —
аппроксимация полиномом полученных численно значений эллиптического интеграла в окрест-
ности особой точки.

3.2. Асимптотика мнимого периода эллиптической функции. Для вычисления асимптотики
интеграла K1(k) можно применить ту же методику. Единственное отличие состоит в интерва-
ле интегрирования — [1, 1/k]. В результате вычислений, полностью аналогичных вычислениям
предыдущего пункта, получится регулярный асимптотический ряд. Ниже приведен отрезок это-
го ряда:

2K1(1− ǫ) ∼ iπ + i
π

4
ǫ+ i

9π

64
ǫ2 + i

25π

256
ǫ3 + i

1225π

16384
ǫ4 + i

3969π

65536
ǫ5. (11)

Тогда

K ′(k) ∼ π

2
+

π

8
ǫ+

9π

128
ǫ2 +

25π

512
ǫ3 +

1225π

32768
ǫ4 +

3969π

131972
ǫ5.
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Рис. 3. График зависимости q(k).

4. Ряды тригонометрических и гиперболических функций.

4.1. Тригонометрический ряд для функции синус амплитуды. При k = 0 разрез (1/k,∞) на
двулистной поверхности вырождается. В результате обращение интеграла приводит к тригоно-
метрической функции синус. Асимптотические разложения для эллиптической функции в малой
окрестности k = 0 представляют собой отрезки тригонометрических рядов. Равномерные раз-
ложения такого вида хорошо известны. В частности, разложения такого вида для нелинейных
осцилляторов использовал еще Ньюком в [14]. В наиболее простой форме методика построения
подобных асимптотик изложена в [15]. Сходящийся ряд для sn(t, k) приведен, например, в спра-
вочнике [3, с. 84, формула (108)]:

sn(t|k) = 2π

kK

( √
q

1− q
sin

πz

2K
+

q3/2

1− q3
sin

3πz

2K
+ · · ·+ qs+1/2

1− q2s+1
sin

(2s + 1)πz

2K
+ . . .

)

. (12)

Задача о вычислении параметра q по заданному значению модуля эллиптической функции
называется задачей обращения. Известна следующая формула (см. [3, с. 91]):

q = exp
−πK ′(k)
K(k)

. (13)

Из формулы (13) и формул для асимптотик K(k) и K ′(k) при k → 1 − 0 следует, что q → 1, а
именно,

q ∼ exp
π2

log ǫ
, k = 1− ǫ, ǫ → 0.

Из этой формулы и формулы для сходящегося ряда в (12) следует, что вблизи k = 1 сходимость
ряда ухудшается, и для аппроксимации с точностью o(ǫ) необходимо использовать отрезок ряда
длиной N , где N → ∞ при ǫ → +0.

Кроме того, в формулу (12) явным образом входит эллиптический интеграл K(k), через кото-
рый вычисляется период. Однако при k = 1 период обращается в бесконечность, и (12) теряет
смысл.

4.2. Представление через ряды гиперболических функций. В окрестности k = 1 эллиптическая
функция близка к гиперболической. Известны представления эллиптической функции в виде
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ряда гиперболических функций (см. например, [3, с. 85, формула (125)]):

sn(t|k) = π

2kK ′(k)

(

th x′ − 2q′
sh 2x′

sh 2ρ′
+ 2q′2

sh 4x′

sh 4ρ′
− . . .

)

; (14)

здесь

q′ = exp
−πK(k)

K ′(k)
, ρ′ =

πK(k)

2K ′(k)
, x′ =

πt

2K ′(k)
.

При k → 1 − ǫ и ǫ → +0 коэффициенты ряда малы, и ряд является асимптотическим. Действи-
тельно,

q′ ∼ exp
−π(−1

2 log ǫ)
π
2

= ǫ, ρ′ ∼ −1

2
log ǫ, x′ ∼ t.

Однако свойство асимптотичности неравномерно по переменной t, так как периодическая функ-
ция аппроксимируется непериодическими.

4.3. Равномерно пригодные ряды гиперболических функций. Равномерно пригодные ряды из ги-
перболических функций для представления эллиптических функций построены, исходя из решет-
ки периодов эллиптических функций.

В [9] приведена формула для квадрата функции синус амплитуды:

k sn2(t|k) = E(k′)
K ′(k)

−
(

π

2K ′(k)

)2 ∞
∑

n=−∞
sech2

(

π

2K ′(k)
(t− 2nK(k))

)

; (15)

здесь

E(k) =

1
∫

0

√

1− k2x2

1− x2
dx

— полный эллиптический интеграл второго рода.
Наиболее просто выглядит формула

sn(t|k) = π

2
√
kK ′(k)

∞
∑

n=−∞
(−1)n th

(

π
K(k)

K ′(k)

(

n+
t

2K(k)

))

(16)

(см. [18]). Этот ряд, вообще говоря, не сходится. Его можно использовать для вычисления значе-
ний эллиптической функции, если дополнительно установить правило суммирования.

5. Асимптотики и тэта-функции. Тэта-функции часто используются для представления
эллиптических функций. Удобство этого представления объясняется быстрой сходимостью ря-
дов для тэта-функций в широком диапазоне параметров. Для справки ниже приведены четыре
представления в виде рядов для четырех тэта-функций:

θ4(t, q) = 1 + 2
∞
∑

1

(−1)nqn
2

cos 2nt,

θ1(t, q) = 2

∞
∑

1

(−1)nq(n+1/2)2 sin(2n + 1)t,

θ2(t, q) = 2

∞
∑

1

q(n+1/2)2 cos(2n + 1)t,

θ3(t, q) = 1 + 2
∞
∑

1

qn
2

cos 2nt.

Представление функции sn(t|k) через тэта-функции хорошо известно. Общая теория подробно
изложена, например, в книге [17]. Формула для функции синус амплитуды:

sn(t|k) =
(

θ3(0, q)

θ2(0, q)

)2(θ1(z, q)

θ4(z, q)

)2

, k =

(

θ3(0, q)

θ2(0, q)

)2

, z =
t

θ23(0, q)
;
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здесь вторая формула определяет связь между модулем эллиптической функции k и парамет-
ром тэта-функции q. Эта формула ниже рассматривается как уравнение для определения q при
заданном значении модуля эллиптической функции k.

Еще одна формула для sn(t|k) представлена в справочнике Журавского (см. [3, с. 91, форму-
ла 14]):

sn(t|k) = 1√
k

θ1

(

πt
2K(k)

)

θ4

(

πt
2K(k)

) .

На графике (см. рис. 3) видно, что значение q быстро растет в малой окрестности k = 1.
Значения q вне малой окрестности k = 1 существенно отличаются от 1. Быстрая сходимость
рядов для тэта-функций позволяет использовать тэта-функции для вычисления функции sn(t|k)
при k, достаточно близких к 1. Это означает, что если q = 1 − δ, то ǫ = exp(−π2/δ), т.е. ǫ
экспоненциально мало по сравнению с δ. Следовательно, сходимость рядов для тэта-функций
ухудшается для экспоненциально малых значений ǫ. В этих случаях для хорошей аппроксимации
тэта-функциями оказывается необходимым использовать большое число членов ряда. Заметим,
что при q → 1− 0 тэта-функция θ4(t, q) стремится к сумме дельта-функций (см. [6, с. 13]).

Оценим номер n коэффициента Фурье тэта-функции, имеющего тот же порядок, что и необ-
ходимая точность O(ǫm), m > 1, для вычисления значения функции sn(t|1− ǫ):

(

1− exp

(

π2

log ǫ

))n2

∼ Cǫm, C = const > 0,

n2 log

(

1−
(

π2

log ǫ

))

∼ m log ǫ, −n2

(

π2

log ǫ

)

∼ m log ǫ, n ∼
√

(1−m) log ǫ

π
.

6. Равномерная асимптотика sn-функции Якоби в окрестности особой точки. Цель
этого раздела — получить равномерную по периоду формулу для эллиптической функции Яко-
би sn(t|k) при m → 1 − 0. Выше отмечалось, что формулы для аппроксимации эллиптических
функций при k → 1 − 0 имеются в справочниках (см., например, [1, 3]). Однако имеющиеся там
разложения неравномерны по независимому аргументу t, если t = O(T (k)), где T (k)— период эл-
липтической функции. Причина неравномерности разложения — существенные различия в самом
поведении функции около точек поворота t = T (k)/4 + nT/2, n ∈ Z, и вдали от них.

Уравнение для эллиптической функции будем рассматривать в виде

(u′)2 = (1− u2)
(

1− (1− ǫ)u2
)

, 0 < ǫ ≪ 1. (17)

Здесь модуль k = 1− ǫ, где ǫ— малый положительный параметр. Для функции sn(t|k) начальное
условие u(0) = 0. Решение задачи задачи Коши — эллиптическая функция Якоби:

u(t, ǫ) = sn(t|k), m = 1− ǫ.

Например, в справочнике [1] предлагается аппроксимация этой функции при ǫ → +0 в следующем
виде (см. [1, формула 16.15.1]):

sn(t|1− ǫ) ∼ th t+
1

4
ǫ
(

sh t ch t− t
)

sech2 t. (18)

Очевидно, что эта формула может быть пригодна менее, чем на половине периода эллиптической
функции. При больших значениях независимой переменной эта формула непригодна, так как
периодическая эллиптическая функция заменяется на непериодическую аппроксимацию. Для
использования этой формулы нужно учитывать также, что на половине периода функция sn(t|k)
отрицательна.

6.1. Асимптотика на регулярном участке траектории. При k = 1 эллиптическая функция
Якоби sn вырождается в гиперболический тангенс:

sn(t, 1) ≡ thx,
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поэтому в окрестности k = 1 естественно строить асимптотику по ǫ в виде

u = th t+
∞
∑

n=1

ǫnun(t). (19)

Уравнения для высших поправок можно получить после подстановки формулы для разло-
жения (19) в уравнение (17) и вычисления коэффициентов при ǫk для k ∈ N. Эти уравнения
представляют собой рекуррентную систему.

Например, уравнения для u1 и u2 имеют вид

2

ch2 t
u′1 + 4

th t

ch2 t
u1 + th4 t− th2 t = 0,

2

ch2 t
u′2 + 4

th t

ch2 t
u2 + (u′1)

2 +
(

− 6 th2 t+ 2
)

u21 +
(

4 th3 t− 2 th t
)

u1 = 0.

В общем виде уравнения для n-го члена разложения можно записать в форме

2

ch2 t
u′n + 4

th t

ch2 t
un +

∑

|α|=n

Aα th
α0 tuα1

1 . . . u
αn−1

n−1 = 0. (20)

Начальные условия для всех поправок можно принять нулевыми: un|t=0 = 0.
Решения уравнений для высших поправок можно представить в виде

un =
an(t)

ch2 t
.

В частности, для a1 получим

a′1 = sh2 t ⇒ a1 =
1

8
sh 2t− 1

4
t.

Уравнение для a2 имеет вид

a′2 =
1

64
ch 4t− 5

32
ch 2t+

1

8
t th t+

1

16
t2 sh2 t+

9

64
,

а его решение —

a2 = − t2

16
th t− 1

256
sh 4t+

5

64
sh 2t− 9

64
t.

В результате находим

sn(t|k − ǫ) ∼ th t+
ǫ

sech2 t

(

1

8
sh 2t− 1

4
t

)

+
ǫ2

sech2 t

(

− t2

16
th t− 1

256
sh 4t+

5

64
sh 2t− 9

64
t

)

.

Высшие поправки получаются таким же способом из (20). В частности, для n-й поправки урав-
нение примет вид

a′n = − 1

2 ch2n−6 t

∑

|α|=n

Aα thα0 t aα1

1 . . . a
αn−1

n−1 .

Явная форма решения этого уравнения довольно громоздка. Для определения области пригод-
ности асимптотики важно поведение этого решения при t → ±∞: an = O(e±2nt). В результате
получаем область пригодности известного асимптотического разложения эллиптической функ-
ции: log ǫ/2 ≪ t ≪ − log ǫ/2.

Построенное разложение пригодно менее чем на половине периода эллиптической функции sn,
т.е. это разложение непригодно в окрестности точек поворота u ∼ ±1.

Ниже понадобятся асимптотические свойства построенного разложения на границе пригодно-
сти. Заменим независимую переменную:

t = −1

2
log ǫ+ τ ;
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Рис. 4. Кривая по отрезку асимптотики до порядка ǫ и функция sn(t|1−ǫ). Асимптотика
непригодна в окрестностях точек максимума и минимума.

здесь τ — новая независимая переменная. После подстановки можно получить асимптотическое
разложение в терминах τ при τ ≪ −1:

u ∼ 1 + ǫ

(

− e2τ

128
− 2e−2τ +

1

4

)

+

+ ǫ2
(

τe2τ

256
− e2τ log ǫ

512
− 5e2τ

512
− τe−2τ +

e−2τ log ǫ

2
− e−2τ

2
+ 2e−4τ +

11

64

)

.

Похожее асимптотическое разложение можно получить в окрестности нижней ветви эллиптиче-
ской кривой благодаря свойству u(t+ T/2, ǫ) = −u(t, ǫ).

6.2. Асимптотические свойства в окрестности точки поворота. В окрестностях точек по-
ворота эллиптическая функция sn(t|k) имеет асимптотическое разложение другого типа. Это
разложение по своим свойствам близко к разложениям в окрестности седловой точки дифферен-
циального уравнения второго порядка. Будем строить асимптотическое разложение в виде

u(t, ǫ) = 1 +
∞
∑

n=1

ǫnvn(τ); (21)

здесь vn = vn(τ).
Уравнения для коэффициентов асимптотического разложения (21) можно получить, подста-

вив формулы (21) в уравнение для эллиптической функции и приравняв коэффициенты при
одинаковых степенях параметра ǫ. В результате получается рекуррентная система уравнений

(v′1)
2 = 4v21 − 2v1,

2v′1v
′
2 = 8v1v2 − 2v2 + 4v31 + 5v1,

2v′1v
′
n = 8v1vn − 2vn + Pn(v1, . . . , vn−1);

здесь Pn — полином четвертого порядка по vk1vk2vk3vk4 , где k1 + k2 + k3 + k4 = n.
Решение уравнения для первой поправки v1:

v1 =
e2τ

16
c1 +

e−2τ

4c1
+

1

4
;
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sn(t,0.9)
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Рис. 5. Окрестность точки поворота u = 1. Асимптотическая кривая и функция sn(t−
log ǫ/2, 1 − ǫ) при ǫ = 0.01.

здесь c1 — параметр решения. Решение для второй поправки:

v2 = e2τc2 − 256e−2τ c2 +
e4τ

32768
+

τe2τ

256
− τe−2τ − 3e−2τ + 2e−4τ +

11

64
;

здесь c2 — также параметр решения.
Высшие поправки определяются из линейных уравнений первого порядка. Их решения можно

представить в виде

vn = e2τcn − 256e−2τ cn +O(e±2nτ ), τ → ±∞;

здесь cn — параметр решения. Параметры cn определяются при согласовании асимптотических
разложений, пригодных вне точки поворота и в окрестности точки поворота соответственно.

Область пригодности построенного асимптотического разложения определяется из условия

ǫn+1vn+1 = o(ǫnvn).

Оценки роста поправок дают

|τ | ≪ −1/2 log ǫ.

Интервал пригодности асимптотического разложения (19) пересекается с интервалом пригодно-
сти (21) при t ≫ 1 и τ ≪ −1. В области пересечения можно согласовать параметры асимптоти-
ческих разложений cn. В частности, согласование дает

c1 = −1

8
, c2 = − log ǫ+ 5

512
.

В результате получаем

u(t, ǫ) ∼ 1− ǫ

(

− e2τ

128
− 2e−2τ +

1

4

)

+

+ ǫ2
(

−e2τ
log ǫ+ 5

512
− e−2τ log ǫ+ 5

2
+

e4τ

32768
+

τe2τ

256
− τe−2τ − 3e−2τ + 2e−4τ +

11

64

)

.
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Рис. 6. График слева — равномерное асимптотическое разложение, которое пригодно
на более чем половине периода эллиптической функции. График справа получен по
формуле sn(t+ T/2|1− ǫ)) = − sn(t|1− ǫ) из из графика слева. В результате построена
равномерная асимптотика функции sn(t|k) на всем периоде. Для кривых, изображенных
на графике, k = 0.999, т.е. ǫ = 0.001.

6.3. Равномерное асимптотическое разложение. Здесь будет построено асимптотическое раз-
ложение, равномерно пригодное более чем на половине периода эллиптической функции sn(t|1−
ǫ), т.е. асимптотика пригодна при t ∈

(

log
√
ǫ,−3 log

√
ǫ
)

при ǫ → ∞. Для этого построения исполь-
зован подход согласования асимптотических разложений, предложенный С. Каплуном (см. [12]).
Именно для получения равномерно пригодной асимптотики мы суммируем построенные выше
асимптотические разложения и вычитаем из получившегося выражения общую часть этих раз-
ложений.

Для наглядности здесь разобрано построение равномерной асимптотики порядка ǫ. Разложение
с точностью до порядка ǫ, пригодное вне точек поворота, совпадает с формулой (18). Асимптотика
этой формулы при t = τ − 1/2 log ǫ:

th t+
1

4
ǫ (sh t ch t− t) sech2 t ∼ 1− ǫ

(

1

4
− 2e−2τ

)

. (22)

В то же время асимптотическое разложение в окрестности u = 1 с точностью порядка ǫ имеет
вид

u ∼ 1− ǫ

(

− e2τ

128
− 2e−2τ +

1

4

)

. (23)

Из сравнения формул (22) и (23) следует, что общая часть этих асимптотик совпадает с асимп-
тотикой в формуле (22). Тогда равномерная составная асимптотика (см. рис. 6) такова:

u(t, ǫ) ∼ th t+ ǫ
1

ch2 t

(

1

8
sh 2t− 1

4
t

)

− ǫ
e2τ

128
. (24)

В терминах переменной t формула (24) для равномерной асимптотики при 1/2 log ǫ ≪ t ≪ − log ǫ
примет вид

u(t, ǫ) = th t+ ǫ
1

ch2 t

(

1

8
sh 2t− 1

4
t

)

− ǫ2
e2t

128
+ o(ǫ). (25)

Здесь важно заметить, что хотя правая часть содержит слагаемое с множителем ǫ2, его необходи-
мо удерживать в асимптотике порядка ǫ. Это слагаемое оказывается порядка ǫ при t ∼ −1/2 log ǫ,
т.е. внутри интервала, в котором построенная асимптотика пригодна.

В окрестности левой точки поворота u = −1 построения совпадают с точностью до замены
знаков, так как sn(t − T/2|k) = − sn(t|k). В результате асимптотическая формула, пригодная
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на симметричном относительно t = 0 интервале log ǫ ≪ t ≪ − log ǫ, существенно большем, чем
половина периода, имеет вид

u(t, ǫ) = th t+ ǫ
1

ch2 t

(

1

8
sh 2t− 1

4
t

)

− ǫ2
e2t

128
+ ǫ2

e−2t

128
+ o(ǫ). (26)

Для построения равномерной асимптотики на всем периоде можно построить похожие асимп-
тотические разложения. Однако проще воспользоваться формулой u(t + T/2, ǫ)) = −u(t, ǫ), и
асимптотическое разложение получится автоматически из разложения (25) (см. рис. 6):

u(t, ǫ) ∼ − th(t− T/2) − ǫ
1

ch2 (t− T/2)

(

1

8
sh 2

(

t− T

2

)

− 1

4

(

t− T

2

))

− ǫ2
e2(t−T/2)

128
. (27)

Единая формула для асимптотики эллиптической функции, пригодная на всем периоде, может
быть построена таким же образом из формул (25) и (27) или (26). Однако такая формула довольно
громоздко выглядит и здесь не приводится.

Благодарность. Автор выражает признательность Б. И. Сулейманову за поддержку работы, а
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СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕНОРМАЛИЗОВАННОГО РЕШЕНИЯ

ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ В АНИЗОТРОПНЫХ

ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА—ОРЛИЧА

c© 2019 г. Н. А. ВОРОБЬЁВ, Ф. Х. МУКМИНОВ

Аннотация. Рассматривается первая смешанная задача для некоторого класса анизотропных
параболических уравнений

(β(x, u))′t − div a(t, x, u,∇u)− b(t, x, u,∇u) = µ

с мерой в правой части и нестепенными нелинейностями в цилиндрической области DT = (0, T )×
Ω, где область Ω ⊂ R

n ограничена. Доказано существование ренормализованного решения задачи
при gt = 0 для функции β(x, r), которая возрастает по r и удовлетворяет условию Каратеодори.

Ключевые слова: анизотропное параболическое уравнение, ренормализованное решение, несте-
пенная нелинейность, существование решения, N-функция.

EXISTENCE OF A RENORMALIZED SOLUTION

OF A PARABOLIC PROBLEM IN ANISOTROPIC

SOBOLEV–ORLICZ SPACES

c© 2019 N. A. VOROB’YOV, F. KH. MUKMINOV

Abstract. We consider the first mixed problem for a certain class of anisotropic parabolic equations
of the form

(β(x, u))′t − div a(t, x, u,∇u)− b(t, x, u,∇u) = µ

where µ is a measure and the coefficients contain noonpower nonlinearities in the cylindrical domain
DT = (0, T )×Ω, where Ω ⊂ R

n is a bounded domain. We prove the existence of a renormalized solution
of the problem for gt = 0 and a function β(x, r), which increases with respect to r and satisfies the
Carathéodory condition.

Keywords and phrases: anisotropic parabolic equation, renormalized solution, nonpower nonlinearity,
existence of solutions, N-function.

AMS Subject Classification: 35K20, 35K55, 35K65

1. Введение. Пусть Ω— ограниченная область пространства R
n = {x = (x1, x2, . . . , xn)},

n > 1. В цилиндрической области DT = (0, T ) × Ω рассматривается первая смешанная задача
для уравнения вида

(

β(x, u)
)′
t
− div a(t, x, u,∇u) − b(t, x, u,∇u) = µ, a = (a1, . . . , an), (1.1)

где β(x, u) — возрастающая и непрерывная по u функция, измеримая по x. Краевые условия
однородны:

u(t, x)
∣

∣

S
= 0, S = {t > 0} × ∂Ω; (1.2)

β
(

x, u(0, x)
)

= β
(

x, u0(x)
)

∈ L1(Ω). (1.3)
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Модельным примером уравнений (1.1) с нестепенными нелинейностями служит уравнение вида

(

β(u)
)

t
=

n
∑

i=1

(

B′
i(uxi

) + Ψi(t, x)
)

xi

+Φ(t, x), (1.4)

где Bi —N -функции (см. [4]), β(u)— возрастающая непрерывная функция, Ψi ∈ EBi(DT ), Φ ∈
L1(D

T ); Bi —N -функция, сопряженная к Bi. Отметим, что уравнение (1.4) можно переписать в
виде уравнения

(

β(u)
)

t
−

n
∑

i=1

(

B′
i(uxi

)
)

xi

= µ

с мерой в правой части частного вида µ = Φ(t, x)+divΨ(t, x). Подробнее об уравнениях с мерами
будет сказано в п. 2.

Существование слабого решения уравнения
(

β(u)
)′
t
= div a

(

β(u),∇u
)

(и систем таких уравнений) и единственность в предположении (β)′t ∈ L1(D
T ) доказаны в [9].

Обзор работ, касающихся единственности ренормализованных решений параболических задач,
дан в [8].

В [12] была показана необходимость расширения понятия решения в случае уравнения ∆pu =
F (x, u) с L1-данными: sup

|u|<c

F (x, u) ∈ L1,loc(Ω). Именно, были доказаны существование и един-

ственность энтропийного решения задачи Дирихле для эллиптического уравнения. Авторы ука-
зывают, что вместо энтропийного решения, введенного впервые С. Н. Кружковым для уравнений
первого порядка (см. [5]), можно рассматривать также ренормализованные решения. Понятие
ренормализованного решения было впервые введено в [18] при изучении задачи Коши для урав-
нения Больцмана.

В [14] доказаны существование и единственность ренормализованного решения уравнения

ut − div a(t, x,∇u) = f

со степенными нелинейностями. В [30] для этого же уравнения доказаны существование и един-
ственность энтропийного решения и показана его эквивалентность ренормализованному реше-
нию.

В настоящей работе доказывается существование ренормализованного решения зада-
чи (1.1), (1.3) для анизотропного уравнения с нелинейностями, определяемыми N -функциями.
Близкий результат для уравнения

(

β(x, u)
)′
t
= div

(

a(x,∇u) + F (u)
)

,

сформулирован в [23] при условиях, о которых будет сказано ниже, однако доказательство дано
лишь для случая β(x, u) = u.

Существование ренормализованного решения первой смешанной задачи в ограниченной обла-
сти для изотропного уравнения (1.1) c нестепенными нелинейностями доказано в [31] при сильном
ограничении 0 < c < β′u < C(K), ∇xβ

′
u < C(K), |u| < K. Эти условия не выполнены даже в сте-

пенном случае β(r) = rq, q > 0, q 6= 1. Существование и единственность ренормализованного
решения первой смешанной задачи в ограниченной области для уравнения (1.1) c β = u и пере-
менными нелинейностями доказана в [11, 32] (см. также [1]).

2. Об уравнениях с мерой в правой части. Приведем один результат, касающийся сингу-
лярных мер.

Теорема 2.1 (см. [15]). Пусть Ω— ограниченная область в R
N , N > 2, 0 ∈ Ω. Пусть функ-

ция f ∈ L1(Ω) и последовательность fn ∈ L∞(Ω) удовлетворяют условию

lim
n→∞

∫

Ω\Bρ(0)

|f − fn| dx = 0 ∀ρ > 0.
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Тогда последовательность решений задач Дирихле

−∆un + |un|q−1un = fn, q >
N

N − 2
,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

сходится к единственному решению u задачи Дирихле для уравнения

−∆u+ |u|q−1u = f.

Из этой теоремы следует, что если взять f = 0 и дельта-образную последовательность fn, то
последовательность решений задачи Дирихле с fn будет стремиться к нулю. Другими словами,
решение задачи Дирихле для уравнения

−∆u+ |u|q−1u = δ

не существует. Но если q < N/(N − 2), то решение существует (см. [13]). Аналогичный результат
для p-лапласиана установлен в [28].

Проблема возникает благодаря достаточно быстро растущей нелинейности по u. Если нет за-
висимости от u, то задача Дирихле для уравнения div(a(x,∇u) = µ имеет ренормализованное
решение при любой ограниченной мере Радона (см. [17]).

Сформулируем теперь результат для параболического уравнения.

Теорема 2.2 (см. [29]). Пусть последовательность fn ∈ L∞(Q), Q = (0, T )×Ω удовлетворя-

ют условию
∫

Q

ϕfndx→
∫

Q

ϕdλ ∀ϕ ∈ C(Q),

где λ— ограниченная мера Радона на Q, сосредоточенная на множестве нулевой параболической

r-емкости, и q > r/(r − 2). Тогда последовательность решений задачи

ut −∆un + |un|q−1un = fn, un(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, un(0, x) = 0

такова, что un, |∇un| стремятся к нулю в пространстве L1(Q). Более того,
∫

Q

ϕ|un|q−1un dx→
∫

Q

ϕdλ, ϕ ∈ C0(Q).

Эти результаты побуждают ограничиться рассмотрением диффузных мерM0(Q), равных нулю
на множествах нулевой параболической емкости. Другое название этих мер — мягкие меры, или
абсолютно непрерывные меры.

Пусть χ(P ) обозначает логическую функцию, равную 1, когда P истинно, и 0, когда P ложно.
Приведем определение параболической емкости capp(B).

Определение 2.1. Пусть

V = L2(Q) ∩ W̊ 1
p (Q), W =

{

u ∈ Lp((0, T );V ) : ut ∈ Lp′
(

(0, T );V ′)
}

,

capp(U) = inf
{

‖u‖W : u ∈W, u > χ
(

(t, x) ∈ U
)

}

,

capp(B) = inf
{

capp(U) : B ⊂ U
}

.

Для диффузных мер справедливо следующее разложение.

Теорема 2.3 (см. [19]). Для µ ∈ M0(Q) существуют такие функции (f, g1, g2), f ∈ L1(Q),
g1 ∈ Lp′(0, T ;W

−1
p′ (Ω)), g2 ∈ Lp((0, T );V ), что

∫

Q

ϕdµ =

∫

Q

ϕf dx dt+

T
∫

0

(

(g1, ϕ)− (g2, ϕt)
)

dt ∀ϕ ∈ C∞
0 ([0, T ]× Ω).
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Описанное разложение неединственно. Несколько загрубляя, его можно записать в виде

µ = f + divG+ (g2)t, G ∈ (Lp(Q))N ,
1

p
+

1

p
= 1.

Такое же разложение (без g2) справедливо для мер, абсолютно непрерывных относительно эл-
липтической емкости.

Наше наблюдение состоит в том, что для эллиптических уравнений вида

− div a(x, u,∇u) + b(x, u,∇u) = µ

с обычными ограничениями на функции a, b (см., например, [3]) наличие диффузной меры µ =

f + divG в правой части ничего нового не дает: надо положить â = a +G, ̂b = b − f , и условия
сохранятся. Нарушится только условие коэрцитивности, которое традиционно записывают в виде
a(x, u, y)·y > c|y|p. Но если потребовать его выполнения в мягкой форме, a(x, u, y)y > c|y|p−F (x),
F (x) ∈ L1(Ω), то и оно не нарушится.

Описанный факт справедлив и для параболических уравнений (см. п. 3 настоящей работы),
слагаемые f , divG меры µ могут быть также включены в функцию b и поток a. Таким образом,
среди диффузных мер достаточно рассмотреть лишь меры, имеющие разложение µ = (0, 0, g2).

Но и для диффузных мер есть задачи, для которых слабое решение отсутствует. В [20] пока-
зано, что существуют диффузные меры, для которых отсутствует слабое решение задачи

−∆u+ f(u) = µ, u|∂Ω = 0, lim
t→1−0

f(t) = ∞.

В связи с этим в [25] было предложено новое определение ренормализованного решения задачи

− div a(x,∇u) + f(u) ∋ µ, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

где f , dom f = [m,M ]— максимальный монотонный граф, µ— диффузная мера,

a(x, y)y > δ0|y|p,
(

a(x, y)− a(x, z)
)

(y − z) > 0,
∣

∣a(x, y)
∣

∣ 6 j1(x) + c|y|p−1, j1 ∈ Lp(Ω).

Теорема 2.4. Для диффузной меры µ существует пара функций (u,w), w ∈ L1(Ω), u ∈ dom f ,

w ∈ f(u), Tk(u) ∈ W̊ 1
p (Ω) для всех k > 0, являющаяся решением задачи в следующем смысле:

существует такая диффузная мера ν, что ν+ сосредоточена на {u =M}∩{u 6= ∞}, ν− сосредо-

точена на {u = m}∩{u 6= −∞} и для всех h ∈ C0(R), h(u) ∈ L∞(Ω, d|ν|) выполнено соотношение
∫

Ω

(

a(x,∇u)∇
(

h(u)ξ
)

+wh(u)ξ
)

dx =

∫

Ω

h(u)ξ d(µ − ν)

при любом ξ ∈ W̊ 1
p (Ω) ∩ L∞(Ω) и

lim
n→∞

∫

[n<|u|<n+1]

|∇u|p dx = 0.

Единственность указанного решения не ясна.

3. Функциональные пространства и предположения. Введем следующие обозначения:

〈f(t)〉 =
∫

Ω

f(t, x)dx, [f ] =

∫

DT

f(t, x)dxdt, f(ϕ) = (f, ϕ)Ω.

В последнем равенстве записано значение обобщенной функции f на элементе ϕ.
Все постоянные, встречающиеся в работе, положительны (или, в оговоренных случаях, неот-

рицательны).
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Предполагается, что область Ω обладает сегментным свойством: существует локально конеч-

ный набор таких открытых множеств Ui и векторов ei ∈ R
n, что

Ω ⊂
⋃

i

Ui

и для любых x ∈ Ω ∩ Ui, t ∈ (0, 1), точка x+ tei лежит в Ω.
Для выпуклых функций B(s), s > 0, функция

B(z) = sup
s>0

(

s|z| −B(s)
)

называется дополнительной. Очевидно следующее свойство дополнительных функций (неравен-
ство Юнга):

|zs| 6 B(z) +B(|s|).
Выпуклая четная функция B(s), s ∈ R, называется N -функцией, если

lim
s→0

B(s)

s
= 0, lim

s→∞
B(s)

s
= ∞.

Подробные сведения из теории N -функций можно найти в [4, 21, 22]. Приведем здесь только
необходимые для дальнейшего использования.

Говорят, что N -функция B(s) удовлетворяет ∆2-условию, если существуют такие числа
s0, k > 0, что B(2s) 6 kB(s) для всех s > s0. В настоящей работе не предполагается, что ис-
пользуемые N -функции удовлетворяют ∆2-условию.

Будем использовать следующее обозначение для N -функций:

˜B ≺ B ⇐⇒ lim
s→∞

˜B(λs)

B(s)
= 0 ∀λ ∈ R.

Через LB(Q) обозначим пространство Орлича, соответствующее N -функции B(s), с нормой
Люксембурга

‖u‖B,Q = inf

{

k > 0 :

∫

Q

B

(

u(x)

k

)

dx 6 1

}

.

Неравенство Гёльдера можно записать в виде
∫

Q

|uv|dx 6 2‖u‖B,Q‖v‖B,Q.

Отметим очевидное неравенство

‖u‖B,Q 6 1 +

∫

Q

B
(

u(x)
)

dx.

Ниже в качестве Q могут выступать области Ω, DT и другие, причем индекс Q = Ω может быть
опущен.

Через Lip0(Q) обозначим пространство липшицевых функций с компактным носителем, лежа-
щим в Q. Справедливо неравенство Стеклова—Фридрихса

∫

Q

B
(

u(x)
)

dx 6

∫

Q

B
(

CQux1
(x)
)

dx, u ∈ Lip0(Q).

Замыкание пространства Lip0(Q) в LB(Q) будем обозначать через EB(Q). Пространство EB(Q)

сепарабельно. Пространство LB(Q) является сопряженным к пространству EB(Q). Если ˜B ≺ B,
то LB(Q) ⊂ E

B̃
(Q). Если un ∈ LB(Q)— ограниченная последовательность, сходящаяся un → u

почти всюду в Q, то un → u по норме в L
B̃
(Q) (см. [4, леммы 11.2, 13.2]).
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Eсли f ∈ LB(D
T ) продолжена нулем вне ограниченной области DT , fh — осреднение Стеклова,

fh(t, x) =
1

h

t+h
∫

t

f(τ, x)dτ, fρm(x) =

∫

Rn

f(y)ρm(x− y)dy,

где ρm — ядро осреднения, то имеет место модулярная сходимость осреднений
[

B
(

ε(fh − f)
)

]

→ 0, h→ 0;
[

B
(

ε(fρm − f)
)

]

→ 0, m→ ∞,

при некотором ε > 0 и, тем более, слабая сходимость на элементах из пространства LB(Q)
(см. [21]).

Определим анизотропные пространства Соболева—Орлича W̊ 1
LB

(Ω) с нормой

‖u‖W 1

LB
(Ω) =

n
∑

i=1

‖uxi
‖Bi,Ω,

как множество тех элементов u ∈ L1(Ω) для которых ∇u = θ = (v1, v2, . . . , vn) ∈
n
∏

i=1
LBi

(Ω), и

существуют такие последовательности ϕm ∈ C1
0 (Ω), что ∇ϕm → θ ∗-слабо как последовательно-

сти функционалов над
n
∏

i=1
EBi

(Ω). Легко видеть, что W̊ 1
LB

(Ω) является подмножеством в W̊ 1
1 (Ω).

Будем обозначать через W̊ 1
E
(Ω) замыкание C∞

0 (Ω) в пространстве W̊ 1
LB

(Ω).

Пространство W̊ 0,1
LB

(DT ) с нормой

‖u‖
W

0,1

LB
(DT )

=
n
∑

i=1

‖uxi
‖Bi,DT

определяется аналогично описанному выше и в дальнейшем будет обозначаться через V . Вложе-
ние V ⊂ W̊ 0,1

1 (DT ) определяется как следствие вложений LBi
(DT ) ⊂ L1(D

T ).

Через X ′ обозначим пространство
n
∏

i=1
LBi

(DT ). Элемент Φ ∈ X ′ можно рассматривать как

функционал, действующий на элементы v ∈ V по формуле

(Φ, v)DT =
n
∑

i=1

[

Φivxi

]

.

Приведем условия на функции, входящие в уравнение (1.1). Функция β(x, r), β(x, 0) = 0, удо-
влетворяет условию Каратеодори, возрастает по r и при любом r ∈ R

β(x, r) ∈ L1(Ω). (3.1)

Функции ai(t, x, u, y), b(t, x, u, y) непрерывны по u ∈ R, y ∈ R
n и измеримы по (t, x) ∈ DT .

Будем предполагать, что измеримая начальная функция u0 такова, что β(x, u0) ∈ L1(Ω), и при
любом δ > 0 найдется такая функция v ∈ C1

0 (Ω), что
〈

|β(x, u0)− β(x, v)|
〉

< δ.

Запишем условие коэрцитивности

a(t, x, r, y) · y > δ0S(y)− C1F (t, x), S(y) =
n
∑

i=1

Bi(yi), F ∈ L1(D
T ). (3.2)

Пусть существуют такие непрерывная функция C(m) и неотрицательные функции Fj , что
∣

∣aj(t, x, r, y)
∣

∣ 6 C(m)
(

Fj(t, x) +B
−1
j

(

C(m)S(y)
)

)

, Fj ∈ EBj
(DT ), j = 1, n, (3.3)

при всех r ∈ [−m,m], y, z ∈ R
n, (t, x) ∈ DT .

Условие монотонности записывается в следующем виде:

Λ
(

t, x, r, y, z
)

=
(

a(t, x, r, y) − a(t, x, r, z)
)

· (y − z) > 0, y 6= z. (3.4)
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Положим b(t, x, r, y) = b(t, x, 0, y) − b0(t, x, r, y). Пусть |b(t, x, 0, y)| 6 F (t, x),

rb0(t, x, r, y) > 0 ∀r ∈ R, y ∈ R
n, (t, x) ∈ DT ; (3.5)

|b0(t, x, r, y)| 6 C(m)(S(y) + F (t, x)), |r| 6 m, ∀m > 0. (3.6)

Приведем для сравнения некоторые условия из [23]:

a(x, y) · y > ca

(

M(x, y) +M
(

x, a(x, y)
)

)

− F (x),

где M(x, y)—N -функция Музилака,

M(x, y) > cM |y|1+δ, |y| > a0.

Кроме того требуется, чтобы N -функция M удовлетворяла ∆2-условию.
Покажем, что наличие диффузной меры µ = f + divG, f ∈ L1(D

T ), Gj ∈ EBj
(DT ), j = 1, n,

в правой части уравнения (1.1) ничего нового не дает. Действительно, после замены â = a + G,
̂b = b+ f условия (3.2)–(3.6) сохранятся.

4. Формулировка результатов. Определим функции

Tk(v) =











k при v > k,

v при |v| 6 k,

−k при v < −k;
η(r) =











0 при r > 1,

1− r при 0 6 r 6 1,

1 при r < 0;

Hε(r) = 1− η
(r

ε

)

, ηm(r) = η
(

1 + |r| −m
)

.

Пусть измеримая функция u : DT → R обладает свойством

Tk(u) ∈ W̊ 0,1
LB

(DT ) (4.1)

при всех k > 0. Тогда определен градиент ∇u этой функции по формуле

χ(|u| < k)∇u = ∇Tk(u).
Для таких функций u будем использовать обозначения

˜b(u) = b(t, x, u,∇u), ã(u) = a(t, x, u,∇u).
(оператор Немыцкого).

Определение 4.1. Ренормализованным решением задачи (1.1)–(1.3) называется такая изме-
римая функция u : DT → R, обладающая свойством (4.1), что

(1) ˜b(u) = b(t, x, u,∇u) ∈ L1(D
T ), β(x, u) ∈ L1(D

T );
(2) функция ã(u) = a(t, x, u,∇u) удовлетворяет при всех k > 0 условию

[

χ
(

k 6 |u| 6 k + 1
)∣

∣ã(u) · ∇u
∣

∣

]

→ 0 при k → ∞; (4.2)

(3) при всех ξ ∈ Lip0(R), φ ∈ C1
0 (D

T
−1) выполнено равенство



φt

u
∫

u0

ξ(r)dβ(x, r) + φ˜b(u)ξ(u)



 =
[

ã(u) · ∇
(

ξ(u)φ
)

]

, β(x, u0) ∈ L1(Ω). (4.3)

Замечание 4.1. Интеграл Стильтьеса в формуле (4.3) вычисляется при фиксированных x.

Замечание 4.2. В условии (4.2) предполагается конечность интегралов при всех m = 0, 1, . . . .
Из условий (4.1), (3.3) и (3.4) следует, что

ã(Tku) ∈ X ′. (4.4)

Действительно, пусть [ã(Tku) · ∇Tku] < Ck. Из (3.2) следует неравенство
[

δ0S
(

∇Tku
)

]

6 Ck + C1.
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Используя условие монотонности (3.4), запишем неравенство для вектора

ϕ = ±γkψ ∈
n
∏

i=1

EBi
(DT ), γk ∈ (0, 1), ‖ψi‖Bi

< 1 :

следующее неравенство:
[

ã(Tku) · ϕ
]

6

[

ã(Tku) · ∇Tku
]

−
[

a(t, x, Tku, ϕ) · (∇Tku− ϕ)
]

.

При достаточно малом γk справедливо неравенство
∥

∥

∥B
−1
j C(k)γkS(∇ψ)

∥

∥

∥

Bj ,DT
6 1.

Используя условие (3.3), устанавливаем, что

[

ã(Tku) · ϕ
]

6 Ck +
n
∑

j=1

C(k)
(

‖Fj‖Bj ,DT + 1
)

∥

∥(Tku)xj
− ϕj

∥

∥

Bj ,DT 6 C2(k).

Функционал в левой части ограничен на некотором малом шаре, поэтому он ограничен по норме.
Тем самым, (4.4) доказано.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (3.1)–(3.6) и µ = 0. Тогда существует ренормали-

зованное решение задачи (1.1)–(1.3).

Обозначим через sign+(s) многозначную функцию, равную 1 при s > 0, нулю при s < 0, [0, 1]
при s = 0; пусть r+ = max(r, 0).

При дополнительном условии
(

a(t, x, r, y) − a(t, x, r̃, z)
)

· (y − z)+

+ C(m)
(

F (t, x) +
∣

∣a(t, x, r, y) · y
∣

∣+
∣

∣a(t, x, r̃, y) · y
∣

∣

)

∣

∣r − r̃
∣

∣ > 0 (4.5)

где r, r̃ ∈ [−m,m], y, z ∈ R
n, x ∈ Ω, в [8] доказано следующее утверждение о единственности

решения.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (3.3),(4.5). Пусть при j = 1, 2 функции u0j : Ω → R

таковы, что β(x, u0j) ∈ L1(Ω). Пусть uj — ренормализованные решения задачи (1.1) — (1.3) с

данными u0j , bj и диффузной мерой вида µ = f + divG. Тогда существует такая функция

K(t, x) ∈ sign+(u1 − u2), что для всех α(t) ∈ Lip0(−1, T ), α(0) = 1, α > 0 выполнено неравенство

−
[

α′(β(x, u1(t)) − β(x, u2(t))
)+
]

6

〈

(

β(x, u01)− β(x, u02)
)+
〉

+
[

α
(

˜b1(u1)−˜b2(u2)
)

K
]

.

В частности, если β(x, u0j) = β(x, u0), bj = b = b(t, x, s) и функция b удовлетворяет условию

b(t, x, r)− b(t, x, s) 6 L
(

β(x, r)− β(x, s)
)

∀r, s ∈ R, r > s,

то β(x, u1) = β(x, u2) почти всюду в DT .

Замечание 4.3. В [8] рассматривались уравнения без меры в правой части. Но, как показано
в п. 3, диффузная мера вида µ = f + divG может быть перенесена в левую часть уравнения, и
поэтому теорема 4.2 справедлива и для уравнений с такими мерами.

5. Применение формулы интегрирования по частям. В следующей лемме использована
идея работы [9].

Лемма 5.1. Пусть βm(x, r)— каратеодориева функция, неубывающая по r, и измеримые

функции v, v0 : Ω → R таковы, что

βm(x, v) ∈ L1(D
T ), βm(x, v0) ∈ L1(Ω).

Пусть w ∈ X ′ + L1(D
T ) и

[

φt
(

βm(x, v)− βm(x, v0)
)

]

+ (w,φ)DT = 0
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при всех φ ∈ C∞
0 ((−1, T ) × Ω). Тогда

−
(

βm(x, v)t, ξ(x, v)ϕ
)

DT =



ϕt

v
∫

v0

ξ(x, r) dβm(x, r)



 (5.1)

при всех ограниченных ξ(x, s), монотонных и липшицевых по s и удовлетворяющих условию

∇ξ(x, v) ∈ X, и ϕ ∈ C∞
0 ((−1, T ) × R

n) (либо ξ = ξ(s) ∈ Lip0R и ∇(ξ(v)ϕ) ∈ X при всех ϕ ∈
C∞
0 ((−1, T )× Ω)).

Доказательство см. в [8]. Обычно формулу (5.1), в частной форме установленную впервые в [9],
называют «формулой интегрирования по частям» и доказывают только для функций ξ = ξ(v)
(см. [16]).

Подставив ξ(r) = ηm(r) в (4.3), получим


φt

u
∫

u0

ηm(r) dβ(x, r) + φfηm(u)



 =
[

ã(u) · ∇
(

ηm(u)φ
)

]

. (5.2)

Положим

βm(x, s) =

s
∫

0

ηm(r)dβ(x, r). (5.3)

Тогда, как нетрудно видеть, βm(x, u) ∈ L1(D
T ) и βm(x, u0) ∈ L1(Ω). Поскольку из определения

ренормализованного решения следует, что

ã(u) · ∇ηm(u) = χ
(

m− 1 < |u| < m
)

ã(u) · ∇ηm(u) ∈ L1(D
T ),

ηm(u)ã(u) = ηm(u)χ
(

|u| < m
)

ã(u),

χ
(

|u| < m
)

ã(u) = χ
(

|u| < m
)

a
(

t, x, Tmu,∇Tmu
)

= χ
(

|u| < m
)

ã(Tmu) ∈ X ′,

то из равенства (5.2), записанного в виде
[

φt
(

βm(x, u)− βm(x, u0)
)

+ φ˜b(u)ηm(u)
]

=
[

ã(u) · ∇
(

ηm(u)φ
)

]

,

по лемме 5.1 следует, что для βm(x, u) справедливо равенство вида (5.1) и


ϕt

u
∫

u0

ξ(x, r)dβm(x, r) + fmξ(x, u)ϕ



 =
[

ηm(u)ã(u) · ∇(ξ(x, u)ϕ)
]

при всех ξ(x, u) ∈ V и ϕ ∈ C∞
0 ((−1, T )×Rn), где ξ(x, s)— ограниченная, монотонная и липшицева

по s функция,

fm = ˜b(u)ηm(u)− ã(u) · ∇ηm(u).

6. Существование слабого решения.

Определение 6.1. Слабым решением задачи (1.1)–(1.3) называется функция u ∈ V , удовле-
творяющая условиям

β(x, u) ∈ L1(D
T ), b(t, x, u,∇u) ∈ L1(D

T ), a(t, x, u,∇u) ∈ X ′,

а также при ϕ ∈ C∞
0 (DT

−1) равенству

[

(

β(x, u0)− β(x, u)
)

ϕt +
n
∑

i=1

ai(t, x, u,∇u)Diϕ
]

=
[

b(t, x, u,∇u)ϕ
]

. (6.1)

Замечание 6.1. Из леммы 5.1 сразу следует, что слабое решение является ренормализован-
ным.
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Следуя [9], положим при x ∈ Ω, r ∈ R

B(x, r) = β(x, r)r − Φ(x, r), Φ(x, r) =

r
∫

0

β(x, s)ds.

Легко видеть, что

B(x, r) = Ψ(x, β(x, r)); Ψ(x, r) = sup
s

{

sr − Φ(x, s)
}

.

Поскольку β(x, r) ∈ L1(Ω) возрастающая по r функция, то Φ и Ψ— выпуклые функции при
фиксированных x, B(x, r) возрастает по r на [0,∞). Интегрированием по частям устанавливается
формула

B(x, r) =
r
∫

0

sdβ(x, s),

из которой следует, что B(x, r) ∈ L1(Ω), B(x, r) > 0 и

B(x, r)− B(x, r0) >
(

β(x, r)− β(x, r0)
)

r0, r, r0 ∈ R. (6.2)

Функция

Bk(x, r) =

r
∫

0

Tk(s)dβ(x, s)

удовлетворяет аналогичному неравенству

Bk(x, r)− Bk(x, r0) >
(

β(x, r)− β(x, r0)
)

Tk(r0), r, r0 ∈ R.

Здесь потребуются несколько иные требования по сравнению с (3.3)–(3.6).
Пусть существуют такие число C > 0 и N -функции Pj , что Bj ≺ Pj и

∣

∣aj(t, x, r, y)
∣

∣ 6 Fj(t, x) + P−1
j

(

CB(x, r)
)

+B
−1
j

(

CS(y)
)

(6.3)

при всех r ∈ R, y ∈ R
n, x ∈ Ω; Fj ∈ EBj

(DT ). Условие коэрцитивности имеет вид

a(t, x, r, y) · y > δ0S(y)− C
(

F (t, x) + B(x, r)
)

. (6.4)

Пусть Bδ ≺ B1 и выполнено следующее неравенство:

b(t, x, r, y)) 6 B
−1
δ

(

δ0S(y)/2 + CB(x, r)
)

+ Fδ(t, x), Fδ ∈ EBδ
(DT ). (6.5)

Теорема 6.1. Пусть выполнены условия (3.1), (3.4), (6.3)–(6.5), B(x, u0) ∈ L1(Ω). Тогда су-

ществует такое слабое решение задачи (1.1)–(1.3), что

〈B(x, u(t, x))〉 6 C, t ∈ [0, T ].

Решение задачи (1.1)–(1.3) будем строить как предел решений уравнений, полученных дискре-
тизацией уравнения (1.1) по переменной t.

Выберем целое m > 0. Пусть h = T/m (всюду в этом разделе) и положим

∂−h
t β(x, u(t, x)) =

β(x, u(t, x)) − β(x, u(t − h, x))

h
,

(b)−h(t, x, r, y) =
1

h

kh
∫

(k−1)h

b(τ, x, r, y)dτ, t ∈ ((k − 1)h, kh], x ∈ Ω, y ∈ R
n,

при k = 1, 2, . . . ,m. Аналогичным образом определяется вектор (a)−h(t, x, r, y). Для функций
(b)−h, (a)−h сохраняются неравенства (6.3)–(6.5) и (3.4).

Положим ˜bh(u) = (b)−h

(

t, x, u(t− h),∇u(t− h)
)

. Имеем эллиптическое уравнение

∂−h
t β(x, u(t)) = div

(

(a)−h

(

t, x, u(t − h),∇u(t)
)

)

+˜bh(u), (6.6)
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которое решается последовательно на интервалах
(

(k − 1)h, kh
]

, k = 1, 2, . . . ,m, с начальным
условием

u(t, x) = u0m(x), t ∈ (−h, 0]. (6.7)

Начальные функции берутся гладкие, u0m(x) ∈ C∞
0 (Ω), чтобы B(x, u0m(x)) → B(x, u0(x)) в L1(Ω)

при m→ ∞ и
1

m
〈S(∇u0m)〉 6 C. (6.8)

Зафиксируем m. Выберем последовательность wj ∈ C∞
0 (Ω) линейно независимых функций,

линейная оболочка которых плотна в W̊ 1
E
(Ω). Галеркинские приближения к решению зада-

чи (6.6), (6.7) будем искать в виде

um(t, x) =
m
∑

j=1

cmj(t)wj(x),

где функции cmj(t) постоянны на интервалах
(

(k − 1)h, kh
]

для каждого j = 1, 2, . . . ,m и опре-
деляются из уравнений

Jj(um(t)) :=
〈

∂−h
t β(x, um)wj + (a)−h

(

t, x, umh,∇um
)

· ∇wj −˜bh(um)wj

〉

= 0. (6.9)

Здесь и ниже используется обозначениe

umh(t, x) = um(t− h, x), t 6 T ; um(t, x) = u0m(x), t 6 0.

Пусть функции cmj(t) уже определены на отрезке [0, (k−1)h]. Докажем, что числа dj = cmj(t), j =
1, 2, . . . ,m, t ∈ ((k− 1)h, kh] определяются из уравнений (6.9) при фиксированном m. Определим
отображение

G : Rm → R
m, Gj(d) = Jj(um(t)).

Тогда задача отыскания чисел dj сводится к решению уравнения G(d) = 0. Существование ре-
шения последнего уравнения следует из [7, гл. 1, лемма 4.3], поскольку ниже будет установлено
неравенство (G(d), d) > 0 при достаточно больших |d|. Имеем

(

G(d), d
)

=
m
∑

j=1

Jj(um(t))dj =

=
〈

∂−h
t β

(

x, um(t)
)

um(t) + (a)−h

(

t, x, umh,∇um(t)
)

· ∇um(t)−˜bh(um)um(t)
〉

.

Воспользовавшись неравенством (6.4), получим
〈

(a)−h

(

t, x, umh,∇um(t)
)

· ∇um(t)
〉

>

〈

δ0S
(

∇um(t)
)

− CF−h(t, x) + B
(

x, um(t− h, x)
)

〉

. (6.10)

Сделаем индуктивное предположение:
〈

B
(

x, um(t− h, x)
)

+ S
(

∇um(t− h, x)
)

〉

= C(m,k) <∞, t ∈
(

(k − 1)h, kh
]

.

При k = 1 оно выполнено в силу условий на начальную функцию.
Пусть Bδ(s) 6 εB1(s/CΩ) при s > s0. С помощью неравенства Фридрихса устанавливаем оценку

〈

Bδ(um(t))
〉

6

〈

εB1

(

um(t)

CΩ

)

+Bδ(s0)

〉

6

〈

εB1

(

(um(t))x1

)

+C〉 6
〈

δ0
8
S(∇um(t)) + C

〉

.

Используя (6.5) и индуктивное предположение, запишем неравенства

〈

∣

∣um(t)˜bh(um)
∣

∣

〉

6

〈

2Bδ

(

um(t)
)

+Bδ

(

Fδ(t, x)
)

+ CB
(

x, umh

)

+
δ0
2
S
(

∇umh

)

〉

+ C1 6

6

〈

δ0
4
S
(

∇um(t)
)

〉

+ C2(m,k).
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Оценим снизу параболический член с помощью неравенства (6.2):
〈

um∂
−h
t β

(

x, um(t)
)

〉

>

〈

1

h

(

B
(

x, um(t)
)

− B
(

x, um(t− h)
)

)

〉

. (6.11)

Пользуясь (6.10)–(6.11), устанавливаем, что

(

G(d), d
)

>

〈

1

2
δ0S
(

∇um(t)
)

+
1

h
B
(

x, um(t)
)

〉

− C3(m,k) > 0. (6.12)

Последнее неравенство выполнено при достаточно больших |d|, поскольку

lim
|d|→∞

〈S(∇um(t))〉 = ∞.

Разрешимость уравнений (6.9) относительно коэффициентов cmj(t) доказана полностью, так как
из (6.12) при G(d) = 0 следует неравенство

〈

1

2
δ0S
(

∇um(t)
)

+
1

h
B
(

x, um(t)
)

〉

6 C(m,k)

для следующего шага индукции.
Установим некоторые оценки.
После умножения уравнений (6.9) на cmj(t)α(t), α ∈ C∞

0 (R), α(t) ∈ [0, 1], и суммирования,
будем иметь

〈

αum(t)
(

∂−h
t β

(

x, um(t)
)

−˜bh(um)
)

+ αa−h

(

t, x, umh,∇um(t)
)

· ∇um(t)
〉

= 0. (6.13)

С помощью неравенства (6.11) устанавливаем, что при α ∈ C∞
0 (ε, T − ε)

T
∫

0

〈

αum∂
−h
t β(x, um(t))

〉

dt >

〈

h−1

T−h
∫

0

B
(

x, um(t)
)(

α(t)− α(t+ h)
)

〉

dt. (6.14)

Пользуясь (6.10)–(6.11), из (6.13) при α = 1 выводим неравенство

〈

h−1

τ
∫

τ−h

B(x, um(t))dt

〉

+
3δ0
4

τ
∫

0

〈

S
(

∇um(t)
)

〉

dt 6

6

τ
∫

0

〈

CB
(

x, um(t− h)
)

+
δ0
2
S(∇umh)

〉

dt+ C
(

T +
〈

B(x, u0)
〉

)

.

Поскольку функция B(x, um(t)) кусочно постоянна по времени, согласно лемме Гронуолла, ис-
пользуя (6.8), при достаточно больших m (и малых h) устанавливаем неравенство

max
[0,T ]

〈

B
(

x, um(t)
)

〉

+
[

S
(

∇um
)

]

6 C. (6.15)

Отсюда следует ограниченность последовательности um в пространстве V . Неравенство Фри-
дрихса

〈B1(u)〉 6 〈B1(CΩux1
)〉

влечет также ее ограниченность в LB1
(DT ). Поэтому из последовательности um в простран-

стве LB1
(DT ) можно выделить ∗-слабо сходящуюся подпоследовательность um → u.

Неравенство (6.15) при помощи условий (6.3), (6.5) позволяет установить ограниченность после-

довательности (a)−h

(

t, x, umh,∇um
)

в пространстве X ′ и последовательности ˜bh(um) в LBδ
(DT ).

Отсюда следуют сходимости при m → ∞ (по подпоследовательности):

(ai)−h

(

t, x, umh,∇um(t)
)

→ vi, i = 1, 2, . . . , n, (6.16)

∗-слабо как последовательности функционалов над EBi
(Ω) и

˜bh(um) → v0 ∗-слабо в LBδ
(DT ). (6.17)
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Далее, как в [9], устанавливается компактность последовательности β(x, um(t)) в простран-
стве L1(D

T ).
В следующей лемме из [9] функция β предполагается возрастающей.

Лемма 6.1. Пусть последовательность um ограничена в L1([0, T ];W
1
1 (Ω)) и

∫

Ω

B(x, um(t))dx 6 c, t ∈ (0, T );

T−µ
∫

0

∫

Ω

(

β
(

x, um(t+ µ)
)

− β
(

x, um(t)
)

)

(

um(t+ µ)− um(t)
)

dx dt 6 cµ

(6.18)

при 0 < µ < µ0 и любом m > 1/µ. Тогда найдется такая подпоследовательность, что

β(x, um) → β(x, u) в L1(D
T ) почти всюду в DT .

Для доказательства неравенства (6.18) установим оценку

I :=

T−kh
∫

0

〈(

β
(

x, um(t+ kh)
)

− β(x, um(t)
)

)

∆khum(t)
〉

dt 6 Ckh, (6.19)

где ∆khum(t) = um(t+ kh)− um(t), k = 0, . . . ,m.
Пусть

γ(x) =

m
∑

j=1

djwj(x), ti = ih, i = 0, . . . ,m.

Из (6.9) следует равенство
〈(

β
(

x, um(ti + h)
)

− β
(

x, um(ti)
)

)

γ
〉

=

= h
〈

˜bh
(

um(ti + h)
)

γ − (a)−h

(

ti + h, x, um(ti),∇um(ti + h)
)

· ∇γ
〉

.

После суммирования по i = s, . . . , s+ k − 1 будем иметь
〈(

β
(

x, um(ts+k)
)

− β
(

x, um(ts)
)

)

γ
〉

=

= h

k
∑

l=1

〈

˜bh
(

um(ts+l)
)

γ − (a)−h

(

ts+l, x, um(ts+l−1),∇um(ts+l)
)

· ∇γ
〉

.

Выбрав γs(x) = h(um(ts+k, x)− um(ts, x)) и суммируя по s = 0, . . . ,m− k, получим

I = h
k
∑

l=1

m−k
∑

s=0

〈

˜bh
(

um(ts+l)
)

γs(x)− (a)−h

(

ts+l, x, um(ts+l−1),∇um(ts+l)
)

· ∇γs(x)
〉

.

Следовательно,

I = h

k
∑

l=1

T−kh
∫

0

〈

˜bh(um(t+ lh))∆khum

〉

dt−

− h

k
∑

l=1

T−kh
∫

0

〈

(a)−h

(

t+ lh, x, um
(

t+ lh− h
)

, ∇um(t+ lh)
)

· ∇∆khum〉dt.

Имеем оценку

k
∑

l=1

T−kh
∫

0

|
〈

˜bh
(

um(t+ lh)
)(

um(t+ kh)− um(t)
)

〉

| dt 6 2k
∥

∥˜bh(um))
∥

∥

Bδ
‖um‖Bδ ,D

T 6 Ck.
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Далее,

k
∑

l=1

T−kh
∫

0

〈∣

∣

∣(a)−h

(

t+ lh, x, um(t+ lh− h),∇um(t+ lh)
)

· ∇∆khum

∣

∣

∣

〉

dt 6

6 2k
∥

∥

∥(a)−h(t+ h, x, um(t),∇um(t+ h))
∥

∥

∥

X′(DT−h)
‖um‖V 6 Ck.

Постоянная C не зависит от m и h. В итоге имеем оценку (6.19). В силу того, что функция um(t)
кусочно постоянна, из оценки (6.19) теперь следует неравенство (6.18) при µ ∈ [1/m, T ].

Согласно лемме 6.1 выберем такую подпоследовательность β(x, um), что β(x, um) → β(x, u)
в L1(D

T ) и почти всюду в DT . В силу строгой монотонности функции β отсюда следует также
сходимость

um → u почти всюду в DT

по некоторой подпоследовательности. Тогда umh → u и B(x, um) → B(x, u) почти всюду в DT .
Положим χs = χ(|∇u| 6 s). Докажем, что (aj)−h

(

t, x, umh, χ
s∇u

)

∈ EBj
(DT ) и

(aj)−h

(

t, x, umh, χ
s∇u

)

→ aj
(

t, x, u, χs∇u
)

сильно в LBj
(DT ). (6.20)

Действительно, B
−1
j

(

CS(χs∇u)
)

∈ EBj
(DT ). Далее, в силу (6.15), функции P−1

j (CB(x, um)) име-

ют равностепенно абсолютно непрерывные нормы в LBj
(DT ) (см. [4, лемма 13.2]). Поэтому, в си-

лу (6.3), функции (aj)−h

(

t, x, umh, χ
s∇u

)

имеют равностепенно абсолютно непрерывные нормы.

Теперь (6.20) следует из [4, лемма 11.2] в силу сходимости umh → u почти всюду в DT . Далее,
можно считать последовательность um слабо сходящейся в LB1

(DT ). Тогда она сильно сходится
в LBδ

(DT ), поскольку Bδ ≺ B1. Следствием этого и (6.17) является соотношение

[

um˜bh(um)
]

→ [uv0].

После умножения уравнений (6.9) на dj(t) ∈ C∞
0 (−1, T − δ) и интегрирования по t ∈ [0, T ]

получим равенство
[

ϕ
(

∂−h
t β(x, um(t))−˜bh(um)

)

+ (a)−h

(

t, x, umh,∇um(t)
)

∇ϕ
]

= 0, (6.21)

где

ϕ =

k
∑

j=1

dj(t)wj(x), k 6 m.

Нетрудно видеть, что при 2h < δ, m→ ∞ имеет место соотношение

[

ϕ∂−h
t β(x, um)

]

= −
T−h
∫

0

〈

β(x, um)∂ht ϕ(t)
〉

dt− 1

h

h
∫

0

〈

ϕ(t)β(x, u0m)
〉

dt→

→ −
[

β(x, u)ϕt

]

−
〈

ϕ(0)β(x, u0)
〉

. (6.22)

После предельного перехода в (6.21) с учетом (6.16), (6.17) и (6.22) будем иметь

[

(

β(x, u0)− β(x, u)
)

ϕt

]

+
[

n
∑

i=1

viDiϕ− v0ϕ
]

= 0. (6.23)

Пусть Vk — множество линейных комбинаций вида ϕk =
k
∑

j=1
dj(t)wj(x), V∞ =

∞
⋃

i=1
Vk. Отметим,

что любая функция ϕ ∈ C∞
0 (DT

−1) может быть приближена функциями ϕk ∈ Vk так, что ϕk → ϕ
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слабо как функционалы над X ′ (см. [26, (1.3)]) и (ϕk)t → ϕt в L∞(DT ). Поэтому соотношение
(6.23) справедливо и для функций ϕ ∈ C∞

0 (DT
−1). Применяя к (6.23) лемму 5.1, получаем



ϕt

u
∫

u0

ξ(r)dβ(x, r) −
n
∑

i=1

viDi(ξ(u)ϕ) + v0ϕξ(u)



 = 0, (6.24)

где ξ(r)— монотонная ограниченная липшицева функция, ξ(0) = 0, ϕ ∈ C∞
0 ((−1, T ) × R

n) (либо
ξ ∈ C1

0(R), ϕ ∈ C1
0 (D

T
−1)). Тогда при ξ = Tk(r), ϕ = α(t) ∈ C∞

0 (0, T ) имеем равенство
[

αtBk(x, u(t)) −
n
∑

i=1

viαDiTku+ v0αTku

]

= 0, (6.25)

где

Bk(x, r) =

r
∫

0

Tk(s)dsβ(x, s).

Отсюда следует, что функция 〈Bk(x, u(t))〉 абсолютно непрерывна по t. Покажем, что здесь воз-
можен предельный переход при k → ∞. Имеем неравенства

[ ∣

∣viDiTku
∣

∣

]

6
[ ∣

∣viDiu
∣

∣

]

6 C.

Поэтому в соответствующем слагаемом в силу теоремы Лебега об ограниченной сходимости пре-
дельный переход справедлив ввиду сходимости DiTku→ Diu почти всюду.

Переходя к пределу при k → ∞, устанавливаем, что
[

αtB
(

x, u(t)
)

−
n
∑

i=1

viαDiu+ v0αu

]

= 0. (6.26)

Из (6.14) имеем соотношение

lim inf
m→∞

T
∫

0

〈

αum∂
−h
t β(x, um(t))

〉

dt > −
[

αtB(x, u)
]

.

Переходя к пределу в (6.13), будем иметь при α ∈ C∞
0 (ε, T − ε), α > 0:

− lim sup
m→∞

[

α(a)−h

(

t, x, umh,∇um
)

· ∇um
]

+
[

αv0u
]

> −
[

αtB(x, u)
]

.

Сопоставляя это с (6.26), устанавливаем неравенство

n
∑

i=1

[

αviDiu
]

> lim sup
m→∞

[

α(a)−h

(

t, x, umh,∇um
)

· ∇um
]

. (6.27)

Запишем равенство (см. (3.4))
[

αΛ−h

(

t, x, umh,∇um, χs∇u
)

]

=
[

α(a)−h

(

t, x, umh,∇um
)

·
(

∇um − χs∇u
)

−

− α(a)−h

(

t, x, umh, χ
s∇u

)

·
(

∇um − χs∇u
)

]

, χs = χ
(

|∇u| < s
)

,

где использовано обозначение

Λ−h(t, x, r, y, z) =
(

(a)−h(t, x, r, y) − (a)−h(t, x, r, z)
)

· (y − z) > 0, r ∈ R, y, z ∈ R
n.

После предельного перехода m → ∞ с использованием соотношений (6.16), (6.20), (6.27) на-
ходим

lim sup
m→∞

[

αΛ−h

(

t, x, umh,∇um, χs∇u
)

]

6

[

α

n
∑

i=1

(

vi − ai(t, x, u, χ
s∇u)

)

(1− χs)Diu

]

.
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Поэтому

lim
s→∞

lim sup
m→∞

[

αΛ−h

(

t, x, umh,∇um, χs∇u
)

]

= 0. (6.28)

Имеем далее

lim sup
m→∞

[

αΛ−h

(

t, x, umh,∇um,∇u
)

χs0
]

6 lim
s→∞

lim sup
m→∞

[

αΛ−h

(

t, x, umh,∇um,∇u
)

χs
]

=

= lim sup
s,m→∞

[

αΛ−h

(

t, x, umh,∇um, χs∇u
)

χs
]

= 0.

Лемма 6.2. Пусть выполненo условиe (3.4) и α(t) ∈ C0(0, T ), α > 0. Пусть vm : DT → R,

wm : DT → R
n — последовательности измеримых функций, причем vm → v почти всюду в DT и

[

α
(

(a)−h(t, x, vm, wm)− (a)−h(t, x, vm, w)
)

· (wm − w)χ
(

|v| < s0, |w| < s0
)

]

→ 0

при m→ ∞ и h = T/m. Тогда

wm → w почти всюду в DT (s0) =
{

(t, x) ∈ DT : α(t) > 0, |v(t, x)| < s0, |w(t, x)| < s0

}

.

Доказательство. Нетрудно установить неравенство [6, лемма 2.4]

Λ(t, x, r, y, z) > ν(t, x)|y − z|, |r| < s0 + 1, |z| < s0, |y| > 2 + s0; ν(t, x) > 0,

причем ν(t, x) = 0 на множестве меры нуль. Очевидно, что

Λ−h(t, x, r, y, z) > (ν)−h(t, x)|y − z|.
Из условия леммы следует, что

Λ−h(t, x, vm, wm, w) → 0, m→ ∞,

при почти всех (t, x) ∈ DT (s0). Пусть при некотором (t, x) ∈ DT (s0) существует такая подпосле-
довательность, что wmk

(t, x) > s0 + 2. Не ограничивая общности, можно считать при этом, что
vmk

< s0 + 1. Переходя к пределу в неравенстве

Λ−hk

(

t, x, vmk
, wmk

, w
)

> 2ν−hk
(t, x),

получаем, что 0 > 2ν(t, x). Следовательно, множество таких точек имеет меру нуль. В точке
(t, x) ∈ DT (s0) из дополнения к этому множеству последовательность wm(t, x) ограничена, и
из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность wmk

(t, x) → w0(t, x). Переходя к
пределу устанавливаем, что

0 = lim
k→∞

Λ−hk
(t, x, vmk

, wmk
, w) =

(

a(t, x, v, w0)− a(t, x, v, w)
)

· (w0 − w) > 0.

Это возможно только при w0(t, x) = w(t, x). Тогда вся последовательность имеет этот же предел.
Лемма доказана. �

Согласно лемме 6.2, примененной к vm = umh, wm = ∇um, устанавливаем сходимость ∇um →
∇u почти всюду в DT (s0). В силу произвольности s0 и α, фактически имеем сходимость почти
всюду в DT . Это влечет равенства

vi = ai(x, u,∇u), v0 = b(x, u,∇u).
Тогда (6.23) совпадает с (6.1).

Для дальнейшего использования (6.24) перепишем в виде

−



ϕt

u
∫

u0

ξ(r)dβ(x, r)



 =
[

˜b(u)ξ(u)ϕ − ã(u) · ∇(ξ(u)ϕ)
]

, (6.29)

где ξ ∈ C1
0 (R), ϕ ∈ C1

0(D
T
−1), либо ξ(r)— монотонная ограниченная липшицева функция, ξ(0) = 0,

ϕ ∈ C∞
0

(

(−1, T )× R
n
)

.
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7. Существование ренормализованного решения. Доказательство теоремы 4.1.

Шаг 1. Пусть β(x, u) возрастает по u, β(x, 0) = 0, β(x, u0) ∈ L1(Ω). Пусть

u0q(x) = Tqu0(x), |u0q(x)| 6 |u0(x)|.

Тогда

B(x, u0q) ∈ L1(Ω),

u0q(x) → u0(x) почти всюду в Ω,

β(x, u0q) → β(x, u0) в L1(Ω).

Положим

fq(t, x, y) = Tqb(t, x, 0, y), |fq| 6 q,

aq = a(t, x, Tqr, y), bq(t, x, u, y) =
b0(t, x, u, y)

1 + |b0(t, x, u, y)|/q
, |bq| 6 q.

Отметим еще равенство Tq(Tmr) = Tmr при q > m, поэтому

aq(t, x, Tmr, y) = a(t, x, Tmr, y).

Рассмотрим задачу

Dtβ(x, uq)− div
(

aq(t, x, uq,∇uq)
)

= fq(t, x,∇uq)− bq(t, x, uq,∇uq); (7.1)

uq = 0 при x ∈ ∂Ω, β(x, uq(0, x)) = β(x, u0q). (7.2)

Существование слабого решения задачи (7.1), (7.2) уже доказано в теореме 6.1. Условия (6.3)–
(6.5) этой теоремы очевидным образом следуют из (3.3), (3.2).

Слабое решение удовлетворяет следующему тождеству вида (6.29):





ϕt

uq
∫

u0q

ξ(r)dβ(x, r) + fq(x,∇uq)ξ(uq)ϕ






=
[

ξ(uq)ϕ˜bq(uq)
]

+
[

ãq(uq) · ∇(ξ(uq)ϕ)
]

, (7.3)

где ξ(r)— монотонная ограниченная липшицева функция, ξ(0) = 0, ϕ ∈ C1
0 ((−1, T ) × R

n) (либо
ξ ∈ C1

0(R), ϕ ∈ C1
0 (D

T
−1)).

Из (3.5) следует, что
∣

∣fq(t, x,∇uq)
∣

∣ 6 F (t, x) ∈ L1(D
T ). По теореме Данфорда—Петтиса можно

выделить подпоследовательность fq(t, x,∇uq) → f , слабо сходящуюся в L1(D
T ) (см. [2, т. 1, гл. 4,

§ 8, следствие 11]).

Шаг 2. Установим следующие оценки для решения задачи (7.1), (7.2):
[

S(∇Tkuq)
]

6 ck,
∥

∥Tkuq
∥

∥

W 1

LB
(DT )

6 1 + ck, k > 1, (7.4)

где c не зависит от k и q;

〈Bk(x, uq(t))〉 6 ck ∀t ∈ (0, T ), (7.5)

где

Bk(x, r) =

r
∫

0

Tk(s)dβ(x, s),

и

lim
k→∞

[

χ(|uq| > k)
]

= 0 (7.6)

равномерно по q.
Для доказательства в соотношении (7.3), записанном для уравнения (7.1), выберем функцию

ξ(r) = Tkr и ϕm(t) = χ(h < t < τ − h)h (индекс h обозначает осреднение Стеклова, h = 1/m).



56 Н. А. ВОРОБЬЁВ, Ф. Х. МУКМИНОВ

Здесь и ниже в аналогичных ситуациях сходимость ϕm → χ(0 < t < τ) понимается как сходимость
почти всюду в интервале (0, T ). Будем иметь после предельного перехода при m→ ∞ (q > k)

〈

Bk

(

x, uq(τ)
)

− Bk

(

x, u0q
)

〉

+
[

χ(0 < t < τ)ã(Tkuq) · ∇(Tkuq)
]

+

+
[

χ(0 < t < τ)Tkuq
(

˜bq(uq)− fq(x,∇uq)
)

]

= 0.

Отметим, что из условия (3.5) следует неравенство

Tk(uq)˜bq(uq) > 0,

поэтому соответствующий интеграл будет неотрицательным. Очевидно, что
∣

∣Bk(x, r)
∣

∣ 6 k|β(x, r)|,
〈

Bk(x, u0q)
〉

6 k‖β(x, u0)‖1.

Используя (3.2), выведем оценку

〈

Bk(x, uq(τ))
〉

+ δ0

[

S(∇uq)χ(|uq| < k)
]

+
[

k|˜bq(uq)|χ(|uq| > k)
]

6

6 k‖β(x, u0)‖1 + kC‖F‖L1(DT ), τ ∈ (0, T ).

Таким образом, неравенства (7.4), (7.5) установлены.
Чтобы установить (7.6), воспользуемся неравенством Фридрихса—Стеклова. Применим его к

v = Tk(uq)/CΩ. Тогда из (7.4) имеем оценку
[

B1

(

Tk(uq)

CΩ

)]

6 [B1 ((Tkuq)x1
)] 6 C1k.

Поэтому

C1k >

[

χ(|uq| > k)B1

(

Tk(uq)

CΩ

)]

= B1

(

k

CΩ

)

[

χ(|uq| > k)
]

,

[

χ(|uq| > k)
]

6
C1k

B1

(

k
CΩ

) → 0 при k → ∞.

Шаг 3. Существует подпоследовательность индексов такая, что

β(x, uq) → β(x, u), uq → u почти всюду в DT ; (7.7)

ã(Tk(uq)) → θk ∗-слабо в

n
∏

i=1

LBi
(DT ), p→ ∞; (7.8)

lim
k→∞

lim
q→∞

[

χ
(

k < |uq| < k + 1
)∣

∣a(t, x, uq,∇uq) · ∇uq
∣

∣

]

= 0; (7.9)

β(x, u) ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)). (7.10)

Сходимость (7.8) выводится из оценки (7.4): так же, как в замечании 4.2, устанавливается оценка

[Bj(aj(Tkuq))] 6 C(k + 1), (7.11)

откуда следует ∗-слабая сходимость (7.8).
В силу неравенства (3.6) и (7.4) последовательность

˜bq(Tkuq) ограничена в LBb
(DT ).

Поэтому из нее можно выделить подпоследовательность, ∗-слабо сходящуюся в этом простран-
стве:

˜bq(Tkuq) → bk ∗-слабо в LBb
(DT ). (7.12)
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Соотношение (7.7) выведем из леммы 6.1. Для этого запишем формулу вида (5.2):






ϕt

uq
∫

u0q

ξ(r) dβm(x, r) + fq(t, x,∇uq)ξϕηm(uq)






=

=
[

ξϕηm(uq)˜bq(uq)
]

+
[

ãq(uq) · ∇
(

ξϕηm(uq)
)

]

; (7.13)

здесь ηm(r) = η(1+ |r| −m) = 0 при |r| > m, функция βm определена в (5.3), при этом βm(x, r) =
βm(x, Tmr). Очевидно,

ηm(uq)ã
q(uq) = ηm(uq)ã(Tmuq), q > m.

Установим оценку
T−h
∫

0

〈

∆hβqm(t)∆huqm(t)
〉

dt 6 c(m)h, (7.14)

где

∆huqm = Tmuq(t+ h)− Tmuq(t), ∆hβqm(t) = βm(x, uq(t+ h))− βm(x, uq(t)).

Выбрав ξ = 1, ϕ(t, x) = α(t)γ(x), γ ∈ C∞
0 (Ω) в (7.13), устанавливаем абсолютную непрерывность

функции 〈βm(x, uq(t))γ(x)〉. Выбирая последовательность αk → χ(t < τ < t+ h), будем иметь

〈

∆hβqm(t)γ
〉

=

t+h
∫

t

〈(

βm(x, uq(τ))
)′
t
γ
〉

dτ =

=

t+h
∫

t

〈

γfqηm(uq)
〉

dτ −
t+h
∫

t

〈

ã(Tmuq)(ηm(uq)∇γ + γ∇ηm(uq))
〉

dτ−

−
t+h
∫

t

〈

ηm(uq)γ˜bq(Tmuq)
〉

dτ = I1 − I2 − I3. (7.15)

Имеем оценку
T−h
∫

0

|I1|dt 6 max |γ|h
T−h
∫

0

〈

|fq|h
〉

dt 6 h‖γ‖∞‖F‖1,

где |fq|h обозначает осреднение Стеклова функции |fq|. Второй интеграл подчиняется оценке

|I2| 6 h
〈

∣

∣ã(Tmuq) · ∇γ
∣

∣

h
+
∣

∣ã(Tmuq) · ∇Tmuq
∣

∣

h
|γ|
〉

.

Ясно, что в (7.15) можно подставить γ = Tmuq(t + h) − Tmuq(t). Тогда ‖γ‖∞ 6 2m. Покажем,
например, как оценивается одно из слагаемых (другое оценивается аналогично), входящих в ин-
теграл

∫

I2 dt:

h

T−h
∫

0

〈

∣

∣

(

ã(Tmuq)
)

h
· ∇Tmuq(t+ h)

∣

∣

〉

dt 6

6 h
∥

∥ãh
∥

∥

X′(DT−h)
‖Tmuq‖W 0,1

LB
(DT )

6 Ch
∥

∥ã
∥

∥

X′‖Tmuq‖W 0,1

LB
(DT )

6 C1(m)h.

Последнее неравенство вытекает из (7.4) и (7.11). В итоге имеем оценку

T−h
∫

0

|I2|dt 6 ch.
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Оценим теперь интеграл от I3, используя (3.6):

T−h
∫

0

|I3|dt 6
T−h
∫

0

t+h
∫

t

2m
〈∣

∣̃bq(Tmuq)
∣

∣

〉

dτ dt 6

6

T−h
∫

0

t+h
∫

t

2m
〈

C(m)
(

S(∇Tmuq) + F (t, x) + C
)〉

dτ dt 6 ch.

Тем самым, (7.14) установлено.
Применим лемму 6.1 к последовательности Tmuq, β = βm. Ограниченность последовательности

Tmuq в пространстве L1([0, T ];W
1
1 (Ω)) вытекает из (7.4). Первое неравенство в условии леммы 6.1

будет следовать из неравенства (7.5), если взять k = m. Лемма 6.1 устанавливает сходимость
βm(x, Tmuq) → βm(x, Tmu) в L1(D

T ), q → ∞. В силу возрастания функции βm(x, r) по r ∈ [−m,m]

можно выделить такую подпоследовательность, что Tmuq → Tmu почти всюду в DT при q → ∞.
Поскольку число m > 0 произвольно, отсюда следует (7.7).

Докажем (7.9). Выберем ξk(uq) = T1(uq − Tk(uq)) в (7.3) и положим ϕ = αj(t) → χ(0 < t < T )
при j → ∞. После предельного перехода j → ∞ и удаления неотрицательных слагаемых получим
неравенство

[

ãq(uq) · ∇(ξk(uq))
]

6

[

fq(t, x,∇uq)ξk(uq)
]

+

〈 u0q
∫

0

ξk(r)dβ(x, r)

〉

. (7.16)

Очевидно, что
〈 u0q
∫

0

ξk(r)dβ(x, r)

〉

6

〈

χ
(

|u0q| > k
)∣

∣β(x, u0q)
∣

∣

〉

→ 0, k → ∞,

и в силу (7.6)
[

fq(t, x,∇uq)ξk(uq)
]

6

[

F (t, x)χ
(

|uq| > k
)

]

→ 0, k → ∞.

Поэтому соотношение (7.16) при q > k + 1 имеет вид
[

ã(uq) · ∇ξk(uq)
]

6 ǫ(k) → 0, k → ∞.

Поскольку ∇ξk(uq) = χ
(

k < |uq| < k + 1
)

∇uq, то в случае неотрицательных интегралов
[

ã(uq) ·
∇uq

]

соотношение (7.9) установлено. В общем случае в силу (3.2) имеем
[

χ
(

k < |uq| < k + 1
)∣

∣ã(uq) · ∇uq
∣

∣

]

=

=
[

χ
(

k < |uq| < k + 1
)

∣

∣

∣C1F (t, x) + ã(uq) · ∇uq − C1F (t, x)
∣

∣

∣

]

6

6

[

χ
(

k < |uq| < k + 1
)

(

C1F (t, x) + ã(uq) · ∇uq + C1F (t, x)
)]

.

Отсюда, используя (7.6), нетрудно вывести (7.9).
Чтобы установить (7.10), выберем ξ = H1(uq), ϕ = αj(t) → χ(0 < t < T ) при j → ∞ в (7.13).

Тогда
〈

Bm
1 (x, uq(T ))

〉

+
[

ãq(uq)∇
(

ηm(uq)T1(uq)
)

]

+
[

T1(uq)ηm(uq)˜bq(uq)
]

=
[

fqηmT1
]

+
〈

Bm
1 (x, u0q)

〉

,

где

Bm
1 (x, r) =

r
∫

0

H1(s)ηm(s)dβ(x, s).

Пользуясь условием (3.2), получим
[

χ(0 < uq < 1)ã · ∇uq
]

> −C
[

F (t, x)χ(0 < uq < 1)
]

> −C1‖F‖1.
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Поэтому предельный переход m→ ∞ приводит к неравенству
〈

B1(x, uq(T ))
〉

6 C2 +
∥

∥β(x, u0)
∥

∥

1
.

Поскольку (β(x, r))+ 6 β(x, 1) + B1(x, r), имеем неравенство
〈

β(x, u+q (T ))
〉

6 C2 +
∥

∥β(x, u0)
∥

∥

1
+ ‖β(x, 1)‖1.

Очевидно, неравенство останется справедливым после замены T на t ∈ [0, T ].
Аналогичным образом доказывается неравенство

∣

∣

∣

〈

β(x,−u−q (t))
〉

∣

∣

∣ 6 C.

Итак, (7.10) установлено.

Шаг 4. Докажем, что

∇Tkuq → ∇Tku xпочти всюду в DT , q → ∞ ∀k > 0. (7.17)

В разделе 8 приводится доказательство следующего неравенства:

lim sup
q→∞

[

αã(uq) · ∇Tkuq
]

6

[

αθk · ∇Tku
]

, (7.18)

где α ∈ C1
0 (−1, T )— произвольная неотрицательная функция. Оно аналогично неравенству

из [10], установленному в другой ситуации.
Пусть χs = χ

(

|∇Tku| < s
)

и

Λ
(

Tkuq,∇Tkuq, χs∇Tkuq
)

:=
(

ã(Tkuq)− a
(

t, x, Tkuq, χ
s∇Tku

)

)

·
(

∇Tkuq − χs∇Tku
)

.

Из условия монотонности (3.4) следует, что

Λ
(

Tkuq,∇Tkuq, χs∇Tkuq
)

> 0.

Из (7.7) следует, что

a
(

t, x, Tkuq, χ
s∇Tku

)

→ a
(

t, x, Tku, χ
s∇Tku

)

почти всюду в DT

при q → ∞, и из (3.3) имеем оценку

Bj

(

aj(t, x, Tkuq, χ
s∇Tku)

)

6 c(k)
(

F (t, x) + S(χs∇Tku)
)

.

Тогда из [4, леммы 11.2, 13.2] следует, что

aj
(

t, x, Tkuq, χ
s∇Tku

)

→ aj
(

t, x, Tku, χ
s∇Tku

)

сильно в EBj
(DT ).

Соотношение

lim
q→∞

[

αΛ
(

Tkuq,∇Tkuq, χs∇Tku
)

]

= 0

при любом k > 0 выводится точно так же, как и (6.28).
Применяя лемму 6.2 к последовательностям vq = Tkuq, wq = ∇Tkuq, устанавливаем (7.17).

Поэтому справедливо равенство
θk = a(t, x, Tku,∇Tku). (7.19)

Далее, в силу (3.2), функции

˜G(uq) = α(t)
(

a
(

x, Tkuq,∇Tku
)

· ∇Tkuq +CF (x)
)

неотрицательны. Согласно лемме Фату и (7.18) имеем неравенства
[

˜G(u)
]

6 lim inf
q→∞

[

˜G(uq)
]

6 lim sup
q→∞

[

˜G(uq)
]

6
[

˜G(u)
]

.

Сходимость интегралов
[

˜G(uq)
]

→
[

˜G(u)
]

от неотрицательных функций вместе со сходимостью

почти всюду влечет сильную сходимость ˜G(uq) → ˜G(u) в L1(D
T ) (см. [24, теорема 13.47]). Поль-

зуясь произволом в выборе функции α(t), устанавливаем сильную сходимость

ã(Tkuq) · ∇Tkuq → ã(Tku) · ∇Tku в L1(D
T−ε) (7.20)
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при малых ε > 0.
Отметим еще, что из теоремы Данфорда—Петтиса следует равномерная интегрируемость по-

следовательности функций αã(Tkuq) · ∇Tkuq, и тогда из (3.2) и теоремы Витали (см. [2, гл. III,
§ 6, теорема 15]) — сходимость

S(Tkuq) → S(Tku), q → ∞, (7.21)

в L1(D
T ).

Шаг 5. Устанoвим соотношение (4.2) в определении ренормализованного решения. Согласно
лемме Фату

lim inf
q→∞

[

χ
(

k < |uq| < k + 1
)∣

∣ã(uq) · ∇uq
∣

∣

]

>

> lim inf
q→∞

[

χ
(

k < |uq| < k + 1
)

χ
(

k < |u| < k + 1
)∣

∣ã(uq) · ∇uq
∣

∣

]

>

>

[

χ
(

k < |u| < k + 1
)∣

∣ã(u) · ∇u
∣

∣

]

.

Теперь (4.2) следует из (7.9).
Наконец, докажем (4.3). Для уравнения (7.1) запишем (7.3) при ξ ∈ C1

0 (R), ϕ ∈ C1
0 (D

T
−1):

−






ϕt

uq
∫

u0q

ξ(r) dβ(x, r) + ãq(uq) · ∇
(

ξ(uq)ϕ
)






+
[

ϕξ(uq)
(

˜bq(uq)− fq(t, x,∇uq)
)

]

= 0.

Из (7.8), (7.19) и равенства ξ(uq) = ξ(uq)χ
(

|uq| < k
)

при достаточно большом k, имеем

lim
q→∞

[

ξ(uq)ã
q(uq) · ∇ϕ

]

=
[

ξ(u)ã(u) · ∇ϕ
]

.

Далее, в силу (7.20)

lim
q→∞

[

ϕξ′(uq)ã(Tkuq) · ∇Tkuq
]

=
[

ϕξ′(u)ã(u) · ∇u
]

.

Также по теореме Витали из (3.6), (7.21) следует, что

lim
q→∞

[

ϕξ(uq)˜bq(Tkuq)
]

=
[

ϕξ(u)˜b(u)
]

.

По теореме Лебега об ограниченной сходимости имеем

lim
q→∞

[

ϕξ(uq)fq(t, x,∇uq)
]

=
[

ϕξ(u)b(t, x, 0,∇u)
]

.

Используя (7.7), (7.10) и теоремой Лебега об ограниченной сходимости, совершаем оставшийся
предельный переход:

lim
q→∞






ϕt

uq
∫

u0q

ξ(r) dβ(x, r)






=



ϕt

u
∫

u0

ξ(r) dβ(x, r)



 .

8. Приложение. Доказательство неравенства (7.18). В тождество (7.13) можно подста-
вить пробную функцию ξ = Tk(uq), ϕ = α(t). Получим






α′(t)

uq
∫

u0q

Tk(r) dβm(x, r) + α(t)Tk(uq)ηm(uq)fq(t, x,∇uq)






=

=
[

α(t)ã(Tmuq) · ∇
(

Tk(uq)ηm(uq)
)

+ α(t)ηm(uq)Tk(uq)˜bq(uq)
]

. (8.1)
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Определим функцию u0 равенством

u0(x)βm(x, u0(x)) =

u0(x)
∫

0

Tk(r)dβm(x, r), (8.2)

полагая u0(x) = 0 в тех точках x, в которых β(x, u0(x)) = 0. Тогда ‖u0‖∞ 6 k. Выберем последо-
вательность гладких функций ψj → u0, ‖ψj‖∞ 6 k, сходящуюся в L1(Ω) и почти всюду.

Нижний индекс µ в этом разделе обозначает осреднение Ландеса (см. [27]):

Dt(Tku)µ = µ(Tku− (Tku)µ), t > 0; (Tku)µ(t, x) = 0 при t 6 0.

По поводу приведенных ниже свойств осреднения см. [31]. Пусть vj ∈ C∞
0 (DT )— последователь-

ность, сходящаяся к u в пространстве V . Положим

wµ
j = (Tkvj)µ + e−µtψj;

тогда

Dtw
µ
j = µ

(

Tk(vj)− wµ
j

)

, wµ
j (0, x) = ψj(x), |wµ

j | 6 k, (8.3)

а также

wµ
j → (Tku)µ + e−µtu0(x), j → ∞, модулярно в V ,

(Tku)µ → Tku, µ→ ∞, модулярно в V .

При этом

wµ
j → (Tku)µ + e−µtu0(x) почти всюду в DT при j → ∞, (8.4)

(Tku)µ → Tku почти всюду в DT при µ→ ∞. (8.5)

В тождество (7.13) подставим пробную функцию ξ = 1, ϕ = α(t)wµ
j . Получим

[

(

αwµ
j

)

t

uq
∫

u0q

dβm + αwµ
j ηm(uq)fq

]

=
[

αwµ
j ηm(uq)˜bq(uq) + ã(Tmuq) · ∇

(

αwµ
j ηm(uq)

)

]

. (8.6)

Поскольку α(T ) = 0, имеем
[

αt

uq
∫

u0q

Tk(r) dβm(x, r)

]

=

[

αt

uq
∫

0

Tk(r)dβm(x, r)

]

+

〈

α(0)

u0q
∫

0

Tk(r)dβm(x, r)

〉

. (8.7)

Лемма 8.1. Пусть

E(q, j, µ,m) =

[

(

αwµ
j

)

t

uq
∫

u0q

dβm(x, r)− αt

uq
∫

u0q

Tk(r)dβm(x, r)

]

.

Тогда

lim inf
q,j,µ→∞

E(q, j, µ,m) > 0.

Здесь пределы вычисляются в следующем порядке: q → ∞, j → ∞, µ→ ∞.

Доказательство. Поскольку uq → u почти всюду в DT , имеем в силу (8.3), (8.4) и (8.7):

Eµ,m = lim
q,j→∞

E =

[

(

α
(

Tk(u)
)

µ
+ e−µtu0(x)

)

t

u
∫

0

dβm(x, r)− αt

u
∫

0

Tk(r)dβm(x, r)

]

+

+

〈

α(0)

(

u0(x)βm
(

x, u0(x)
)

−
u0(x)
∫

0

Tk(r)dβm(x, r)

)〉

,
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где выражение в последней строке равно нулю (см. (8.2)). Очевидно,

Eµ,m =

[

αt

(

(Tku)µ

u
∫

0

dβm(x, r)−
u
∫

0

Tk(r) dβm(x, r)

)]

+

+ µ
[

α
(

Tku− (Tku)µ
)

βm(x, u)
]

+
[

(

αt − µα
)

e−µtu0(x)βm(x, u0)
]

, (8.8)

где

lim
µ→∞

[

(

αt − µα
)

e−µtu0(x)βm(x, u0)
]

= 0.

Далее,

[

α
(

Tku− (Tku)µ
)

βm(x, u)
]

=
[

α
(

Tku− (Tku)µ
)(

βm(x, u)− βm(x, Tku)
)

]

+

+
[

α
(

Tku− (Tku)µ
)(

βm(x, Tku)− βm(x, (Tku)µ)
)

]

+

+
[

α
(

Tku− (Tku)µ
)

βm(x, (Tku)µ)
]

= I1 + I2 + I3.

Из очевидного равенства

I1 =
[

αχ
(

|u| > k
)(

k sign(u)− (Tku)µ
)(

βm(x, u)− βm(x, Tku)
)

]

имеем I1 > 0, поскольку
∣

∣(Tku)µ
∣

∣ 6 k и подынтегральная функция неотрицательна. Аналогично,
I2 > 0. Введя обозначение

̂B(x, u) =

u
∫

0

βm(x, r)dr,

запишем равенства

µI3 =
[

α
(

(Tku)µ
)

t
βm
(

x, (Tku)µ
)

]

=
[

α
(

̂B(x, (Tku)µ)
)

t

]

= −
[

αt
̂B
(

x, (Tku)µ
)

]

.

Поэтому в силу (8.5), (8.8)

Em = lim inf
µ→∞

Eµ,m >

[

αt

(

Tkuβm(x, u) −
u
∫

0

Tk(r) dβm(x, r)

)]

−
[

αt
̂B(x, Tku)

]

= 0.

Действительно, интегрируя по частям, устанавливаем, что

Tkuβm(x, u)−
u
∫

0

Tk(r) dβm(x, r) =

u
∫

0

βm(x, r)(Tkr)
′ dr =

Tku
∫

0

βm(x, r)dr = ̂B(x, Tku).

Лемма доказана. �

Вычитая из (8.6) равенство (8.1), получим

[

αηm(uq)ã
(

Tm(uq)
)

· ∇
(

Tk(uq)− wµ
j

)

]

+ E(q, j, µ,m) =

=
[

(bq − fq)αηm(uq)
(

wµ
j − Tk(uq)

)

]

+
[

α
(

wµ
j − Tk(uq)

)

ã
(

Tm(uq)
)

· ∇ηm(uq)
]

=

= ǫ(q, j, µ,m). (8.9)

Докажем, что

lim
q,j,µ,m

ǫ(q, j, µ,m) = 0. (8.10)
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В дальнейшем символ ǫ с аргументами из списка q, j, µ,m будет обозначать различные функции,
обладающие свойством (8.10). Имеем в силу (8.3) и (7.9),

[∣

∣

∣
α
(

wµ
j − Tk(uq)

)

ã
(

Tm(uq)
)

· η′m(uq)∇uq
∣

∣

∣

]

6

6 2k
[∣

∣

∣
ã
(

Tm(uq)
)

· ∇uq
∣

∣χ
(

m− 1 6 |uq| 6 m
)

]

6 ǫ(q,m).

Далее, в силу (8.4) и (8.5),
[∣

∣

∣
fqαηm(uq)

(

wµ
j − Tk(uq)

)

∣

∣

∣

]

6

[

F
∣

∣wµ
j − Tk(uq)

∣

∣

]

= ǫ(q, j, µ).

Наконец, используя (7.12), (8.4), (8.5), получаем
[∣

∣

∣

˜bq(uq)αηm(uq)
(

wµ
j − Tk(uq)

)

∣

∣

∣

]

6

[

χ
(

|uq 6 m|
)∣

∣(wµ
j − Tk(uq))˜b0(uq)

∣

∣

]

= ǫ(q, j, µ).

При m > k + 1 имеем равенство

[

αã
(

Tm(uq)
)

· ∇
(

Tk(uq)− wµ
j

)

ηm(uq)
]

=

=
[

α
(

ã(Tkuq) · ∇Tkuq − θk · ∇Tku
)]

+
[

α
(

θk · ∇Tku− ηm(uq)χ
(

|uq| 6 k
)

ã(Tkuq) · ∇wµ
j

)]

−

−
[

αηm(uq)χ
(

|uq| > k
)

ã
(

Tm(uq)
)

· ∇wµ
j

]

= I1 + I2 + I3. (8.11)

Так как

lim
q,j,µ

I2 =
[

α
(

θk · ∇Tku− χ
(

|u| 6 k
)

θk · ∇Tku
)]

= 0,

то I2 = ǫ(q, j, µ). Аналогично,

lim
q,j,µ

I3 =
[

αηm(u)χ
(

|u| > k
)

θm · ∇Tku
]

= 0

и I3 = ǫ(q, j, µ). Поэтому из (8.9), леммы 8.1 и (8.11) следует, что I1 6 ǫ(q). Это доказывает (7.18).
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ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ РЕЗОНАНС В ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМАХ

И УСРЕДНЕНИЕ НА РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ
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Аннотация. В работе рассматриваются адиабатические деформации римановых поверхностей,
которые сохраняют интегрируемость соответствующей динамической системы, что приводит к
возникновению модулированных квазипериодических движений, похожих на эффект парамет-
рического резонанса. Показано, что таким образом можно управлять амплитудой и частотой
нелинейных мод. Рассмотрен ряд примеров динамики систем типа волчков.

Ключевые слова: интегрируемая система, пара Лакса, алгебро-геометрический метод, конеч-
нозонное решение, тета-функция, инвариантный тор, параметрический резонанс, деформация
Уизема, синхронизация, захват фазы.
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AND AVERAGING ON RIEMANN SURFACES
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Abstract. In this paper, we consider adiabatic deformations of Riemann surfaces that preserve the
integrability of the corresponding dynamic system, which leads to the appearance of modulated quasi-
periodic motions, similar to the effect of parametric resonance. We show that in this way it is possible to
control the amplitude and frequency of nonlinear modes. We consider several examples of the dynamics
of top-type systems.

Keywords and phrases: integrable system, Lax pair, algebraic-geometric method, finite-gap solution,
theta function, invariant torus, parametric resonance, Whitham deformation, synchronization, phase
capture.
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1. Введение. Интегрируемые модели, демонстрирующие квазипериодическое движение, ре-
шаются алгебро-геометрическим методом, основанным на спектральной теории дифференциаль-
ных операторов на римановых поверхностях. Для многих примеров таких систем эти операторы
действуют на векторных мероморфных функциях с неспецифическим дивизором полюсов на ги-
перэллиптических поверхностях. Спектр оператора Лакса здесь образован конечным числом зон,
которые определяют риманову поверхность. В работе рассматриваются адиабатические дефор-
мации римановых поверхностей, которые сохраняют интегрируемость соответствующей динами-
ческой системы. Это приводит к возникновению модулированных квазипериодических движений,
похожих на эффект параметрического резонанса. Показано, что таким образом можно управлять
амплитудой и частотой нелинейных мод.

Параметрический резонанс обычно связан с одночастотным режимом возбуждения из-за син-
хронизации и захвата фазы различных нелинейных мод по отношению к возбуждающей силе.
Здесь этот эффект переносится на многочастотный случай на классе вполне интегрируемых си-
стем. Это явление обусловлено наличием устойчивых инвариантных торов, управляемых медлен-
но эволюционирующими интегралами движения.
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Основной резонансный эффект захвата фазы появляется посредством деформаций Уизема ин-
вариантных торов. Это обеспечивает также возможность перестройки определенного начально-
го n-периодического движения к заданному m-периодическому движению в качестве конечного
состояния. Рассмотрен ряд примеров динамики систем типа волчков, демонстрирующих этот
эффект.

Алгебро-геометрический (конечнозонный) метод интегрирования обеспечивает единый подход
к линеаризации фазового потока динамических систем. Он основан на представлении Лакса для
уравнений движения:

dL(λ)

dt
+ [L(λ), A(λ)] = 0, (1.1)

где L, A, Ψ = ·(λ, I, φ) — (l × l)-матрицы, полиномиальные по λ. Уравнение (1.1) эквивалентно

динамической системе, например, гамильтоновой в переменных действие-угол İ = 0, φ̇ = φ0.
С помощью представления Лакса можно построить Ψ-функцию, также называемую функцией

Бейкера—Ахиезера, являющуюся решением линейной системы

L(λ)Ψ = µΨ, (1.2)

dΨ

dt
= A(λ)Ψ. (1.3)

Эта функция может быть найдена из ее аналитических свойств, подразумеваемых формой мат-
риц L и A, составляющих пару Лакса. Ψ-Функция строится явно в терминах тета-функций ри-
мановой поверхности Γ, определяемой уравнением det(L(λ)− µI) = 0. Это дает явные формулы
для динамических переменных исходной нелинейной системы. Язык Ψ-функции хорошо подхо-
дит для теории возмущений уравнения (1.1) относительно дополнительного параметра. Заметим,
что исходная версия метода конечнозонного интегрирования подразумевала такую конструкцию:
если x— параметр деформации, то правая часть уравнения (1.1) равна ∂xA, и уравнение (1.1)
принимает вид Ψx = L(λ)Ψ. В этом случае функция Ψ остается качественно неизменной, потому
что вектор обмотки tV +D в аргументе соответствующей тета-функции просто заменяется на
tV + xU +D. Этот факт позволяет рассматривать малые деформации уравнения (1.1), которые
сохраняют торы Лиувилля Jac(Γ) и квазипериодическую обмотку на Jac(Γ). В дальнейшем мы
построим такой класс правых частей для уравнения (1.1) вида εF (A,L), ε ≪ 1, что квазипериоди-
ческая обмотка на деформированном торе Jac(Γ) заполняет его без «щелей», а деформация тора
происходит гладко со скоростью O(ε). Так как якобиан римановой поверхности Γ и сама поверх-
ность определяются точками ветвления λk, являющимися нулями функции det(L(λ)−µI), удобно
описать деформация в терминах λk. Оказывается, что динамика λk = λk(τ), τ = εt, определяется
уравнениями Уизема (см. [26, 28]) и что при достаточно общих условиях можно доказать, что

Γ(τ)
∣

∣

τ=τ+
= Γ+, Γ(τ)

∣

∣

τ=τ−
= Γ−,

где Γ+ и Γ− — некоторые заданные поверхности одинакового рода. Тогда главный член асимп-
тотики Ψ дается явно той же формулой, что и в невозмущенном случае с учетом «подвижной»
поверхности Γ(τ).

Заметим, что процедура по существу является многофазной, что нечасто встречается в физиче-
ских системах. Например, таким образом можно адиабатически управлять волчком от состояния
равновесия до некоторого заданного n-периодического вращения.

Общее свойство слабо управляемого нелинейного осциллятора состоит в том, что при опре-
деленных условиях они автоматически остаются в резонансе с частотой возбуждения, даже
если параметры системы изменяются во времени и/или пространстве. Это явление называется
авторезонансом (см. [22]). Например, рассмотрим осциллятор, частота которого увеличивается
с амплитудой. Предположим, что осциллятор первоначально находится в резонансе. Тогда рост
амплитуды колебаний приведет к увеличению частоты и осциллятор выйдет из резонанса. Од-
нако в ряде важных случаев этого не происходит и собственная частота всегда соответствует
частоте привода (см. [27]).

Ряд приложений в физике и технике известен с 1930-х гг., где используется эффект авторе-
зонанса. Самыми известными являются автогенераторы радиочастот (см. [19]) и циклотронное
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Рис. 1. Спектр оператора A и базис циклов a, b.

ускорение релятивистских частиц (см. [7,24]). В последнее время в астрономии (см. [18]) и в фи-
зике плазмы (см. [27]) найдено больше приложений. Легко видеть сходство эффекта фазовой
синхронизации в авторезонансном осцилляторе с адиабатическими деформациями вполне инте-
грируемых гамильтоновых систем. Теория КАМ доказывает эту деформацию, чтобы сохранить
движение по торам Лиовилля системы почти для всех начальных данных. Торы Лиувилля, в свою
очередь, управляются первыми интегралами, которые теперь зависят от медленной переменной
τ = εt (см. [28]). Аналитическое описание движения осуществляется с помощью известного метода
Кузмака—Уизема (см. [13]) или Боголюбова—Митропольского (см. [14,19]). Здесь фазовые сдвиги
квазипериодических колебаний сильно соответствуют частотам вождения, а эволюция первого
интеграла контролируется средними движущей силы в течение основных периодов. Последнее
осуществляется через решения уравнений Уизема, которые обеспечивают устранение «светских»
термов для приближений более высокого порядка. Заметим, что для гамильтоновой системы,
приведенной к каноническим переменным действие-угол (I, φ) = (I1, . . . , In, φ1, . . . , φn),

{

İ = εf(I, φ, ε),

φ̇ = φ0 + εg(I, φ, ε).
(1.4)

Эта процедура применения канонических преобразований эквивалентна классическому методу
многофазного усреднения, восходящего к А. Пуанкаре (см. [1]).

2. Алгебро-геометрический метод. Дадим сначала краткий обзор метода конечнозонного
интегрирования (см., например [10–12]). Предположим, что определитель матричного оператора
L(λ)− µI (см. (1.2)) имеет вид

det
(

L(λ)− µI
)

= µ2 − P2g+1(λ) = µ2 − (λ− λ1) . . . (λ− λ2g+1). (2.1)

Тогда уравнение

µ2 = P2g+1(λ)

определяет гиперэллиптическую риманову поверхность Γ рода g. Пусть точки ветвления Γ ве-
щественны, λ1 > λ2 > . . . > λ2g+1; тогда интервалы (−∞, λ2g+1], . . ., [λ4, λ3], [λ2, λ1] образуют
спектр оператора A в уравнении (1.3).

Канонический базис циклов на Γ выбирается как показано на рис. 1. Определим нормирован-
ный базис голоморфных дифференциалов dω1(p), . . . , dωg(p):

∫

aj

dωk(p) = 2πiδjk, Bjk =

∫

bj

dωk(p). (2.2)
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Здесь p ∈ Γ с проекцией на точку λ на двух листах поверхности C \ (λ2g+1, λ2g) ∪ . . . ∪ (λ3, λ2).
Риманова тета-функция с характеристиками определяется стандартным образом (см. [25]):

θ[α, β](z | B) =
∑

m∈Z2

exp

[

1

2
〈B(m+ α),m+ α〉+ 〈z + 2πiβ,m + α〉

]

, (2.3)

где B = {Bjk}— матрица периодов, а θ[0, 0](z | B) = θ(z)— обычная тета-функция.
Определим dΩ как абелев дифференциал второго рода на Γ с главным членом асимптотики

d(
√
λ) при λ → ∞:

dΩ = λ2g + a1λ
2g−1 + . . . +

a2g

2
√

P2g+1(λ)
dλ, (2.4)

∫

aj

dΩ = 0, Uj =

∫

bj

dΩ, j = 1, 2, . . . , g. (2.5)

Теорема 1 (см. [5]). Уравнения пары Лакса

LΨ = Ψµ̂, Ψt = AΨ, (2.6)

имеют мероморфное матричное решение Ψ(p, t) на Γ \ ∞, где µ̂ = diag(µ1, . . . , µl) и

det
(

L(λ)− µkI
)

= 0, k = 1, . . . , l.

Столбец с номером m этой матрицы имеет вид

[

Ψ(p, t)
]T

m
=

{

. . . , sm
θ[γm]

(

A(p) + Ut+D + σR
)

θ[δm]
(

D + (1− σ)R
)

θ[γm]
(

A(p) +D
)

θ[δm](Ut+D +R)

× etΩ(p)+κmω(p), . . .

}

, m = 1, . . . , l, (2.7)

где

A(p) =





p
∫

dω1, . . . ,

p
∫

dωg





— отображение Абеля на Jac(Γ), p— локальный параметр на Γ, γm, δm = [αm, βm]— тета-харак-

теристики и D,R ∈ C
g — некоторые константы. Коэффициенты κm, sm и σ = 0, 1 выбираются

из условий нормировки при p = 0±,∞±.

Конструкция, описанная в теореме 1, справедлива для собственной функции Ψ, определенной
на двулистной гиперэллиптической римановой поверхности Γ. Этот случай оказывается доста-
точно общим, он описывает ряд механических систем, таких, как система Неймана (см. [8]),
специальный случай волчка Ковалевской (см. [23]) и некоторые другие (см. [6]).

Якобиан Jac(Γ) на поверхности Γ служит лиувиллевским тором для системы (1.1), т.е. пере-
менные действие-угол в (1.4) имеют вид (ε = 0)

{

I = (λ1, λ2, . . . , λ2g+1),

φ(t) = Ut+D.
(2.8)

Другие неканонические переменные также явно выражаются в терминах Ψ-функции. Например,
в n-периодической редукции уравнения Кортевега—де Фриза они могут быть представлены как
нули Ψ, лежащие в точках p1 =

(

γ1,
√

P2g+1(γ1)
)

, . . ., pg =
(

γg,
√

P2g+1(γg)
)

. Тогда вещественные
переменные γ1, γ2, . . . , γg удовлетворяют уравнениям Дубровина (см. [9])

dγj
dt

=
2i
√

P2g+1(γj)
∏

j 6=k

(

γj − γk
) , j = 1, 2, . . . , g, (2.9)

которые эквивалентны системе (1.1).



ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ РЕЗОНАНС И УСРЕДНЕНИЕ НА РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 69

Продолжая этот пример, детализируем случай двухпериодической редукции КдФ. Здесь g = 2
в (2.9), а оператор A представим в виде матричного оператора Штурма—Лиувилля (1.3),

A(λ) =

(

λ u(t)
1 −λ

)

.

Тогда нелинейная система (1.1) гамильтонова с гамильтонианом

H = p1p2 + V (q1, q2),

где

q1 = u, q2 = ü− 5

2
u2, p1 = q̇1, p2 = u̇,

а потенциал V биквадратичен по переменным q1, q2 (см. детали в [5, 9]). Согласно теореме 1
двухчастотное решение u = u(t) и Ψ-функция имеют следующий вид (g = 2):

Ψ(p, t) =
θ
(

A(p) + Ut+D
)

θ(D)

θ
(

A(p) +D
)

θ(Ut+D)
etΩ(p), u(t) = 2∂2

t ln θ(Ut+D),

Динамические переменные γ1, γ2, удовлетворяющие системе Дубровина,

dγ1
dt

=
2i
√

P5(γ1)

γ1 − γ2
,

dγ2
dt

=
2i
√

P5(γ2)

γ2 − γ1
,

связаны с решением u(t) соотношениями

γ1 + γ2 = u, γ1γ2 =
1

8

(

3u2 + u′′
)

+
1

2

∑

i<j

λiλj .

3. Уиземовские деформации уравнений Лакса. Точки ветвления λj римановой поверх-
ности Γ в теореме 1 постоянны и играют роль законов сохранения в уравнении (2.8). Определим
«медленную деформацию» этого уравнения, введя малый параметр ε ≪ 1 и медленное время
τ = εt. Пусть теперь точки ветвления поверхности Γ зависят от медленного времени:

λj = λj(τ), j = 1, 2 . . . , 2g + 1,

в то время как остальные компоненты Ψ-функции остаются прежними как выше в формуле (2.7).
Найдем условия, при которых Ψ-функция, измененная таким образом, является близкой к

первоначальной (2.7). Заметим, что вектор скоростей U(τ) нуждается в коррекции, поскольку t-
производная от φ(t) = Ut+D приобрела вид

dφ

dt
= U + τUτ = U +O(1), τ > 0.

Для того, чтобы скорректировать возникшие «секулярные члены», воспользуемся теорией
Кузмака—Уизема о возмущении динамических систем (см. [14,20]). Необходимая поправка в фа-
зе может быть введена с помощью нового абелева дифференциала dΥ, n = 1, 2, . . ., следующим
образом:

(a) существует абелев интеграл, обладающий асимптотиками

Υ(p, τ)
def
=

p
∫

p0

dΥ,

Υ(p, τ) = −λ2n+1/2 + c1λ
2n−1/2 + . . .+ c2n−1λ

1/2 +O(λ−1/2), p → ∞+,

∂τcj = 0, j = 1, . . . , 2n − 1;

(3.1)

(b) имеет место равенство
∫

am

dΥ = 0, m = 1, 2, . . . , g; (3.2)

(c) дифференциал dΥ может иметь не более g вещественных нулей и 2n нулей, не лежащих на
вещественной оси.
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Существование такого дифференциала доказано в Приложении.

Пусть V — вектор b-периодов дифференциала dΥ, т.е.

V = (V1, . . . , Vg), Vm =

∫

bm

dΥ.

Определим деформацию Ψ-функции следующим образом:

[

Ψ(p, t, ε)
]T

m
=

{

. . . , sm
θ[γm]

(

A(p) + tU(τ) + ε−1V (τ) +D + σR
)

θ[δm]
(

D + (1− σ)R
)

θ[δm]
(

tU(τ) + ε−1V (τ) +D +R
)

θ[γm]
(

A(p) +D
) ×

× exp
{

tΩ(p, τ) + ε−1Ωn(p, τ) + κmω(p)
}

, . . .

}

. (3.3)

Здесь все компоненты Ψ-функции в (3.3) совпадают с теми, что в формуле (2.7), а риманова
поверхность Γ = Γ(τ) определяется уравнением (2.1). Кроме того, A = A(p, τ), Bij = Bij(τ),
поскольку Γ зависит сейчас от τ .

Предположим, что деформация Γ = Γ(τ) задана решениями системы Уизема:
(

τdΩ(p, τ) + dΥ(p, τ)
)∣

∣

∣

λ=λj(τ)
∂τλj(τ) = 0, j = 1, 2, . . . , 2g + 1. (3.4)

Уравнения (3.4) представляют собой автомодельную редукцию известной квазилинейной систе-
мы Уизема, возникающей в теории модулированных нелинейных волн в уравнениях типа КдФ
(см. [26]). Основная мотивация такого выбора деформации в виде (3.3) вытекает из следующих
свойств абелевых интегралов (3.1), (3.2).

Теорема 2. Если точки ветвления удовлетворяют системе Уизема (3.4), то справедливы

следующие уравнения:

τ∂τdΩ(p, τ) + ∂τdΥ(p, τ) = 0, (3.5)

τ∂τU + ∂τV = 0. (3.6)

Доказательство. Уиземовские уравнения (3.5) и (3.6) были выведены в более общем случае (см.,
например, [12]). Для данного случая доказательство значительно проще, и мы воспроизведем его
здесь, следуя рассуждениям из [12].

Рассмотрим дифференциалы dΦ = τ∂τdΩ+∂τdΥ. В силу гиперэллиптичности Γ(τ) дифферен-
циалы dΩ и dΥ вблизи точек ветвления имеют вид

dΩ =
q(p, τ)

√

λ− λj(τ)
, dΥ =

υ(p, τ)
√

λ− λj(τ)
, λ → λj, (3.7)

где q, υ аналитичны при λ → λj, так что dΦ имеет асимптотику

dΦ =
τdΩ(p, τ) + dΥ(p, τ)

2
(

λ− λj(τ)
) ∂τλj(τ) +O

(

dλ
√

λ− λj(τ)

)

, λ → λj. (3.8)

Из уравнения (3.4) следует, что дифференциал dΦ является абелевым, т.е. имеет асимптоти-
ку (3.7) в каждой точке ветвления. Условия нормировки (2.5), (3.2) обеспечивают, что a-периоды
dΦ нулевые, а асимптотики на бесконечности (2.4), (3.1) доказывают, что dΦ не сингулярен:

dΦ = O
(

λ−2dλ
)

, λ → ∞.

Объединяя эти факты, заключаем, что дифференциал голоморфен на Γ и потому равен нулю,
dΦ = 0. Интегрируя dΦ по b-циклам, немедленно получаем уравнение (3.6). �

Вычислим действие операторов L и A на «деформированную» функцию Ψ(p, t, ε) (см. (3.3)).
Докажем, что указанная выше деформация приводит к близости измененной и первоначальной
пар Лакса.
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Теорема 3. Функция Ψ(p, t, ε) (см. (3.3)) мероморфна и однозначна на Γ/∞ и удовлетворяет

уравнениям Лакса

L(λ)Ψ = Ψµ̂, (3.9)

d

dt
Ψ = (A(λ) + εH(λ))Ψ. (3.10)

Здесь матрицы L, A и µ̂ совпадают с матрицами (2.6) при фиксированном τ , H — рациональная

матрица-функция по λ.

Доказательство. Мероморфность по p функции Ψ(p, t, ε) следует непосредственно из конструк-
ции формулы (3.3); ее однозначность на Γ вытекает из условий нормировки (2.5). Доказательство
формул (3.9), (3.10) следует из известной схемы Кричевера (см. [12]).

В самом деле, функция Ψ (см. (3.3)) однозначно определена на Γ, поскольку обход по a-циклам
не изменяет значений Ψ. Обход по b-циклам дает следующее приращение аргумента Ψ:

Ω̂ = Ωt+ ε−1Ωn 7→ Ω̂ +

g
∑

j=1

mj

∫

bj

dΩ = Ω̂ + 〈M, Û 〉,

u(p) 7→ u(p) + B̂M, M = (m1, . . . ,mg) ∈ Z
g.

С другой стороны, отношение тета-функций (3.3) дает контрчлен

exp{−〈B̂M,U〉/2− 〈M,u+ Û +D〉}
exp{−〈B̂M, Û 〉/2− 〈M,u+D〉}

= exp(−〈M, Û 〉),

что доказывает однозначность Ψ на Γ(τ).
В силу уравнений (3.5) и (3.6) «секулярные члены» исчезают:

d

dt

τU(τ) + V (τ)

ε
= U(τ) + τ∂τU(τ) + ∂τV (τ) = U(τ).

Таким образом, Ψt = A(λ)Ψ + εΨτ , где остаточное слагаемое включает производные вида

∂θ(u | B)

∂uj

∂uj
∂τ

,
∂θ(u | B)

∂Bij

∂Bij

∂τ
,

∂Ω

∂λj

∂λj

∂τ
. (3.11)

Для доказательства равенства Ψτ = HΨ с рациональной H, рассмотрим логарифмическую про-
изводную ΨτΨ

−1. В силу уравнения (3.10) и определения z = A(p) + . . . в (3.11), матрица ΨτΨ
−1

мероморфна по p на Γ \ ∞. Из асимптотик (2.4), (3.1) и (3.7) следует, что матрица ограничена
на бесконечности и, следовательно, имеет полюсы только в нулях знаменателя θ[γm](A(p) +D)
в (3.3). Окончательно, из однозначности этой матрицы следует ее рациональность по λ:

ΨτΨ
−1 =

g+l−1
∑

s=1

Hs

λ− λs
+H0, (3.12)

где λs — нули знаменателя θ[γm](A(p)+D). Заметим, что точки ветвления не дают дополнитель-
ных полюсов ΨτΨ

−1 в силу разложения (3.8) и уиземовских уравнений (3.5).
При фиксированном τ матрицы L удовлетворяют уравнению

Ψ(p, t, ε)µ̂Ψ−1(p, t, ε) = ΨeΩnε
−1

µ̂ e−Ωnε
−1

Ψ−1
∣

∣

∣

τ=const
= L

∣

∣

∣

τ=const
,

в силу формулы (3.3) для Ψ. �

В заключение этого раздела уточним вид возмущенной нелинейной системы (1.1), которая
получается из условия совместности пары Лакса (3.9) и (3.10):

d

dt
(LΨ) = LtΨ+ L(A+ εH) = (A+ εH)Ψµ = (A+ εH)LΨ,

так что

Lt + [L,A] = ε[H,L].
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Поскольку левая часть (3.12) не имеет полюсов в точках λ = λs, имеем

[Hs, L] = 0, s 6= 0,

что оставляет ненулевой только матрицу H0 в правой части:

Lt + [L,A] = ε[H0, L]. (3.13)

4. Структура уиземовских деформаций.

4.1. Свойство монотонности. Рассмотрим свойства решений системы Уизема (3.4)

(τdΩ(p, τ) + dΥ(p, τ))
∣

∣

∣

λ=λj(τ)
∂τλj(τ) = 0, j = 1, 2, . . . , 2g + 1. (4.1)

Уравнения (4.1), как было сказано, являются автомодельной редукцией квазилинейной системы
Уизема, предложенной Г. Флашкой, Г. Форестом и Д. МакЛафлином (см. [26]) для асимптотиче-
ского интегрирования уравнения КдФ:

(

∂T − Sj

(

λ1, . . . , λ2g+1

)

∂X

)

λj(X,T ) = 0, j = 1, 2, . . . , 2g + 1. (4.2)

где

Sj = −dΩ2(λ)

dΩ1(λ)

∣

∣

∣

λ=λj

,

Ω1, Ω2 — интегралы на Γ вида (2.4) и (3.1), умноженные на t и x соответственно в формуле для
соответствующей Ψ-функции для уравнения КдФ, T = εt, X = εx.

Для интегрирования системы (4.1) С. П. Царев предложил метод годографа (см. [21]). Однако
автомодельная система (4.2) значительно проще, так что здесь можно дать полную классифика-
цию решений, впервые обсуждавшуюся в [2–4] на примере асимптотических решений уравнения
КдФ. Решения системы (4.2) рассматривались также в [16] для случая граничных значений КдФ
типа ступеньки. Здесь мы применим эти результаты для управления динамической системой с
помощью g-периодической силы, описанной в разделе 2. В частности, теоремы 4 и 5 (см. ниже),
впервые доказанные ранее Р. Ф. Бикбаевым и автором для асимптотики решений уравнения КдФ,
будут основой для доказательства существования медленной деформации g-периодического дви-
жения с заданным начальным и конечным состоянияем.

Следуя обозначениям [2–4], назовем точку ветвления λj подвижной точкой, если ∂τλj 6= 0.
Ясно, что каждое уравнение (4.1) имеет два решения τ = −Υ/Ω и ∂τλj = 0. Напомним, что все
точки ветвления предполагаются вещественными.

Основное утверждение о монотонности уиземовской деформации описывается следующей тео-
ремой.

Теорема 4 (см. [2]). Существует такой момент времени τ0 > 0, что если точка λj(τ) дви-

жется при 0 < τ < τ0, то

(1) все остальные точки ветвления неподвижны:

∂τλi(τ) = 0, i 6= j;

(2) точка λj движется справа налево вдоль вещественной оси:

∂τλi(τ) < 0.

Доказательство. Мы следуем работе [3], где описаны основные этапы доказательства. Рассмот-
рим функцию

γ(p) =
τdΩ+ dΥ

dλ
.

Для любого τ она допускает представление

γ(p) =
λ2n+g + . . .
√

P2g+1(λ)
,

где в числителе стоит вещественный полином. Из условий нормировки (2.5), (3.2) вытекает, что
γ(p) имеет нуль в каждой из лакун (λ2, λ3), . . ., (λ2g, λ2g+1). Для τ = 0 все остальные 2n нулей не
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Рис. 2. Монотонная деформация Уизема

лежат на вещественной оси в силу условия (c) на дифференциал dΥ. Следовательно, существует
такое τ0 > 0, что при 0 < τ < τ0 это свойство все еще выполнено.

Предположим, от противного, что имеется две движущиеся точки λi и λj в некоторый момент
времени 0 < τ < τ0. Это означает, что справедливы равенства

γ
∣

∣

λ=λi

= γ
∣

∣

λ=λj

= 0,

т.е. функция γ(p) имеет g + 2 вещественных нуля, что невозможно по определению γ(p).
Для доказательства свойства (2) введем обозначение

G
(

λ | {λj}
)

=
dΥ

dΩ

и предположим, что точка λ = λi(τ) движется. Тогда из системы Уизема (4.1) следует

τ = −G
(

λi | {λj}
)

, (4.3)

∂τλi(τ) = − 1

∂λi
G
(

λ | {λj}
) , (4.4)

где все остальные точки неподвижны в силу свойства (1).
Оценим полную производную

d

dλi
G
(

λi | {λj}
)

= ∂λG
(

λ | {λj}
)

∣

∣

∣

λ=λi

+ ∂λi
G
(

λ | {λj}
)

∣

∣

∣

λ=λi

. (4.5)

Здесь первое слагаемое положительно, так как уравнение (4.3) имеет единственное решение и
G
(

λ | {λj}
)

→ +∞ при λ → +∞. Для оценки второго слагаемого (4.5) заметим, что равен-
ство (4.4) и предположение ∂τλj 6= 0 дают

τ∂λi
dΩ+ ∂λi

dΥ+ τdΩ+
dΥ

2(λ− λi)
= 0.

Переходя к пределу λ → λi, получаем

G
(

λ | {λj}
)

∣

∣

∣

λ=λi

= −1

2
∂λi

G
(

λ | {λj}
)

∣

∣

∣

λ=λi

.

Таким образом, правая часть (4.5) положительна, что доказывает свойство (2). �

Теорема 4 обеспечивает существование и единственность уиземовской деформации римановой
поверхности Γ = Γ(τ), удовлетворяющей граничным условиям

Γ(τ1) = Γ1, Γ(τ2) = Γ2. (4.6)

Приведем один простой пример такой деформации.
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Теорема 5 (см. [3]). Пусть множества точек ветвления {λ1
j} и {λ2

j}, отвечающие гранич-

ным поверхностям Γ1 и Γ2, удовлетворяют условиям

λ1
1 > λ2

1 > λ1
2 > λ2

2 > . . . > λ1
2g+1 > λ2

2g+1. (4.7)

Тогда для любого заданного дифференциала dΥ существует только одна деформация Γ = Γ(τ) с

граничными условиями (4.7).

Доказательство. В силу теоремы 2 все λj(τ) могут двигаться только одна за другой справа
налево, так что

G(λi) > G(λj) при λi > λj .

Таким образом, из уравнения τ = −G(λi) следует, что первая точка λ1 начинает двигаться в
момент τ1 = −G

(

λ1
1 | {λ1

j}
)

. Ее движение заканчивается, когда λ1(τ) достигнет граничной точ-

ки λ2
1. Следующая точка λ1

2 двигается в интервале [λ1
2, λ

2
2] и т. д. Движение всех точек λi(τ)

определено однозначно уравнениями (4.3), где все λi 6= λj остаются неподвижными. Деформация
заканчивается в момент τ = −G

(

λ2
5 | {λ2

j}
)

, что доказывает теорему. �

Описанный в теореме 5 процесс деформации проиллюстрирован на рис. 2.

4.2. Параметрический резонанс. Свойства монотонности, установленные выше, обеспечивают
характерные признаки параметрического резонанса. В качестве примера рассмотрим систе-
му (3.13):

Lt + [L,A] = ε[H0, L], (4.8)

где возмущение определено условием (3.12).
Согласно [27], главным условием резонанса является возможность увеличить амплитуду ос-

цилляций до сколь угодно большой величины. Для доказательства этого факта заметим, что
уравнение (4.8) эквивалентно системе Дубровина (2.9), где все динамические переменные γj ос-
циллируют между соседними точками ветвления на Γ(τ), т.е. λ2j+1(τ) 6 γj 6 λ2j. Поэтому ам-
плитуды изменяются при медленной эволюции λj(εt). Теорема 5 показывает, что λj могут быть
сдвинуты сколь угодно далеко (нужно обратить время в (4.8), тогда эволюция λj пойдет слева
направо, как показано на рис. 2).

Другими словами, система (4.8) может быть представлена в переменных действие-угол в сле-
дующем виде (2.8):

{

I =
(

λ1(τ), λ2(τ), . . . , λ2g+1(τ)
)

,

φ(t) = U(τ)t+ ε−1V (τ) +D(τ).

Отсюда вытекает другое свойство параметрического резонанса: нелинейный сдвиг фазы остается
малым по сравнению с линейными членами. Это происходит благодаря уравнениям Уизема (3.5)
и (3.6) в теореме 2:

d

dt
φ(t) = U(τ) + τUτ (τ) + Vτ (τ) +O(ε) = U(τ) +O(ε).

Наконец, эффект захвата фазы, т.е. резонанс между собственными частотами и частотой на-
качки достигается автоматически в (4.8). Это прямое следствие «интегрируемости» возмущения;
возмущенная система также имеет представление Лакса (3.9) и (3.10) (см. теорему 3). Совмест-
ное решение Ψ (см. (3.3)) этих уравнений выступает как подходящая деформация точной Ψ-
функции (2.7).

Заметим также, что описанная выше в разделе 3 уиземовская деформация обеспечивает мно-
гофазное возбуждение с любым заданным набором частот. Например, можно стартовать с устой-
чивого равновесия и затем «раскрутить» систему (1.1) до любых g-периодических колебаний.
В алгебро-геометрических терминах этот процесс соответствует деформации (4.6) от тривиаль-
ной римановой поверхности до поверхности рода g:

Γ(τ1) = C 7→ Γ(τ2) = Γg.
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Этот сценарий похож на описанный в теореме 5, но здесь дополнительные точки ветвления «воз-
никают» так, чтобы обеспечить заданную структуру Γg. Они «рождаются» парами и движутся
согласно уравнениям (4.3) и (4.4). Детальное описание этого процесса имеется в [2–16].

5. Примеры. Рассмотрим два важных примера динамических систем, интегрируемых с помо-
щью конечнозонного метода, описанного выше в разделе 1. Это система Неймана, описывающая
движение точки на двумерной сфере (см. [9, 17]), и волчок Ковалевской (см. [23]).

5.1. Система Неймана. Рассмотрим движение точки x = (x1, x2, x3) на сфере

x2 =

3
∑

i=1

x2i = 1 (5.1)

в поле квадратичного потенциала

U(x) =
1

2

3
∑

i=1

aix
2
i , ai = const .

Гамильтониан системы имеет вид

H =
1

2

3
∑

i=1

(

aix
2
i + y2i

)

.

Тогда с учетом связи x2 = 1 получаем уравнения движения

d2xi
dt2

= −aixi + u(t)xi, i = 1, 2, 3,

где u(t)— множитель Лагранжа, возникающий из условия (5.1). Таким образом, система приоб-
ретает вид

d2xi
dt2

= −aixi + xi

3
∑

k=1

(

akx
2
k −

(

dxk
dt

)2
)

. (5.2)

Легко проверяется (см. [17]), что выражения

Jk = x2k +
∑

i 6=j

(xkyi − xiyk)
2

ai − ak
, k = 1, 2, 3,

являются интегралами в инволюции для системы (5.2).
Система Неймана допускает явные решения в терминах тета-функций на римановой по-

верхности рода 2. Следуя [8, 17], рассмотрим три собственные функции x1, x2, x3 оператора
L = d2/dt2 − u(t) с собственными значаниями −a1, −a2, −a3 соответственно:

Lxi = −aixi, i = 1, 2, 3. (5.3)

Здесь потенциал u(t) задает такой двухзонный спектр для оператора L, что

λ5 = −a3 < λ4 < λ3 = −a2 < λ2 < λ1 = −a1, (5.4)

а риманова поверхность Γ определяется уравнением (2.1) при g = 2:

µ2 = P5(λ) = (λ− λ1) . . . (λ− λ5).

Решения x1, x2, x3 уравнения (5.3) восстанавливаются из функции Бейкера—Ахиезера Ψ(λ, t)
(см. (2.7)) из условий (см. [8])

xi(t) = αiΨ(−ai, t), αi =





∏

i 6=j

(ai − aj)





−1/2

.
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Отсюда следуют соотношения (5.1), а также явные выражения для динамических переменных
(см. [8]):

x1(t) = α1
θ
[

(0, 1/2), (0, 0)
]

(tU + z0)θ(z0)

θ
[

(0, 1/2), (0, 0)
]

(z0)θ(tU + z0)
,

x2(t) = α2
θ
[

(1/2, 0), (0, 1/2)
]

(tU + z0)θ(z0)

θ
[

(1/2, 0), (0, 1/2)
]

(z0)θ(tU + z0)
,

x3(t) = α3
θ
[

(0, 0), (1/2, 1/2)
]

(tU + z0)θ(z0)

θ
[

(0, 0), (1/2, 1/2)
]

(z0)θ(tU + z0)
.

(5.5)

Здесь z0 произвольный двумерный вектор, U — тот же, что и в формуле (2.5), а тета-функции с
характеристиками определены в формуле (2.3).

Подвергнем теперь систему (5.1) адиабатическому возмущению, отображая исходный лиувил-
лев тор, заданный интегралами движения Jk = Jk(τ−), в некоторый другой тор с интегралами
Jk = Jk(τ+) > Jk(τ−), k = 1, 2, 3, где τ−, τ+ — некоторые значения медленного времени. Отсюда
вытекают граничные условия (5.4) для точек ветвления λj = λj(τ), j = 1, 2, . . . , 5, поскольку они
явно выражаются через интегралы Jk (см. [8]):

Jk =

2
∏

j=0

(

λ2k − λ2j+1

)

∏

j 6=k

(

λ2k − λ2j

) .

Это преобразование лиувиллевских торов производится с помощью деформации Уизема (4.1). Ее
существование и единственность обеспечено теоремой 4 из раздела 3.

Медленная деформация решения (5.5) строится с помощью процедуры, описанной в разделе 2.
А именно, добавим поправочный член в фазе тета-функции (5.5)

tU + z0 7−→ tU(τ) + ε−1V (τ) + z0.

Тогда асимптотика для xi примет вид

xi(t) = Θi

(

z + z0(τ) | τ
)

+ ε∆i

(

z + z0(τ) | τ
)

+O(ε2), i = 1, 2, 3, (5.6)

где z = tU(τ)+ε−1V (τ), z0 = (z01, z02), Θ обозначает правую часть (5.5), а | τ) означает, что функ-
ции Θi и ∆i зависят от τ только посредством λj(τ). Члены первого порядка ∆j удовлетворяют
линеаризованной системе

L∆i + ai∆i − 2Θi

3
∑

k=1

(

akΘk∆k − ∂tΘk∂t∆k

)

=

= −2∂2
tτΘi − 2U1∂z1Θiz

′
01(τ)− 2U2∂z2Θiz

′
02(τ), i = 1, 2, 3. (5.7)

Здесь мы использовали оценку
∑

Θk∂τΘk = O(ε), вытекающую из (5.6) и соотношения (5.1).
Пусть ∆0

i удовлетворяет однородной системе (5.7). Можно показать (см. [11]), что все функции
∆i периодичны по t с периодами U1, U2 и что они выражаются через Ψ-функции оператора L.

Уравнение (5.7) имеет решения в классе медленно растущих на бесконечности функций, ∆i(t) =
o(t), t → ∞, если двухпериодическое усреднение в правой части (5.7) обращается в нуль:

1

2π2

2π
∫

0

2π
∫

0

(

−2∂2Θi

∂t∂τ
− 2U1

∂Θi

∂z1
z′01(τ)− 2U2

∂Θi

∂z2
z′02(τ)

)

∆0
i dt1 dt2 = 0, i = 1, 2, (5.8)

где t1 = tU1 + z01, t2 = tU2 + z02. Достаточно рассмотреть только два из трех уравнений (5.7),
поскольку третья функция ∆3 зависит от остальных посредством соотношения (5.1). В силу
того, что решения (5.5) x1, x2 линейно независимы, система (5.8) для z01(τ), z02(τ) невырождена
и имеет по крайней мере одно решение. Если существует глобальное решение на всем интервале
медленного времени (τ−, τ+), то оно дает главный член асимптотики (5.6). Тем самым построена
гладкая деформация двумерного лиувиллевского тора системы Неймана (5.2) от начального к
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Рис. 3. Риманова поверхность волчка Ковалевской

конечному состоянию вместе с фазовым потоком, который локально (при фиксированном τ)
удовлетворяет системе (5.2).

5.2. Волчок Ковалевской. Метод конечнозонного интегрирования волчка Ковалевской основан
на паре Лакса (1.2) и (1.3) с рациональной зависимостью от спектрального параметра (см. [23])

L(λ) = L−1λ
−1 + L0 + L1λ =









0 p2 + ip1 0ip3
p2 − ip1 0− ip3 0

0 ip3 0 p2 + ip1
−ip3 0 p2 − ip1 0λ−1









+

+









0 0 −M2 − iM1 0
0 0 0 −M2 + iM1

M2 − iM1 0 −2iM3 −2iλ
0 M2 + iM1 2iλ 2iM3









, (5.9)

A(λ) = A1λ+A0 =









iM3 0 −1
2(M2 + iM1) 0

0 −iM3 0 −1
2(M2 + iM1)

1
2(M2 − iM1) 0 −iM3 −iλ

0 −M2 − iM1 iλ iM3









; (5.10)

здесь M и p обозначают векторы углового момента и вектор силы тяжести соответственно в
подвижной системе координат, связанной с волчком. Рассмотрим частный случай

〈p,M〉 =
∑

pjMj = 0,

что дает выражение для римановой поверхности в виде (см. [23])

ξ2 = ζ

(

(ζ −H)2 − 1

4
K

)(

(ζ −H)2 − 1

4
K + 1

)

, (5.11)

где

ξ =
√
2µλ2ζ, ζ =

1

2
(µ2 − λ−2).

Гамильтониан системы и дополнительный интеграл Ковалевской имеют вид

H =
1

2
(M2

1 +M2
2 + 2M2

3 )− p1, K = (M2
1 −M2

2 + 2p1)
2 + 4M2

1M
2
2 .

Уравнение (5.11) определяет гиперэллиптическую поверхность Γ рода 2 как двулистное накрытие
комплексной плоскости C с шестью точками ветвления ∞±, 0±, ζ1, ζ2. Для K > 4 обе точки ζ1
и ζ2 являются вещественными.
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Матричная функция Ψ удовлетворяет уравнениям пары Лакса (1.3). Она аналитична на ри-
мановой поверхности (5.11), ее первый столбец имеет вид (см. [23])

Ψ11 =
θ(u+ V t+D)θ[δ](D +R)

θ(u+D)θ[δ](V t+D +R)
eΩt, Ψ12 =

θ[δ](u+ V t+D)θ[δ](D +R)

θ(u+D)θ(V t+D +R)
eΩt+ω,

Ψ13 =
θ[δ](u+ V t+D +R)θ(D +R)

θ(u+D)θ[δ](V t+D +R)
eΩt, Ψ14 = −i

θ(u+ V t+D +R)θ[δ](D)

θ(u+D)θ(V t+D +R)
eΩt+ω,

где p0 = ∞+, δ = [(0, 0, 0), (0, 1/2, 0)]. Тогда остальные компоненты матрицы Ψ получаются из ее
асимптотик в сингулярных точках p = 0±, ∞±. Это дает, в частности, выражения для угловых
моментов в виде

M1 − iM2 = 2
θ[(1/2, 0), (0, 0)](tV +D)

θ(tV +D)
,

M1 + iM2 = 2
θ[(1/2, 0), (0, 1/2)](tV +D)

θ[(0, 0), (0, 1/2)](tV +D)
,

M3 = −i
d

dt
ln

θ[(0, 0), (0, 1/2)](tV +D)

θ(tV +D)
.

Параметрическое возмущение волчка Ковалевской задается уравнением (3.13), т.е.

Lt + [L,A] = ε[H0, L].

Оно эквивалентно отображению

ζj = ζj(τ), Ut+D 7→ U(τ)t+ ε−1V (τ) +D(τ),

где U(τ), V (τ) удовлетворяют уравнениям Уизема (3.6). Структура силы возбуждения [H0, L]
в уравнении (3.13) устанавливается из вида тета-функций в уравнении (3.11). Отсюда вытекает
представление (см. [15, теорема 6])

[H0, L] =









im1 0 m2 0
0 −imi 0 im1

m3 0 −im1 0
0 m3 0 im1









+ C1 + C2[A0, L0] + [C3, L0],

где A0, L0 определены в (5.9), (5.10), C1, C2, C3 — произвольные матричные функции, зависящие
только от τ , а величины mj имеют вид

m1 = M ′
2M1 −M ′

1M2,

m2 = iM ′
3(M2 − iM1) +

i

2
M3(M

′
2 + iM ′

1),

m3 = −iM ′
3(M2 + iM1) +

i

2
M3(M

′
2 − iM ′

1).

6. Приложение. Докажем здесь существование дифференциала dΥ, имеющего свойства (a)–
(c), указанные в разделе 2.

Пусть λ1(τ), λ2(τ), . . . , λ2g+1(τ)— заданные точки ветвления поверхности Γ(τ). Будем искать
дифференциал dΥ в виде

dΥ

dλ
= −λ2n+g + κ1λ

2n+g−1 + . . . + κ2nλ
g + γ1λ

g−1 + . . . + γg−1λ+ γg
√

P2g+1(λ)
,

где все коэффициенты κj , γj вещественны. Отсюда вытекает асимптотика на бесконечности

dΥ

dλ
= −λ2n−1/2 + (κ1 + p1)λ

2n−3/2 + . . .+ (κ2n + p2n)(λ
−1/2) +O

(

λ−3/2
)

,

где p1, . . . , p2n — вещественные полиномы от переменных λ1, λ2, . . . , λ2g+1. Для того, чтобы удо-
влетворить условию (a), положим

cj = κj + pj , ∂τcj = 0, j = 1, 2, . . . , 2n − 1.
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Условие (b) достигается выбором коэффициентов γ1, . . . , γg, которые пока оставались свободны-
ми. Фиксируем их условием нормировки (3.2), что дает систему алгебраических уравнений

∫

a1

dΥ = . . . =

∫

ag

dΥ = 0.

Она линейна по переменным γ1, . . . , γg и имеет матричные коэффициенты










∫

aj

λk

√

P2g+1(λ)
dλ











, j, k = 1, 2, . . . , g,

с определителем Вандермонда, который отличен от нуля.
Из условия (b) следует, что dΥ/dλ имеет по крайней мере g вещественных нулей. Для того,

чтобы остальные 2n нулей оставались невещественными, используем следующее свойство веще-
ственных полиномов: между двумя вещественными нулями имеется нуль производной полинома.

Потребуем, чтобы производная ∂g
λ

(

λ2n+g + κ1λ
2n+g−1 + . . . + κ2nλ

g
)

не имела бы вещественных

нулей. Это налагает некоторые условия типа неравенств на постоянные c1, c2, . . . , c2n, входящие
в величины κj линейно.

Тем самым, построенный дифференциал dΥ удовлетворяет условиям (a)–(c).
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ОБ АНАЛОГАХ ФУНКЦИЙ ВОЛНОВЫХ КАТАСТРОФ,

ЯВЛЯЮЩИХСЯ РЕШЕНИЯМИ НЕЛИНЕЙНЫХ

ИНТЕГРИРУЕМЫХ УРАВНЕНИЙ

c© 2019 г. Б. И. СУЛЕЙМАНОВ

Аннотация. Рассматриваются симметрийные и изомонодромные свойства универсальных спе-
циальных решений интегрируемых нелинейных эволюционных уравнений, являющихся аналога-
ми известных по линейным задачам эталонных функций волновых катастроф. Проведен срав-
нительный анализ двух различных подходов к выбору симметрий интегрируемых нелинейных
уравнений, которые могут быть применены для исследования подобных специальных решений,
приведены примеры.

Ключевые слова: функция волновой катастрофы, нелинейное интегрируемое уравнение, сим-
метрия, оператор рекурсии, метод изомонодромных деформаций.

ON ANALOGS OF WAVE CATASTROPHE FUNCTIONS

THAT ARE SOLUTIONS OF NONLINEAR

INTEGRABLE EQUATIONS

c© 2019 B. I. SULEIMANOV

Abstract. In this paper, we consider symmetry and isomonodromy properties of universal special
solutions of integrable nonlinear evolution equations, which are analogs of standard wave catastrophe
functions known for linear problems. We perform a comparative analysis of two different approaches to
the choice of symmetries of integrable nonlinear equations, which can be applied to the study of such
special solutions. Some examples are also presented.

Keywords and phrases: wave catastrophe function, nonlinear integrable equation, symmetries,
recursion operator, method of isomonodromy deformation.

AMS Subject Classification: 34Mxx

1. Введение. При описании различных резких переходных режимов, характерных для широ-
кого класса асимптотических решений линейных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных с малым параметром, универсальным образом возникают интегралы Фурье специального
вида. Исследованию свойств (в частности, исследованию асимптотик) таких универсальных спе-
циальных интегралов, называемых иногда функциями волновых катастроф (ФВК), посвящено
множество публикаций (см., например, [1, 8, 22, 23, 27, 29, 33, 41, 52, 55, 57, 58]). Оказывается, что
в нелинейных задачах с малым параметром подобную универсальную роль играет широкий ряд
специальных решений интегрируемых эволюционных уравнений, которые можно рассматривать
в качестве аналогов этих ФВК.

Общая теория таких решений, берущая начало от публикации А. В. Китаева (см. [21]; неза-
висимо частный случай одного подобного решения рассматривался автором данной статьи в том
же выпуске Записок ЛОМИ [34]), позднее получила дальнейшее развитие и уже многочисленные
применения (см. [7, 24–26,35–40,42, 43, 45–47,53, 54]).
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Ниже дается обзор и сравнительный анализ различных известных на сегодняшний день подхо-
дов к описанию свойств такого сорта решений нелинейных эволюционных интегрируемых урав-
нений.

2. Изомонодромные деформации. Хорошо известными по своим многочисленным прило-
жениям аналогами классических специальных функций линейной теории являются решения
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) Пенлеве, простейшими представителями
которых являются первое ϕ′′

xx = 6ϕ2+x и второе ϕ′′
xx = 2ϕ3+xϕ+α уравнения Пенлеве (здесь α—

произвольный комплексный параметр). Эти уравнения интегрируемы; они допускают примене-
ние метода изомонодромных деформаций: их выполнение является необходимым и достаточным
условием совместности двух линейных систем ОДУ

Ψ′
x = Q(x, λ), Ψ′

λ = R(x, λ),

коэффициенты которых рациональны по переменной λ и явным образом зависят от x, ϕ(x)
и ϕ′(x). (О теории уравнений Пенлеве и некоторых их приложениях см. монографию [20].)

В приложениях наряду с решениями ОДУ Пенлеве встречаются и решения нелинейных ОДУ
порядка выше второго. Например, в упомянутой работе [34] было указано, что аналог интеграла
Пирси

I = d

∞
∫

−∞

exp
(

− 2i
(

λx+ 2λ2t+ βλ4
)

)

dλ (2.1)

(здесь d, β ∈ R— постоянные), который является решением нелинейного уравнения Шредингера
(НУШ)

− iq′t = q′′xx + 2δ|q|2q (2.2)

(δ = const ∈ R), рассмотренного в [50], одновременно удовлетворяет уравнению

β
(

q′′′xxx + 6δ|q|2q′x
)

+ 2
(

ixq − 2tq′x
)

= 0. (2.3)

Это решение НУШ относится к классу изомонодромных решений уравнений нулевой кривизны,
введенному в рассмотрение в статье [19] А. Р. Итса. Соответствующие этому решению НУШ
совместные решения известной (см. [13]) системы уравнений метода обратной задачи рассеяния

Ψx = U(λ, t, x)Ψ = i

(

−λ q
δq∗ λ

)

Ψ, (2.4)

Ψt = V (λ, t, x) =

(

−i
(

2λ2 − δ|q|2
)

2iλq − qx
δ
(

2iλq∗ + q∗x
)

i
(

2λ2 + δ|q|2
)

)

Ψ, (2.5)

могут быть выбраны так (см. [34]), чтобы они удовлетворяли также системе линейных ОДУ

Ψ′
λ = A(t, x, λ)Ψ, (2.6)

где матрица A(t, x, λ) имеет вид

A(t, x, λ) =
3
∑

j=0

Aj(t, x)λ
j =

= −
[

i(4βλ3 + 4λt− 2δβ|q|2λ+ x) + δβ
(

qxq
∗ − q∗xq

)

]

(

1 0
0 −1

)

+ 4iβλ2

(

0 q
δq∗ 0

)

−

− 2βλ

(

0 qx
−δq∗x 0

)

+ i

(

0 4tq − β
(

qxx + 2δ|q|2q
)

δ
(

4tq∗ − βb
(

q∗xx + 2δ|q|2q∗
)

)

0

)

.

Из теории линейных систем ОДУ с иррегулярными особыми точками (см. [4, гл. IV, §§10–11, §14]
cледует, что для каждого сектора

Sk =
(

λ :
π

4
(k − 1) < arg λ <

π

4
(k + 1), k = 1, . . . , 8

)

(2.7)
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существует фундаментальное решение Ψk системы (2.6), асимптотическое разложение которого
при λ → ∞ в этом секторе имеет вид

Ψ =

(

E +

∞
∑

j=0

Pj(t, x)λ
−j

)

exp

( ∞
∑

j=0,
j 6=4

Bj(t, x)
λ4−j

4− j
+B4(t, x) lnλ

)

, (2.8)

где E — единичная матрица,

B0 = A0 = −4iβ

(

1 0
0 −1

)

,

матрицы Bj диагональны, а матрицы Pj антидиагональны:

Bj(t, x) =

(

bj
11
(t, x) 0

0 bj
22
(t, x)

)

, Pj(t, x) =

(

0 pj
12
(t, x)

∂j
21
(t, x) 0

)

,

B1 = 0, B2 = −4it

(

1 0
0 −1

)

, B3 = −ix

(

1 0
0 −1

)

,

P1 =
1

2

(

0 q
−δq∗ 0

)

, P2 =
i

4

(

0 qx
δq∗x 0

)

, P3 = −1

8

(

0 qxx + δ|q|2q
δ
(

q∗xx + δ|q|2q∗
)

0

)

,

B4 = ib4(t, x)

(

1 0
0 −1

)

= iδ

[

β

2

(

qxxq
∗ + q∗xxq + 3δ|q|4 − |qx|2

)

− 2t|q|2
](

1 0
0 −1

)

.

(Легко видеть, что в силу того, что q(t, x) удовлетворяет НУШ (2.2) и ОДУ (2.3), выполняет-
ся соотношение (b4)

′
t = (b4)

′
x = 0.) Отсюда стандартным образом следует cуществование восьми

фундаментальных совместных решений Ψk систем (2.4)–(2.6), которые в соответствующих сек-
торах (2.7) при λ → ∞ имеют асимптотики

Ψk(t, x, λ) ≈ exp

(

(

− ixλ− 2itλ2 − iβλ4 + ib4 lnλ
)

(

1 0
0 −1

))

(2.9)

и связаны друг с другом не зависящими от t и x матрицами Стокса Mk = (Ψk)
−1Ψk+1. (Именно

эта независимость дает основание говорить об изомонодромности совместных решений НУШ (2.2)
и ОДУ (2.3); см. [19].)

Асимптотики при t → ±∞ решений НУШ (2.2) из [50] в пределе при δ → 0 переходят в
соответствующие асимптотики интеграла Пирси (2.1) (cм. по этому поводу также [34, 53]). Изо-
монодромность данного специального решения НУШ позволяет, в частности, строго обосновать
эти его асимптотики (см. [53]).

Вид фазы экспоненты в асимптотике (2.9) весьма схож c фазой экспоненты в интеграле Пир-
си (2.1). Кроме того, интеграл (2.1) наряду с линейной частью −iI ′t = I ′′xx НУШ (2.2) удовлетво-
ряет линейной части ОДУ (2.3)

βI ′′′xxx + 2
(

ixI − 2tI ′x
)

= 0. (2.10)

Эти два обстоятельства дают дополнительные основания рассматривать соответствующее сов-
местное решение уравнений (2.2) и (2.3) в качестве нелинейного аналога интеграла Пирси (2.1).

Тот факт, что это решение q(t, x) НУШ также удовлетворяет ОДУ (2.3), представляется да-
же более важным, чем возможность писать и строго обосновывать формулы, связывающие его
поведение при больших значениях аргументов. Аналогичное замечание справедливо и для дру-
гих изомонодромных аналогов ФВК, удовлетворяющих уравнениям нулевой кривизны (cм. по
этому поводу [37,40]). Заметим, что в приложениях изомонодромность подобных аналогов ФВК,
как правило, априори не очевидна. Обычно эти аналоги в различных задачах нелинейной ма-
тематической физики с малым параметром возникают именно в качестве решений уравнений
в частных производных, про которые изначально известна лишь информация об их асимптотике
при больших значениях аргументов в части из направлений.

Замечание 1. Отметим, что в последние годы в ряде работ обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения, которым удовлетворяют некоторые подобные аналоги ФВК, из неинтегрируе-
мых задач математической физики с малым параметром были выведены с помощью восходящей
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к Б. А. Дубровину методики, основанной на использовании приближенных симметрий (см. [2])
этих неинтегрируемых уравнений (см., например, [43,45–47]). При использовании данной методи-
ки эти ОДУ возникали автоматически. Но пока не ясна широта применимости данного подхода:
примеров, относящихся к физически существенно разным ситуациям, с его помощью рассмотрено
немного.

Для некоторых из рассматриваемых в данной статье подходов к специальным решениям ин-
тегрируемых уравнений в частных производных ключевым моментом является их ассоциация с
ФВК линейной теории. В случае успешной ассоциации имеющиеся на сегодняшний день результа-
ты дают основания надеяться на то, что для данных решений удастся найти и нелинейные ОДУ,
которым они также удовлетворяют. Однако надо заметить, что затруднения могут возникнуть
уже на стадии попытки ассоциации таких решений с конкретной ФВК линейной теории.

Например, в недавней работе [39] автора данной статьи содержится описание специального ре-
шения НУШ (2.2) c δ = 1, которое в пространственно одномерном случае довольно универсаль-
ным образом описывает поправочное влияние малой дисперсии на процессы самофокусировки
приближения нелинейной геометрической оптики. В ходе исследования свойств этого специаль-
ного решения q(t, x) = r(t, x) exp

(

iϕ(t, x)
)

как раз и встал вопрос об его ассоциации с ФВК линей-

ной теории, исходя из того требования, чтобы при t → −∞ вне двух ветвей кривой x2 = 18at4/3

оно стремилось к нулю, а внутри них его амплитуда |r(t, x)| и фаза ϕ(t, x) в главном задавались
формулами

ϕ = t1/3
[

3a+
s2

6

]

+ . . . , |r| = |t|−1/3l

[

a

2
− s2

36

]1/2

+ . . . , (2.11)

где s = x/t2/3. Вид автомодельной переменной s в асимптотике (2.11) дал основание для сопо-
ставления в [39] данному решению НУШ интегралов Фурье вида

I(t, x) =

∫

S

λm exp
(

i
(

λx− λ2t+ δλ−1
)

)

dλ; (2.12)

здесь δ, m— постоянные, а контуры S предполагаются такими, что интегрирования по частям
всех производных по переменным t и x этих интегралов не дают вкладов от внеинтегральных
членов. При этом использовалась следующая цепочка рассуждений:

(1) исходя из вида линейного предела −iI ′t = I ′′xx НУШ (2.2) и предполагаемой изомонодромности
данного специального решения, решению q(t, x) прежде всего были поставлены в соответствие
более общие решения этого предела

I(t, x) =

∫

S

λm exp
(

i
(

λx− λ2t+ δλn
)

)

dλ, (2.13)

зависящие от целого числа n;
(2) далее в интегралах (2.13) были произведены замены x = st2/3, λ = ξtρ и наложено требование,

чтобы в получающихся в результате данных замен подынтегральных экспонентах

exp
(

i
(

ξst2/3+ρ − ξ2t1+2ρ + δξntnρ
)

)

все слагаемые имели одинаковый порядок по t. Последнее означает справедливость равенств
ρ = −1/3 и n = −1, а следовательно, и требование, чтобы интегралы I(t, x) имели именно
вид (2.12). (Их асимптотики при больших значениях t согласно методу стационарной фазы
(см. [41]) описываются как раз в терминах переменной s.)

Вид же подинтегральной экспоненты линейных аналогов (2.12) данного решения q(t, x)
НУШ (2.2) и вид линейных систем (2.4), (2.5) уравнений метода обратной задачи рассеяния
позволили, следуя общей идеологии (см. [21]) и более рассуждениям из [35], исходящих из вида
особенностей данной экспоненты при λ → 0, сделать вывод о том, что в соответствующей системе
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линейных ОДУ (2.6)

A(λ, t, x) =

1
∑

j=−2

Aj(t, x)λ
j , (2.14)

где ν — постоянная и

A1 = −4it

(

1 0
0 −1

)

, A0 =

(

−ix 4itq
4itq∗ ix

)

, A−1 =

(

2it|q|2 ixq − 2tq′x
ixq∗ + 2tq∗x −2it|q|2

)

,

A−2 =



−t
(

q′xq
∗ − (q∗)′xq

)

+
i

2



x|q|2 +
x
∫

0

|q|2(t, ζ)dζ + ν









(

1 0
0 −1

)

+

+

(

0 −tq′t − (xq)′x/2
t(q∗)′t + (xq∗)′x/2 0

)

.

Из совместности на данном изомонодромном решении q(t, x) cистем линейных ОДУ (2.4)
и (2.6), (2.14) следует, в частности, тот факт, что помимо НУШ (2.2) функция q(t, x) удовле-
творяет также нелинейному ОДУ

it
(

q′′′xxx + 6|q|2q′x
)

+
xq′′xx
2

+ q′x + x|q|2q +



ν +

x
∫

0

|q|2
(

t, ζ
)

dζ



 q = 0 (2.15)

по независимой переменной x. Более тщательный анализ позволил сделать вывод и о том, что
ν = 0 для рассматриваемого в [39] изомонодромного решения.

В только что приведенном рассуждении соответствие между предполагаемыми изомонодром-
ными решениями уравнений нулевой кривизны и функциями волновых катастроф линейной тео-
рии основывалось на виде автомодельной переменной в асимптотике этого решения. Аналогичные
рассуждения могли бы быть применены и к другим известным на сегодняшний день нелиней-
ным аналогам ФВК (например, к тем, что рассматривались в [7, 24, 36, 38]). Но описанный выше
подход, при котором приходится сначала в дополнение к уравнениям метода обратной задачи
искать и выписывать явно совместные с ними подходящие системы линейных ОДУ, содержащие
дифференцирование по спектральному параметру, не лишен и недостатков: его непосредственное
применение к интегрируемым уравнениям размерности 1 + 2 (таким, как, например, уравнение
Кадомцева—Петвиашвили u′′tx+u′′′′xxxx+3u′′yy+3(u2)′′xx = 0), затруднительно (см. [40]), а в случаях
высших катастроф велик объем производимых вычислений (см. [37]).

Для преодоления таких трудностей можно использовать симметрии интегрируемых уравне-
ний; по поводу их применения к уравнениям размерности 1 + 2 см. [40]. В оставшейся же части
данного обзора проводится сравнительный анализ двух различных подходов к выбору симмет-
рий эволюционных пространственно одномерных интегрируемых уравнений, которые могут быть
применены для исследования их решений, являющихся аналогами ФВК.

Замечание 2. Существуют различные определения симметрий. В данной статье под локаль-
ной симметрией порядка n системы эволюционных дифференциальных уравнений

U ′
t = F

(

U,U ′
x, . . . ,

∂kU

∂xk

)

, U, F ∈ R
m, (2.16)

понимается система эволюционных уравнений

U ′
τ = G

(

t, x, U, U ′
x, . . . ,

∂nU

∂xn

)

, G ∈ R
m, (2.17)

правая часть которой удовлетворяет условию коммутирования

dF

dτ
=

dG

dt
.
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Под нелокальной симметрий cистемы (2.16) далее понимается совместная с ним система эволю-
ционных уравнений по времени τ , правая часть которой наряду с зависимостью от t, x, U и про-
изводных U по переменной x cодержит также интегралы по переменной x. Общая теория гаран-
тирует, что с системой (2.16) совмеcтны стационарные части всех его симметрий, определяемые
равенством U ′

τ = G = 0. Симметрии (2.17) системы (2.16), в которых G = G
(

t, x, U, U ′
x, U

′
t

)

, назы-
ваются классическими (определяемые же их стационарными частями решения системы (2.16) —
автомодельными). Симметрии (2.17) с n > k называются высшими. Наличие высших симметрий
как раз и выделяет интегрируемые эволюционные нелинейные уравнения среди прочих.

3. «Линейный» вариант использования симметрий. А. В. Китаев в [21] среди прочих
свойств рассматриваемых им изомонодромных аналогов СФВК указал на их отношение к допол-
нительными (в смысле [31]) симметриям интегрируемых методом обратной задачи эволюционных
уравнений. В связи с этим в [40] было замечено, что левая часть ОДУ (2.3) есть линейная ком-
бинация cтационарных частей высшей симметрии НУШ (2.2)

qν3 = q′′′xxx + 6δ|q|2q′x (3.1)

и его классической симметрии Галилея

qτ0 =
1

β

(

− 4tq′x + 2ixq
)

. (3.2)

Там же было отмечено то, что ОДУ (2.3) получается из ОДУ (2.10), решением которого является
интеграл Пирси (2.1), заменой Ixxx на его нелинейное обобщение — правую часть симметрии (3.1).

Исходя из этого наблюдения в [40] были предложены следующие общие правила выбора ста-
ционарных частей симметрий уравнений в частных производных, которым могут удовлетворять
аналоги ФВК — решения данных уравнений. По сути эти правила сводятся к осуществлению
следующей последовательности действий:

(1) взятия интеграла (здесь (x1, . . . , xn)— управляющие параметры волновой катастрофы)

∫

S

λr exp
(

Φ
(

λ, x1, . . . , xn
)

)

dλ, (3.3)

удовлетворяющего линейной части того интегрируемого методом обратной задачи уравне-
ния, решением которого является нелинейный аналог ФВК. Контур S при этом надо считать
таким, что все дальнейшие интегрирования по частям не дадут внеинтегральных членов, а
функцию Φ выбрать так, чтобы уравнение Φ′

λ(λ, x1, . . . , xn) = 0 описывало волновую ката-
строфу того же типа, к которой относится данный нелинейный аналог ФВК;

(2) выписыванию линейного ОДУ (относительно одной из независимых переменных линейно-
го уравнения в частных производных, использовавшегося в предыдущем пункте), которому
удовлетворяет интеграл (3.3);

(3) cопоставлении возникающему линейному ОДУ стационарной части той симметрии исходного
интегрируемого уравнения, для которой это линейное ОДУ было бы ее линейной частью (осу-
ществимость этого сопоставления накладывает ограничения на выбор возможных линейных
ОДУ на интеграл (3.3);

(4) устранении остающегося произвола, на основе имеющейся информации об асимптотике дан-
ной «нелинейной» специальной функции при x21 + x22 + · · · + x2n → ∞.

В [37] эти правила были применены для выписывания ОДУ, которым наряду с НУШ (2.2) удовле-
творяет изомонодромная иерархия его специальных решений, описывающих влияние малой нели-
нейности на высокочастотные асимптотики при перестройках каустик. (Безотносительно к рас-
сматриваемой в [37] конкретной задаче, эта изомонодромной иерархия описывались в [21].) Как
отмечено в [37], использование таких правил позволяет при выводе соответствующих нелиней-
ных ОДУ избежать технически тяжелой процедуры обращения к уравнениям изомонодромных
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деформаций: достаточно использовать лишь стационарную часть симметрии Галилея (3.2) и нели-
нейные аналоги производных порядка n— cтационарные части симметрий

Wk = W

(

q, q∗, q′x, (q∗)′x, . . . ,
∂nq

∂xn
,
∂nq∗

∂xn

)

порядка n уравнения (2.2), которые c помощью оператора рекурсии, выписанного в [12], по ин-
дукции задаются формулами

Wn+1 = LNSWn = −i
∂Wn

∂x
− 2iδq

(

∂

∂x

)−1
(

q∗Wn + qW ∗
n

)

(3.4)

.
Любопытный пример подобного аналога ФВК доставляет, по-видимому, и решение НУШ (2.2)

из [51], которое при δ = 0 переходит в интеграл

d

0
∫

−∞

exp
(

i
(

xλ− tλ2 + βλ3
)

)

dλ, (3.5)

где d, β ∈ R— константы.
Есть основания полагать, что этот аналог интеграла (3.5) есть также решение ОДУ

3β
(

q′′′xxx + 6δ|q|2q′x
)

− 2it
(

q′′xx + 2δ|q|2q
)

− xq′x − q − iνq = 0, (3.6)

где ν = const. Это ОДУ есть линейная комбинация стационарных частей высшей симметрии
НУШ (2.2), задаваемой формулой (3.1), его простейшей нетривиальной симметрии qκ = iq и его
симметрии растяжения

qχ = 2tq′t + xq′x + q. (3.7)

При δ = 0 ОДУ (3.6) переходит в линейное ОДУ, которому удовлетворяет интеграл (3.5), а
асимптотика этого нелинейного аналога ФВК в «однофазовой» области, приведенная в [51], яв-
ляется и асимптотикой одного из решений ОДУ (3.6). Два этих факта свидетельствуют о большой
правдоподобности предположения об удовлетворении данной нелинейной специальной функцией
ОДУ (3.6). Примечательно то, что стационарная часть симметрии (3.6) и стационарная часть
классической симметрии НУШ (2.2)

3β
(

q′′xx + 2δ|q|2q
)

− 2itq′x − xq = −
(

3iβq′t + 2itq′x + xq
)

= 0 (3.8)

связаны друг с другом посредством оператора рекурсии LNS , задаваемым формулой (3.4).
Впоследствии неожиданно выяснилось, что описанные в этом разделе правила отбора симмет-

рий применимы и к нелинейным аналогам ФВК, асимптотики которых при больших значениях
даже качественно отличаются от соответствующих асимптотик этих ФВК. Впервые это обсто-
ятельство было обнаружено в [36, 38] при успешном применении этих правил к специальному
решению Гуревича—Питаевского (см. [10, 11]) уравнения Кортевега—де Вриза (КдВ)

u′t + u′′′xxx + uu′x = 0. (3.9)

Сами А. В. Гуревич и Л. П. Питаевский в [10] введенное ими в рассмотрение специальное решение
уравнения (3.9) трактовали в качестве аналога ФВК сборки, которая является решением линеа-
ризованного уравнения КдВ vt = −vxxx и представляет собой линейную комбинацию интеграла
вида

I =

∞
∫

−∞

λr exp
(

− 2i
(

cλ7 + 4tλ3 + xλ
)

)

dλ (3.10)

(c и r — постоянные) и его комплексного сопряжения I∗. Эта трактовка основывалась на том, что
асимптотика интеграла (3.10) при t2 + x2 → ∞ согласно методу стационарной фазы (см. [41])
выписывается в терминах корней кубического уравнения катастрофы сборки 7cλ6+12tλ2+x = 0
(специальное решение уравнения КдВ, рассматриваемое в [10], определяется как раз тем, что его
асимптотика при больших значениях x в главном порядке задается корнем H(t, x) кубического
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уравнения x − tH + H3 = 0). Как видим, п. (1) только что описанных правил применялся еще
в 1971 г. в [10].

В ходе применения в [36] к данному специальному решению уравнения КдВ (3.9) пунктов (2)
и (3) этих правил был сделан вывод о том, что в интеграле (3.10) надо положить

r = 1, c = −3456

35

При таких значениях констант интеграл (3.10) есть точное решение ОДУ

I ′′′′′′′xxxxxxx +
5

54

(

xI ′x − 3tI ′′′xxx + 2I
)

= 0, (3.11)

которому можно поставить в соответствие его нелинейный аналог — ОДУ

u′′′′′′′xxxxxxx +
7

3

(

uu′′′′′xxxxx + 3u′xu
′′′′
xxxx + 5u′′xxu

′′′
xxx

)

+
35

18

(

u′′′xxxu
2 + (u′x)

3 + 4u′′xxu
′
xu
)

+

+
35

54
u′xu

3 +
5

54

(

xu′x − 3t
(

u′′′xxx + uu′x
)

+ 2u
)

= 0, (3.12)

являющегося (см. [16]) суммой стационарных частей высшей симметрии уравнения (3.9) седьмого
порядка

u′τ7 = u′′′′′′′xxxxxxx +
7

3

(

uu′′′′′xxxxx + 3u′xu
′′′′
xxxx + 5u′′xxu

′′′
xxx

)

+
35

18

(

u′′′xxxu
2 + (u′x)

3 + 4u′′xxu
′
xu
)

+
35u′xu

3

54

(нелинейного аналога I ′′′′′′′xxxxxxx) и его классической симметрии растяжения

u′τr =
5

54

(

xu′x + 3tu′t + 2u
)

=
5

54

(

xu′x − 3t
(

u′′′xxx + uu′x
)

+ 2u
)

;

ей в линейном ОДУ (3.11) соответствует слагаемое 5

54

(

xI ′x − 3tI ′′′xxx + 2I
)

.
Обыкновенное дифференциальное уравнение (3.12), будучи стационарной частью симметрии

уравнения (3.9), cовместно с последним. Оказалось, что «бездисперсионный» предел

u′x
(

7u3 + x− 3tu
)

= −2u

этого ОДУ в качестве решения имеет корень кубического уравнения

x− tu+ u3 = 0. (3.13)

Позднее в работе [38], явившейся непосредственным продолжением [36], было указано, что с урав-
нением КдВ (3.9) совместны также решения ОДУ четвертого порядка

u′′′′xxxx +
5

3
uu′′xx +

5

6
u2x +

5

18

(

x− tu− u3
)

= 0 (3.14)

(все решения этого ОДУ удовлетворяют и (3.12)), и что «бездисперсионный предел» этого уравне-
ния (получающийся в результате формального зануления всех производных в его левой части) в
точности совпадает с кубическим уравнением сборки. Главным образом на основании этого фак-
та в [38] был сделан вывод о том, что специальное решение Гуревича—Питаевского уравнения
КдВ (3.9) одновременно является решением ОДУ четвертого порядка (3.14). (Существование гло-
бально гладкого совместного решения u(t, x) этих двух уравнений с такой асимптотикой строго
доказано в статье [44].)

4. «Бездисперсионный» вариант использования симметрий. В связи с только что из-
ложенным результатом касательно специального решения Гуревича—Питаевского уравнения
КдВ (3.9) В. Р. Кудашев заметил следующее:

(i) уравнение (3.14) возникает при интегрировании стационарной части симметрии уравнения
КдВ (3.9) пятого порядка

u′̺ =
(

u′′′′xxxx +
5

3
uu′′x +

5

6
(u′x)

2 +
5

18
u3
)′

x
+

5

18

(

1− tu′x)

(определяемой линейной комбинацией его классической симметрии Галилея

u′σ = 1− tu′x (4.1)



ОБ АНАЛОГАХ ФУНКЦИЙ ВОЛНОВЫХ КАТАСТРОФ 89

(см. [30, § 5.2, c. 404]) и первой из его высших «автономных» симметрий (см. [30, § 5.2,
c. 402]);

(ii) корень u(t, x) кубического уравнения (3.13), совпадающего с «бездисперсионным» пре-
делом ОДУ (3.14), одновременно удовлетворяет «бездисперсионному» пределу уравнения
КдВ (3.9)

u′t + uu′x = 0. (4.2)

Обобщая это наблюдение, В. Р. Кудашев выдвинул в [54] свой вариант правил выбора подоб-
ных симметрий интегрируемых уравнений в частных производных. Он предложил делать такой
выбор, исходя из требования, чтобы стационарным частям этих симметрий удовлетворяли их
специальные решения, главные члены асимптотик которых при больших значениях аргументов
в некоторых направлениях суть точные решения их бездисперсионных пределов, претерпеваю-
щих ту или конкретную волновую катастрофу. В применении к решениям уравнений КдВ (3.9)
и Бюргерса

u′t + uu′x = u′′xx (4.3)

с доминирующей при x2+t2 → ∞ нелинейностью сущность этого варианта сводится к следующим
соображениям.

Главные члены асимптотик таких аналогов ФВК, описываемых решениями этих уравнений,
предполагаются корнями уравнения

x− tu = G(u). (4.4)

Корни (4.4) удовлетворяет уравнению Хопфа (4.2), являющегося «бездиссипативным» («бездис-
персионным») пределом уравнения Бюргерса (4.3) (КдВ (3.9)). Логично поэтому искать стацио-
нарные части симметрий уравнений Бюргерса или КдВ, которым одновременно удовлетворяют
такие их специальные решения, полагая, что их «бездиссипативные» («бездисперсионные») пре-
делы имеют вид 1 − tux + G′(u)ux = 0, т.е. считать, что эти искомые специальные решения
удовлетворяют суммам

1− tux +K

(

u, u′x, u′′xx, . . . ,
∂nu

∂xn

)

= 0 (4.5)

стационарных частей симметрии Галилея (4.1) уравнения Бюргерса (уравнения КдВ) и их «ав-
тономных» симметрий

uϑ = K

(

u, u′x, u′′xx, . . . ,
∂nu

∂xn

)

,

определяемых условиями K
(

u, u′x, 0, . . . , 0
)

= G′(w)w1. По крайней мере для всех многочле-
нов G(w) такие симметрии имеются (см. [30]).

В [54] применимость этого варианта правил выбора симметрий в [54] была проиллюстрирована,
в частности, на примере специального решения уравнения Бюргерса (4.3), задаваемого формулой

u(t, x) = −2
[

ln Λ(t, x)
]′

x
, Λ(t, x) =

∫

R

exp
(

− 1

8

(

4λx− 2tλ2 + λ4
)

)

dλ. (4.6)

С помощью этого решения, впервые указанного Лайтхиллом в [56], универсальным образом
(см. [17, 18, 26, 46, 48, 49]) описывается поправочное влияние малой диссипации на процессы об-
разования одномерных ударных волн. Главный член асимптотики этого явного решения при
x2 + t2 → ∞ всюду, кроме луча M : (x = 0, t > 0), есть корень кубического уравнения сбор-
ки (3.13). Как было замечено в [54], уравнение Бюргерса (4.3) также обладает симметрией, ста-
ционарная часть которой совместна с требованием, чтобы главный член асимптотики решения
этой стационарной части при x → ±∞ определялся корнем кубического уравнения (3.13): непо-
средственно из представления (4.6) следует факт, что это решение удовлетворяет ОДУ

x− tu+ 4u′′xx − 6uu′x + u3 = 0,

один раз продифференцированная по форма которого представляет собой стационарную часть
симметрии уравнения Бюргерса вида (4.5).
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Этот подход для ситуаций, когда в асимптотиках предполагаемых аналогов ФВК нелинейность
доминирует над диссипацией (дисперсией), кажется более естественным, чем «линейный» под-
ход, описанный в предыдущем разделе статьи. В пользу такой точки зрения говорят, например,
результаты статей [24,25]: использование в них подхода В. Р. Кудашева позволило описать аналог
интеграла Пирси (2.1), являющийся — так же, как и его аналог из [50] — совместным решением
НУШ (2.2) и ОДУ (2.3), но в асимптотике которого при x2 + t2 → ∞ доминирует нелинейность.

Однако некритическое применение правил отбора симметрий, предложенных В. Р. Кудаше-
вым в [54], может иногда давать сбой. Автору данной статьи это стало ясно после рассмотрения
симметрийных свойств специального решения

u(t, x) = −2
[

ln Λ(t, x)
]′

x
, Λ(t, x) =

∞
∫

0

exp

(

λx+ tλ2 − λ3

3

)

dλ (4.7)

уравнения Бюргерса (4.3), о котором рассказал А. М. Ильин в своем выступлении на семина-
ре по аналитическим методам в газовой динамике и оптимизации вычислений (САМГОП-1998,
Уфа, 1998 г.). Посредством данной нелинейной специальной функции для случая модельного
уравнения

V ′
T + g(V )V ′

X = ε2V ′′
XX (4.8)

в главном по малому параметру ε порядке описывается процесс, соответствующий переходу сла-
бого разрыва решения предельного к (4.8) уравнения V ′

T + g(V )V ′
X = 0 в его сильный разрыв

(см. [14, 15, 59]). В [7] показано, что это же специальное решение описывает влияние малой дис-
сипации на аналогичные процессы, описываемые различными малыми диссипативными возму-
щениями уравнений одномерного движения идеальной сжимаемой жидкости (h— плотность, v —

скорость, α(h) = c2(h)/h > 0, c(h) = (p′(h))1/2 — cкорость звука, p(h)— давление):

h′T + (vh)′X = 0, v′T + vv′X + α(h)h′X = 0,

например, уравнений движения вязкого баротропного газа (см. [28]):

h′T + (hv)′X = 0, v′T + vv′X + α(h)h′X = ε4
v′′XX

h
, ε ≪ 1.

Специальное решение (4.7) соответствует ФВK складки: главный член f(t, x) ее асимптотики
при x → ∞ есть корень уравнения

x− tf − f2

4
= 0. (4.9)

Катастрофа складки зависит лишь от одного управляющего параметра (см. [9, гл. 6, §1]), ко-
торым в данном случае является переменная x+ t2. Поэтому в приложениях среди аналогов
ФВК складки, удовлетворяющих интегрируемым уравнениям в частных производных, в основ-
ном встречаются их автомодельные решения (с управляющим параметром катастрофы в качестве
автомодельной переменной).

Уравнение Бюргерса (4.3) также обладает автомодельным решением

u(t, x) = −2t+ g(x+ t2), (4.10)

главный член асимптотики которого при x → ∞ есть корень уравнения (4.9). В самом деле,
подстановка (4.10) в уравнение (4.3) дает ОДУ

(

u′x
2

− u2

4
+ x− tu

)′

x

= 0. (4.11)

Это есть стационарная часть классической cимметрии уравнения (4.3)

uν =
u′′xx − uu′x

2
+ 1− tu′x = u′t + 1− tu′x, (4.12)

образуемая комбинацией стационарных частей его симметрии Галилея (4.1) и его правой части.
Очевидно, уравнение (4.11) имеет решение c корнем (4.9) в качестве главного члена его асимпто-
тики при x → ∞.
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Однако решение (4.7) не автомодельно.

Утверждение. Функция (4.7) есть точное решение ОДУ, определяемого стационарной ча-

стью высшей симметрии уравнения (4.3):

uµ =

(

u′′xx − 3
uu′x
2

+
u3

4

)′

x

− 2t
(

u′′xx − uu′x
)

− xu′x − u (4.13)

Действительно, cогласно второй из формул (4.7) имеет место равенство Λ′′
xx = 2tΛ′

x + xΛ + 1,
означающее, что u(t, x) удовлетворяет ОДУ

u′′xx − 3
uu′x
2

+
u3

4
− 2t

(

u′x −
u2

2
− xu

)

= −2. (4.14)

Один раз продифференцированная по x форма ОДУ (4.14) как раз и представляет собой стацио-
нарную часть cимметрии (4.13), которая есть разность между стационарной частью не зависящей
от x и t высшей симметрии уравнения (4.3) (см. [30, гл. 5, §1])

(

u′′xx − 3
uu′x
2

+
u3

4

)′

x

= 0 (4.15)

и стационарной частью его классической симметрии растяжения

2tu′t + xu′x + u = 0. (4.16)

Подчеркнем тот факт, что среди решений ОДУ (4.14) есть и совместные решения уравнения
Бюргерса (4.3) и ОДУ (4.11). Но функция (4.7) к их числу не принадлежит.

В то же время справедливость ОДУ (4.14) соответствует правилам выбора стационарных ча-
стей симметрий интегрируемых эволюционных уравнений, которые были изложены в разделе 3
данной статьи.

Применение этих правил к решению (4.3), соответствующего описываемой уравнением (4.9)
катастрофе складки, сводится к следующим действиям:

(1) исходя из вида квадратного уравнения cкладки x+ 2tλ = −3cλ2, берем интеграл

I =

∫

S

λr exp
(

xλ+ tλ2 + cλ3
)

dλ, (4.17)

который, очевидно, удовлетворяет линейной части I ′t = I ′′xx уравнения Бюргерса (4.3);
(2) из интеграла (4.17) выводим ОДУ

− 3cI ′′′xxx + 2tI ′′xx + xI ′x + (1 + r)I = 0, (4.18)

которому он удовлетворяет;
(3) исходя из известного вида симметрий уравнения Бюргерса (4.3) (см. [30, гл. 5, §1]) полагаем

постоянную r равной нулю, а линейному ОДУ (4.18) ставим в соответствие его нелинейный
аналог

− 3c

4

(

4u′′xx − 6uu′x + u3
)′
x
+ 2t

(

u′′xx − uu′x
)

+ xu′x + u = 0, (4.19)

образуемый линейной комбинацией стационарной части классической симметрии растяже-
ния (4.16) уравнения Бюргерса (4.3) и стационарной части его не зависящей от x и t высшей
симметрии (4.15);

(4) исходя из предположения о том, что ОДУ (4.19) должно иметь решение, главный член асимп-
тотики которого при x → ∞ есть корень f(t, x) уравнения складки (4.9), налагаем ограниче-
ние c = −1/3, которое как раз и приводит в итоге к стационарной части симметрии (4.13).

Еще два контрпримера к непосредственому использованию подхода из [54], при котором обяза-
тельно используется симметрия Галилея, дают исследованные в [5–7] совместные решения урав-
нения КдВ (3.9) и нелинейных ОДУ пятого порядка

(

u′′′′xxxx +
5

3
u′′xxu+

5

6
(u′x)

2 +
5

18
u3
)′

x

∓ 2u+ xu′x − 3t
(

u′′′xxx + uu′x
)

6
= 0, (4.20)
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которые представляют собой (см. [30, гл. 5,§5.2]) комбинации стационарных частей высшей сим-
метрии уравнения КдВ

u′τ5 =

(

u′′′′xxxx +
5

3
u′′xxu+

5

6
(u′x)

2 +
5

18
u3
)′

x

и его классической симметрии растяжения

u′τr = 2u+ xu′x − 3t
(

u′′′xxx + uu′x
)

.

Эти совместные решения можно рассматривать в качестве аналогов ФВК складки вида

I =

∫

S

λ exp

(

xλ− tλ3 ∓ 6

5
λ5

)

dλ (4.21)

(поведение таких ФВК при больших |x| и |t| согласно методу стационарной фазы (см. [41]) опи-
сывается в терминах корней λ2 квадратного уравнения складки x− 3tλ2 = −6λ4), поскольку ин-
тегралы I удовлетворяют как линейной части I ′t + I ′′′xxx = 0 уравнения КдВ (3.9), так и линейной
части

∓ 6I ′′′′′xxxxx − 3tI ′′′xxx + xI ′x + 2I = 0 (4.22)

уравнения (4.20).

Замечание 3. Дополнительное основание для этой аналогии cледует из изомонодромного ха-
рактера совместных решений уравнения КдВ (3.9) и ОДУ (4.20) — у уравнений метода обратной
задачи рассеяния

Ψx = L(λ, t, x)Ψ, Ψt = Q(λ, t, x)Ψ,

где

L(λ, t, x) =

(

−iλ u/6
−1 iλ

)

,

Q(λ, t, x) =

(

−4iλ3 +
iλu

3
− ux

6

)(

1 0
0 −1

)

+ 4λ2

(

0 u/6
−1 0

)

+

+
iλux
3

(

0 1
0 0

)

+

(

0 −uxx/6− u2/18
u/3 0

)

,

имеются такие общие фундаментальные решения, которые для совместных решений уравне-
ний (3.9), (4.20) удовлетворяют еще и линейной системе ОДУ вида

Ψλ = λ4A(λ, t, x)Ψ

и при λ → ∞ в некоторых секторах комплексной плоскости имеют асимптотики

Ψ(t, x, λ) ≈ exp

{

−i

(

λx+ 4tλ3 ∓ 96

5
λ5 + const · lnλ

)(

1 0
0 −1

)}

,

схожими с подинтегральным выражением в (4.21) (см. [32]).

Как отмечено в [7], уравнение КдВ (3.9) совместно также с ОДУ

u′′′xxx + uu′x = ±(1− tu′x)
2

, (4.23)

представляющими собой линейные комбинации правой части уравнения КдВ и стационарной
части его классической симметрии Галилея (4.1). Все решения ОДУ (4.23) c соответствующим
знаком удовлетворяют также ОДУ (4.20), что не случайно: из левых частей ОДУ (4.23) левые
части этих ОДУ пятого порядка получаются применением оператора рекурсии (см. [30]) LKdV =
3D2

x+2u+u′x(Dx)
−1. Легко видеть также, что бездисперсионному пределу u2 = ±(x− tu)+ const

первого уравнения Пенлеве
2u′′xx + u2 = ±(x− tu) + const (4.24)

в главном порядке удовлетворяют корни квадратных уравнений u2 = ±(x − tu), совпадающих
с главными членами требуемых асимптотик решений уравнений КдВ (3.9) и ОДУ (4.20) при
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x → +∞ или при x → −∞ в зависимости от знака в ОДУ (4.20). Однако решения первого
уравнения Пенлеве имеют бесконечное число полюсов на вещественной оси (см. [3]). По этой
причине для описания влияния малой дисперсии на трасформации слабых разрывов в ударные
волны эти решения ОДУ (4.24) не годятся.

Замечание 4. Совместные решения уравнений КдВ (3.9) и ОДУ (4.20) можно рассматривать
также в качестве своего рода дисперсионных аналогов только что описанного выше специально-
го решения (4.7) уравнения Бюргерса (4.3). Отметим, что стационарная часть высшей симмет-
рии (4.13) с c = −1/3 уравнения (4.3) из стационарной части его классической симметрии (4.12)
также получается применением оператора рекурсии (см. [30]) LB = 2Dx − u− u′x(Dx)

−1.

Тем не менее идея, лежащая в основе предложенного в [54] подхода к выбору симметрий инте-
грируемых уравнений, представляется здравой. Надо только отказаться от непременного исполь-
зования симметрии Галилея, а требуемые симметрии искать так, чтобы отбрасывание высших
производных в их стационарных частях давало уравнения, которым приближенно удовлетворя-
ют главные члены асимптотик соответствующих аналогов ФВК.

5. Выводы. Из изложенных выше симметрийных свойств специальных решений НУШ (2.2),
Бюргерса (4.3) и КдВ (3.9), являющихся, соответственно, аналогами ФВК (3.5), (4.17) и (4.21)
становится ясно, что множеству специальных функций той или иной катастрофы, удовлетво-
ряющих нелинейному интегрируемому уравнению, соответствует не только стационарная часть
R(x1, . . . , xn,W ) = 0 его какой-то конкретной (в частности, классической) симметрии. Данному
множеству могут быть, в принципе, поставлены в соответствие и обыкновенные дифференци-
альные уравнения LmR(x1, x2, . . . , xn,W ) = 0, определяемые всеми целочисленными (не только
натуральными) степенями оператора рекурсии L для этого интегрируемого уравнения. Только
что сказанное касается как «линейного», так и «бездисперсионного» варианта правил выбора
симметрий. В самом деле, понятно, что наряду с каким-то конкретным линейным ОДУ его реше-
ния удовлетворяет продифференцированным и проинтегрированным следствиям данного ОДУ.
Если говорить о множестве специальных решений интегрируемого уравнения, отвечающих дан-
ной катастрофе, то при использовании «линейного подхода», описанного в разделе 3, надо иметь
в виду и все стационарные части симметрий, являющиеся «нелинейными» обобщениями этих
следствий.

В заключение обратим внимание на то обстоятельство, что в результате кратного примене-
ния к стационарной части локальной симметрии оператора рекурсии, как правило, возникают
стационарные части нелокальных симметрий, одна из которых как раз и может оказаться в ито-
ге подходящим аналогом ФВК, в то время как среди локальных симметрий таких не найдется.
Примером справедливости только что сказанного является совместное с НУШ (2.2) решение
уравнения (2.15), совпадающего с стационарной частью нелокальной симметрии НУШ, которая
из стационарной части его классической симметрии растяжения (3.7) получается применением
оператора рекурсии (3.4).
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Аннотация. Рассматривается нелинейная неавтономная система двух обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, имеющая устойчивую неподвижную точку. Предполагается, что нега-
мильтонова часть системы стремится к нулю на бесконечности. Исследуется асимптотика двухпа-
раметрического семейства решений, стартующих из окрестности устойчивого равновесия. Пред-
лагаемая конструкция асимптотических решений основана на методе усреднения и переходе в
исходной системе к новым зависимым переменным, одну из которых играет угол предельной
гамильтоновой системы, а другую — функция Ляпунова для полной системы.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, асимптотика, усреднение, функ-
ция Ляпунова.

LYAPUNOV FUNCTIONS AND ASYMPTOTICS AT INFINITY

OF SOLUTIONS OF EQUATIONS THAT ARE CLOSE

TO HAMILTONIAN EQUATIONS

c© 2019 O. A. SULTANOV

Abstract. We consider a nonlinear nonautonomous system of two ordinary differential equations
with a stable fixed point and assume that the non-Hamiltonian part of the system tends to zero at
infinity. We examine the asymptotic behavior of a two-parameter family of solutions that start from
a neighborhood of the stable equilibrium. The proposed construction of asymptotic solutions is based
on the averaging method and the transition in the original system to new dependent variables, one of
which is the angle of the limit Hamiltonian system, and the other is the Lyapunov function for the
complete system.

Keywords and phrases: nonlinear differential equation, asymptotics, averaging, Lyapunov function.
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1. Введение. В настоящей работе исследуется асимптотика решений неавтономной системы
двух обыкновенных дифференциальных уравнений:

dx

dt
= ∂yH(x, y, t),

dy

dt
= −∂xH(x, y, t) + F (x, y, t). (1)

Функции H(x, y, t) и F (x, y, t), заданные при (x, y) ∈ R
2 и t > 0, предполагаются бесконечно

дифференцируемыми. Специфика задачи определяется поведением гамильтониана H(x, y, t) усе-
ченной системы и возмущения F (x, y, t) в асимптотике на бесконечности:

H(x, y, t) = H0(x, y) +

∞
∑

k=1

t−k/qHk(x, y), F (x, y, t) =

∞
∑

k=1

t−k/qFk(x, y), t→ ∞, q ∈ N.

Предполагается, что система (1) имеет тривиальное решение x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0, которое для
предельной при t→ ∞ гамильтоновой системы является неподвижной точкой типа центр общего

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2019
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положения. Это накладывает определенные ограничения на поведение коэффициентов уравнения
в окрестности неподвижной точки. Далее будем предполагать, что

H0(x, y) =
r2

2
+O(r3), Hk(x, y) = O(r2) для k 6= 0, Fk(x, y) = O(r) при r =

√

x2 + y2 → 0.

Заметим, что в рассматриваемом случае свойство устойчивости тривиального решения зависит
от структуры негамильтоновых членов. Для системы (1) также будем предполагать наличие
бесконечно дифференцируемой функции Ляпунова V (x, y, t), заданной при (x, y) ∈ R

2 и t > 0, и
удовлетворяющей оценкам

V (x, y, t) = r2 +O(r3) +O
(

t−1/q
)

O(r2),

dV

dt

∣

∣

∣

(1)

def
= ∂xV ∂yH + ∂yV (−∂xH + F ) + ∂tV = −γt−p/q

[

r2 +O(r3)
]

+ t−(p+1)/qO(r2)
(2)

при r → 0 и t → ∞ с параметрами γ 6= 0 и p ∈ N. Наличие такой функции Ляпунова позволяет
сделать вывод об устойчивости тривиального решения в системе (1). Например, при γ > 0 три-
виальное решение устойчиво, причем если p/q 6 1, то устойчивость асимптотическая; при γ < 0
тривиальное решение неустойчиво. Далее будем считать, что γ > 0. В этом случае для любого
0 < ε < min(1, γ) существуют такие r0 > 0, t0 > 0, что в области {(x, y, t) ∈ R3 : r < r0, t > t0}
для функции V (x, y, t) справедливы неравенства

(1− ε)r2 6 V (x, y, t) 6 (1 + ε)r2,
dV

dt

∣

∣

∣

(1)
6 −γ − ε

1 + ε
t−p/qV.

Интегрируя последнее неравенство, нетрудно вывести грубую оценку для амплитуды решения
системы (1) при t > t0:

[

x2(t) + y2(t)
]1/2

6 C0 exp
(

− γ̃ t1−p/q

2(1− p/q)

)

при p < q,

[

x2(t) + y2(t)
]1/2

6 C0t
−γ̃/2 при p = q,

[

x2(t) + y2(t)
]1/2

6 C0 при p > q,

(3)

с константой C0 > 0, зависящей от r0 и t0 и параметром γ̃ = (γ− ε)/(1+ ε) > 0. Оценки для фазы
решений отсюда не извлекаются. В настоящей работе обсуждается вопрос об уточнении асимп-
тотики для двухпараметрического семейства решений при t → ∞, стартующих из некоторой
окрестности неподвижной точки.

Заметим, что требование существования функции Ляпунова с оценками (2) накладывает опре-
деленные ограничения на возмущение F (x, y, t). Примеры таких неавтономных возмущений га-
мильтоновых систем рассматривались в [10, 14], где был также описан один из возможных алго-
ритмов построения соответствующих функций Ляпунова. Для близких задач с малым парамет-
ром вопрос построения функций Ляпунова обсуждается в [13]. Кратко опишем способ построения
такой функции для системы (1). Будем искать функцию Ляпунова в виде

V (x, y, t) = 2H(x, y, t) +

p
∑

k=1

t−k/qvk(x, y),

где функции v1(x, y), . . . , vp(x, y) удовлетворяют следующей системе рекуррентных дифференци-
альных уравнений в частных производных:

∂yH0∂xvk − ∂xH0∂yvk = Gk(x, y), k = 1, . . . , p. (4)

Для каждого 1 6 k 6 p−1 правая часть Gk(x, y) определяются функциями v1, . . . , vk−1, например,

G1(x, y) = −2F1∂yH0, G2(x, y) = −2F2∂yH0 − 2F1∂yH1 − ∂yv1F1 −
[

∂yH1∂xv1 − ∂xH1∂yv1

]

.

Если для некоторого p ∈ N система (4) разрешима в классе функций vk(x, y) = O(r2) при таких
r → 0, что Gp(x, y) = −γr2 + O(r3) при r → 0, то функция Ляпунова считается построенной.
Отметим, что условия разрешимости системы (4) в настоящей работе не обсуждаются.
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В качестве примера рассмотрим линейное уравнение

d2x

dt2
+ βt−1 dx

dt
+ x = 0, (5)

которое может быть записано в форме системы (1) c q = 1:

dx

dt
= y,

dy

dt
= −x− βt−1y. (6)

В качестве кандидата на функцию Ляпунова возьмем u(x, y, t) = x2 + y2 + βt−1xy. Ее полная
производная по t в силу системы (6) имеет вид

du

dt

∣

∣

∣

(6)
= −βt−1(x2 + y2)− β(1 + β)t−2xy.

Видно, что функция u(x, y, t) обладает оценками (2) c p = q = 1 и γ = β, при этом знак парамет-
ра β определяет свойство устойчивости тривиального решения системы (6). С другой стороны,
для решений уравнения (5) легко выписывается асимптотика на бесконечности с использованием
ВКБ-приближений (см. [12]):

x(t) = a−x−(t) + a+x+(t), x±(t) = t−β/2 exp(±it)
[

1 +
∞
∑

k=1

t−kx±k

]

, t→ ∞;

здесь a± — произвольные постоянные, а постоянные коэффициенты x±k асимптотических рядов
определяются однозначно. Последние оценки согласуются с (3), при этом являются более точ-
ными, поскольку позволяют уловить зависимость асимптотики решения от двух произвольных
постоянных интегрирования:

x(t; a, ϕ) = at−β/2
[

cos(ϕ+ t) +O(t−1)
]

, a, ϕ = const .

Для нелинейных дифференциальных уравнений ситуация оказывается сложнее: проблемы воз-
никают как при выборе главного члена асимптотического анзатца, так и при обосновании по-
строенных асимптотик. Наиболее характерная форма асимптотических разложений для решений
нелинейных систем имеет вид рядов с постоянными коэффициентами по степеням и логариф-
мам независимой переменной t. Построение и обоснование таких решений обсуждается в [2,7–9].
В настоящей работе исследуются немного другие решения, в асимптотических рядах которых
содержатся осциллирующие коэффициенты по t. Ключевые результаты, связанные с исследова-
нием таких решений, содержатся в [4,6], где на основе обобщения метода усреднения Крылова—
Боголюбова—Кузмака (см. [1]) был предложен алгоритм построения асимптотических разложе-
ний для класса систем, близких к гамильтоновым. Однако несмотря на общность алгоритма
конструктивное построение асимптотических рядов оказывается возможным только в частных
случаях при конкретных функциях H(x, y, t) и F (x, y, t). В настоящей работе будет показано, что
вместо явного задания правых частей системы (1) достаточно ограничиться предположением о
наличии подходящей функции Ляпунова, обладающей оценками (2), причем эта функция может
быть эффективно использована при построении асимптотики решения.

2. Конструкция асимптотического решения. На первом шаге в системе (1) необходимо
перейти к новым переменным, связанным с общим решением предельной гамильтоновой системы:

dx

dt
= ∂yH0(x, y),

dy

dt
= −∂xH0(x, y). (7)

Из свойств гамильтониана H0(x, y) следует, что на фазовой плоскости линии уровня гамиль-
тониана H0(x, y) = h определяют семейство замкнутых кривых, параметризованных значением
h ∈ (0, h0), h0 = const > 0. Каждой замкнутой кривой соответствует периодическое решение
x0(t, h), y0(t, h) системы (7) с периодом T (h) = 2π/ω(h) (ω(h) = 1 +O(h) при h→ 0), зависящим
от траектории. Определим вспомогательные 2π-периодические функции

ξ(σ, h) = x0

(

σ

ω(h)
, h

)

, η(σ, h) = y0

(

σ

ω(h)
, h

)

,
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удовлетворяющие системе

ω(h)
∂ξ

∂σ
= ∂ηH0(ξ, η), ω(h)

∂η

∂σ
= −∂ξH0(ξ, η).

Эти функции будем использовать для перехода в системе (1) к новым переменным:

x(t) = ξ(σ(t), h(t)), y(t) = η(σ(t), h(t)). (8)

Отметим, что якобиан такого преобразования отличен от нуля:
∣

∣

∣

∣

∂hη ∂hξ
∂ση ∂σξ

∣

∣

∣

∣

=
1

ω(h)
6= 0.

В новых переменных h(t), σ(t) исходная система (1) принимает вид

dh

dt
= −ω(h)

[

∂σ ˜H(σ, h, t) − ∂σξ ˜F (σ, h, t)
]

,
dσ

dt
= ω(h)

[

∂h ˜H(σ, h, t) − ∂hξ ˜F (σ, h, t)
]

, (9)

где ˜F (σ, h, t) ≡ F
(

ξ(σ, h), η(σ, h), t
)

, ˜H(σ, h, t) ≡ H
(

ξ(σ, h), η(σ, h), t
)

являются 2π-периодическими
функциями по σ. Подход, изложенный в [4], предполагает асимптотическое интегрирование си-
стемы (9) в переменных (h, σ) методом усреднения. В настоящей работе этот подход несколько
модифицируется с использованием функции Ляпунова.

На следующем шаге введем новую зависимую переменную v(t), связанную с h(t) и σ(t) через
функцию Ляпунова:

v(t) = ˜V
(

σ(t), h(t), t
)

, (10)

где ˜V (σ, h, t) ≡ V
(

ξ(σ, h), η(σ, h), t
)

— 2π-периодическая функция по σ. При этом оценки (2) для
функции Ляпунова в новых переменных переписываются в следующем виде:

˜V = 2
[

h+O(t−1/q)O(h)
]

,
d˜V

dt

∣

∣

∣

(1)
= −2γt−p/q

[

h+O(h3/2) +O(t−1/q)O(h)
]

при t > t0, h < h0 и любом σ ∈ R. Последние оценки указывают на то, что преобразование (10)

обратимо, ∂h ˜V 6= 0 при t > t0, h < h0 и любом σ ∈ R. В новых переменных система (9) приобретает
вид

dv

dt
= −∂σQ(σ, v, t) +R(σ, v, t),

dσ

dt
= ∂vQ(σ, v, t), (11)

где

Q(σ, v, t) =

∫

U(σ, v, t) dv, U
(

σ, ˜V (σ, h, t), t
)

≡ ω(h)
[

∂h ˜H(σ, h, t) − ∂hξ(σ, h) ˜F (σ, h, t)
]

,

R(σ, v, t) =W (σ, v, t) + ∂σQ(σ, v, t),

W
(

σ, ˜V (σ, h, t), t
)

≡
[

∂ξV ∂ηH + ∂ηV (−∂ξH + F ) + ∂tV
]

(

ξ(σ, h), η(σ, h), t
)

.

При этом функции W (σ, v, t) и U(σ, v, t) имеют следующую асимптотику при t→ ∞:

W (σ, v, t) =

∞
∑

k=p

t−k/qwk(σ, v), U(σ, v, t) = u0(v) +

∞
∑

k=1

t−k/quk(σ, v),

где wk(σ, v) и uk(σ, v) являются 2π-периодическими по σ,

wp(σ, v) = −γv +O(v3/2), u0(v) = 1 +
1

2
ω′(0)v +O(v3/2) при v → 0.

Асимптотическое решение системы (11) будем строить методом, предложенным в [4]. В кон-
струкции решения v(t) = v̂(t) + ϑ

(

σ, v̂(t), t
)

будем выделять среднее значение и осциллирующую
часть c нулевым средним:

〈ϑ(σ, v̂, t)〉σ :=
1

2π

2π
∫

0

ϑ(σ, v̂, t)dσ ≡ 0.
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Функцию v̂(t) будем определять из усредненного уравнения:

dv̂

dt
=
〈

R
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

〉

σ
=
〈

W
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

〉

σ
; (12)

тогда уравнение на ϑ(σ, v̂, t) будет иметь вид

∂σQ
(

σ, v̂ + ϑ, t
)

+ ∂vQ
(

σ, v̂ + ϑ, t
)

∂σϑ+ ∂tϑ = R
(

σ, v̂ + ϑ, t
)

−
[

1 + ∂v̂ϑ
]

〈

R
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

〉

σ
.

Последнее уравнение можно проинтегрировать по σ, выбирая константы в неопределенных ин-
тегралах таким образом, чтобы сохранялось нулевое среднее значение:

Q
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

−
〈

Q
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

〉

σ
+ ∂t

∫

ϑ(σ, v̂, t) dσ =

=

∫

[

W
(

σ, v̂ + ϑ, t
)

−
〈

W
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

〉

σ

]

dσ−

−
〈

W
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

〉

σ
∂v̂

∫

ϑ(σ, v̂, t)dσ. (13)

Асимптотика для ϑ(σ, v̂, t) строится в виде степенного ряда:

ϑ(σ, v̂, t) =

∞
∑

k=p

t−k/qϑk(σ, v̂). (14)

Подстановка ряда в (13) и группировка слагаемых при одинаковых степенях t приводит к системе
рекуррентных уравнений:

u0(v̂)ϑk(σ, v̂) = Λk(σ, v̂), k = p, p+ 1, . . . .

При этом каждая функция Λk(σ, v̂) зависит только от младших членов разложения ϑ1, . . . , ϑk−1,
причем

〈

Λk(σ, v̂)
〉

σ
= 0.

В случае p = 1 имеем

Λ1(σ, v̂) =

∫

[

w1(σ, v̂)−
〈

w1(σ, v̂)
〉

σ

]

dσ +
〈

q1(σ, v̂)
〉

σ
− q1(σ, v̂),

Λ2(σ, v̂) =

∫

[

w2(σ, v̂)−
〈

w2(σ, v̂)
〉

σ
+ ∂vw1(σ, v̂)ϑ1(σ, v̂)−

〈

∂vw1(σ, v̂)ϑ1(σ, v̂)
〉

σ

]

dσ+

+
〈

q2(σ, v̂)
〉

σ
− q2(σ, v̂) +

〈

u1(σ, v̂)ϑ1(σ, v̂)
〉

σ
− u1(σ, v̂)ϑ1(σ, v̂)−

− u′0(v̂)
2

(

ϑ2(σ, v̂)−
〈

ϑ2(σ, v̂)
〉

σ

)

−
〈

w1(σ, v̂)
〉

σ

∫

∂vϑ1(σ, v̂) dσ,

где

qk(σ, v) =

∫

uk(σ, v) dv.

Таким образом, все коэффициенты ϑk определяются однозначно в классе 2π-периодических функ-
ций по σ с нулевым средним 〈ϑk(σ, v̂)〉σ = 0.

Следующий этап состоит в асимптотическом интегрировании уравнения для угла σ. Решение
ищется в виде σ(t) = s(t) + ψ(s(t), v̂(t), t), где

ds

dt
=
〈

∂vQ
(

s+ ψ(s, v̂, t), v̂ + ϑ
(

s+ ψ(s, v̂, t), v̂, t
)

, t
)〉

s
, (15)

а функция ψ(s, v̂, t) удовлетворяет уравнению

(

∂sψ + 1
)

〈

∂vQ
(

s+ ψ(s, v̂, t), v̂ + ϑ
(

s+ ψ(s, v̂, t), v̂, t
)

, t
)〉

s
+ ∂tψ =

= ∂vQ
(

s+ ψ(s, v̂, t), v̂ + ϑ
(

s+ ψ(s, v̂, t), v̂, t
)

, t
)

− ∂v̂ψ
〈

W
(

σ, v̂ + ϑ(σ, v̂, t), t
)

〉

σ
, (16)
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которое дополняется условием 〈ψ(s, v̂, t)〉s = 0. Асимптотическое решение для ψ(s, v̂, t) будем
искать в виде степенного ряда:

ψ(s, v̂, t) =

∞
∑

k=1

t−k/qψk(s, v̂). (17)

Подстановка ряда в (16) и группировка слагаемых при одинаковых степенях t приводит к системе
рекуррентных дифференциальных уравнений:

u0(v̂)∂sψk(s, v̂) = Ωk(s, v̂)−
〈

Ωk(s, v̂)
〉

s
, k = 1, 2, . . . ,

причем каждая функция Ωk(s, v̂) содержит только младшие члены разложения ψ1, . . . , ψk−1. На-
пример, для p = 1 имеем

Ω1(s, v̂) = u1(s, v̂) + u′0(v̂)ϑ1(s, v̂),

Ω2(s, v̂) = u2(s, v̂) + u′0(v̂)
(

ϑ2(s, v̂) + ∂sϑ1(s, v̂)ψ1(s, v̂)
)

+
u′′0(v̂)
2

ϑ21(s, v̂)+

+ ∂vu1(s, v̂)ϑ1(s, v̂) + ∂su1(s, v̂)ψ1(s, v̂)−
− ∂sψ1(s, v̂)

〈

u′0(v̂)ϑ1(s, v̂) + u1(s, v̂)
〉

s
− ∂vψ1(s, v̂)

〈

w1(σ, v̂)
〉

σ
.

Коэффициенты ψk определяются однозначно в классе 2π-периодических функций по s с нулевым
средним 〈ψk(s, v̂)〉s = 0.

На последнем шаге интегрируются усредненные уравнения (12) и (15). Заметим, что свойство
устойчивости тривиального решения в исходной системе дает ценную априорную информацию о
глобальном поведении функции v̂(t) с начальными данными при t = t0 из окрестности нуля. На-
пример, в случае асимптотической устойчивости имеем v(t) → 0 при t > t0 и v(t0) 6 v0. В случае,
когда асимптотической устойчивости нет, v(t) не обязано стремиться к нулю на бесконечности,
но должно оставаться в некоторой окрестности нуля, диаметр которой определяется выбором
начальной точки. Поэтому при интегрировании усредненного уравнения можно использовать
асимптотику функции W (σ, v, t) при v → 0 и t→ ∞:

dv̂

dt
= −γt−p/q

[

v̂ +O(v̂3/2)
][

1 +O(t−1/q)
]

.

Отсюда, в частности, извлекается главный член асимптотики v̂(t) при t→ ∞:

v̂(t) = v0 exp
(

− γ t1−p/q

1− p/q

)

[1 + o(1)] при p < q,

v̂(t) = v0t
−γ [1 + o(1)] при p = q,

v̂(t) = v0[1 + o(1)] при p > q.

Асимптотическое разложение в форме ряда по степеням t с постоянными коэффициентами может
быть построено в частных случаях, например, при p = q, γ ∈ Q. В общем случае, структура
полного асимптотического разложения требует уточнения данных системы.

Усредненное уравнение (15) для угла интегрируется тривиально:

s(t) = σ0 +

∫

〈

∂vQ
(

s+ ψ(s, v̂(t), t), v̂(t) + ϑ
(

s+ ψ(s, v̂(t), t), v̂(t), t
)

, t
)〉

s
dt,

параметр σ0 играет роль константы интегрирования. Асимптотика для s(t) при t → ∞ опреде-
ляется разложением для v̂, ϑ и ψ при t → ∞. Например, при p = q, γ = m/q, m ∈ N имеет место
следующее разложение:

s(t) = σ0 + s−1(v0) log t+ t+
∞
∑

k=1

t1−k/qsk(v0), t→ ∞, sk(v0) = const .

В случае p = q = 1 и γ = 1 имеем s−1 = ω′(0)v0/2.
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Предложение 1. Асимптотическое решение системы (11) при t→ ∞ представимо в виде

v(t) = v̂(t) + ϑ
(

σ(t), v̂(t), t
)

, σ(t) = s(t) + ψ
(

s(t), v̂(t), t
)

,

где v̂(t) и s(t) являются решениями усредненных уравнений (12) и (15) соответственно, а функ-

ции ϑ(σ, v̂, t) и ψ(s, v̂, t), удовлетворяющие уравнениям (13) и (16), имеют вид (14) и (17) с

такими периодическими коэффициентами ϑk(σ, v̂) и ψk(s, v̂), что

〈ϑk(σ, v̂)〉σ = 0, 〈ψk(s, v̂)〉s = 0.

Формулы преобразований зависимых переменных (8) и (10) позволяют восстановить асимпто-
тику решения исходной системы (1). В частности, при p = q, γ = m/q, m ∈ N имеем

x(t; a, ϕ) = at−γ/2
[

cos Φ(t; a, ϕ) +O(t−1/q)
]

, y(t; a, ϕ) = −at−γ/2
[

sinΦ(t; a, ϕ) +O(t−1/q)
]

,

Φ(t; a, ϕ) = ϕ+ c−1(a) log t+ t+

q−1
∑

k=1

tk/qck(a)

при t→ ∞, где a, ϕ— произвольные числовые параметры, ck(a) = const.
Обоснование асимптотик, построенных выше, проводится так же, как в [4].

3. Примеры. Для иллюстрации предложенного метода рассмотрим несколько примеров, ко-
торые либо имеют вид (1), либо сводятся к нему после простейших преобразований.

3.1. Уравнение Пенлеве-I

d2u

dz2
= 6u2 − 6z

при z > 0 с помощью замены переменных τ = 4z5/4/5, u(z) =
√
z q(τ) сводится к системе

dq

dτ
= p,

dp

dτ
= 6q2 − 6− τ−1p+ τ−2 4

25
q, (18)

которая не имеет тривиального решения. В то же время система (18) имеет два частные решения
со степенной асимптотикой на бесконечности:

q∗(τ) = q0 +
∞
∑

k=2

τ−kqk, p∗(τ) =
∞
∑

k=3

τ−kpk, τ → ∞,

q0 = ±1, q2 = − 1

75
, q3 = 0, q4 = ∓ 49

11250
, p3 =

2

75
, p4 = 0, p5 = ± 98

56280
, . . . .

Используя эти решения, выполним в системе (18) замену переменных

q(τ) = q∗(τ) + αx(t), p(τ) = p∗(τ) + y(t), τ = αt, α =
1√
12
.

Для новых функций x(t) и y(t) система

dx

dt
= y,

dy

dt
= xq∗(αt) +

αx2

2
− t−1y + t−2 4

25
x (19)

имеет неподвижную точку (0, 0). При этом для решения q∗(τ) с q0 = 1 эта точка оказывает-
ся неустойчивой, что вытекает из анализа линеаризованной автономной системы. Для другого
частного решения, определяемого выбором q0 = −1, система (19) принимает вид (1), где

H(x, y, t) ≡ y2

2
− q∗(αt)

x2

2
− αx3

6
− t−2 2x

2

25
=
r2

2
+O(r3) +O(t−1)O(r2), r → 0, t→ ∞,

и F (x, y, t) ≡ −t−1y. В этом случае тривиальное решение является асимптотически устойчивым,
функция Ляпунова V (x, y, t) = 2H(x, y, t) + t−1xy обладает оценками (2) с p = q = 1 и γ = 1:

dV

dt

∣

∣

∣

(19)
= −t−1

[

r2 +O(r3)
][

1 +O(t−1)
]

.
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Поэтому для системы (19) с q0 = −1 применима конструкция предыдущего раздела для асимп-
тотики двухпараметрического семейства решений:

x(t; ã, ϕ̃) = ãt−1/2 cos
(

ϕ̃+ c̃(a) log t+ t
)

+O(t−3/2), t→ ∞,

где ã, ϕ̃— произвольные константы, c̃(ã) = const. Отсюда с учетом замены переменных извлека-
ется асимптотика решения уравнения Пенлеве-I:

u(z; a, ϕ) = −
√
z + az−1/8 cos

(

ϕ+ c(a) log z +
8
√
3

5
z5/4

)

+O(z−11/8), z → ∞.

3.2. Уравнение Пенлеве-II

d2u

dz2
= 2u3 − 2zu+

3ν

2
, z > 0, ν = const,

после замены переменных u(z) =
√
zq(τ), τ = 2z3/23 переписывается в виде системы двух диф-

ференциальных уравнений:

dq

dτ
= p,

dp

dτ
= −2q + 2q3 + τ−1(ν − p) + τ−2 q

9
, (20)

которая не имеет неподвижных точек. Вместо них будем рассматривать частные решения систе-
мы (20), определяемые специальной асимптотикой на бесконечности:

q∗(τ) = q0 +

∞
∑

k=1

τ−kqk, p∗(τ) = p0 +

∞
∑

k=1

τ−kpk, τ → ∞,

q0(q
2
0 − 1) = 0, p0 = 0, q1 =

ν

2− 6q20
, p1 = 0, q2 =

q0(1 + 54q21)

9(2− 6q20)
, p2 = −q1, . . . .

На основе этих решений сделаем замену переменных

q(τ) = q∗(τ) + αx(t), p(τ) = p∗(τ) + y(t), τ = αt, α =
1√
2

в системе (20). Тогда преобразованная система

dx

dt
= y,

dy

dt
= −

(

1− 3q2∗(αt)
)

x+
3x2√
2
q∗(αt) +

x3

2
− t−1y + t−2x (21)

для новых неизвестных функций x(t), y(t) будет обладать тривиальным решением x(t) ≡ 0,
y(t) ≡ 0. В случаях, соответствующих q0 = ±1, тривиальное решение оказывается неустойчивым,
что гарантируется анализом линеаризованной системы. Для другого значения q0 = 0 система (21)
принимает вид (1), где

H(x, y, t) ≡ y2

2
+
x2

2

(

1− 3q2∗(αt)
)

− x4

8
− x3√

2
q∗(αt)− t−2x

2

2
, F (x, y, t) ≡ −t−1y,

H(x, y, t) =
r2

2
+O(r4) +O(t−1)O(r2), r → 0, t→ ∞,

и тривиальное решение является асимптотически устойчивым. При этом V (x, y, t) = 2H(x, y, t)+
t−1xy является функцией Ляпунова, обладающей оценками (2) с γ = 1, p = 1 и q = 1. Поэтому
для системы (21) с q0 = 0 можно применить результаты предыдущего раздела. C учетом заме-
ны переменных мы имеем следующую асимптотику двухпараметрического семейства решений
уравнения Пенлеве-II:

u(z; a, ϕ) = az−1/4 cos
(

ϕ+ c(a) log z +
2
√
2

3
z3/2

)

+
3ν

4
z−1 +O(z−7/4), z → ∞,

где a, ϕ— произвольные константы, c(a) = const.
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3.3. Уравнение Пенлеве-III в форме

d2u

dz2
+ sinu+ z−1du

dz
= 0 (22)

эквивалентно системе (1)

dx

dt
= y,

dy

dt
= − sinx− t−1y, (23)

в которой можно выделить гамильтониан H(x, y) ≡ y2/2+ 1− cos x = r2/2 +O(r4) и негамильто-
нову компоненту F (y, t) ≡ −t−1y. Тривиальное решение является асимптотически устойчивым с
функцией Ляпунова V (x, y, t) = 2H(x, y) + t−1xy, обладающей оценками (2) с γ = 1, p = 1, q = 1:

dV

dt
= −t−1(y2 + x sinx)− 2xyt−2 = −t−1

[

r2 +O(r4)
]

+O(t−2)O(r2), r → 0, t→ ∞.

Это позволяет применить к системе (23) результаты предыдущего раздела и построить асимпто-
тику для двухпараметрического семейства решений уравнения (22):

u(z; a, ϕ) = az−1/2 cos
(

ϕ+ c(a) log z + z
)

+O(z−3/2), z → ∞,

где a, ϕ— произвольные константы, c(a) = const.

3.4. Уравнение Пенлеве-IV

d2u

dz2
=

1

2u

(

du

dz

)2

+
3

2
u3 + 4zu2 + 2(z2 − ν1)u+

ν2
u
, νk = const,

будем рассматривать при z > 0. Замена переменных τ = z2, u(z) = z q(τ) приводит к уравнению

d2q

dτ2
− 1

2q

(

dq

dτ

)2

− q

2
− q2 − 3q3

8
= −τ−1

(

ν1q

2

dq

dτ

)

+ τ−2

(

ν2
4q

+
q

8

)

,

которое можно переписать в виде системы двух уравнений первого порядка:

dq

dτ
= pq,

dp

dτ
= q +

1

2
− p2

2
+

3q2

8
− τ−1

(ν1
2

+ p
)

+ τ−2

(

ν2
4q2

+
1

8

)

. (24)

Система (24) имеет частное решение со степенной асимптотикой на бесконечности:

q∗(τ) = −2

3
+ τ−1ν1 +

∞
∑

k=2

τ−kqk, p∗(t) =
(

log q∗(t)
)′
, t→ ∞.

Постоянные коэффициенты qk = const определяются однозначно после подстановки рядов в си-
стему и группировки слагаемых при одинаковых степенях τ . Воспользуемся этим решением для
приведения системы (24) к виду (1). Сделаем замену

q(τ) = q∗(τ) + x(t), p(τ) = p∗(τ) + αy(t), τ = βt, α = −
√
3

2
, β =

√
3

в (24); тогда на новые функции x(t) и y(t) получается система вида (1), в которой

H(x, y, t) ≡
(

4 + 3q∗(βt)
)x2

4
− 3q∗(βt)

y2

4
+
x3

4
− 3xy2

4
+

+
√
3p∗(βt)xy − t−2 ν2

6

[

x

q2∗(βt)
+

1

x+ q∗(βt)
− 1

q∗(βt)

]

,

и F (x, y, t) ≡ −t−1y. Легко проверить, что V (x, y, t) = 2H(x, y, t) + t−1xy является функцией
Ляпунова и обладает оценками (2) с γ = 1, p = 1 и q = 1. Это позволяет применить результаты
предыдущего раздела и построить асимптотику общего решения уравнения Пенлеве-IV:

u(z; a, ϕ) = −2z

3
+ a cos

(

ϕ+ c(a) log z +
z2√
3

)

+ z−1ν1 +O(z−2), z → ∞,

где a, ϕ— произвольные константы, c(a) = const.
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3.5. Более сложным примером является система уравнений главного авторезонанса [5]:

du

dz
= sinφ, u

dφ

dz
= (u2 − ν2z)u+ cosφ, ν = const 6= 0. (25)

Рассматриваемая система возникает при исследовании резонансных явлений в нелинейных ко-
лебательных системах с медленно меняющимся осциллирующим возмущением. Интерес с точки
зрения приложений представляют решения с растущей компонентой u(z) при z → ∞. Частное
решение такого типа определяется степенной асимптотикой с постоянными коэффициентами:

u∗(z) = νz1/2 +

∞
∑

k=2

z−k/2uk, φ∗(z) = π − z−1/2 ν

2
+

∞
∑

k=2

z−k/2φk, z → ∞.

Отметим, что все коэффициенты uk, φk определяются однозначно после подстановки рядов в
систему. Используя это частное решение, сделаем замену переменных

u(z) = u∗(z) +
z−1/4x(t)

α
, φ(z) = φ∗(z) + y(t), t =

4

5
αz5/4, α =

√
2ν

в системе (25). В новых переменных рассматриваемая система может быть записана в виде

dx

dt
= −∂yH(x, y, t),

dy

dt
= ∂xH(x, y, t) + F (x, y, t), (26)

где

H(x, y, t) = cos(y + φ∗)− cosφ∗ + y sinφ∗ + x2
u∗
2ν
z−1/2 +

x3

3α3
z−3/4 − xy

4α
z−5/4 =

=
r2

2
+O(r3) +O(r2)O(t−2/5),

F (x, y, t) =

[

cos(y + φ∗)

αu∗ + xz−1/4
− cosφ∗

αu∗

]

z−1/4 +
y

4α
z−5/4 =

= λt−3/5(1− cos y)− γt−1
[

y +O(r3)
]

+O(t−6/5)O(r2), r → 0, t → ∞,

где λ = 2/(5ν2)3/5 и γ = 1/5. Система (26) имеет неподвижную точку (0, 0), которая является
асимптотически устойчивой. Функция Ляпунова имеет вид

V (x, y, t) = 2H(x, y, t) + t−3/5v3(x, y) + t−1v5(x, y), v3 = 2λ

[

x(1− cos y) +
x3

3

]

, v5 = −γxy

(см. [14]) и обладает оценками (2) с q = p = 5 и γ = 1/q:

dV

dt
= −γt−1

[

r2 +O(r3)
]

+O(t−6/5)O(r2), r → 0, t→ ∞.

Это позволяет применить к (26) результаты предыдущего раздела и построить асимптотику об-
щего решения системы уравнений главного авторезонанса с растущей амплитудой:

u(z; a, ϕ) = νz1/2 +
a√
2ν
z−3/8 cos

(

ϕ+ c−1(a) log z +
4
∑

k=1

c1(a)z
k/4 +

4
√
2ν

5
z5/4

)

+O(z−1/2),

φ(z; a, ϕ) = π + az−1/8 sin

(

ϕ+ c−1(a) log z +

4
∑

k=1

c1(a)z
k/4 +

4
√
2ν

5
z5/4

)

+O(z−1/4)

при z → ∞, где a, ϕ — произвольные константы, ck(a) = const.
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3.6. Система уравнения параметрического авторезонанса [5]:

du

dz
= u sinφ,

dφ

dz
= u− ν21z + ν2 cosφ, νk = const 6= 0, (27)

возникает при исследовании начального этапа резонансного захвата в нелинейных колебательных
системах с медленно меняющейся параметрической накачкой (см. [5]). С резонансом связаны
решения, у которых u(z) → ∞ и φ(z) = O(1) при z → ∞. Система (27) имеет частное резонансное
решение, определяемое асимптотикой

u∗(z) = ν21z + ν2 +

∞
∑

k=1

z−kuk, φ∗(z) = π +

∞
∑

k=1

z−kφk, z → ∞.

Как и выше, будем использовать это решения для преобразования исходной системы (27) к ви-
ду (1). Для этого в системе (27) сделаем замену переменных

u(z) = u∗(z) + ν1z
1/2x(t), φ(z) = φ∗(z) + y(t), t =

2

3
ν1z

3/2.

Для новых неизвестных функций x(t), y(t) получается следующая система:

dx

dt
= −∂yH(x, y, t),

dy

dt
= ∂xH(x, y, t) + F (x, y, t), (28)

где

H(x, y, t) =
x2

2
+ λ2u∗

(

cos(y + φ∗)− cosφ∗ + y sinφ∗
)

t−2/3+

+ λx
(

cos(y + φ∗)− cosφ∗
)

t−1/3 +
xy

3
t−1 =

r2

2
+O(r3) +O(r2)O(t−1/3),

F (x, y, t) = λ(ν2 − 1)
(

cos(y + φ∗)− cosφ∗
)

t−1/3 − y

3
t−1 =

= λ(ν2 − 1)t−1/3(1− cos y)− γt−1
[

y +O(r3)
]

+O(t−4/3)O(r2), r → 0, t→ ∞,

λ = (2/3ν21 )
1/3 и γ = (2ν2 − 1)/3. При ν2 > 1/2 тривиальное решение системы (28) является

асимптотически устойчивым. Более того, функция Ляпунова имеет вид

V (x, y, t) = 2H(x, y, t) +
3
∑

k=1

t−k/3vk(x, y),

v1 = 2λ(ν2 − 1)

[

x(1− cos y) +
x3

3

]

, v2 = −λ2(ν2 − 1)

[

ν2(1− cos y)2 +
x4

2

]

, v3 = −γxy

(см. [11]) и обладает оценками (2) с q = p = 3:

dV

dt
= −γt−1

[

r2 +O(r3)
]

+O(t−4/3)O(r2), r → 0, t→ ∞.

Это дает возможность применить к рассматриваемой системе (28) результаты предыдущего раз-
дела и построить асимптотику для общих резонансных решений системы (27). В частности, при
1/2 < ν2 < 3/2 имеем

u(z; a, ϕ) = ν21z + aν1z
(3−2ν2)/4

{

cos

(

ϕ+ c−1(a) log z + c1(a)z
1/2 + c2(a)z +

2ν1
3
z3/2

)

+ o(1)

}

,

φ(z; a, ϕ) = π + az(1−2ν2)/4

{

sin

(

ϕ+ c−1(a) log z + c1(a)z
1/2 + c2(a)z +

2ν1
3
z3/2

)

+ o(1)

}

при z → ∞, где a, ϕ— произвольные константы, ck(a) = const.
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4. Заключение. В работе предложен метод построения асимптотики двухпараметрического
семейства решений для системы нелинейных уравнений, близких к гамильтоновым, на основе
функции Ляпунова. Ключевым шагом в настоящем подходе является замена переменных, при
которой одну из новых зависимых переменных играет функция Ляпунова для полной системы, а
в качестве другой зависимой переменной используется угол предельной гамильтоновой системы.
Этот шаг существенно упрощает асимптотическое интегрирование системы методом усреднения,
поскольку моментально выписывается усредненное уравнение для переменной функции Ляпуно-
ва, которая по сути определяет конструкцию всего асимптотического разложения.

Предлагаемый метод был применен для различных дифференциальных уравнений второго
порядка, которые несложным образом сводятся к системам, близким к гамильтоновым, и для
которых строятся функции Ляпунова. По большей части рассмотренные примеры носят иллю-
стративный характер. В частности, асимптотика решений уравнений Пенлеве извлекается более
сложным способом из свойств интегрируемости уравнений (см. [3]) и считается известной. Асимп-
тотика для моделей авторезонанса согласуется с [5].
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ОБ ОСНОВНЫХ СОСТОЯНИЯХ И РЕШЕНИЯХ

С КОМПАКТНЫМИ НОСИТЕЛЯМИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ С НЕЛИПШИЦЕВЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ
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Аннотация. В ограниченной области Ω ⊂ R
N рассматривается краевая задача Дирихле для

эллиптического уравнения с нелипшицевой нелинейностью вида

∆u = λu− |u|
α−1

u, λ ∈ R, 0 < α < 1.

Исследуется вопрос существования решения типа основного состояния с компактным носителем.

Ключевые слова: эллиптическое уравнение, решение с компактным носителем, нелипшицева
нелинейность.

ON GROUND STATES AND COMPACTLY SUPPORTED SOLUTIONS

OF ELLIPTIC EQUATIONS WITH NON-LIPSCHITZ NONLINEARITIES

c© 2019 E. E. KHOLODNOV

Abstract. In a bounded domain Ω ⊂ R
N , we consider the Dirichlet boundary-value problem for an

elliptic equation with a non-Lipschitz nonlinearity of the form

∆u = λu− |u|
α−1

u, λ ∈ R, 0 < α < 1.

The problem of the existence of a solution of the ground-state-type with compact support is examined.

Keywords and phrases: elliptic equation, solution with compact support, non-Lipschitz nonlinearity.

AMS Subject Classification: 35B44, 35B32, 35K59, 35J60, 35J70

Введение. Рассматривается следующая краевая задача:

−∆u = λu− |u|α−1u, x ∈ Ω, u
∣

∣

∂Ω
= 0, (1)

где λ ∈ R, Ω— некоторая область в R
N , N > 1 с гладкой границей ∂ Ω. Предполагается, что

0 < α < 1, т.е. нелинейность в правой части является нелипшицевой. Известно, что уравнения с
нелипшицевой нелинейностью могут обладать решениями с компактным носителем, т.е. слабыми
решениями (1), удовлетворяющими дополнительному условию

∂u

∂n

∣

∣

∣

∂Ω
= 0. (2)

Слабое решение uλ называется основным состоянием, если неравенство Eλ(uλ) 6 Eλ(w) выпол-
няется для всех слабых решений w задачи (1), где Eλ(·)— энергетический функционал, соответ-
ствующий (1).

Известно, что некоторые типы уравнений с нелипшицевыми нелинейностями (см. [2–5]) обла-
дают основными состояниями с компактными носителями. Из результатов [6,7] следует, что при
определённых значениях λ задача (1) имеет решение с компактным носителем, тогда как в [1]

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2019
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показано, что (1) обладает решениями типа основного состояния при всех λ > λ1(Ω), где λ1(Ω)—
минимальное собственное значение оператора −∆ с граничными условиями Дирихле. Возника-
ет вопрос, может ли задача (1) иметь основные состояния, которые обладали бы компактными
носителями.

В представленной заметке дан следующий ответ на это вопрос.

Теорема 1. Пусть 0 < α < 1, Ω— односвязная открытая область в R
N , N > 1, с гладкой

границей ∂Ω. Тогда найдётся такое λ∗ > λ1(Ω), что при всех λ ∈ (λ1(Ω), λ
∗) основное состояние

uλ задачи (1) не является решением с компактным носителем.

1. Предварительные сведения. В дальнейшем W := W 1,2
0 (Ω) обозначает соболевское про-

странство, которое задаётся пополнением C∞
0 (Ω) по норме

‖u‖1 =





∫

Ω

|∇u|2dx





1/2

.

Задача (1) имеет вариационную форму с функционалом энергии следующего вида:

Eλ(u) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx− λ

2

∫

Ω

|u|2dx+
1

1 + α

∫

Ω

|u|1+αdx, u ∈ W. (3)

Слабые решения uλ задачи (1) определяются как критические точки этого функционала:

DuEλ(uλ)(φ) = 0 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), (4)

где DuEλ(uλ)— производная по Фреше.
Известно (см. [1]), что в условиях теоремы 1 задача (1) имеет слабое неотрицательное решение

тогда и только тогда, когда λ > λ1(Ω). Кроме этого, при всех λ > λ1(Ω) существует основное
состояние uλ, которое может быть найдено посредством решения следующей минимизационной
задачи:

Êλ(Ω) = inf







Eλ(r
∗(w)w) :

∫

Ω

|∇w|2 dx− λ

∫

Ω

|w|2dx < 0







, (5)

где

Eλ(r
∗(w)w) =

1− α

2(1 + α)

























∫

Ω

|w|1+α dx





2

1−α



−
∫

Ω

|∇w|2 dx+ λ

∫

Ω

|w|2 dx





1+α
1−α





















,

r∗(w) :=













∫

Ω

|w|1+α dx

−
∫

Ω

|∇w|2dx+ λ

∫

Ω

|w|2 dx













1

1−α

,

так что uλ = r∗(wλ)wλ, где wλ — решение задачи (5).
В [3] доказана следующая лемма.

Лемма 1. Отображение λ 7→ Eλ(uλ) является дифференцируемой функцией аргумента λ ∈
(λ1(Ω),+∞). Кроме того,

d

dλ
Eλ(uλ) = −1

2

∫

Ω

|uλ|2dx. (6)

Лемма 2. Eλ(uλ) → +∞ при λ ↓ λ1(Ω).
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Доказательство. Возьмём λ = λ1(Ω)+ε; тогда (см. [1]) существует решение wλ минимизационной
задачи (5). Так как в (5) функционалы однородны, то можно положить ‖wλ‖1 = 1. Поскольку

∫

Ω

∣

∣∇wλ

∣

∣

2
dx− λ

∫

Ω

|wλ|2dx < 0 (7)

и ‖wλ‖1 = 1, получаем

∫

Ω

∣

∣wλ

∣

∣

2
dx >

1

λ
>

1

λ1(Ω)
. Покажем, что

∫

Ω

∣

∣wλ

∣

∣

1+α
dx > M > 0, (8)

где M не зависит от λ. Предположим противное, что

∫

Ω

|wλn
|1+α dx → 0 при n → +∞ для некото-

рой последовательности λn = λ1(Ω)+εn, где εn → 0. Из условия ‖wλn
‖1 = 1 по теореме вложения

Соболева найдётся такая подпоследовательность (которую мы снова обозначаем λn), что wλn
→ w

сильно в Lγ(Ω), где γ ∈ (1, 2∗). Заметим, что из (7) вытекает, что w 6= 0. Следовательно,
∫

Ω

∣

∣wλn

∣

∣

1+α
dx →

∫

Ω

∣

∣wλ

∣

∣

1+α
dx 6= 0 при n → +∞;

получили противоречие.
Оценим

Eλn

(

r∗(wλn
)wλn

)

=

=
1− α

2(1 + α)

























∫

Ω

|wλn
|1+α dx





2

1−α



−
∫

Ω

|∇wλn
|2dx+

(

λ1(Ω) + εn
)

∫

Ω

|wλn
|2dx





1+α
1−α





















>

>

(

1

εn

)
1+α
1−α

· 1− α

2(1 + α)
·

























∫

Ω

|wλn
|1+αdx





2

1−α





∫

Ω

|wλn
|2dx





1+α
1−α





















.

По теореме вложения Соболева получаем

∫

Ω

|wλn
|2dx < M1.Отсюда и из (8) получаем, что при

n → +∞

Eλn
(r∗(wλn

)wλn
) >

(

1

εn

)
1+α
1−α

· 1− α

2(1 + α)
·

























∫

Ω

|wλn
|1+αdx





2

1−α





∫

Ω

|wλn
|2dx





1+α
1−α





















→ +∞.

Учитывая теперь, что по лемме 1 функция Eλ(uλ) является непрерывной, получаем требуемое:
Eλ(uλ) → +∞ при λ → λ1(Ω). �
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2. Доказательство теоремы. Рассмотрим краевую задачу

−∆u = u− |u|α−1u, x ∈ BR, u
∣

∣

∂BR
= 0, (9)

где 0 < α < 1, BR =
{

x ∈ R
N : |x| 6 R

}

. Известно (см. [6,8]), что существует такой радиус Rc, что

задача (9) имеет единственное положительное решение uc ∈ C1(BRc) с компактным носителем,
совпадающим с BRc . При этом оно является радиально-симметричным. Легко видеть, что

vλc (x) =
uc(x

√
λ)

λ
1

1−α

(10)

является единственным решением с компактным носителем следующей задачи:

−∆vλc = λvλc − |vλc |α−1vλc , x ∈ BRc
λ
, vλc

∣

∣

∂BRλ

= 0, (11)

где Rλ = Rc/
√
λ.

Заметим, если Bx0

Rλ
:=

{

y ∈ R
N : |x0 − y| 6 Rλ

}

⊂ Ω при некотором x0 ∈ Ω, то по определению
основного состояния имеем

Eλ(v
λ
c ) > Eλ(uλ). (12)

Обозначим через Rm > 0 максимальный радиус такого шара, что Bx0

Rm ⊂ Ω при некотором

x0 ∈ Ω. Без ограничения общности можем считать, что x0 совпадает с началом координат в R
N .

Тогда носитель supp(vλc ) := BRλ
лежит в области Ω при выполнении условия Rλ 6 Rm, где

λ = (Rc/Rλ)
2. При этом при всех λ < λ∗ := (Rc/Rm) не существует решений задачи (1) с ком-

пактным носителем, носители которых содержались бы в Ω.
Поскольку vλc имеет компактный носитель, то его продолжение на Ω (для которого мы сохра-

няем обозначение vλc )

vλc (x) =

{

vλc (x) при x ∈ BRλ
,

0 при x ∈ Ω/BRλ
,

(13)

принадлежит C1(RN ).
Заметим, что с ростом λ носитель функции vλc уменьшается. Отсюда, учитывая вложение

BRc ⊂ Ω, заключаем, что vλc удовлетворяет задаче (1) при всех λ > λ∗, тогда как при λ < λ∗

носитель vλc не лежит в Ω и, следовательно, vλc не является решением задачи (1). Отсюда, в
силу (12), имеем

Eλ(uλ) 6 Eλ(v
λ
c ) при всех λ > λ∗. (14)

Отметим, что

Eλ(v
λ
c ) = λ1−N

2
+ 2

α−1





1

2

∫

RN

|∇uc|2 dy −
1

2

∫

RN

|uc|2dy +
1

1 + α

∫

RN

|uc|1+α dy



 = λ1−N
2
+ 2

α−1E1(uc),

где

E1(uc) =
1

2

∫

RN

|∇uc|2 dy −
1

2

∫

RN

|uc|2dy + +
1

1 + α

∫

RN

|uc|1+αdy. (15)

Заметим, что uc принадлежит многообразию Нехари, т.е. выполняется следующее равенство:
∫

RN

|∇uc|2dy −
∫

RN

|uc|2dy +
∫

RN

|uc|1+αdy = 0. (16)

Отсюда, подставляя

−
∫

RN

|uc|1+αdy =

∫

RN

|∇uc|2dy −
∫

RN

|uc|2dy (17)

в функционал E1(uc), получаем

E1(uc) = −1

2

∫

RN

|uc|1+αdy +
1

α+ 1

∫

RN

|uc|1+αdy =
1− α

1 + α

∫

RN

|uc|1+αdy > 0. (18)
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Тогда
∂

∂λ
Eλ(v

λ
c ) =

(

1− N

2
+

2

α− 1

)

λ−N
2
+ 2

α−1E1(uc) < 0, (19)

для всех λ > 0, поскольку 0 < α < 1. Следовательно, Eλ(v
λ
c ) является монотонно убывающей

функцией по λ и при этом
lim
λ→0

Eλ(v
λ
c ) = +∞. (20)

В то же время из (6) вытекает, что Eλ(uλ) является монотонно убывающей функцией по λ.
Поэтому, учитывая лемму 2 и (14), заключаем, что функции Eλ(v

λ
c ) и Eλ(uλ) имеют единственную

точку пересечения при некотором значении λp ∈ (λ1(Ω),+∞), для которой

Eλp
(v

λp
c ) = Eλp

(uλp
),

Eλ(v
λ
c ) < Eλ(uλ), λ ∈ (λ1, λp),

Eλ(v
λ
c ) > Eλ(uλ), λ ∈ (λp,+∞).

Отсюда получаем, что vλc не может быть решением задачи (1) при λ ∈ (λ1, λp). С другой стороны,

vλc удовлетворяет задаче (1) при λ ∈ (λ∗,+∞), так как в этом случае supp(vλc ) ⊂ Ω. Следовательно,
λp 6 λ∗. Таким образом мы получили, что задача (1) не может иметь основные состояния с
компактным носителем при λ ∈ (λ1(Ω), λ

∗). Теорема доказана.
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МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ

ЛИНЕЙНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ,

ЗАВИСЯЩИХ ОТ МАЛОГО ПАРАМЕТРА

c© 2019 г. М. Г. ЮМАГУЛОВ, Л. С. ИБРАГИМОВА, А. С. БЕЛОВА

Аннотация. Рассматриваются системы линейных дифференциальных уравнений с периодиче-
скими коэффициентами, зависящие от малого параметра. Предлагаются новые подходы в задаче
построения матрицы монодромии, приводящие к новым эффективным формулам для вычисления
мультипликаторов изучаемой системы. Рассматривается ряд приложений в задачах теории воз-
мущений линейных операторов, в задаче исследования устойчивости линейных дифференциаль-
ных уравнений с периодическими коэффициентами, в задаче построения областей устойчивости
линейных динамических систем и др.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, периодическая система, гамильтонова систе-
ма, матрица монодромии, мультипликатор, устойчивость, малый параметр.
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OF LINEAR PERIODIC SYSTEMS

DEPENDING ON A SMALL PARAMETER

c© 2019 M. G. YUMAGULOV, L. S. IBRAGIMOVA, A. S. BELOVA

Abstract. In this paper, we consider systems of linear differential equations with periodic coefficients
depending on a small parameter. We propose new approaches to the problem of constructing a
monodromy matrix that lead to new effective formulas for calculating multipliers of the system studies.

We present a number of applications in problems of the perturbation theory of linear operators,
in the analysis of stability of linear differential equations with periodic coefficients, in the problem of
constructing the stability domains of linear dynamical systems, etc.

Keywords and phrases: differential equation, periodic system, Hamiltonian system, monodromy
matrix, multiplier, stability, small parameter.

AMS Subject Classification: 34D20

1. Введение и постановка задачи. Многие теоретические и практические задачи приво-
дят к необходимости исследования линейной системы, зависящей от скалярного или векторного
параметра ε:

dx

dt
=

[

A0 + S(t, ε)
]

x, x ∈ R
N , (1.1)

в которой A0 — вещественная постоянная квадратная матрица, а S(t, ε) — вещественная T -пери-
одическая по t матрица (т.е. S(t+ T, ε) ≡ S(t, ε)), удовлетворяющая условию

S(t, 0) ≡ 0. (1.2)

При рассмотрении таких систем особенно важными являются задачи анализа их устойчивости
и, в частности, задача определения областей устойчивости в пространстве параметров системы,
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задачи изучения порядка роста или убывания решений и т. п. Изучению таких задач посвя-
щена обширная литература, предложен ряд эффективных методов исследования как в общей
постановке, так и направленных на изучение различных вариантов систем вида (1.1) (см., напри-
мер, [5, 7, 8, 11] и имеющуюся там библиографию).

Анализ невозмущенной системы

dx

dt
= A0x, x ∈ R

N , (1.3)

т.е. системы (1.1) при ε = 0, относительно прост. Эта простота связана с существованием явных
формул для фундаментальной системы решений и, следовательно, явных формул для общего
решения автономной системы (1.3) типа x(t) = eA0tx0. К сожалению, для возмущенной систе-
мы (1.1) в общем случае (при N > 2) в силу ее неавтономности не существует такого рода явных
формул, что существенно усложняет анализ системы.

В литературе предложен ряд методов исследования систем вида (1.1), приводящих к тем или
иным формулам для приближенного представления их общего решения, для анализа устойчи-
вости системы, для изучения свойств решений и пр. Классической здесь является теория Флоке
(см., например, [5, 11]), позволяющая переходить от линейных уравнений с периодическими ко-
эффициентами к линейным уравнениям с постоянными коэффициентами. Однако использование
этой теории предполагает знание фундаментальной системы решений уравнения с периодически-
ми коэффициентами, что возможно лишь в простейших случаях. Поэтому теория Флоке, имея
важное теоретическое значение, с практической точки зрения далеко не всегда эффективна. В ря-
де работ (см., например, [5,8,11]) были предложены методы приближенного исследования систем
вида (1.1) для ряда важных случаев, в частности, для случая, когда элементы матрицы S(t, ε)
представляет собой конечные суммы экспоненциальных слагаемых. В [7] был предложен метод,
позволяющий пошагово (по степеням малого параметра ε) преобразовывать коэффициенты пе-
риодической матрицы S(t, ε) в коэффициенты специально конструируемой постоянной матрицы.
Исследование различных задач, связанных с рассмотрением систем вида (1.1), активно продол-
жается в различных направлениях (см., например, [1, 6, 13, 15]).

В настоящей работе предлагаются новые подходы в задаче приближенного построения фунда-
ментальной матрицы решений системы (1.1) и новые формулы для приближенного вычисления
ее мультипликаторов. Рассматривается ряд приложений.

2. Вычисление фундаментальной матрицы решений. Будем предполагать, что матрица
S(t, ε) непрерывно дифференцируема по ε до порядка k (k > 1) включительно. Для простоты
будем считать, что малый параметр ε является скалярным.

Обозначим через U = X(t, ε) решение следующей матричной задачи Коши:

U ′ =
[

A0 + S(t, ε)
]

U, U(0) = I, (2.1)

где I — единичная матрица. Матрица X(t, ε) является фундаментальной матрицей решений

(ФМР) системы (1.1), а матрица V (ε) = X(T, ε) — ее матрицей монодромии. Собственные
значения матрицы V (ε) называются мультипликаторами системы (1.1). Очевидны равенства
X(t, 0) = eA0t и V (0) = eA0T .

Приведем схему получения формул для приближенного вычисления ФМР системы (1.1). Стро-
ить ФМР будем в виде разложения по степеням малого параметра ε:

X(t, ε) = X0(t) + εX1(t) + ε2
X2(t)

2!
+ . . .+ εk

Xk(t)

k!
+ Ψ(t, ε), (2.2)

где X0(t) = eA0t, а матрицы X1(t),X2(t), . . . ,Xk(t) требуют определения; здесь Ψ(t, ε)— непре-
рывная по t и непрерывно дифференцируемая по ε матрица, удовлетворяющая условию:

∥

∥Ψ(t, ε)
∥

∥ = O
(

|ε|k+1
)

при ε→ 0.

Для простоты введем обозначения

Sj(t) = S(j)
ε (t, 0), j = 1, 2, . . . k, (2.3)

т.е. Sj(t)— это производная j-го порядка матрицы S(t, ε) по ε при ε = 0.
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Теорема 2.1. ФМР системы (1.1) представима в виде равенства (2.2), в котором

X0(t) = eA0t, X1(t) = eA0t

t
∫

0

e−A0τS1(τ)e
A0τdτ, (2.4)

а матрицы X2(t), . . . ,Xk(t) определяются рекуррентной формулой

Xm(t) = eA0t

t
∫

0

e−A0τ
m−1
∑

j=0

(

Cj
mSm−j(τ)Xj(τ)

)

dτ, m = 2, . . . , k; Cj
m =

m!

(m− j)!j!
. (2.5)

В частности, матрица X2(t) определяется формулой

X2(t) = eA0t

t
∫

0

e−A0τ
(

S2(τ)e
−A0τ + 2S1(τ)X1(τ)

)

dτ. (2.6)

Доказательство этого и других основных утверждений работы приводится ниже в п. 4.
Следствием теоремы 2.1 является следующее утверждение.

Теорема 2.2. Матрица монодромии V (ε) системы (1.1) представима в виде равенства

V (ε) = V0 + εV1 + ε2
V2
2!

+ . . . + εk
Vk
k!

+ Ṽ (ε), (2.7)

в котором

V0 = eA0T , V1 = eA0T

T
∫

0

e−A0τS1(τ)e
A0τdτ, (2.8)

матрицы V2, . . . , Vk определяются рекуррентной формулой

Vm = eA0T

T
∫

0

e−A0τ
m−1
∑

j=0

(

Cj
mSm−j(τ)Xj(τ)

)

dτ, m = 2, . . . , k,

а Ṽ (ε) — непрерывно дифференцируемая по ε матрица, удовлетворяющая следующему условию:

‖Ṽ (ε)‖ = O
(

|ε|k+1
)

при ε→ 0.

В частности, матрица V2 определяется формулой

V2 = eA0T

T
∫

0

e−A0τ
(

S2(τ)e
A0τ + 2S1(τ)X1(τ)

)

dτ.

3. Приложения. В этом разделе приводятся некоторые приложения теорем 2.1 и 2.2.

3.1. Формулы теории возмущений линейных операторов. В качестве первого приложения рас-
смотрим задачу о построении мультипликаторов системы (1.1) в следующих случаях, важных с
точки зрения приложений:

1◦ матрица A0 имеет простое собственное значение 0;
2◦ матрица A0 имеет пару простых собственных значений ±ω0i, где ω0 > 0, причем ω0T 6= πk

при целых k;
3◦ матрица A0 имеет пару простых собственных значений ±ω0i, где ω0 > 0, причем ω0T = πk0

при некотором целом k0.

Во всех этих случаях предполагается, что других собственных значений с нулевой веществен-
ной частью матрица A0 не имеет.

Случай 1◦. В этом случае матрица монодромии V0 = eA0T невозмущенной системы (1.3) имеет
простое собственное значение 1. Из теории возмущения линейных операторов (см. [3]) следует, что
матрица монодромии V (ε) возмущенной системы (1.1) при каждом малом |ε| имеет единственное
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простое собственное значение µ(ε), для которого µ(0) = 1, и функция µ(ε) является Ck-гладкой.
Рассмотрим вопрос о приближенном построении функции µ(ε).

С этой целью обозначим через e и g∗ собственные векторы матриц A0 и A∗
0 (здесь и ниже через

B∗ обозначается транспонированная матрица), отвечающие их нулевому собственному значению.

Теорема 3.1. Векторы e и g∗ можно нормировать в соответствии с равенствами

‖e‖ = 1, (e, g∗) = 1. (3.1)

Ясно, что существует в точности два варианта указанной нормировки векторов e и g∗, отли-
чающиеся лишь знаками.

Теорема 3.2. Функция µ(ε) при малых |ε| представима в виде

µ(ε) = 1 + εµ1 +O(ε2), (3.2)

где

µ1 =

T
∫

0

(S1(t)e, g
∗)dt; (3.3)

здесь S1(t)— первая из матриц (2.3).

Случай 2◦. В этом случае матрица монодромии V0 = eA0T невозмущенной системы (1.3) имеет
пару простых комплексно сопряженных собственных значений e±ω0T i (e±ω0T i 6= ±1). Из теории
возмущения линейных операторов (см. [3]) следует, что матрица монодромии V (ε) возмущенной
системы (1.1) при каждом малом |ε| имеет единственное простое собственное значение µ(ε), для
которого µ(0) = µ0 = eω0T i, и функция µ(ε) является Ck-гладкой. Рассмотрим вопрос о прибли-
женном построении функции µ(ε).

Так как матрица A0 имеет пару простых чисто мнимых собственных значений ±ω0i (ω0 > 0),
то найдутся такие ненулевые векторы e, g, e∗, g∗ ∈ R

N , что выполняются равенства

A0(e+ ig) = iω0(e+ ig), A∗
0(e

∗ + ig∗) = −iω0(e
∗ + ig∗). (3.4)

Векторы e и g (векторы e∗ и g∗) линейно независимы; при этом они определяются неоднозначно.
Здесь нас интересует следующая нормировка этих векторов.

Теорема 3.3. Векторы e, g, e∗, g∗ можно нормировать в соответствии с равенствами

(e, e∗) = (g, g∗) = 1, (e, g∗) = (g, e∗) = 0. (3.5)

Будем считать, что указанная нормировка для векторов e, g, e∗, g∗ выполнена.

Теорема 3.4. Функция µ(ε) при малых |ε| представима в виде

µ(ε) = µ0 + εµ1 +O(ε2), (3.6)

где µ0 = eω0T i,

µ1 =
µ0
2
(γ1 + iγ2);

здесь

γ1 =

T
∫

0

[

(

S1(t)e, e
∗)+

(

S1(t)g, g
∗)
]

dt, γ2 =

T
∫

0

[

(

S1(t)g, e
∗)−

(

S1(t)e, g
∗)
]

dt,

а S1(t)— первая из матриц (2.3).

Случай 3◦. В этом случае матрица монодромии V0 = eA0T невозмущенной системы (1.3) имеет
полупростое собственное значение µ0 кратности 2, где µ0 = 1, если k0 четно, или µ0 = −1,
если k0 нечетно. Из теории возмущения линейных операторов (см. [3]) следует, что матрица
монодромии V (ε) возмущенной системы (1.1) при каждом малом |ε| имеет пару собственных
значений µ1(ε) и µ2(ε), для которых µ1(0) = µ2(0) = µ0 и функции µ1(ε) и µ2(ε) являются Ck-
гладкими. Рассмотрим вопрос о приближенном построении этих функций.
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Так как матрица A0 имеет пару простых чисто мнимых собственных значений ±ω0i (ω0 > 0),
то найдутся такие ненулевые векторы e, g, e∗, g∗ ∈ R

N , что выполняются равенства (2.8). Здесь
также будем считать выполненными равенства (3.5).

Ниже используется следующее утверждение (см., например, [14]).

Теорема 3.5. Функции µ1(ε) и µ2(ε) при малых |ε| представимы в виде

µ1(ε) = µ0 + µ1ε+ o(ε), µ2(ε) = µ0 + µ2ε+ o(ε), (3.7)

где µ1 и µ2 — собственные значения матрицы

B =

[

(V1e, e
∗) (V1g, e

∗)
(V1e, g

∗) (V1g, g
∗)

]

; (3.8)

здесь V1 — матрица, определенная вторым из равенств (2.8).

Элементы матрицы (3.8) могут быть вычислены с использованием формул (2.8) и (3.4). В
результате получим равенства

(V1e, e
∗) = µ0

T
∫

0

{

cos2(ω0t)
(

S1(t)e, e
∗)+ sin2(ω0t)

(

S1(t)g, g
∗)−

− 1

2
sin(2ω0t)

[

(

S1(t)e, g
∗)+

(

S1(t)g, e
∗)
]

}

dt, (3.9)

(V1g, e
∗) = µ0

T
∫

0

{

cos2(ω0t)
(

S1(t)g, e
∗)− sin2(ω0t)

(

S1(t)e, g
∗)+

+
1

2
sin(2ω0t)

[

(

S1(t)e, e
∗)+

(

S1(t)g, g
∗)
]

}

dt, (3.10)

(V1e, g
∗) = µ0

T
∫

0

{

cos2(ω0t)
(

S1(t)e, g
∗)− sin2(ω0t)

(

S1(t)g, e
∗)+

+
1

2
sin(2ω0t)

[

(

S1(t)e, e
∗)−

(

S1(t)g, g
∗)
]

}

dt, (3.11)

(V1g, g
∗) = µ0

T
∫

0

{

cos2(ω0t)
(

S1(t)g, g
∗)+ sin2(ω0t)

(

S1(t)e, e
∗)+

+
1

2
sin(2ω0t)

[

(

S1(t)e, g
∗)−

(

S1(t)g, e
∗)
]

}

dt. (3.12)

3.2. Устойчивость линейных периодических систем. В качестве второго приложения рассмот-
рим вопрос об устойчивости линейной системы (1.1) при малых |ε|.

Этот вопрос решается относительно просто в следующих двух случаях (см., например, [7,11]).
Первым является случай, когда все собственные значения матрицы A0 имеют отрицательные
вещественные части; тогда при всех малых |ε| нулевое решение системы (1.1) является асимп-
тотически устойчивым. Вторым является случай, когда хотя бы одно собственное значение мат-
рицы A0 имеет положительную вещественную часть; тогда при всех малых |ε| нулевое решение
системы (1.1) является неустойчивым.
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Устойчивость решений в критических случаях. Критическим и существенно более сложным яв-
ляется случай, когда матрица A0 имеет одно или несколько собственных значений с нулевой ве-
щественной частью, при этом она не имеет собственных значений с положительной вещественной
частью. Рассмотрим три основных варианта критического случая, а именно, указанные в преды-
дущем пункте случаи 1◦–3◦. При этом будем предполагать, что остальные собственные значения
матрицы A0 имеют отрицательные вещественные части.

Рассмотрим сначала случай 1◦, т.е. пусть матрица A0 имеет простое собственное значение 0.
Из теоремы 3.2 следует, что верно следующее утверждение.

Теорема 3.6. При всех малых |ε|, удовлетворяющих условию εµ1 < 0 (εµ1 > 0) решение x = 0
уравнения (1.1) является асимптотически устойчивым (неустойчивым).

Рассмотрим теперь случай 2◦, т.е. пусть матрица A0 имеет пару простых собственных значе-
ний ±ω0i, где ω0 > 0, причем ω0T 6= πk при целых k. Из теоремы 3.4 следует, что верно следующее
утверждение.

Теорема 3.7. При всех малых |ε|, удовлетворяющих условию εγ1 < 0 (εγ1 > 0) решение x = 0
уравнения (1.1) является асимптотически устойчивым (неустойчивым).

В случае 3◦ вопрос об устойчивости системы (1.1) сводится к вопросу нахождения собственных
значений матрицы (3.8) и анализу формул (3.7) при малых |ε|. Ограничимся здесь примером.

Пример. Рассмотрим (см., например, [11]) систему

x′ = (A0 + εA1(t))x, x ∈ R
3, (3.13)

где ε— малый параметр,

A0 =





−1 1 0
0 0 1
0 −1 0



 , A1(t) =





0 0 0
0 0 0

− cos t −1 −1



 .

Собственные значения матрицы A0 — это числа λ1,2 = ±i и λ3 = −1. Изучим вопрос об устойчи-
вости решения x = 0 системы (3.13) при малых ε.

Так как матрица A0 имеет пару простых собственных значений λ1,2 = ±i и период T правой
части системы (3.13) равен T = 2π, то в рассматриваемом примере выполнены условия случая 3◦

при k0 = 2.
Для изучения устойчивости системы (3.13) построим матрицу (3.8), элементы которой вычис-

лим с помощью формул (3.9)–(3.12). С этой целью найдем собственные векторы e, g и e∗, g∗

матриц A0 и A∗
0, отвечающие собственным значениям i и −i соответственно и удовлетворяющие

соотношениям (3.5):

e =





1
2
0



 , g =





−1
0
2



 , e∗ =





0
1/2
0



 , g∗ =





0
0
1/2



 .

В результате несложных вычислений получим, что матрица (3.8) здесь имеет вид

B = π

[

−1 1
−1 −1

]

.

Тогда из теоремы 3.5 и формул (3.7) получим, что система (3.13) имеет пару мультипликаторов,
представимых в виде µ1,2(ε) = 1−πε±πiε+ o(ε). Третий мультипликатор, очевидно, представим
в виде µ3(ε) = e−2π + O(ε). Отсюда следует, что при малых ε > 0 решение x = 0 системы (3.13)
асимптотически устойчиво, а при малых ε < 0— неустойчиво.

Устойчивость линейных гамильтоновых систем. Рассмотрим случай, когда система (1.1) яв-
ляется гамильтоновой, а именно, рассмотрим линейную систему

dx

dt
=

[

A0 + S(t, ε)
]

x, x ∈ R
2N , (3.14)
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в тех же предположениях, что и для исходной системы (1.1), и дополнительно предполагая, что
система (3.14) является гамильтоновой (см., например, [11]). Тогда произведение ее мультиплика-
торов равно 1, а отображение Пуанкаре U(T ) указанной системы за время T сохраняет фазовый
объем.

Так как система (3.14) является частным случаем системы (1.1), то проведенные выше постро-
ения и полученные результаты остаются справедливыми и для системы (3.14). Однако, систе-
ма (3.14) имеет свою специфику, содержащуюся, в частности, в следующих свойствах линейных
гамильтоновых систем с периодическими коэффициентами (см., например, [11]):

(i) если система (3.14) имеет мультипликатор µ1, то число µ2 = 1/µ1 также является ее муль-
типликатором той же кратности;

(ii) если система (3.14) имеет мультипликатор µ = 1 или µ = −1, то его кратность четна;
(iii) система (3.14) устойчива по Ляпунову если и только если все ее мультипликаторы µ удовле-

творяют равенству |µ| = 1 и являются полупростыми.

Так как мультипликаторы µ невозмущенной системы x′ = A0x связаны с собственными значе-
ниями λ матрицы A0 равенством µ = eλT , то система (3.14) может быть устойчивой по Ляпунову
при малых |ε|, если и только если все собственные значения матрицы A0 имеют нулевые веще-
ственные части.

Обсудим условия устойчивости гамильтоновой системы (3.14) в ситуациях, аналогичных случа-
ям 1◦–3◦, указанным в предыдущем пункте. Сначала отметим, что случай 1◦ для гамильтоновой
системы (3.14) выполняться не может, так как для нее матрица A0 не может иметь простого
собственного значения 0.

Рассмотрим аналог случая 2◦, предположив, что у матрицы A0 все собственные значения яв-
ляются простыми и чисто мнимыми вида ±ω0i, где ω0 > 0, причем ω0T 6= πk при целых k. Пусть
при этом выполнено следующее условие:

(a) для любых двух различных пар собственных значений ±ω1i и ±ω2i при целых k выполнено
соотношение ω1 − ω2 6= 2πk/T .

В этом случае при всех малых |ε| система (3.14) устойчива по Ляпунову (но не асимптотически).
Рассмотрим теперь аналог случая 3◦. Пусть матрица A0 имеет в точности одну пару простых

собственных значений ±ω0i, у которых ω0 > 0 и ω0T = πk0 при некотором целом k0. Пусть
все остальные собственные значения матрицы A0 являются простыми (естественно, имея нуле-
вые вещественные части) и пусть для них выполнено условие (a). В указанных условиях можно
построить определенную равенством (3.8) матрицу B. Верно следующее утверждение.

Теорема 3.8. Если detB < 0, то при всех малых |ε| система (3.14) неустойчива, а если

detB > 0, то она устойчива (но не асимптотически).

Справедливость этой теоремы следует из того факта, что в ее условиях (как это несложно по-
казать, например, с использованием равенств (3.9)–(3.12)) собственные значения µ1 и µ2 матрицы
B являются решениями уравнения

λ2 + detB = 0.

3.3. Построение границ областей устойчивости динамических систем. В качестве третьего
приложения рассмотрим задачу о построении границы области устойчивости линейной системы

x′ =
[

A0 + S(t, α, β)
]

x, x ∈ R
N , (3.15)

содержащей два скалярных параметра α и β. Такие задачи возникают во многих теоретических
и практических вопросах теории дифференциальных уравнений и ее приложений (см., например,
[2, 10, 12]).

Будем предполагать, что матрица S(t, α, β) является T -периодической, т.е. S(t + T, α, β) ≡
S(t, α, β); при этом S(t, α0, β0) ≡ 0.

Система при одних значениях параметров может быть устойчивой по Ляпунову, а при других —
неустойчивой. Множество G в плоскости Π параметров (α, β) будем называть областью устой-
чивости (областью неустойчивости) системы (3.15), если для любого (α, β) ∈ G система (3.15)
является устойчивой по Ляпунову (неустойчивой).
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Точку (α0, β0) ∈ Π будем называть граничной точкой области устойчивости G системы (3.15),
если в любой ее окрестности содержатся как точки из области устойчивости G, так и точки
из области неустойчивости. Очевидно, что для того, чтобы точка (α0, β0) ∈ Π была граничной
для области устойчивости G, необходимо, чтобы матрица A0 имела хотя бы одно чисто мнимое
собственное значение и не имела собственных значений с положительной вещественной частью.

Совокупность граничных точек множества G будем называть границей Γ множества G. Если
некоторая точка (α0, β0) ∈ Π является граничной точкой области устойчивости системы (3.15),
то, как правило, через эту точку проходят одна или несколько гладких граничных кривых.

Пусть (α0, β0)— граничная точка области устойчивости системы (3.15). Рассмотрим вопрос о
построении граничной кривой (одной или нескольких), проходящей через точку (α0, β0).

Уравнение, описывающую искомую граничную кривую, можно строить различными способа-
ми. Считая для определенности, что соответствующая функция является монотонной по α, будем
строить ее в параметрическом виде:

{

α(δ) = α0 + δ,

β(δ) = β0 + β1δ + β2δ
2 + . . . + βkδ

k + ψ(δ),
(3.16)

где δ— малый параметр, β1, . . . , βk — требующие определения коэффициенты, ‖ψ(δ)‖ = o(|δ|k)
при δ → 0.

Подставляя (3.16) в (3.15), получим систему вида (1.1), зависящую от малого параметра δ.
Применяя описанные в теоремах 2.1 и 2.2 схемы, искомые коэффициенты β1, . . . , βk подберем
так, чтобы мультипликаторы соответствующих систем оставались на единичной окружности ком-
плексной плоскости.

Проиллюстрируем приведенную схему на примере уравнения Матье (см., например, [8]):

u′′ + (α+ β cos 2t)u = 0, (3.17)

где α и β — вещественные параметры. Уравнение (3.17) является гамильтоновым, что следует
учитывать при построении ее областей устойчивости.

Рассмотрим вопрос о граничных точках области устойчивости уравнения (3.17), расположен-
ных на положительной полуоси α плоскости Π параметров (α, β), а также вопрос о построении
граничных кривых, проходящих через эти точки. Из приведенных выше свойств гамильтоновых
систем следует, что искомые граничные точки располагаются в точках с координатами (n2, 0)
плоскости (α, β) (здесь n— целые числа).

Для простоты ограничимся рассмотрением случая n = 1, т.е. построением граничных кривых
области устойчивости уравнения (3.17), проходящих через точку (1, 0) плоскости (α, β). Это озна-
чает, что динамику уравнения (3.17) будем рассматривать при значениях α и β, близких к α0 = 1
и β0 = 0 соответственно.

С помощью стандартной замены переменных x1 = u, x2 = u′ приведем уравнение (3.17) к
линейной системе

x′ = A(t, α, β)x, x ∈ R
2, (3.18)

где

A(t, α, β) =

[

0 1
−(α+ β cos 2t) 0

]

.

Система (3.18) является линейной системой с периодическими коэффициентами, при этом период
равен T = π.

Кривую Υ0, ограничивающую области устойчивости и неустойчивости уравнения (3.17) и про-
ходящую через точку (1, 0) в плоскости параметров (α, β), будем искать в виде параметрически
заданной функции:

{

α(δ) = 1 + δ,

β(δ) = β1δ + β2δ
2 + . . .+ βkδ

k + o(δk),
(3.19)

где βj — коэффициенты, требующие определения.
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Ограничимся задачей нахождения первого коэффициента β1; остальные коэффициенты в (3.19)
находятся по той же схеме. Подставляя (3.19) в (3.18), получим систему

x′ =
[

A0 + δS(t, β1)
]

x+ S̃(t, δ)x, (3.20)

где

A0 =

[

0 1
−1 0

]

, S(t, β1) =

[

0 0
−(1 + β1 cos 2t) 0

]

,

а матрица S̃(t, δ) удовлетворяет соотношению ‖S̃(t, δ)‖ = o(δ) при δ → 0 равномерно по t.
Обозначим через V (δ) матрицу монодромии системы (3.20). Так как матрица A0 имеет простые

собственные значения ±i, а период правой части системы (3.18) равен T = π, то матрица V (0)
имеет полупростое собственное значение µ0 = −1.

В соответствии с приведенной выше схемой по формуле (2.8) вычислим первую производную
матрицы монодромии V (δ) в точке δ = 0. В результате получим матрицу

V ′(0) = V1 =
1

4
π

[

0 β1 − 2
β1 + 2 0

]

.

Собственные значения матрицы V1 — это числа ±π
√

β2
1
− 4/4. Поэтому при β1 = ±2 мультипли-

каторы µ(δ) системы (3.20) равны µ(δ) = −1+O(δ2), т.е. с точностью до δ эти мультипликаторы
равны −1. Таким образом, искомый коэффициент β1 принимает два значения: β1 = 2 и β1 = −2.
Это подтверждает тот известный факт (см., например, [8]), что через точку (1, 0) в плоскости
параметров (α, β) проходит в точности две граничные кривые, ограничивающие области устойчи-
вости и неустойчивости уравнения Матье (3.17); при этом угловые коэффициенты касательных
к этим кривым равны 2 и −2.

3.4. Производная матричной экспоненты. В качестве четвертого приложения рассмотрим одну
интересную задачу, формально не связанную с периодическими системами дифференциальных
уравнений, но которая может быть решена с помощью приведенных в настоящей статье подходов.
Пусть A(µ)— квадратная вещественная матрица порядка N , которая непрерывно дифференци-
руемо зависит от скалярного параметра µ. Требуется вычислить производную матричной экспо-

ненты eA(µ) по µ, т.е. найти
(

eA(µ)
)′
µ
. Необходимость вычисления такой производной естественным

образом возникает во многих теоретических и практических задачах (см., например, [4, 9]).
Так как по определению

eA(µ) = I +A(µ) +
1

2!
(A(µ))2 + . . .+

1

n!
(A(µ))n + . . . ,

то вычисление производной с помощью этой формулы приводит к необходимости подсчета слож-
ного матричного ряда:

(

eA(µ)
)′
µ
= A′ +

1

2!
(A′A+A′A) +

1

3!
(A′A2 +AA′A+A2A′) + . . . ,

где для краткости введены обозначения A = A(µ) и A′ = (A(µ))′. Основная сложность здесь
связана с отсутствием свойства коммутативности произведения матриц, т.е. вообще говоря,
AA′ 6= A′A.

Приведенные выше подходы позволяют установить, что верна следующая теорема.

Теорема 3.9. Производная матричной экспоненты eA(µ) равна

(

eA(µ)
)′
µ
= eA(µ)

1
∫

0

e−A(µ)τA′(µ)eA(µ)τdτ.
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4. Доказательства основных утверждений.

Доказательство теоремы 2.1. Участвующие в формуле (2.2) матрицы Xj(t)— это производные
ФМР X(t, ε) системы (1.1) по ε в точке ε = 0:

X1(t) = X ′
ε(t, 0), X2(t) = X ′′

ε (t, 0), . . . . (4.1)

Другими словами, формула (2.2) — это формула Тейлора для X(t, ε), существование которой сле-
дует из общих теорем о Ck-гладкости по параметру ε решения задачи Коши (2.1) (напомним,
что матрица S(t, ε) предполагается непрерывно дифференцируемой по ε до порядка k включи-
тельно). Таким образом, остается вычислить производные матрицы X(t, ε) по ε до k-го порядка
включительно.

Матрица X(t, ε) является решением задачи Коши (2.1) и, следовательно, выполняется равен-
ство

X(t, ε) = eA0t + eA0t

t
∫

0

e−A0τS(τ, ε)X(τ, ε)dτ.

Продифференцировав обе части этого равенства по ε, получим

X ′
ε(t, ε) = eA0t

t
∫

0

e−A0τ
[

S′
ε(τ, ε)X(τ, ε) + S(τ, ε)X ′

ε(τ, ε)
]

dτ. (4.2)

Полагая здесь ε = 0 и учитывая равенства (1.2), (2.3) и (4.1), придем ко второму из равенств (2.4).
Для того, чтобы определить X2(t), следует продифференцировать равенство (4.2) по ε. За-

тем, полагая в полученном равенстве ε = 0 и учитывая равенства (1.2), (2.3) и (4.1), придем к
равенству (2.6).

Общая формула (2.5) может быть получена по аналогичной схеме с использованием метода
математической индукции. �

Доказательство теоремы 3.1. Утверждение этой теоремы будем доказывать в более общей по-
становке. А именно, пусть H — вещественное гильбертово или конечномерное линейное простран-
ство. Пусть A : H → H — линейный вполне непрерывный оператор, имеющий простое веще-
ственное изолированное собственное значение µ0. Здесь и ниже изолированность собственного
значения µ0 оператора A понимается в том смысле, что некоторая окрестность числа µ0 (на
комплексной плоскости) не содержит точек спектра оператора A, отличных от µ0; в частности,
в случае, когда H является бесконечномерным гильбертовом пространством, получим µ0 6= 0.

В силу указанного предположения найдутся ненулевые векторы e, g∗ ∈ H, для которых выпол-
няются равенства

Ae = µ0e, A∗g∗ = µ0g
∗; (4.3)

здесь A∗ : H → H — сопряженный оператор. Векторы e и g∗ определяются неоднозначно: если e
и g∗ — удовлетворяют равенствам (4.3), то векторы e1 = C1e и g∗1 = C2g

∗ при любых значениях
констант C1 и C2 также удовлетворяют равенствам (4.3). Поэтому векторы e и g∗ можно нор-
мировать, например, равенствами ‖e‖ = ‖g∗‖ = 1. Но нас больше интересует нормировка этих
векторов в соответствии с равенствами (3.1): ‖e‖ = 1 и (e, g∗) = 1.

Так как µ0 является изолированным собственным значением оператора A, то пространство
H может быть представлено в виде H = H0 ⊕ H0, где H0 — содержащее вектор e одномерное
подпространство, а H0 — дополнительное к H0 инвариантное для A подпространство.

Теорема 4.1. Для любого u ∈ H0 выполняется равенство (u, g∗) = 0.

Доказательство. Справедливость этой теоремы может быть установлена следующими рассуж-
дениями. Обозначим через σ(B) спектр линейного оператора B. Так как µ0 /∈ σ(A : H0 → H0),
то (см., например, [3]) существует ограниченный обратный оператор (A−µ0I)−1 : H0 → H0. Сле-
довательно, для любого u ∈ H0 уравнение (µ0I − A)v = u имеет единственное решение v ∈ H0:
v = (µ0I − A)−1u. Отсюда и из очевидного равенства ((µ0I − A)x, g∗) = 0, верного для любого
x ∈ H, получим требуемое соотношение (u, g∗) = 0. �
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Теорема 4.2. Имеет место соотношение (e, g∗) 6= 0.

Доказательство. Действительно, допустим противное, т.е. (e, g∗) = 0. Тогда g∗⊥H0. В соответ-
ствии с теоремой 4.1 имеем g∗⊥H0. Отсюда и из равенства H = H0 ⊕ H0 получим g∗ = 0. Это
противоречит тому, что вектор g∗ является ненулевым. �

Отметим, что из теорем 4.1 и 4.2 следует, что пространство H0 может быть определено равен-
ством

H0 =
{

x : x ∈ H, (x, g∗) = 0
}

.

Справедливость теоремы 3.1 теперь следует из теоремы 4.2: сначала можно нормировать соб-
ственный вектор e так, чтобы ‖e‖ = 1, а затем (имея уже нормированный вектор e) нормировать
вектор g исходя из требования (e, g∗) = 1. �

Доказательство теоремы 3.2.
В силу теоремы 2.2 матрица V (ε) может быть представлена в виде

V (ε) = V0 + εV1 + o(ε), (4.4)

где V0 и V1 определяются равенствами (2.8) (см. формулу (2.7)). Из теории возмущений линейных
операторов (см., например, [3, 4]) известно, что поскольку оператор V0 имеет простое собствен-
ное значение 1, то оператор (4.4) имеет непрерывную ветвь простых собственных значений µ(ε),
µ(0) = 1. При этом если соответствующие собственные векторы e и g∗ выбраны в соответствии
с равенствами (3.1), то функция µ(ε) представима в виде (3.2), в котором коэффициент µ1 опре-
деляется равенством µ1 = (V1e, g

∗).
Для завершения доказательства теоремы 3.2 остается показать, что число µ1 = (V1e, g

∗) сов-
падает с числом (3.3). Действительно, в силу (2.8) имеем:

(V1e, g
∗) =



eA0T

T
∫

0

e−A0τS1(τ)e
A0τdτ e, g∗



 =

T
∫

0

(

S1(τ)e, g
∗
)

dτ,

что и требовалось; здесь учтены равенства eAte = e и eA
∗tg∗ = g∗, верные для любого t. �

Доказательство теоремы 3.3. Как и в случае с теоремой 3.1, теорему 3.3 будем доказывать в
более общей постановке. При этом для определенности теорему 3.3 будем доказывать примени-
тельно к рассмотренному в теореме 3.5 случаю 3◦. Теорему 3.3 применительно к рассмотренному
в теореме 3.4 случаю 2◦ можно доказать по той же схеме.

Пусть H — вещественное гильбертово или конечномерное линейное пространство. Пусть A :
H → H — линейный вполне непрерывный оператор, имеющий полупростое вещественное соб-
ственное значение µ0 кратности 2. Тогда найдутся такие ненулевые векторы e, g, e∗, g∗ ∈ H, что
выполняются равенства

Ae = µ0e, Ag = µ0g, A∗e∗ = µ0e
∗, A∗g∗ = µ0g

∗; (4.5)

при этом векторы e и g (векторы e∗ и g∗) линейно независимы. Векторы e, g, e∗, g∗ определяются
неоднозначно.

Докажем более сильное утверждение, чем теорема 3.3, а именно, докажем, что векторы e, g,
e∗, g∗ можно нормировать в соответствии с равенствами

‖e‖ = ‖g‖ = 1, (4.6)

(e, e∗) = (g, g∗) = 1, (e, g∗) = (g, e∗) = 0. (4.7)

Другими словами, покажем, что наряду с указанной в теореме 3.3 нормировкой (3.5) можно
обеспечить и выполнение нормировки (4.6).

Ниже будут использованы следующие два вспомогательных утверждения, в справедливости
которых можно убедиться прямым подсчетом.

Пусть e, g, e∗, g∗ — собственные векторы матриц A0 и A∗
0, удовлетворяющие равенствам (4.5).

Теорема 4.3. Векторы e, g, e∗, g∗ удовлетворяют соотношениям

(e, e∗) = (g, g∗), (e, g∗) = −(g, e∗), (e, e∗)2 + (e, g∗)2 > 0.
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Для произвольных вещественных чисел a, b, α, β положим

e1 = ae+ bg, g1 = ag − be, e∗1 = αe∗ + βg∗, g∗1 = αg∗ − βe∗. (4.8)

Теорема 4.4. Векторы (4.8) при любых a, b, α, β удовлетворяют равенствам (4.5), в ко-

торых вместо e, g, e∗, g∗ следует подставить e1, g1, e
∗
1, g

∗
1. Обратно, если некоторый набор

векторов e1, g1, e
∗
1, g

∗
1 удовлетворяет равенствам (4.5), то эти векторы представляются в

виде (4.8).

Приведем сначала формулы, обеспечивающие выполнение равенств (4.6). Естественно при этом
предполагать, что

(

(e, e) − 1
)2

+
(

(g, g) − 1
)2
> 0.

Положим
e1 = r

(

e cosϕ+ g sinϕ
)

, g1 = r(g cosϕ− e sinϕ). (4.9)

Эти векторы совпадают с соответствующими векторами из (4.8) при a = r cosϕ и b = r sinϕ
и поэтому для них верна теорема 4.4. Подберем r > 0 и ϕ таким образом, чтобы выполнялись
равенства

(e1, e1) = (g1, g1) = 1. (4.10)

Этим самым будет доказано, что векторы e, g можно выбрать так, чтобы выполнялись нужные
равенства (4.6).

Возможны следующие случаи:

S1: (e, g) = 0, (e, e) = (g, g);
S2: (e, g) = 0, (e, e) 6= (g, g);
S3: (e, g) 6= 0.

В случае S1 в качестве r в (4.9) следует положить r = 1/
√

(e, e), а угол ϕ можно взять любым.
Следовательно, векторы

e1 =
e cosϕ+ g sinϕ

√

(e, e)
, g1 =

g cosϕ− e sinϕ
√

(e, e)

при любом значении ϕ удовлетворяют равенствам (4.10).
В случае S2 в качестве r в (4.9) следует положить

r =

√

2

(e, e) + (g, g)
, (4.11)

а в качестве ϕ следует взять любой из углов ϕ = π/4 + nπ/2, где n— целое число.
Наконец, в случае S3 в качестве r в (4.9) следует выбрать число (4.11), а в качестве ϕ следует

взять любой из углов

ϕ =
1

2
arctg

(g, g) − (e, e)

2(e, g)
+
nπ

2
,

где n— целое число.
Пусть в равенствах (4.9) значения r и ϕ уже выбраны так, чтобы для векторов e1, g1 выпол-

няются равенства (4.10). Выберем теперь векторы e∗1, g
∗
1 в соответствии с равенствами (4.8) так,

чтобы выполнялись нужные равенства (4.7):

(e1, e
∗
1) = (g1, g

∗
1) = 1, (e1, g

∗
1) = (g1, e

∗
1) = 0. (4.12)

Отметим, что в силу теоремы 4.3 для выполнения этих четырех равенств достаточно обеспечить
выполнение двух равенств

(e1, e
∗
1) = 1, (e1, g

∗
1) = 0.

С этой целью положим

α =
(e, e∗) cosϕ− (e, g∗) sinϕ

rC0

, β =
(e, g∗) cosϕ+ (e, e∗) sinϕ

rC0

,

где C0 = (e, e∗)2 + (e, g∗)2 > 0 (см. теорему 4.3). Тогда векторы e∗1 = αe∗ + βg∗ и g∗1 = αg∗ − βe∗

удовлетворяют равенствам (4.12). �
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Доказательство теоремы 3.9. Рассмотрим вспомогательную линейную систему

dx

dt
= A(ε)x, x ∈ R

N , (4.13)

в которой A(ε) — вещественная постоянная квадратная матрица, гладко (непрерывно дифферен-

цируемо) зависящая от скалярного параметра ε. Матричная экспонента X(t, ε) = eA(ε)t является
ФМР системы (4.13).

Систему (4.13) можно рассматривать и как линейную систему с периодическими по t коэф-
фициентами, причем в качестве периода T можно использовать любое положительное число.
Полагая для определенности T = 1, получим, что матрица монодромии этой системы имеет вид
V (ε) = X(1, ε) = eA(ε); в частности, V0 = V (0) = eA(0). Теорема 3.9 будет доказана, если показать
справедливость равенства

V ′
ε(ε)|ε=0 =

(

eA(ε)
)′
ε

∣

∣

∣

ε=0
= eA0

1
∫

0

e−A0τA′(0)eA0τdτ. (4.14)

Полагая A0 = A(0), систему (4.13) представим в виде

dx

dt
=

[

A0 +
(

A(ε)−A0

)

]

x, x ∈ R
N , (4.15)

т.е. в виде системы (1.1) при S(t, ε) = A(ε) − A0; тогда, в частности, из формул (2.3) получим
равенство

S1(t) = S′
ε(t, 0) = A′

ε(0).

Отсюда и из формул (2.8) применительно к системе (4.15) получим равенство (4.14). �

5. Заключение. В статье рассмотрены системы линейных дифференциальных уравнений с
периодическими коэффициентами, зависящие от малого параметра. Предполагается, что невоз-
мущенная система является автономной. Предложены формулы для построения фундаменталь-
ной матрицы решений и матрицы монодромии системы в виде разложения по степеням малого
параметра. Получены новые эффективные формулы для вычисления коэффициентов соответ-
ствующих разложений, а также новые формулы для вычисления мультипликаторов изучаемой
линейной системы. Рассмотрен ряд приложений в задаче теории возмущений линейных опера-
торов, в задаче исследования устойчивости линейных дифференциальных уравнений с периоди-
ческими коэффициентами, в задаче построения областей устойчивости линейных динамических
систем и др.
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