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А. В. Михалёв (МГУ им. М. В. Ломоносова)
Н. Х. Розов (МГУ им. М. В. Ломоносова)
М. В. Шамолин (Институт механики МГУ им. М. В. Ломоносова)

Редактор-составитель:

Р. С. Юлмухаметов (Институт математики с ВЦ УФИЦ РАН, Уфа)

Научный редактор:

А. В. Овчинников



ISSN 0233–6723

РОССИЙСКАЯ АКАДЕМИЯ НАУК

ВСЕРОССИЙСКИЙ ИНСТИТУТ
НАУЧНОЙ И ТЕХНИЧЕСКОЙ ИНФОРМАЦИИ

(ВИНИТИ РАН)

ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ

СЕРИЯ

СОВРЕМЕННАЯ МАТЕМАТИКА

И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

ТЕМАТИЧЕСКИЕ ОБЗОРЫ

Том 161

КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ.
ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

Москва 2019



СОДЕРЖАНИЕ

Представляющие системы экспонент в пространствах аналитических функций
(К. П. Исаев) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Коэффициенты рядов экспонент для аналитических функций и оператор Поммье
(С. Н. Мелихов) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Асимптотические свойства целых функций с заданным законом распределения корней
(В. Б. Шерстюков) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.

Тематические обзоры.

Том 161 (2019). С. 3–64

УДК 517.5

ПРЕДСТАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ

В ПРОСТРАНСТВАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

c© 2019 г. К. П. ИСАЕВ

Аннотация. Статья посвящена представляющим системам экспонент в различных подпростран-
ствах пространства H(D) функций, аналитических в ограниченной выпуклой области D. Рассмат-
риваются два вида таких подпространств: равномерно весовые пространства H(D,ϕ) и простран-
ства типа классов Карлемана H(D,M).

Ключевые слова: аналитическая функция, целая функция, ряд экспонент, достаточное множе-
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Abstract. This paper is devoted to representing exponential systems in various subspaces of the
space H(D) of functions that are analytical in a bounded convex domain D. We consider two
kinds of such subspaces: uniformly weighted spaces H(D,ϕ) and spaces of the type of Carleman
classes H(D,M).
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Введение

Статья посвящена представляющим системам экспонент в различных подпространствах про-
странства H(D) функций, аналитических в ограниченной выпуклой области D. Рассматриваются
два вида таких подпространств: равномерно весовые пространства H(D,ϕ) и пространства типа
классов Карлемана H(D,M). В разделе 1 построены целые функции со свойствами, необходимы-
ми для конструкции достаточных множеств. В разделе 2 получены описания сильно сопряженных
к ним пространств в терминах преобразования Фурье—Лапласа. Соответствующие пространства
целых функций имеют весовое описание. В разделе 3 для нормированных пространств H(D,ϕ) и
H(D,M) построены специальные локально выпуклые пространства: наибольшее линейное про-
странство, содержащееся в данном нормированном пространстве и инвариантное относительно
дифференцирования, которое мы называем инвариантным ядром, и наименьшее линейное про-
странство, содержащее данное нормированное пространство и инвариантное относительно диф-
ференцирования, которое мы называем инвариантной оболочкой. Эти пространства наделяются
естественными топологиями индуктивного и проективного пределов соответственно. В разделе 4
построены достаточные множества для пространств целых функций, сопряженных к инвариант-
ным оболочке и ядру пространств H(D,ϕ) и H(D,M). В разделе 5, используя схему Л. Эйрен-
прайса, мы доказываем теоремы о представляющих системах экспонент в инвариантной оболочке
и ядре нормированных пространств H(D,ϕ) и H(D,M).

Через B(z, t) мы обозначаем открытый круг с центром в точке z радиуса t.
Запись A(x) ≍ B(x), x ∈ X, означает, что для всех x ∈ X выполняются оценки c 6 A(x)/B(x) 6

C, где C, c > 0— некоторые константы. Аналогичный смысл имеют символы A(x) ≺ B(x), x ∈ X,
A(x) ≻ B(x), x ∈ X.

Для целой функции L через N(L) будем обозначать множество нулей функции L.
Основной темой данной работы является представление рядами экспонент в различных под-

пространствах A пространства H(D) функций, аналитических в ограниченной выпуклой области
D, т.е. представление в виде ряда

f(z) =

∞∑

n=1

fne
λnz,

сходящегося в топологии подпространства A. В классической теории рядов экспонент, подробно
изложенной в монографии [14] А. Ф. Леонтьева, одной из основных теорем является теорема о
представлении рядами экспонент в H(D) с топологией равномерной сходимости на компактах
из D (см. [14, теорема 5.3.2, с. 382]).

Теорема A. Пусть D— ограниченная выпуклая область. Тогда имеется такая последова-

тельность {λn}, зависящая только от области D, что любую функцию F (z), аналитическую

в области D, можно в D разложить в ряд Дирихле

F (z) =
∞∑

n=1

ane
λnz, z ∈ D.

Ряды сходятся равномерно на компактах из области D.

Отметим, что топология равномерной сходимости на компактах — самая слабая топология из
естественных топологий, обычно рассматриваемых на пространствах аналитических функций.
Основным инструментом в конструкции систем экспонент служат целые функции с заданным
асимптотическим поведением. Например, в доказательстве теоремы A показатели {λn} выбира-
ются как простые нули целой функции L(λ) экспоненциального типа и вполне регулярного роста
со следующими свойствами:

(1) при любом ε > 0

|L′(λn)| ≻ eHD(λn)−ε|λn|, n ∈ N, (1)

(2) имеет место оценка сверху

|L(λ)| ≺ eHD(λ)−µ ln |λ|, µ > 1, λ ∈ C; (2)
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здесь HD(λ) = max
z∈D

Reλz— опорная функция областиD.

В связи с этим обстоятельством в теории представления рядами экспонент обособленное место
занимали выпуклые многоугольники. Дело в том, что характеристическую целую функцию L в
этом случае можно взять в виде квазиполинома

L(λ) =
∑

j

aje
γjλ, λ ∈ C,

где γj — вершины многоугольника, и требуемые свойства (1), (2) будут выполняться в существен-
но более точном виде

|L′(λn)| ≻ eHD(λn), n ∈ N,

|L(λ)| ≺ eHD(λ), λ ∈ C.

С помощью таких целых функций в [14, теорема 4.7.4, с. 328] доказано, что функция, ана-
литическая в выпуклом многоугольнике D и непрерывная вместе со своей первой производной
в D, может быть представлена в виде ряда по системе eλnz, причем этот ряд сходится всюду
в D и равномерно сходится в D \ ⋃

j
B(γj, ε), где γj — вершины многоугольника и ε > 0— про-

извольное число. В [13] доказано, что эта система образует (безусловный) базис в пространстве
Смирнова E2(D).

Теорема B. Пусть функция L(λ) с простыми нулями λn удовлетворяет следующим усло-

виям:

|L(λ)| ≻ eHD(λ), λ /∈
⋃

n

B(λn, δ),

|L(λ)| ≺ eHD(λ), λ ∈ C,

причем круги B(λn, δ) попарно не пересекаются. Тогда любая функция f ∈ E2(D) единственным

образом представляется в виде ряда

f(z) =
∑

n

fne
λnz,

и при этом выполняется соотношение

‖f‖2 ≍
∑

n

|fn|2e−2HD(λn), f ∈ E2(D).

Пространство Смирнова на ограниченной области G ⊂ C c измеримой по Лебегу границей
можно определить как пополнение пространства комплексных полиномов по гильбертовой норме

‖p‖2 =
∫

∂G

|p(z)|2ds(z),

где ds(z)— элемент дуги границы G; таким образом, пространство Смирнова — гильбертово про-
странство. Этот значительный результат удалось перенести в [17] на случай пространств Смирно-
ва на областях с гладкой границей, но с ослаблением нормы. А именно, в [17] построены базисы
в пространстве Смирнова на выпуклой области с гладкой границей, ряд по этому базису сум-
мируется по норме большего гильбертова пространства. В [7] построены безусловные базисы из
экспонент в пространстве Бергмана на выпуклом многоугольнике, а в [10] доказано, что в про-
странстве Бергмана на выпуклой области, граница которой имеет конечную отличную от нуля
кривизну хотя бы в одной точке, безусловных базисов из экспонент не существует. Задача о
базисах из экспонент в гильбертовых пространствах равносильным образом может быть сформу-
лирована как задача о базисах из воспроизводящих ядер. В такой модели задача рассмотрена во
многих работах. Из результатов работы [11] видно, что существование базисов из экспонент или
воспроизводящих ядер — явление исключительное. В силу этого обстоятельства больше внима-
ния уделяется задаче конструирования представляющих систем экспонент в локально выпуклых
(ненормированных) подпространствах H(D).
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Понятие представляющих систем введено в [12]. Система элементов en, n ∈ N, в локально
выпуклом пространстве X называется представляющей, если любой элемент этого пространства
представляется в виде ряда

x =
∑

n

xnen,

сходящегося в топологии пространства X. Если для каждого элемента это представление един-
ственно, то представляющая система становится базисом.

Показатели представляющих систем, как правило, выбираются в виде множества нулей целой
функции с определенными асимптотическими свойствами. В дальнейшем эти целые функции
будем называть порождающими. Общим образом, порождающие функции L, имеющие более
точные асимптотические оценки, позволяют представлять аналитические функции посредством
ряда из экспонент в пространствах с более тонкой топологией.

Задача о существовании и конструировании целых функций с заданными асимптотическими
свойствами возникла как внутренняя задача теории целых функций. В наиболее общем виде
такая задача решена в [4]:

Теорема C. Для любой субгармонической функции u на плоскости, имеющей конечный тип

при порядке ρ > 0, существует целая функция f , удовлетворяющая соотношению
∣∣u(λ)− ln |f(λ)|

∣∣ = o
(
|λ|ρ

)
, λ /∈ E, |λ| → ∞.

Исключительное множество E является C0-множеством, т.е. оно может быть покрыто кру-

гами B(wk, rk) так, что ∑

|wk|6R

rk = o(R), R→ ∞.

В [26] эта теорема уточнена в смысле оценок разности и размеров исключительного множества.

Теорема D. Для любой субгармонической функции u на плоскости, имеющей конечный по-

рядок роста, существует целая функция f , удовлетворяющая соотношению
∣∣u(λ)− ln |f(λ)|

∣∣ = O
(
ln(|λ|+ 1)

)
, λ /∈ E, |λ| → ∞.

Для любого β < 0 исключительное множество E может быть покрыто системой кругов

B(wk, rk) так, что ∑

|wk|>R

rk = O(Rβ), R→ ∞.

Теоремы C и D не могут быть непосредственно применены в вопросах разложения в ряды экс-
понент. Дополнительно нужно получить нижние оценки для |L′(λk)|, а для этого нужно иметь не
только оценки размеров исключительного множества, но в большей степени нужна информация
о структуре этого множества.

В семидесятых годах прошлого века вследствие систематического применения методов функ-
ционального анализа в проблеме представления рядами экспонент выяснилось, что эта задача
распадается на две аналитические задачи:

(1) конструкция целых функций с заданными асимптотическими свойствами;
(2) описание сопряженных пространств в терминах преобразований Фурье—Лапласа.

Этот метод основан на понятии достаточного множества для локально выпуклого пространства
целых функций, введенного в [28].

Опишем коротко схему этого метода применительно к локально выпуклым подпространствам
X ⊂ H(D).

Предположим, что сильно сопряженное пространство X∗ описано в терминах преобразования
Фурье—Лапласа. Это значит, что

(1) система экспонент eλz , λ ∈ C, полна в пространстве X;
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(2) для каждого линейного непрерывного функционала S ⊂ X∗ функция

Ŝ(λ) = S(eλz), λ ∈ C,

является целой функцией;
(3) топология в пространстве

X̂ = {Ŝ, S ∈ X∗},
наведенная из X∗, описана в весовых терминах.

Если существует семейство K таких положительных непрерывных функций k на плоскости, что
семейство полунорм

pk(F ) = sup
λ∈C

|F (λ)|
|k(λ)| , F ∈ X̂, k ∈ K,

определяет топологию в пространстве X̂, совпадающую с топологией, наведенной из X∗, то про-
странство X называется равномерно аналитическим.

Пусть S ⊂ C— некоторое подмножество плоскости. Если семейство полунорм

pk,S(F ) = sup
λ∈S

|F (λ)|
|k(λ)| , F ∈ X̂, k ∈ K,

определяет ту же топологию в пространстве X̂ , то это множество называется достаточным для

пространства X̂.

Если дискретное множество S является достаточным для пространства X̂, то согласно [28,
теорема 1.6, с. 12] каждая функция f ∈ X представляется в виде ряда

f(z) =
∑

λ∈S

fne
λz,

сходящегося в топологии пространства X.

Если топология пространства X̂ описана нужным образом и доказано, что пространство X
равномерно аналитическое, то дискретное достаточное множество S как правило удается скон-
струировать в виде множества нулей целой функции с подходящим асимптотическим поведением.

Представление рядами экспонент в локально выпуклом ненормированном пространстве впер-
вые рассмотрено, видимо, в [15] для пространства функций, аналитических в выпуклом много-
угольнике и имеющих определенный рост вблизи границы. В [24] доказаны аналитические факты
для обобщения результатов работы [15] на случай произвольной выпуклой области.

В достаточно общем виде для весовых пространств с наиболее тонкой ненормированной то-
пологией эта схема реализована в [20]. В этой работе рассматриваются нормированные весовые
пространства

H(D,ϕ) =
{
f(z) ∈ H(D) : ‖f‖ := sup

z∈D
|f(z)|e−ϕ(z) <∞

}
,

где D— ограниченная выпуклая область плоскости и ϕ— неотрицательная выпуклая функция в
этой области. Дается описание сопряженного пространства к проективному пределу пространств
H(D,ϕj) в случае, когда ϕj(z) = hj(− ln d(z)), где d(z) — расстояние от точки z до границы D,
а последовательность неотрицательных выпуклых монотонно возрастающих функций hj удовле-
творяет следующим условиям:

(a) hj(t) > hj+1(t) + t, j ∈ N, t > t0;
(b) для всех j ∈ N и α > 0 найдется такое s = s(j, α), что hj+1(t+ α) 6 hj(t) + s, t > t0.

При этих условиях оператор дифференцирования непрерывно действует в проективном пределе.
Доказано, что преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм

между сильно сопряженным пространством к проективному пределу пространств H(D,ϕj) и
индуктивным пределом пространств H(C, ϕ̃j), где

ϕ̃(λ) = sup
z∈D

(
Reλz − ϕ(z)

)
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— преобразование Юнга функции ϕ. Далее в статье автор показывает, что множество нулей целой
функции L, удовлетворяющей следующим условиям:

(1) все нули λ1, λ2, . . . функции L— простые и круги Ωj = {|λ− λj| 6 δ} при некотором δ > 0 не
пересекаются;

(2) вне множества Ω =
⋃
j∈N

Ωj функция L удовлетворяет неравенству

∣∣ ln |L(λ)−HD(λ)
∣∣ 6 C0 ln |λ|+ C1,

где C0, C1 — постоянные, будет достаточным для индуктивного предела пространств H(C, ϕ̃j).

Существование таких целых функций вытекает из [25, теорема 4]. По упомянутой выше теореме
Л. Эйренпрайса любая функция f ∈ ⋂

j
H(D,ϕj) будет представляться в виде ряда

f(z) =
∑

j

fne
λjz,

сходящегося в топологии проективного предела. В [12] отмечено, что представляющие системы
экспонент в локально выпуклых ненормированных пространствах не могут образовывать базис.
Эти системы будут иметь некоторую избыточность, т.е. из них можно удалить некоторое подмно-
жество элементов так, что оставшаяся часть системы тоже будет представляющей. В изложен-
ном выше результате система показателей конструируется как множество нулей целой функции,
свойства которой связаны только с опорной функцией области и никак не связаны с весовыми
функциями ϕj . Тем самым, с одной стороны, полученная представляющая система универсальна;
с другой стороны, она имеет большую степень избыточности. Точнее говоря, система имеет тем
большую избыточность, чем меньший рост имеют весовые функции ϕj вблизи границы области.
Степень избыточности технически зависит от точности асимптотики порождающей функции L
и принципиально зависит от свойств топологий. А именно, если топология определяется полу-
нормами c весовыми функциями ϕj , то чем больший рост имеют разности |ϕj −ϕm|, тем больше
будет избыточность представляющих систем.

Так, например, из представляющей системы {eλkz} в теореме А. Ф. Леонтьева можно удалить
подсистему {eµkz} ⊂ {eλkz}, если последовательность µk имеет регулярное распределение (см. [14,
с. 30, 100]) и нулевую линейную плотность

lim
r→+∞

1

r

∑

|µk|6r

1 = 0.

В частном случае, когда

ϕj(z) =

(
1

d(z)

)p+ 1

j

, z ∈ D, p > 0,

из системы, построенной в [20], можно удалять подсистему eµkz, если система показателей µk
имеет регулярное распределение и является множеством простых нулей целой функции мини-
мального типа при порядке q = p/(p + 1), т.е.

lim
r→+∞

1

rq

∑

|µk|6r

1 = 0.

В [1] рассмотрены пространства с последовательностью весов вида

ϕj(z) =

(
1 +

1

j

)
ϕ(− ln d(z)), z ∈ D,

и указаны ростовые характеристики целых функций, множество нулей которых могут послужить
в качестве множества показателей представляющей системы экспонент. Полученные представля-
ющие системы оказываются минимальными в определенном смысле. В [2] подобные результаты
получены для проективных пределов равномерно весовых пространств более общего вида.

В [3] дано описание сопряженного пространства к проективному пределу весовых пространств:
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Теорема E. Пусть

vn(λ) = sup
z∈D

(
Reλz − un(z)

)
, λ ∈ C, n ∈ N,

и для некоторого b0 > 0

2∑

j,k=1

∂2vn(y)

∂yj∂yk
ajak >

12 + b0
1 + |y|2 |a|

2, a, y ∈ R
2, |y| > R.

Если

vn+1(λ) > vn(λ) + ln(1 + |λ|) + cn, λ ∈ C, n ∈ N,

то преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между сильно

сопряженным пространством к проективному пределу пространств H(D,un) и индуктивным

пределом пространств H(C, vn), а также изоморфизм пространства сильно сопряженного к

индуктивному пределу пространств H(C, vn) и проективного предела пространств H(D,un).

Подход к конструированию представляющих систем в весовых пространствах, реализуемый в
данной работе, отличается от предыдущих результатов тем, что исходным объектом мы берем
нормированное подпространство в H(D). Из результатов, упомянутых выше, видно, что суще-
ствование представляющих систем (базисов) в нормированных пространствах — редкое явление.
Наша идея состоит в том, чтобы наименьшим образом ослабить нормированную топологию на-
столько, чтобы существование представляющих систем стало возможным. В работах многих ав-
торов было замечено (например, в [20]), что существование представляющих систем связано с
инвариантностью относительно дифференцирования.

В [5] по каждому равномерно весовому нормированному пространству

H(D,ϕ) =
{
f ∈ H(D) : sup

z
|f(z)|e−ϕ(z) <∞

}
,

где D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости и ϕ— выпуклая функция
на D, конструируются специальный индуктивный предел Hi(D,ϕ) нормированных пространств
и специальный проективный предел Hp(D,ϕ) нормированных пространств. В этой же работе
сконструирована такая представляющая система экспонент в пространстве Hi(D,ϕ), что если из
нее удалить бесконечную систему элементов, то оставшаяся часть уже не будет представляющей
в этом пространстве.

Пусть E — некоторое нормированное подпространство в H(D). Инвариантной оболочкой Ei
этого пространства будем называть наименьшее линейное пространство, инвариантное относи-
тельно дифференцирования и содержащее пространство E. Инвариантным ядром Ep будем на-
зывать наибольшее линейное пространство, инвариантное относительно дифференцирования и
содержащееся в пространстве E.

В данной работе будет дано внутреннее описание пространств Ei, Ep для случаев, когда E =
H(D,ϕ) и E = H(D,M), где для последовательности M = (Mk)

∞
k=0 через H(D,M) обозначено

пространство типа классов Карлемана, состоящее из аналитических в D функций f , для которых

‖f‖ = sup
n>0

sup
z∈D

|f (n)(z)|
Mn

<∞.

Пусть
ϕ̃(λ) = sup

z∈D

(
Reλz − ϕ(z)

)
, λ ∈ C,

— сопряженная по Юнгу к функции ϕ.
В разделе 3 доказаны следующие теоремы.

Теорема 3.2. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0. Для выпуклой в D функции ϕ и a ∈ R положим

ϕ̃a(λ) = ϕ̃(λ)− a ln(1 + |λ|), λ ∈ C,

ϕa(z) = sup
λ∈C

(
Reλz − ϕ̃a(λ)

)
, z ∈ D.
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Предположим, что для некоторых bn > 12 выполняются условия

2∑

j,k=1

∂2ϕ̃n(y)

∂yj∂yk
ajak >

bn
1 + |y|2 |a|

2, a, y ∈ R
2, |y| > R, n ∈ Z.

Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) инвариантная оболочка Hi(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с
⋃
n∈N

H(D,ϕn). Если в

этом объединении рассматривать топологию индуктивного предела, то оператор диффе-

ренцирования непрерывно действует в этом пространстве;
(2) инвариантное ядро Hp(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с

⋂
−n∈N

H(D,ϕn). Если в этом

пересечении рассматривать топологию проективного предела, то оператор дифференциро-

вания непрерывно действует в этом пространстве.

Если весовая функция ϕ имеет конечный порядок роста в смысле выполнения соотношения

lim
d(z)→0

lnϕ(z)

− ln d(z)
<∞,

где d(z) — расстояние от точки z до границы области D, то инвариантные оболочка и ядро могут
быть описаны более непосредственным образом.

Теорема 3.3. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, ϕ— такая положительная выпуклая функция на D, имеющая конечный

порядок роста, что для некоторых bn > 12 выполняются условия

2∑

j,k=1

∂2ϕ̃n(y)

∂yj∂yk
ajak >

bn
1 + |y|2 |a|

2, a, y ∈ R
2, |y| > R, n ∈ Z.

Положим для a ∈ R

ψa(z) = ϕ(z) − a ln d(z), z ∈ D.

Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Инвариантная оболочка Hi(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с
⋃
n∈N

H(D,ψn). Если в

этом объединении ввести топологию индуктивного предела, то оператор дифференцирования

непрерывно действует в этом пространстве.

2. Инвариантное ядро Hp(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с
⋂

−n∈N
H(D,ψn). Если в

этом пересечении ввести топологию проективного предела, то оператор дифференцирова-

ния непрерывно действует в этом пространстве.

Для пространств H(D,M) инвариантные оболочка и ядро описываются более естественным
образом.

Пусть M = (Mn)
∞
n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последовательность. Поло-

жим Mn = M0 для −n ∈ N; и для k ∈ Z через Mk будем обозначать последовательность со
сдвигом (Mn+k)

∞
n=0.

Теорема 3.4. Предположим, что последовательность M удовлетворяет условию неквази-

аналитичности
∞∑

k=0

Mk

Mk+1
<∞.

Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Инвариантная оболочка Hi(D,M) пространства H(D,M) совпадает с объединением про-

странств H(D,Mk), k ∈ N. Если в этом объединении рассматривать топологию индуктив-

ного предела, то оператор дифференцирования непрерывно действует в этом пространстве.
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2. инвариантное ядро Hp(D,M) пространстваH(D,M) совпадает с пересечением пространств

H(D,Mk), −k ∈ N. Если в этом пересечении рассматривать топологию проективного пре-

дела, то оператор дифференцирования непрерывно действует в этом пространстве.

В разделе 2.1 на основании идей работы [3] получено более подробное утверждение о преобра-
зовании Фурье—Лапласа функционалов на пространствах H(D,ϕ).

Теорема 2.1. Пусть ϕ— выпуклая функция на ограниченной выпуклой области комплексной

плоскости D, 0 ∈ D.

1. Пусть S — линейный непрерывный функционал на пространстве H(D,ϕ) и Ŝ(λ) — преобразо-

вание Фурье—Лапласа этого функционала:

Ŝ(λ) = Sz(e
λz), λ ∈ C.

Тогда ∣∣Ŝ(λ)
∣∣ 6 ‖S‖H∗(D,ϕ)e

ϕ̃(λ), λ ∈ D;

тем самым, ∥∥Ŝ
∥∥
H(C,ϕ̃)

6 ‖S‖H∗(D,ϕ).

2. Если функция ϕ̃ удовлетворяют условию

2∑

j,k=1

∂2ϕ̃(y)

∂yj∂yk
ajak >

b

1 + |y|2 |a|
2, a, y ∈ R

2, |y| > R, (3)

для некоторой константы b > 12, а целая функция F такова, что
∣∣F (λ)

∣∣ 6 Ceϕ̃(λ)(1 + |λ|)−10, λ ∈ C,

то функция F является преобразованием Фурье—Лапласа некоторого линейного непрерывного

функционала S на пространстве H(D,ϕ), причем

‖S‖(H(D,ϕ))∗ 6M‖F‖H(C,ϕ̃10),

где ϕ̃a(λ) = ϕ̃(λ)− a ln(1 + |λ|), и константа M зависит только от постоянной b в (3).

В разделе 2.2 получено описание сопряженных пространств для пространств типа H(D,M).
Функция

T (r) = sup
n>0

rn

Mn
, r > 0,

называется функцией следа последовательности M, а HD(λ) = sup
z∈D

Reλz— опорная функция

области D. Для a ∈ R обозначим

ψa(λ) = HD(λ) + lnT (|λ|)− a ln(1 + |λ|)).

Теорема 2.4. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку 0, M = (Mn)
∞
n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последовательность

положительных чисел, удовлетворяющая условию

∞∑

k=0

Mk

Mk+1
<∞.

1. Если S — линейный непрерывный функционал на H(D,M) и Ŝ(λ)— преобразование Фурье-

Лапласа этого функционала:

Ŝ(λ) = Sz(e
λz), λ ∈ C,

то Ŝ ∈ H(C, ψ0) и

‖Ŝ‖H(C,ψ0) 6 ‖S‖H∗(D,M).



12 К. П. ИСАЕВ

2. Существует такое α ∈ R, зависящее только от области D, что для любой целой функции

F ∈ H(C, ψα) найдется единственный линейный непрерывный функционал S на H(D,M),
для которого функция F является его преобразованием Фурье—Лапласа, и

‖S‖H∗(D,M) 6 C‖F‖H(C,ψα),

где константа C > 0 зависит только от области D и последовательности M.

Последние две теоремы позволяют описать в весовых терминах сопряженные пространства к
инвариантным оболочке и ядру пространств H(D,ϕ) и H(D,M).

В разделе 1 на основе результатов работы [26] построены целые функции со свойствами, необ-
ходимыми для конструкции достаточных множеств.

Теорема 1.2. Пусть uj — субгармонические функции на плоскости, имеющие конечный тип

при порядке роста ρ, j = 1, 2, . . . , k, µj — меры, ассоциированные с ними по Риссу, удовлетворя-

ющие условиям

µj(B(z, t)) 6 a(|z|+ 1)αt, t ∈
(
0; (|z| + 1)−α

)
.

Тогда существуют такие целые функции fj, что все нули произведения f = f1f2 . . . fk про-

стые, и при некоторых δ > 0, β > 0 круги Bn(δ) = B
(
λ, δ(|λ| + 1)−β

)
, λ ∈ N(f), попарно не

пересекаются. Функции для некоторых постоянных A, B удовлетворяют соотношениям

ln
∣∣fj(λ)

∣∣ 6 uj(λ), λ ∈ C,

ln |fj(λ)| > uj(λ)−A ln(|λ|+ e), λ /∈
⋃

n

Bn(δ),

ln |f ′j(λ)| > uj(λ)−B ln(|λ|+ e), n ∈ N(fj).

Постоянные A,B зависят от ρ, α, a и не зависят от конкретного вида функций uj .

Наконец, используя описанную выше схему Л. Эйренпрайса, в разделе 5 мы доказываем тео-
ремы 5.1–5.4 о представляющих системах экспонент.

Бесконечно возрастающую неотрицательную функцию m(t), t > 0 (m(0) = 0), удовлетворяю-
щую условию

sup
t
(m(2t)−m(t)) 6 1,

будем называть медленно растущей. С каждой медленно растущей функцией свяжем ассоции-
рованную функцию скачков. А именно, определим последовательности Rn, rn по формулам

m(R0) = 1, m(Rn+1)−m(Rn) = 1, n = 0, 1, 2, . . . ,

Rn+1∫

Rn

ln t dm(t) = ln rn, n = 0, 1, 2, . . . .

Ассоциированной с m(t) функцией скачков назовем функцию m0(t), t > 0 (m0(0) = 0) с единич-
ными скачками в точках rn, n = 1, 2, . . . . Из определения следует соотношение

∣∣m(t)−m0(t)
∣∣ 6 1, t > 0.

Множество будем называть регулярным, если его считающая функция µ(t) удовлетворяет усло-
вию

lim
r→∞

1

ln r

r∫

1

ln t dµ(t) = ∞.

Теорема 5.1. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, ϕ— выпуклая функция в этой области. Положим

ϕ̃n(λ) = ϕ̃(λ) + n ln(1 + |λ|), λ ∈ C, n ∈ N,

ϕn(z) = sup
λ∈C

(
Reλz − ϕ̃n(λ)

)
, z ∈ D.
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Предположим, что для некоторых bn > 12 выполнены следующие условия:

2∑

k,j=1

∂2ϕ̃n(x1 + ix2)

∂xj∂xk
yjyk >

bn
1 + |x|2 |y|

2, y = (y1, y2), x = (x1, x2) ∈ R
2.

Далее, пусть положительная функция m(t), t > 0, является медленно растущей, m0(t)—

ассоциированная с ней функция скачков. Тогда существует такая система показателей Λ =
{λk, k ∈ N}, что система экспонент {ezλk , k ∈ N} является представляющей в инвариантном

ядре Hp(D,ϕ) =
∞⋂
n=1

H(D,ϕn) пространства H(D,ϕ), т.е. любая функция f ∈ Hp(D,ϕ) может

быть представлена в виде суммы ряда

f(z) =
∞∑

k=1

fke
zλk ,

сходящегося в топологии проективного предела пространств H(D,ϕn), n ∈ N. При этом ряды

из всех определяющих топологию Hp(D,ϕ) норм сходится:

∞∑

k=1

∥∥fkezλk
∥∥
H(D,ϕm)

<∞, m ∈ N,

а ряд из абсолютных величин сходится в топологии проективного предела пространств

H(D,ϕn), n ∈ N:

lim
N→∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣

∞∑

k=N+1

fke
zλk

∣∣∣∣∣ e
−ϕn(z) = 0, n ∈ N.

Если из системы показателей Λ удалить подмножество {ηk, k ∈ N}, считающая функция η(t)
которого удовлетворяет условию

m0(t)− η(t) ր +∞,

то система экспонент {ezλk , λk ∈ S̃ = S \ {ηk, k ∈ N}} остается представляющей. Если же

m0(t)−η(t) 6 C <∞, t > 0, то оставшаяся система экспонент уже не будет представляющей.

Теорема 5.2. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, ϕ— выпуклая функция в этой области. Положим

ϕ̃n(λ) = ϕ̃(λ)− n ln(1 + |λ|), λ ∈ C, n ∈ N,

ϕn(z) = sup
λ∈C

(
Reλz − ϕ̃n(λ)

)
, z ∈ D.

Предположим, что для некоторых bn > 12 выполнены условия

2∑

k,j=1

∂2ϕ̃n(x1 + ix2)

∂xj∂xk
yjyk >

bn
1 + |x|2 |y|

2, y = (y1, y2), x = (x1, x2) ∈ R
2.

Тогда в инвариантной оболочке

Hi(D,ϕ) =
∞⋃

k=1

H(D,ϕk)

пространства H(D,ϕ) существует представляющая система {eλnz}∞n=1, т.е. любая функция

f ∈ Hi(D,ϕ) представляется в виде ряда по данной системе экспонент:

f(z) =
∞∑

n=1

fne
λnz;

этот ряд сходится в топологии индуктивного предела пространств H(D,ϕk), k ∈ N. Пусть

Λ = {λn}∞n=1 — множество показателей представляющей системы {eλnz}∞n=1. Если удалить из
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Λ любое конечное подмножество, то соответствующая система экспонент останется пред-

ставляющей, а если удалить из Λ любое регулярное подмножество, то соответствующая си-

стема экспонент перестанет быть представляющей.

Теорема 5.3. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, M = {Mn}∞n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последователь-

ность положительных чисел, удовлетворяющая условию «неквазианалитичности»
∞∑

n=0

Mn

Mn+1
<∞,

и пусть M−n = M0, n ∈ N, и M(k) = {Mn−k}∞n=0, k ∈ N, — «сдвинутые» последовательности.

Тогда для положительной медленно растущей функции m(t), t > 0, существует такая система

показателей Λ = {λk, k ∈ N}, что система экспонент {ezλk , k ∈ N} является представляющей

в инвариантном ядре Hp(D,M) =
∞⋂
k=1

H(D,M(k)) пространства H(D,M), т.е. любая функция

f ∈ Hp(D,M) может быть представлена в виде суммы ряда

f(z) =
∞∑

k=1

fke
zλk ,

сходящегося в топологии проективного предела пространств H(D,M(k)), k ∈ N. Если из си-

стемы показателей Λ удалить подмножество {ηk, k ∈ N}, считающая функция η(t) которого

удовлетворяет условию

m0(t)− η(t) ր +∞,

то система экспонент
{
ezλk , λk ∈ S̃ = S \ {ηk, k ∈ N}

}
остается представляющей. Здесь

m0(t)— ассоциированная с m(t) функция скачков. Если же m0(t) − η(t) 6 C < ∞, t > 0, то

оставшаяся система экспонент уже не будет представляющей.

Теорема 5.4. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, M = {Mn}∞n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последователь-

ность положительных чисел, удовлетворяющая условию «неквазианалитичности»
∞∑

n=0

Mn

Mn+1
<∞,

и M(k) = {Mn+k}∞n=0, k ∈ N, — «сдвинутые» последовательности. Тогда в инвариантной оболоч-

ке Hi(D,M) =
∞⋃
k=1

H(D,M(k)) пространства H(D,M) существует представляющая система

экспонент {eλnz}∞n=1, т.е. любая функция f ∈ Hi(D,M) представляется в виде ряда по данной

системе экспонент

f(z) =

∞∑

n=1

fne
λnz;

ряд сходится в топологии индуктивного предела пространств H(D,M(k)), k ∈ N. Пусть

Λ = {λn}∞n=1 — множество показателей представляющей системы {eλnz}∞n=1. Если удалить из

Λ любое конечное подмножество, то соответствующая система экспонент останется пред-

ставляющей, а если удалить из Λ любое регулярное подмножество, то соответствующая си-

стема экспонент перестанет быть представляющей.

1. Целые функции с заданными асимптотическими свойствами

В этом разделе будут доказаны теоремы о существовании целых функций с заданными асимп-
тотическими свойствами. Такие целые функции являются инструментом для построения дис-
кретных достаточных множеств. Кроме того, в этой статье они будут использованы для описания
сопряженных пространств в терминах преобразований Фурье—Лапласа.

Следующая теорема доказана в [8] на основе идей работы [26].
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Теорема 1.1 (см. [8, теорема 1, с. 52]). Пусть u— субгармоническая функция на плоскости,

имеющая конечный тип при порядке роста ρ, µ— мера, ассоциированная с ней по Риссу. Если

для некоторых a, α > 0 для всех точек z ∈ C выполняется условие

µ(B(z, t)) 6 a(|z|+ 1)αt, t ∈ (0; (|z| + 1)−α), (1.1)

то существует целая функция f с простыми нулями λn, удовлетворяющими следующему усло-

вию: при некоторых δ > 0, β > 0 круги Bn(δ) = B(λn, δ(|λn|+ 1)−β) попарно не пересекаются и

сама функция для некоторых постоянных A, B удовлетворяет соотношениям

ln |f(λ)| 6 u(λ), λ ∈ C,

ln |f(λ)| > u(λ)−A ln(|λ|+ e), λ /∈
⋃

n

Bn(δ),

ln |f ′(λ)| > u(λ)−B ln(|λ|+ e), n ∈ N(f).

Постоянные A, B зависят от ρ, α, a и не зависят от конкретного вида функции u.

В применениях подобных теорем нередко требуется «раздельная» аппроксимация нескольких
субгармонических функций.

Теорема 1.2. Пусть uj — субгармонические функции на плоскости, имеющие конечный тип

при порядке роста ρ, j = 1, 2, . . . , k, µj — меры, ассоциированные с ними по Риссу, удовлетво-

ряющие условию (1.1). Тогда существуют такие целые функции fj, что все нули произведения

f = f1f2 . . . fk простые и при некоторых δ > 0, β > 0 круги Bn(δ) = B
(
λ, δ(|λ|+1)−β

)
, λ ∈ N(f),

попарно не пересекаются. Функции для некоторых постоянных A, B удовлетворяют соотно-

шениям

ln |fj(λ)| 6 uj(λ), λ ∈ C,

ln |fj(λ)| > uj(λ)−A ln(|λ|+ e), λ /∈
⋃

n

Bn(δ),

ln |f ′j(λ)| > uj(λ)−B ln(|λ|+ e), n ∈ N(fj).

Постоянные A, B зависят от ρ, α, a и не зависят от конкретного вида функций uj.

Доказательство теоремы 1.2. Пусть целая функция f построена по субгармонической функции
u как в теореме 1.1 и

E(δ, β) =
⋃

n

B
(
λn, δ(1 + |λn|)−β

)

— исключительное множество. Тогда оценки, утверждаемые в теореме, выполняются и вне мно-
жества E1 = E(δ1, β1) для любых 0 < δ1 6 δ и β1 > β, возможно с другими постоянными A1, B1.
В самом деле, возьмем произвольное λ /∈ E1. Если при этом λ /∈ E, то оценки выполняются по
утверждению теоремы. Если λ ∈ E, то найдется такой номер n, что

r1 := δ1
(
1 + |λn|

)−β1 < |λ− λn| 6 r := δ
(
1 + |λn|

)−β
.

Пусть G(λ,w) — функция Грина круга B(λn, r); тогда имеют место представления

u(λ) = h(λ) +

∫

B(λn,r)

G(λ,w)dµ(w), ln |f(λ)| = hf (λ) +G(λ, λn),

где функции h, hf — гармонические мажоранты u и ln |f | в круге B(λn, r). Разность |h(λ)−hf (λ)|
оценивается по принципу максимума для гармонических функций, потенциал меры µ оценим на
основании условия (1.1) и, наконец,

∣∣G(λ, λn)
∣∣ = 1

2π
ln

r

|λn − λ| 6
1

2π
ln

r

r1
=

1

2π
ln

(
δ

δ1

(
1 + |λn|

)β1−β
)
.



16 К. П. ИСАЕВ

По теореме 1.1 для каждой из заданных субгармонических функций uj можем построить целые
функции fj, удовлетворяющие требуемым оценкам. Разобьем плоскость на попарно непересека-
ющиеся квадраты Qn с условием на размеры

diamQn ≍
(
max
w∈Qn

|w|
)−ρ−1

,

и каждый из этих квадратов разобьем на квадраты Qn,k так, чтобы

diamQn,k ≍
(
max
w∈Qn

|w|
)−2ρ−1

.

Значит, число мелких квадратов для каждого n сравнимо с
(
max
w∈Qn

|w|
)2ρ

. Поскольку поря-

док роста целых функций fj равен ρ, то количество нулей в каждом квадрате Qn сравнимо с(
max
w∈Qn

|w|
)ρ

. Таким образом, нули функций fj, лежащие в Qn, можно переместить в центры

квадратов Qn,k так, что в каждом центре окажется не более одного нуля. Целую функцию, полу-

ченную перемещением нулей функции fj, обозначим f̃j. Из [25, теорема 2] следует, что функции f̃j
удовлетворяют требуемым оценкам вне непересекающихся (при достаточно малых δ > 0) кругов
B
(
zn,k, δ(1 + |zn,k|)−2ρ−1

)
, где zn,k — центры квадратов Qn,k. Теорема 1.2 доказана. �

Для субгармонических функций медленного роста аппроксимирующие целые функции можно
конструировать с более свободным расположением нулей.

Теорема 1.3. Пусть u(λ)— субгармоническая на плоскости функция, а ее ассоциированная

мера удовлетворяет условию (1.1) и

l sup
t>0

(
µ(2t)− µ(t)

)
6 1. (1.2)

Определим последовательность Rn из соотношений

µ(R0) = 1, µ(Rn)− µ(Rn−1) = 1, n ∈ N.

Возьмем произвольные rn ∈ (Rn−1;Rn), n ∈ N, и r0 ∈ (0;R0). Тогда целая функция

f(λ) =

∞∏

n=0

(
1− λ

rneiϕn

)
, λ ∈ C,

где ϕn ∈ [−π;π), ϕn−1 · ϕn < 0, n ∈ N, удовлетворяет оценкам теоремы 1.1. Для непрерывных

радиальных субгармонических функций u условие (1.1) вытекает из условия (1.2).

Доказательство теоремы 1.3. Можно считать, что функция u имеет представление

u(λ) =

∫

C

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dµ(w), λ ∈ C.

В силу (1.2) имеем Rn > 2Rn−1, n ∈ N. Пусть |λ| ∈ (Rn;Rn+1]. Поскольку
∣∣ ln |1− w|

∣∣ 6 2|w| при
|w| 6 1/2, то

l

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|w|>Rn+2

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dµ(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 2|λ|

∞∫

Rn+2

dµ(t)

t
6 2|λ|

∞∑

k=n+2

1

Rk
6

2|λ|
Rn+2

∞∑

j=0

1

2j
6 2. (1.3)

Аналогичным образом получим оценку

l

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|w|6Rn−1

ln
∣∣∣1− w

λ

∣∣∣ dµ(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 2. (1.4)
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Пусть λn = rne
iϕn и δ(w) — единичная точечная мера в точке w. Положим µ̃ =

∑
j
δ(λj). Тогда в

силу (1.2)

µ̃(2t) − µ̃(t) 6 2, t > 0,

и так же, как в (1.3), (1.4), получим оценки
∣∣∣∣∣∣∣

∫

|w|>Rn+2

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dµ̃(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 2, (1.5)

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|w|6Rn−1

ln
∣∣∣1− w

λ

∣∣∣ dµ̃(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 2. (1.6)

По построению имеют место соотношения
∣∣µ(t)− µ̃(t)

∣∣ 6 1, t > 0, µ(Rk)− µ̃(Rk) = 0, k ∈ N ∪ {0}.
Интегрированием по частям получим

∣∣∣∣∣∣∣

Rn−1∫

R0

ln
|λ|
t
d(µ(t)− µ̃(t))

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

Rn−1∫

R0

µ(t)− µ̃(t)

t
dt

∣∣∣∣∣∣∣
6 ln

|λ|
R0

. (1.7)

Очевидно, в силу условия (1.1) выполняется соотношение
∣∣∣∣∣∣∣

∫

|w|6R0

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ d(µ(w) − µ̃(w))

∣∣∣∣∣∣∣
6 const · ln(|λ|+ e). (1.8)

Через S обозначим кольцо {w : |λ|/2 6 |w| 6 2|λ|} и через S1 — кольцо {w : Rn−1 6 |w| 6 Rn+2}.
На множестве S1 \ S имеет место простая оценка

∣∣∣∣ln
∣∣∣∣1−

λ

w

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 6 const · ln(|λ|+ e), (1.9)

и по построению µ-мера этого множества не больше 3. Поэтому
∣∣∣∣∣∣∣

∫

S1\S

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ d(µ(w) − µ̃(w))

∣∣∣∣∣∣∣
6 const · ln(|λ|+ e). (1.10)

Возьмем произвольные положительные δ, β и пусть

Bn(δ, β) = B
(
λn, δ(1 + |λn|)−β

)
, E(δ, β) =

⋃

n

Bn(δ, β).

Тогда для λ /∈ E(δ, β) и w ∈ S выполняется оценка (1.9), поэтому
∣∣∣∣∣∣

∫

S

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ d
(
µ(w)− µ̃(w)

)
∣∣∣∣∣∣
6 const · ln(e+ |λ|), λ /∈ E(δ, β). (1.11)

Из оценок (1.3)–(1.8), (1.10)–(1.11) следует, что целая функция

f(λ) =

∞∏

n=0

(
1− λ

λn

)
, λ ∈ C,

вне множества E(δ, β) удовлетворяет соотношению
∣∣u(λ)− ln |f(λ)|

∣∣ 6 const · ln(e+ |λ|), λ /∈ E(δ, β).
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Выбирая β = 0 и δ достаточно малым, можем добиться чтобы круги Bn(δ, β) попарно не пересе-
кались. Тогда из формулы Коши

1

f ′(λn)
=

1

2πi

∫

∂Bn

dw

f(w)
, n ∈ N ∪ {0},

будет следовать оценка производной

ln |f ′(λn)| > u(λn)− const · ln(|λn|+ e), n ∈ N.

Чтобы закончить доказательство теоремы 1.3, покажем, что для радиальных субгармонических
функций условие типа (1.1) всегда выполняется.

Лемма 1.1. Если σ— некоторая радиальная неотрицательная борелевская мера, удовлетво-

ряющая условию (1.2), то для любого z 6= 0 и t ∈ [0; |z|/2] выполняется неравенство

σ(z, t) 6
2t

π|z| .

Доказательство леммы 1.1. Через Q(z, t) обозначим криволинейный четырехугольник, ограни-
ченный двумя касательными к окружности C(z, t), проведенными из начала координат, и окруж-
ностями C(0, |z| − t), C(0, |z|+ t). Радиальную меру в полярных координатах можно представить
в виде dσ(reiϕ) = 1

2πdσ(r)dϕ. Следовательно, учитывая, что

|z|+ t

|z| − t
6 2

при t ∈ [0; |z|/3], имеем

σ(z, t) 6 σ(Q(z, t)) =
1

π
(σ(|z| + t)− σ(|z| − t)) arcsin

t

|z| 6
1

π
arcsin

t

|z| 6
2t

π|z| .

Лемма 1.1 доказана. �

Теорема 1.3 доказана. �

Теорема 1.4. Пусть ассоциированная мера µ субгармонической на плоскости функции u удо-

влетворяет следующим условиям:

(1) для некоторого положительного δ > 0

δ 6 µ(2t)− µ(t), (1.12)

µ(2t)− µ(t) 6 1, t > 0; (1.13)

(2) для любого z ∈ C и некоторых A > 0, β ∈ (0; 1)

β|λ|∫

0

µ(λ, t)dt

t
6 A. (1.14)

Определим последовательность Rn из соотношений

µ(R0) = 1, µ(Rn)− µ(Rn−1) = 1, n ∈ N,

а последовательность rn — из равенств

Rn∫

Rn−1

ln t dµ(t) = ln rn, n ∈ N,

R0∫

0

ln t dµ(t) = ln r0.

Тогда для любой последовательности ϕn ∈ [0;π/2] целая функция

L(λ) =

∞∏

n=0

(
1− (−1)n

λ

rneiϕn

)
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с простыми нулями в точках λn = (−1)nrne
iϕn удовлетворяет условию

|L(λ)| ≍ dist(λ,Λ)

1 + |λ| eu(λ), λ ∈ C,

где Λ = {λn}. При этом для достаточно малых σ > 0 круги Bn(σ) := {λ : |λ − λn| 6 σ|λn|},
n = 0, 1, 2, . . . , попарно не пересекаются.

Доказательство теоремы 1.4. Пусть |λ| ∈ (Rn;Rn+1]. Условие (1.13) совпадает с условием (1.2)
в теореме 1.3, поэтому оценки (1.3)–(1.6) сохраняют силу. Вместо соотношения (1.7) по выбору
rn получим

Rn−1∫

0

ln
|λ|
t
d(µ(t)− µ̃(t)) = 0.

Через µk обозначим сужение меры µ на кольцо Sk := {w : |w| ∈ [Rk;Rk+1]}. Тогда по определению
rn имеем

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Rn−1<|w|<Rn+2

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ d
(
µ(w)− µ̃(w)

)
∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

n+1∑

k=n−1

∫

Sk

ln

∣∣∣∣
λ− w

λ− λk

∣∣∣∣ dµk(w)

∣∣∣∣∣∣∣
.

При фиксированном λ /∈ E(σ) =
⋃
k

Bk(λk, σ|λk|) введем обозначение Tk = |λ− λk|; тогда

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(λ,β|λ|)

ln

∣∣∣∣
λ− w

λ− λk

∣∣∣∣ dµk(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(λ,β|λ|)

ln

∣∣∣∣
λ− w

β|λ|

∣∣∣∣ dµk(w)

∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(λ,β|λ|)

ln

∣∣∣∣
β|λ|
Tk

∣∣∣∣ dµk(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 −

β|λ|∫

0

ln
t

β|λ|dµk(λ, t) +
∣∣∣∣ln
∣∣∣∣
β|λ|
Tk

∣∣∣∣
∣∣∣∣ .

Интегрируя по частям по условию (1.14) теоремы получим

−
β|λ|∫

0

ln
t

β|λ|dµk(λ, t) =
β|λ|∫

0

µk(λ, t)dt

t
6 A.

Из условий (1.12), (1.13) следует, что 2Rk 6 Rk+1 ≺ Rk, поэтому

|w| ≍ |λ|, |λ− λk| ≍ |λ|, λ ∈ Sn \E(σ), w ∈
n+1⋃

k=n−1

Sk,

∣∣∣∣
βλ

Tk

∣∣∣∣ ≍ 1,

поэтому ∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(λ,β|λ|)

ln

∣∣∣∣
λ−w

λ− λk

∣∣∣∣ dµk(w)

∣∣∣∣∣∣∣
≺ 1.

Очевидно,
∣∣∣∣
λ− w

λ− λk

∣∣∣∣ ≍ 1, λ ∈ Sn \ E(σ), w ∈
n+1⋃

k=n−1

Sk.

Следовательно, ∣∣∣∣∣∣∣

∫

C\B(λ,β|λ|)

ln

∣∣∣∣
λ− w

λ− λk

∣∣∣∣ dµk(w)

∣∣∣∣∣∣∣
≺ 1.
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Из последних двух неравенств вытекает
∣∣∣∣∣∣∣

∫

Rn−1<|w|<Rn+2

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ d
(
µ(w) − µ̃(w)

)
∣∣∣∣∣∣∣
≺ 1.

Таким образом, ∣∣∣ ln |L(λ)| − u(λ)
∣∣∣ = O(1), λ /∈ E(σ).

Докажем, что круги Bn(σ) при σ = 2−[1/δ]−2 попарно не пересекаются. Пусть N = [1/δ]+1; тогда
по условию (1.12)

µ(2NRn)− µ(Rn) =

N−1∑

k=0

(
µ(2k+1Rn)− µ(2kRn)

)
> Nδ > 1;

значит, 2NRn > Rn+1. Мы предполагаем, что ϕn ∈ [0;π/2], поэтому

∣∣λn − λn+1

∣∣ =
∣∣rneiϕn + rn+1e

iϕn+1
∣∣ >

√
r2n + r2n+1 > rn+1 > Rn > 2−NRn+1 > 2−Nrn+1 = 2σrn+1.

Внутри кругов Bn(σ) оценки проведем с помощью следующей леммы.

Лемма 1.2. Пусть ассоциированная мера µ удовлетворяет условию (1.14). Тогда для любого

z ∈ C гармоническая мажоранта H(w) функции u в круге B(z, β|z|/3) удовлетворяет соотно-

шениям

u(w) 6 H(w) 6 u(w) +A, w ∈ B(z, β|z|/3).

Доказательство леммы 1.2. Возьмем произвольную точку w ∈ B := B(z, β|z|/3) и через H1(ζ)

обозначим гармоническую мажоранту функции u в круге B1 := B(w, 2β3 |z|). Поскольку B ⊂ B1,
то

u(w) 6 H(w) 6 H1(w).

По формуле Иенсена

H1(w) = u(w) +

2β|z|/3∫

0

µ(w, t)dt

t
.

Точка w лежит в круге B, значит,

|w − z| 6 β

3
|z|, |z| 6 3

3− β
|w|.

Поэтому 2β|z|/3 < β|w| и по условию на меру µ

2β|z|/3∫

0

µ(w, t)dt

t
6

β|w|∫

0

µ(w, t)dt

t
6 A.

Лемма 1.2 доказана. �

Возьмем σ 6 β/3. По оценке функции вне E(σ) и по лемме 1.2 имеем

ln |L(λ)| − u(λ)− ln |λ− λk|+ ln |σλk| = O(1), λ ∈ ∂B(λk, σ|λk|), k ∈ N ∪ {0}.
По гармоничности эта оценка продолжается внутрь круга

|L(λ)| ≍ |λ− λk|
σ|λk|

eu(λ) ≍ dist(λ,Λ)

1 + |λ| eu(λ), λ ∈ C.

Теорема 1.4 доказана. �

В завершении раздела теорему 1.1 докажем в одном частном, но важном для применений
случае, с более конкретными выводами.
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Теорема 1.5. Пусть u— субгармоническая функция на плоскости, µ— мера, ассоциирован-

ная с ней по Риссу. Если для некоторого M > 0 для всех точек z ∈ C выполняется условие

µ(B(z, t)) 6Mt, t ∈ (0; 1), (1.15)

то существует целая функция f с простыми нулями λn, удовлетворяющими следующему усло-

вию: при некотором δ ∈ (0; 1) круги Bn(δ) = B
(
λn, δ(|λn|+1)−1

)
попарно не пересекаются и сама

функция удовлетворяет соотношению
∣∣ ln |f(λ)| − u(λ)

∣∣ 6 A ln(|λ|+ 1) + C, λ /∈
⋃

n

Bn(δ),

а производная — оценке

| ln |f ′(λ)| − u(λ)| 6 A ln(|λ|+ 1) + C ′, λ ∈ N(f);

при этом постоянная A > 0 не зависит от M и функции u, а постоянные C, C ′, δ зависят от

M , но не зависят от функции u.

Доказательство теоремы 1.5. Докажем несколько предварительных лемм.

Лемма 1.3. Пусть u— субгармоническая в C функция, u(0) = 0, и ее ассоциированная мера

µ удовлетворяет условию (1.15). Пусть α(t) ∈ C∞(R)— такая неотрицательная финитная

функция c носителем в [−1; 1], что
∫

C

α(|λ|)dm(λ) = 1,

где dm— плоская мера Лебега. Тогда субгармоническая и бесконечно дифференцируемая в C функ-

ция

v(λ) =

∫

C

α(λ− w)u(w)dm(w), λ ∈ C,

удовлетворяет условиям

u(λ) 6 v(λ) 6 u(λ) +M, λ ∈ C,

∆v(λ) 6 παM, λ ∈ C,

где α = maxα(t), а ее ассоциированная мера удовлетворяет условию (1.15).

Доказательство леммы 1.3. Пусть α(λ) = α(|λ|), λ ∈ C. Очевидно,

v(λ) > u(λ), λ ∈ C.

По определению

v(λ)− u(λ) =

∫

C

(
u(w)− u(λ)

)
α(λ −w)dm(w).

Переходя к полярным координатам и пользуясь формулой Йенсена, получим

v(λ)− u(λ) = 2π

1∫

0

α(t)




t∫

0

µ(λ, s)

s
ds


 t dt.

Отсюда по условию (1.15) имеем

v(λ)− u(λ) 6M

∫

C

α(λ)dm(λ) =M.

Первое утверждение леммы доказано. Оценим ∆v. Рассматривая u как обобщенную функцию,
получим

∆v(λ) =

∫

C

∆λα(λ −w)u(w) dm(w) =

∫

C

∆wα(λ− w)u(w) dm(w) = π

∫

C

α(λ− w)dµ(w).
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Если α = maxt α(t), то с учетом (1.15) имеем

∆v(λ) 6 παµ(λ, 1) 6 παM.

Лемма 1.3 доказана. �

Таким образом, теорему 1.5 можем доказывать, считая, что функция u удовлетворяет условию

∆u(λ) 6M, λ ∈ C. (1.16)

Покажем, что теорему 1.5 достаточно доказать для M = 1. В самом деле, пусть доказана
следующая теорема.

Теорема 1.5′. Пусть v ∈ C∞, v(0) = 0, — субгармоническая функция на плоскости, причем

∆v(λ) 6 1, λ ∈ C.

Тогда существует целая функция g с простыми нулями wn, удовлетворяющими следующему

условию: при некотором δ0 ∈ (0; 1) круги B(wn, δ0(|wn|+ 1)−1) попарно не пересекаются и сама

функция удовлетворяет соотношению

∣∣ ln |g(w)| − v(w)
∣∣ 6 A0 ln(|w| + 1) + C0, λ /∈

⋃

n

B
(
wn, δ0(|wn|+ 1)−1

)
,

а производная — оценке
∣∣ ln |g′(λ)| − v(λ)

∣∣ 6 A0 ln(|λ|+ 1) + C ′
0, λ ∈ N(g);

при этом постоянные A0, C0, C
′
0 > 0 не зависят функции v.

Пусть функция u удовлетворяет условию (1.16). Если M > 1, то рассмотрим функцию v(w) =
u(w/M). Поскольку µv(z, t) = µ(z/M, t/M), то при t < 1

µv(z, t) 6M · t

M
= t.

По теореме 1.5′ найдется функция g с соответствующими оценками. Возьмем функцию f(λ) =
g(Mλ) с простыми нулями в точках λn = wn/M . При отображении w → w/M попар-
но не пересекающиеся круги B

(
wn, δ0(|wn| + 1)−1

)
отображаются в непересекающиеся круги

B
(
λn, δ0/(M(M |λn|+ 1))

)
и вне этих кругов выполняется оценка

l
∣∣ ln |f(λ)| − u(λ)

∣∣ 6 A0 ln(|λ| + 1) +A0 lnM + C0. (1.17)

Поскольку
δ0
M2

(
|λn|+ 1

)−1
6 rn :=

δ0
M

(
M |λn|+ 1

)−1
6
δ0
M

(
|λn|+ 1

)−1
,

то круги Bn
(
λn, δ0/(M

2(|λn|+1))
)

также попарно не пересекаются. Продолжим оценку на функ-
цию f на внешность этих кругов. Пусть H — гармоническая мажоранта функции u в круге
B(λn, rn); тогда по формуле Грина и по условию (1.15)

0 6 H(λ)− u(λ) =

∫

B(λn,rn)

G(λ, z)dµ(z) =
1

π

∫

B(λn,rn)

G(λ, z)∆u(z)dm(z) 6

6
M

π

∫

B(λn,rn)

G(λ, z)dm(z), λ ∈ B(λn, rn).

Учитывая, что для функции A(λ) = |λ − λn|2 имеем ∆A(λ) ≡ 2/π, и гармоническая мажоранта
функции A тождественно равна r2n, получим оценку

l0 6 H(λ)− u(λ) =
M

2
max

z∈B(λn,rn)

(
r2n − |λn − z|2

)
6
M

2
, λ ∈ B(λn, rn). (1.18)
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По принципу максимума и в силу (1.17) имеем
∣∣∣∣H(λ)−

(
ln |f(λ)| − ln

|λ− λn|
rn

)∣∣∣∣ 6

6 max
|z−λn|=rn

∣∣u(z)− ln |f(z)|
∣∣ 6 A0 ln(|λn|+ rn + 1) +A0 lnM + C0 6

6 A0 ln(|λn|+ 1) +A0 ln(2M) + C0, λ ∈ B(λn, rn). (1.19)

Если
δ0
M2

(|λn|+ 1)−1 6 |λ− λn| 6 rn 6
δ0
M

(M |λn|+ 1)−1,

то ∣∣∣∣ln
∣∣∣∣
λ− λn
rn

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 6 lnM ;

поэтому ∣∣H(λ)− ln |f(λ)|
∣∣ 6 A0 ln(|λ|+ 1) + (A0 + 1) ln(2M) + C0,

где λ ∈ B(λn, rn)\B
(
λn, δ0/(M

2(|λn|+1))
)
. Отсюда вместе с (1.18) следует требуемая оценка для

самой функции f

∣∣u(λ)− ln |f(λ)|
∣∣ 6 A0 ln(|λ|+ 1) + (A0 + 1) ln(2M) + C0 +

M

2
,

где λ /∈ B(λn, δ0/(M
2(|λn| + 1))

)
. Полагая в (1.19) λ = λn и применяя оценку (1.18), получим

требуемую оценку для f ′(λn):

∣∣u(λn)− ln |f ′(λn)|
∣∣ 6 A0 ln(|λn|+ 1) + C ′

0 +
M

2
+ lnM, n ∈ N.

Для доказательства теоремы 1.5′ потребуется еще одна лемма.

Лемма 1.4. Пусть u— гладкая субгармоническая функция, ∆u удовлетворяет условию (1.16)
с M = 1. Через Qn, n ∈ N∪ {0}, обозначим квадрат с центром в начале координат, сторонами,

параллельными осям координат, и с длиной стороны 3n. Тогда

Qn+1 \Qn =

8⋃

1

Qnj, n ∈ N ∪ {0},

где Qnj — квадраты, полученные сдвигом квадрата Qn на векторы (±3n, 0), (0,±3n), (±3n,±3n).
Существует такая субгармоническая функция ũ с ассоциированной мерой µ̃, что

(1) в квадратах Qnj функция ũ гладкая и выполняется условие (1.16);
(2) µ̃(Qnj)— неотрицательное целое число;
(3) имеет место оценка

|u(λ)− ũ(λ)| 6 45 ln(|λ|+ e) + 142, λ ∈ C.

Доказательство леммы 1.4. Положим

µ(Qnj) := mnj + qnj, j = 1, 2, . . . , 8, n ∈ N,

где qnj = {µ(Qnj)} ∈ [0; 1) — дробная часть µ(Qnj). Положим

q+n =
∑

j

qnj ∈ [0; 8), q−n =
∑

j

(qnj − 1) ∈ [−8; 0).

Определим последовательность qn следующим образом: положим q0 = {µ(Q0)}, если qj для
j 6 k − 1 определены, то при

∑
j6k−1

qj > 0, положим qk := q−k ; в противном случае qk := q+k .

Таким образом,
n∑

k=0

qk ∈ (−8; 8), n ∈ N.
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Далее определим последовательность натуральных чисел N0, Nnj, j = 1, . . . , 8, n ∈ N. Положим
N0 = [µ(Q0)]; если qn = q−n , то Nnj

= µ(Qnj) − (qnj − 1), а если qn = q+n , то Nnj = µ(Qnj) − qnj.
Таким образом, либо Nnj = mnj+1, либо Nnj = mnj. Сужение меры µ на квадрат Qnj обозначим
через µnj, µ0 = µ

∣∣
Q0

, и положим

µ̃0 =
N0

µ(Q0)
µ0, ν0 = µ0 − µ̃0,

µ̃nj =
Nnj

µ(Qnj)
µnj, j = 1, . . . , 8, n ∈ N.

Если µ(Qnj) = 0, то µ̃nj = 0. Тогда µ̃nj(C) = Nnj — целые неотрицательные числа и, если положим
νnj = µnj − µ̃nj, то

νnj(C) ∈ (−1; 1),




8∑

j=1

νnj


 (C) ∈ (−8; 8). (1.20)

Пусть

ν = ν0 +
∞∑

n=1

8∑

j=1

νnj, ν+ = ν0 +
∑

qn=q
+
n

8∑

j=1

νnj, ν− = −
∑

qn=q
−
n

8∑

j=1

νnj;

тогда ν± — неотрицательные меры и ν = ν+ − ν−. При этом

ν±




8⋃

j=1

Qnj


 = q±n ∈ (−8; 8).

Утверждение 1.1. Верно соотношение

π(λ) :=

∫

C

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dν(w) 6 45 ln(|λ|+ e) + 142, λ ∈ C.

Доказательство утверждения 1.1. Возьмем λ ∈ Qn+1 \Qn. Если w ∈ Qm+1 \Qm, то

3m

2
6 |w| 6 1√

2
3m+1,

∣∣ ln(|ζ|+ 1)
∣∣ 6 2|ζ|

при |ζ| 6 1/2, поэтому
∣∣∣∣∣∣∣

∫

C\Qn+2

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6

∞∑

m=2

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Qn+m+1\Qn+m

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6

32|λ|
3n

∞∑

m=2

1

3m
6 8

√
2. (1.21)

Аналогично, ∣∣∣∣∣∣∣

∫

Qn−1

ln
∣∣∣1− w

λ

∣∣∣ dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6

2

|λ|

(
8
n−1∑

m=1

3n−m√
2

+

√
2

2

)
6 10

√
2. (1.22)

Докажем, что
|ν(t)| = |ν(B(0, t))| 6 17, t > 0. (1.23)

В самом деле, если t < 3/
√
2, то B(0, t) ⊂ Q2, поэтому

|ν(t)| 6 |ν(Q1)|+
8∑

j=1

|ν1j(C)| 6 9.

Для t > 3/
√
2 через n обозначим наибольшее натуральное число, для которого 3n/

√
2 6 t; тогда

Qn ⊂ B(0, t) и
3n+2

2
=

3√
2

3n+1

√
2

>
3√
2
t > t;
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значит, Qn+2 ⊃ B(0, t). Таким образом, c учетом (1.20) получим

|ν(t)| 6 |ν(Qn)|+
n+1∑

i=n

|
8∑

j=1

νij(C)| 6 17.

Пусть ν̃n — сужение меры ν на квадрат Qn. Тогда
∣∣∣∣∣∣∣

∫

Qn−1

ln
|λ|
|w|dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3n∫

0

ln
|λ|
t
dν̃n−1(t)

∣∣∣∣∣∣
6 ln

|λ|
3n

|ν(Qn−1)|+

∣∣∣∣∣∣

3n∫

0

ν̃n−1(t)

t
dt

∣∣∣∣∣∣
.

По условию (1.16) с M = 1, учитывая (1.23), имеем
∣∣∣∣∣∣

3n∫

0

ν̃n−1(t)

t
dt

∣∣∣∣∣∣
6

1∫

0

µ(t)

t
dt+

3n∫

1

17dt

t
6 1 + 17 ln(|λ|+ e).

Следовательно, ∣∣∣∣∣∣∣

∫

Qn−1

ln
|λ|
|w|dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 18 + 17 ln(|λ|+ e),

и вместе с (1.22) получим
∣∣∣∣∣∣∣

∫

Qn−1

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 17 ln(|λ|+ e) + 33. (1.24)

Если w ∈ Qn+2 \Qn−1, то

|w| ∈
[
3n−1

2
;
1√
2
3n+2

]
, |λ| ∈

[
3n

2
;
1√
2
3n+1

]
,

поэтому для w /∈ B(λ, 1) верна оценка
√
2

9
· 3−n 6

∣∣∣∣
λ− w

w

∣∣∣∣ 6 51;

значит, ∣∣∣∣ln
∣∣∣∣1−

λ

w

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 6 ln(|λ|+ e) + 4.

Отсюда

l

∣∣∣∣∣∣∣

∫

(Qn+2\Qn−1)\B(λ,1)

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 24 ln(|λ|+ e) + 96. (1.25)

Остается оценить интеграл по кругу B(λ, 1). Мера ν по построению является частью меры µ,
поэтому для нее выполняется условие (1.15) с M = 1. Учитывая это обстоятельство и интегрируя
по частям, получим

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(λ,1)

ln |λ− w|dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 1,

∣∣∣∣∣∣∣

∫

B(λ,1)

ln |w|dν(w)

∣∣∣∣∣∣∣
6 π ln(|λ|+ e).

Тем самым, ∫

B(λ,1)

∣∣∣∣ln
∣∣∣∣1−

λ

w

∣∣∣∣
∣∣∣∣ dν(w) 6 π ln(|λ|+ e) + 1.

Отсюда и из (1.21), (1.24) и (1.25) получим оценку из утверждения 1.1. �



26 К. П. ИСАЕВ

Согласно утверждению 1.1 для функции ũ(λ) = u(λ) − π(λ) выполняются утверждения лем-
мы 1.4. Лемма 1.4 доказана. �

Утверждение 1.2. Существуют такие меры µn, µn(C) = 1, и прямоугольники Pn, n ∈ N,

что

(1)
∑
n
µn = µ̃;

(2) внутренности выпуклых оболочек носителей мер µn попарно не пересекаются;
(3) носитель меры µn лежит в Pn, n ∈ N;
(4) стороны прямоугольников параллельны осям координат и отношение длин сторон прямо-

угольника Pn лежит в интервале [3−1; 3];
(5) каждая точка плоскости попадает не более чем в четыре прямоугольника Pn;
(6) если Fn — выпуклая оболочка носителя меры µn, то

diamFn 6 2
√
2 min
λ∈Fn

|λ|+
√
2.

Доказательство утверждения 1.2. К сужениям меры µ̃ на квадраты Qnj применим [26, тео-
рема 1]. После перенумерации получим множество единичных мер, удовлетворяющих свой-
ствам (1)–(5) утверждения 1.2. Свойство (6) следует из соответствующего свойства квадратов
Qnj . �

Продолжим доказательство теоремы 1.5′. Центр тяжести единичных мер µn, построенных в
утверждении 1.2, обозначим через λn:∫

C

wdµn(w) = λn, n ∈ N.

Через µ̃n обозначим сужение меры µ̃ на квадрат Qn и через πn — потенциал этой меры:

πn(λ) =

∫

C

ln

∣∣∣∣1−
λ

w

∣∣∣∣ dµ̃n(λ).

Тогда мера µ̃n удовлетворяет условиям [26, теорема 3]. По терминологии этой работы в силу
условия (1.16) каждая точка λ ∈ C для любого s = s(λ) ∈ (0; 1] является (π, s)-нормальной по
мере µ̃. Значит, согласно указанной теореме получим, что для полинома

Pn(λ) =
∏

λk∈Qn

(
1− λ

λk

)

вне множества кругов Bk(s) = B(λk, s(λk)), λk ∈ Qn, выполняется соотношение
∣∣πn(λ)− ln |Pn(λ)|

∣∣ 6 A ln
(
|λ|+ 1

)
+B ln

(
s(λ) + 1

)
+ C,

где постоянные A, B, C не зависят от µ и n.
В силу независимости постоянной A от n обычным образом обосновывается предельный пере-

ход. В результате получим, что существует целая функция f с простыми нулями в точках λn,
удовлетворяющая условию

∣∣ũ(λ)− ln |f(λ)|
∣∣ 6 A ln(|λ|+ 1) +B ln(s(λ) + 1) +C, λ /∈

⋃

n

Bn(s). (1.26)

Покажем, что при достаточно малом δ > 0 круги Bn = Bn(λn, δ(|λn|+1)−1) попарно не пересека-
ются. Оценим расстояние dn от точки λn до границы выпуклой оболочки Fn носителя меры µn.
Пусть wn — одна из точек достижения этого расстояния:

|λn − wn| = inf
{
|λn −w|, w /∈ Fn

}
.

Пусть wn−λn = eiϕn |λn−wn| и z = Tw = e−ϕn(λn−w). При таком преобразовании образ F ∗ обо-
лочки Fn расположится в полуплоскости {Re z 6 dn} и для образа меры dµ∗(z) = dµn(λn − eiϕnz)
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будут выполняться условия∫

C

dµ∗(z) = 1,

∫

C

zdµ∗(z) = 0, dµ∗(z) =
1

π
χn(z)∆ũ(λn − eiϕnz)dm(z),

где χn(z) — характеристическая функция множества F ∗. Пусть

δ(x) =
1

π

+∞∫

−∞

χn(x+ iy)∆ũ(λn − eiϕn(x+ iy))dy.

Тогда δ(x)— финитная функция с носителем на отрезке [a; dn] и по условию (6) утверждения 1.2

0 6 δ(x) 6 3π(|λn|+ 1) := Mn.

Кроме того, из свойств µ∗ следует, что

dn∫

a

δ(x)dx = 1,

dn∫

a

xδ(x)dx = 0.

Лемма 1.5. Пусть δ(x) — неотрицательная, непрерывная и финитная функция, удовлетво-

ряющая условиям

(1) conv supp δ = [a; d], (2) sup
x
δ(x) 6M0 <∞,

(3)

d∫

a

δ(x)dx = 1, (4)

d∫

a

xδ(x) dx = 0.

Тогда

d >
1

6M0
.

Доказательство леммы 1.5. Определим число c > 0 из равенства
c∫

−c

δ(x)dx =
1

3
.

Из условия (2) следует, что c > 1/(6M0). Допустим, что d < c. Тогда, учитывая (3), имеем

−c∫

−∞

δ(x)dx = 1−
d∫

−c

δ(x)dx > 1−
c∫

−c

δ(x)dx =
2

3
.

Поэтому
0∫

−∞

|x|δ(x)dx >
2c

3
+

0∫

−c

|x|δ(x)dx >
2c

3
.

С другой стороны,
d∫

0

|x|δ(x)dx 6

c∫

0

|x|δ(x)dx 6 c

c∫

−c

δ(x)dx =
c

3
.

По условию (4)

2c

3
6

0∫

−∞

|x|δ(x)dx =

d∫

0

|x|δ(x)dx 6
c

3
.

Из полученного противоречия имеем

d > c >
1

6M0
.
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Лемма 1.5 доказана. �

Из этой леммы следует, что

dn >
1

18π
(1 + |λn|)−1, n ∈ N.

По свойству (2) в утверждении 1.2 круги Bn = B(λn, δ(1 + |λn|)−1), где δ < 1/(18π), попарно не
пересекаются. В частности, любая точка λ вне этих кругов является π(1+ |λn|)−1-нормальной по
мерам µ̃ и ν =

∑
k

δ(λk), где δ(w) — единичная точечная мера в точке w. В силу соотношения (1.26)

вне кругов Bn выполняется оценка
∣∣ũ(λ)− ln |f(λ)|

∣∣ 6 A ln(|λ|+ 1) + C, λ /∈
⋃

n

Bn.

Обычными приемами с помощью формулы Коши

1

f ′(λn)
=

1

2πi

∫

∂Bn

dz

f(z)
,

можем получить необходимые оценки для производной в точках λn. Теорема 1.5 доказана. �

2. Преобразование Фурье—Лапласа функционалов на нормированных

пространствах аналитических функций

Пусть E — линейное топологическое подпространство пространства H(D) на некоторой огра-
ниченной выпуклой области плоскости, E∗ — сильно сопряженное к нему пространство. Если
система экспонент eλz, λ ∈ C, полна в пространстве E, то преобразование Фурье—Лапласа

L : S → Ŝ, определяемое как Ŝ(λ) = S(eλz), S ∈ E∗, линейно и взаимно однозначно отображает

пространство E∗ в некоторое линейное подпространство Ê пространства целых функций H(C).

Рассматривая в пространстве Ê наведенную топологию, будем считать, что L является линейным

топологическим изоморфизмом. Результаты об описании пространства Ê с помощью весовых по-
лунорм оказываются полезными во многих вопросах комплексного анализа. Такого рода теорем
для случая, когда E — нормированное пространство, мало. Например, описаны сопряженные для
пространства Смирнова (см. [13,16,18]), для пространств Бергмана (см. [9]). Локально выпуклые
пространства, являющиеся проективным пределом нормированных пространств, исследовались
чаще. Пространства с весами, зависящими только от расстояния до границы, изучены в [20],
случай общих весов — в [3]. Индуктивные пределы нормированных подпространств пространства
A∞(D) рассмотрены в [27].

В разделе 2.1 мы рассмотрим канонические проективные и индуктивные пределы равномерно
весовых нормированных пространств аналитических функций с наиболее тонкими топологиями.
Раздел 2.2 посвящен локально выпуклым подпространствам A∞(D).

2.1. Преобразование Фурье—Лапласа функционалов на весовых нормированных

подпространствах H(D). Пусть D— выпуклая область комплексной плоскости, содержащая
точку z = 0, и ϕ(z) — выпуклая функция в D, стремящаяся к +∞ вблизи границы. Через H(D,ϕ)
обозначим пространство аналитических в D функций f , для которых

lim
z→∂D

|f(z)|e−ϕ(z) = 0,

с нормой

‖f‖ = sup
z∈D

|f(z)|e−ϕ(z).

Тогда H(D,ϕ)— банахово пространство, в котором система экспонент eλz, λ ∈ C, полна. Через
H2(D,ϕ) обозначим интегрально весовое пространство с нормой

‖f‖2 =
∫

z∈D

|f(z)|2e−2ϕ(z)dm(z),
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где dm(z)— плоская мера Лебега. Пусть ϕ̃(λ)— преобразование Юнга функции ϕ:

ϕ̃(λ) = sup
z∈D

(
Reλz − ϕ(z)

)
, λ ∈ C.

Как известно, ϕ̃— выпуклая функция; если же ϕ выпукла, то (̃ϕ̃) = ϕ. Пусть

Ks(ϕ, z) =

∫

C

eReλz−ϕ̃(λ)(1 + |λ|)sdm(λ), z ∈ D.

Функции lnKs(ϕ, z) выпуклы в области D. Пространство H(D, lnK0(ϕ, z)) для краткости будем
обозначать через H−(D,ϕ).

Утверждение 2.1. Если ϕ— некоторая функция в ограниченной области D, содержащей 0,
то справедливы следующие уnтверждения:

(1) преобразование Юнга ϕ̃ удовлетворяет условию Липщица
∣∣ϕ̃(λ1)− ϕ̃(λ2)

∣∣ 6 sup
z∈D

|z| |λ1 − λ2| ∀λ1, λ2 ∈ C;

(2) для любого q ∈ (0; 1)

qHD(λ)− C ′
q 6 ϕ̃(λ) 6 HD(λ) + C ′′

q , λ ∈ C,

где HD(λ) = sup
z∈D

Reλz— опорная функция области D, C ′
q, C

′′
q > 0— некоторые постоянные;

(3) выполняются оценки

1

2π
K−3(ϕ, z) 6 eϕ(z) 6 π−1e2 supλ∈D |λ|K0(ϕ, z), z ∈ D.

Доказательство утверждения 2.1. Пусть

ϕ̃(λ1) = Reλ1z1 − ϕ(z1).

Тогда

ϕ̃(λ1)− ϕ̃(λ2) =
(
Reλ1z1 − ϕ(z1)

)
− ϕ̃(λ2) 6 6 Re z1(λ1 − λ2) 6 sup

z∈D
|z| |λ1 − λ2| ∀λ1, λ2 ∈ C.

Поменяв местами λ1, λ2, получим требуемое неравенство.
Второе утверждение следует из ограниченности снизу выпуклой функции в ограниченной об-

ласти и ограниченности сверху на компактах.
Левое неравенство в третьем утверждении тривиальное. Правое неравенство следует из п. (1).

Утверждение 2.1 доказано. �

Несколько свойств выпуклых функций и преобразования Юнга (в вещественном смысле) све-
дем в одно утверждение.

Утверждение 2.2. Пусть v ∈ C2(R2)— выпуклая функция и

2∑

j,k=1

∂2v(y)

∂yj∂yk
ajak >

b

1 + |y|2 |a|
2, a, y ∈ R

2, |y| > R, (2.1.1)

c постоянной b > 12 и D =
{
t ∈ R

2 : ṽ(t) = supy((t, y)− v(y)) <∞
}
. Положим

Ks(v, t) =

∫

R2

e(t,y)−v(y)(1 + |y|)sdm(y), s ∈ [−6; 6], t ∈ D◦,

где (t, y) обозначает евклидово скалярное произведение, а D◦ — внутренность выпуклого мно-

жества D. Пусть yt — точка достижения супремума

sup
y
((t, y)− v(y)) := ṽ(t) : (t, yt)− v(yt) = ṽ(t).

Тогда справедливы следующие утверждения:
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(1) существуют такие постоянные Ms, зависящие только от постоянных b, R в усло-

вии (2.1.1), что

Ks(v, t) 6Ms

∫

B(yt, 12 (1+|yt|))

e(t,y)−v(y)(1 + |y|)s dm(y), t ∈ D◦, s ∈ [−6; 6];

(2) если

|t− τ | 6 b

(1 + |yt|)
,

то верна оценка
∣∣ṽ(t)− ṽ(τ)

∣∣ 6 2b;

в частности, τ ∈ D.

Доказательство утверждения 2.2. Из теории выпуклых функций известно, что

v(y) = sup
t∈D

((t, y)− ṽ(t)), y ∈ R
2.

Если D◦ = ∅, то D— некоторый отрезок, и на прямых, перпендикулярных этому отрезку,
v(y) ≡ const, а это противоречит условию (2.1.1). Пусть v(t, y) = ṽ(t) + v(y) − (t, y); тогда при
фиксированном t функция v(t, y) выпукла, неотрицательна и v(t, yt) = 0, ∇v(yt) = t. Положим
для s > 0

Dt(s) =
{
y ∈ R

2 : v(t, y) < s
}
, pt(s) = V (Dt(s)),

где V (A)— площадь области A ⊂ R
2.

Одно из следствий теоремы Брунна—Минковского утверждает, что для выпуклых областей
A,B на плоскости

(V (A+B))1/2 > (V (A))1/2 + (V (B))1/2

(cм. [6, с. 148]). Из выпуклости функции v(t, y) следует выпуклость областей Dt(s) и включение

αDt(s1) + (1− α)Dt(s2) ⊂ Dt(αs1 + (1− α)s2)

для всех α ∈ [0; 1], s1, s2 > 0. Поэтому

√
V (Dt(αs1 + (1− α)s2)) >

√
V (αDt(s1) + (1− α)Dt(s2)) >

>
√
V (αDt(s1)) +

√
V ((1 − α)Dt(s2)) = α

√
V (Dt(s1)) + (1− α)

√
V (Dt(s2)).

Таким образом, функция
√
pt(s) вогнута на (0;∞). Если a ∈ (0; s), то

√
pt(a) =

√
pt

((
1− a

s

)
· 0 + a

s
s
)
>
a

s

√
pt(s),

т.е.

lpt(s) 6 pt(a)
s2

a2
, s > a > 0. (2.1.2)

Функцию K0(v, t)e
−ṽ(t) запишем в виде одномерного интеграла Стилтьеса

K0(v, t)e
−ṽ(t) =

∫

R2

e−v(t,y)dm(y) =

∞∫

0

e−sdpt(s).
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Интегрируя последний интеграл по частям и пользуясь монотонностью функции pt(s) и неравен-
ством (2.1.2), для любого положительного числа a получим

K0(v, t)e
−ṽ(t) =

a∫

0

pt(s)e
−sds+

∞∫

a

p(s)e−sds 6

6 pt(a)




a∫

0

e−sds+

∞∫

a

s2

a2
e−sds


 6

a2 + 2a+ 2

a2
pt(a).

С другой стороны, ∫

Dt(a)

e−v(t,y)dm(y) > e−apt(a), a > 0;

следовательно, ∫

R2

e−v(t,y)dm(y) 6
a2 + 2a+ 2

a2
ea
∫

Dt(a)

e−v(t,y)dm(y), a > 0. (2.1.3)

Докажем, что для a =
bε2

2(1 + ε)2
при выполнении условия (2.1.1) область Dt(a) ⊂ B(yt, ε(1+ |yt|)).

По формуле Тейлора

v(y) = v(yt) + (∇v(yt), y − yt) +
1

2
(D2v(y∗)(y − yt), y − yt),

где y∗ — некоторая точка на отрезке, соединяющем y, yt, а D2v — матрица вторых производных.
Поскольку yt — стационарная точка достижения супремума, то ∇v(yt) = t, поэтому по усло-
вию (2.1.1)

v(t, y) =
1

2
(D2v(y∗)(y − yt), y − yt) >

b|y − yt|2
2(1 + |y∗|2) .

Для точек на окружности |y − yt| = ε(1 + |yt|) имеем

1 + |y∗| 6 1 + |yt|+ |y∗ − yt| 6 (1 + ε)(1 + |yt|);
значит, на этой окружности

v(t, y) >
bε2

2(1 + ε)2
.

Тем самым,

Dt

(
bε2

2(1 + ε)2

)
⊂ B(yt, ε(1 + |yt|))

и по неравенству (2.1.3) оценка для K0(v, t) доказана.
Элементарными вычислениями убедимся в выполнении оценки

∣∣∣∣∣∣

2∑

k,j=1

∂2 ln(1 + |y|2)
∂yj∂yk

akaj

∣∣∣∣∣∣
6

4|a|2
1 + |y|2 , y, a ∈ R

2. (2.1.4)

Значит, если s ∈ [−3; 3], то для функции

(y) = v(y)− s ln(1 + |y|2)
по условию (2.1.1) выполняется оценка

2∑

k,j=1

∂2w(y)

∂yj∂yk
akaj >

b− 12

1 + |y|2 |a|
2, y, a ∈ R

2.
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Таким образом, учитывая, что b > 12, можем локализовать интеграл K0(w, t) в круге B
(
y′t, ε(1 +

|y′t|)
)
, где y′t — точка достижения супремума supt

(
(y, t) − w̃(y)

)
. Для получения локализации в

круге с центром в точке yt оценим |y′t − yt|. Для функции u(r) = v(yt + r(y′t − yt)) имеем

u′(1) =
(
∇v(y′t), y′t − yt

)
=
(
t+ s∇ ln(1 + |y|2)

∣∣
y=y′t

, y′t − yt

)
,

u′(0) =
(
∇v(yt), y′t − yt

)
= (t, y′t − yt),

и по условию (2.1.1)

u′′(r) =
(
D2v(y)(y′t − yt), y

′
t − yt

)
>

b

1 + |y|2 |y
′
t − yt|2, y = yt + r(y′t − yt).

Положим |y′t − yt| = p, 1 + |yt| = q, тогда по формуле Ньютона

u′(1) − u′(0) =

1∫

0

u′′(r)dr

получим

2|s|p
bq

> p2
1∫

0

dr

p2r2 + q2
,

или, учитывая, что 2|s|/b < 1/2

arctg
p

q
6

1

2
.

Таким образом,

|y′t − yt| 6
1

2
(1 + |yt|).

Отсюда можно заключить, что

B
(
y′t, ε(1 + |y′t|)

)
⊂ B

(
yt,

3ε+ 1

2
(1 + |yt|)

)

и, тем самым, доказана возможность локализации.
Из очевидного соотношения K2s(v, t) ≍ K0(w, t) вытекает требуемое неравенство для функций

Ks(v, t) для |s| 6 6.
Перейдем к доказательству второго утверждения леммы. Возьмем такую точку τ ∈ D◦, что

|t− τ | 6 b

(1 + |yt|)
.

Пусть R(s) = v
(
(yτ − yt)s+ yt

)
; тогда

R′(1) =
(
∇v(yτ ), yτ − yt

)
=
(
τ, yτ − yt

)
, R′(0) =

(
∇v(yt), yτ − yt

)
=
(
t, yτ − yt

)
.

Полагая |yτ − yt| = p, 1 + |yt| = q, по условию (2.1.1) получим

R′′(s) =
(
D2v

(
(yτ − yt)s + yt

)(
yτ − yt

)
, yτ − yt

)
>

bp2

2(p2s2 + q2)
.

Отсюда и из формулы Ньютона

R′(1) −R′(0) =

1∫

0

R′′(s)ds

для |τ − t| < b/q имеем

bp

q
>
bp2

2

1∫

0

ds

p2s2 + q2
=
bp

q

p/q∫

0

ds

1 + s2
,
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т.е.
p/q∫

0

ds

1 + s2
6 1;

значит, p/q 6 π/4 и

|yτ − yt| 6 (1 + |yt|).
По теореме о среднем

ṽ(t)− ṽ(τ) = (∇ṽ(τ∗), t− τ),

где τ∗ — точка на отрезке, соединяющем точки t и τ . По доказанному

|yτ∗ − yt| 6 (1 + |yt|);
значит, ∣∣∇ṽ(τ∗)

∣∣ = |yτ∗ | 6 2(1 + |yt|).
Таким образом, ∣∣ṽ(t)− ṽ(τ)

∣∣ 6 2b.

Оценку, требуемую в п. (2), мы доказали для точек изD◦∩B
(
t, b/(1+|yt|)

)
. Если круг B

(
t, b/(1+

|yt|)
)

не лежит в области D◦, то какая-то граничная точка τ0 ∈ ∂D лежит в данном круге. Пусть
ω— направление внешней нормали к границе области D в этой точке. Тогда (τ, sω) 6 0 для s > 0,
τ ∈ D, и

v(ωs) = sup
τ∈D

(
(t, ωs)− ṽ(t)

)
6 sup

t∈D
(−ṽ(t)) := v0.

С другой стороны, для любого τ ∈ D◦ ∩B
(
t, b/(1 + |yt|)

)
мы доказали оценку

ṽ(τ) 6 ṽ(t) + 2b;

поэтому, устремив τ из этого пересечения к τ0, получим оценку снизу

v(ωs) > (τ, ωs)− ṽ(τ) > −ṽ(t)− 2b.

Из последних двух оценок следует ограниченность выпуклой на (0;+∞) функции v(sω):

|v(ωs)| 6 |v0|+ 2b.

Но из условия (2.1.1) вытекает оценка

d2v(sω)

d2s
>

b

1 + s2
, s > R,

которая не допускает ограниченности функции v(sω). Утверждение 2.2 доказано. �

Теорема 2.1. Пусть ϕ— выпуклая функция на ограниченной выпуклой области комплексной

плоскости D, 0 ∈ D.

1. Пусть S — линейный непрерывный функционал на пространстве H(D,ϕ) и Ŝ(λ) — преобразо-

вание Фурье—Лапласа этого функционала:

Ŝ(λ) = Sz(e
λz), λ ∈ C.

Тогда

|Ŝ(λ)| 6 ‖S‖H∗(D,ϕ)e
ϕ̃(λ), λ ∈ D;

тем самым,

‖Ŝ‖H(C,ϕ̃) 6 ‖S‖H∗(D,ϕ).
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2. Если функция ϕ̃ удовлетворяют условию (2.1.1) c постоянной b > 12 и целая функция F
такова, что

|F (λ)| 6 Ceϕ̃(λ)(1 + |λ|)−10, λ ∈ C,

то функция F является преобразованием Фурье—Лапласа некоторого линейного непрерывно-

го функционала S на пространстве H(D,ϕ). Причем

‖S‖(H(D,ϕ))∗ 6M‖F‖H(C,ϕ̃10),

где ϕ̃a(λ) = ϕ̃(λ)− a ln(1 + |λ|), и константа M зависит только от постоянной b в (2.1.1).

Доказательство теоремы 2.1. Первое утверждение теоремы очевидно.
Для доказательства второго утверждения нам потребуются две леммы.

Лемма 2.1. Пусть ϕ(x1 + ix2)— выпуклая функция в ограниченной выпуклой области D,

а функция ϕ̃(y1 + iy2) удовлетворяет условию (2.1.1) c постоянной b > 12. Тогда для любой

функции f ∈ H(D,ϕ) верна оценка
∣∣f (s)(z)

∣∣ 6 Cs||f ||H(D,ϕ)Ks(ϕ, z), z ∈ D, s ∈ {1, 2, 3},
где постоянная Cs зависит только от постоянной b. В частности,

∣∣f (s)(z)
∣∣ 1

Ks+1(ϕ, z)
→ 0, dist(z, ∂D) → 0.

Доказательство леммы 2.1. Для точки z ∈ D через λz обозначим точку достижения супремума

sup
λ

(
Reλz − ϕ̃(λ)

)
.

Пусть r = rz = b/(1 + |λz|). Из формулы Коши следует

∣∣f (s)(z)
∣∣ 6 (s− 1)!

rs
sup

w∈B(z,r)
|f(w)| 6 (s− 1)!

rs
eϕ(z) sup

w∈B(z,r)
|f(w)|e−ϕ(w) sup

w∈B(z,r)
eϕ(w)−ϕ(z).

В силу п. (2) утверждения 2.2 отсюда вытекает

∣∣f (s)(z)
∣∣ 6 (s− 1)!

bs
e2b‖f‖H(D,ϕ)(1 + |λz|)seϕ(z).

Согласно п. (3) утверждения 2.1 имеем

∣∣f (s)(z)
∣∣ 6 (s− 1)!

bs
e2b+d‖f‖H(D,ϕ)(1 + |λz|)sK0(ϕ, z),

где d = max
z∈D

|z|. Пункт (1) утверждения 2.2 позволяет локализовать интеграл, определяющий

функцию K0:

∣∣f (s)(z)
∣∣ 6 (s− 1)!

bs
e2b+d‖f‖H(D,ϕ)M0(1+ |λz |)s

∫

B
(
λz ,(1+|λz|)/2

)
eReλz−ϕ̃(λ)dm(λ) 6 Cs‖f‖H(D,ϕ)Ks(z),

где

Cs =
(s− 1)!

bs
e2b+dM0 max

{
(1 + |λz|)s
(1 + |λ|)s : λ ∈ B

(
λz,

1

2
(1 + |λz|)

)}
.

Лемма 2.1 доказана. �

Лемма 2.2. Пусть ϕ— выпуклая функция на ограниченной выпуклой области D, функция ϕ̃
удовлетворяет условию (2.1.1) c постоянной b > 12. Тогда для любой функции g(z), аналити-

ческой в области D и удовлетворяющей условию

sup
ζ∈D

|g(ζ)|
K0(ϕ, ζ)

<∞,
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функция G(z) =
g(z)

K0(ϕ3, z)
, где

ϕa(ζ) = sup
λ∈C

(
Reλζ − ϕ̃a(λ)

)
,

продолженная нулем на C \D, принадлежит W 3
2 (C). При этом

‖G(z)‖W 3
2
(C) 6M1 sup

ζ∈D

|g(ζ)|
K0(ϕ, ζ)

6M‖g‖H(D,ϕ).

Доказательство леммы 2.2. Очевидно,

|G(z)| 6
(
sup
ζ∈D

|g(ζ)|
K0(ϕ, ζ)

)
K0(ϕ, z)

K0(ϕ3, z)
.

Поскольку по п. 1 утверждения 2.2, примененному к K0(ϕ, z),

K0(ϕ3, z) =

∫

C2

eRe λz−ϕ̃(λ)(1 + |λ|)3dm(λ) >
C3

M0
(1 + |λz|)3K0(ϕ, z),

где λz — точка достижения sup
λ∈C

(
Reλz − ϕ̃(λ)

)
и

C = min
|λ−λz|6(1+|λz |)/2

1 + |λ|
1 + |λz|

,

то

|G(z)| ≺ (1 + |λz|)−3 → 0

при dist(z, ∂D) → 0; тем самым, G(z) ∈ C(C) и

‖G‖C(C) 6M3

(
sup
ζ∈D

|g(ζ)|
K0(ϕ3, ζ)

)
.

Также по утверждению 2.2 имеем
∣∣∣∣
∂G(z)

∂z

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣g(z)

∂K0(ϕ3, z)

∂z

1

K2
0 (ϕ3, z)

∣∣∣∣ 6 sup
z∈D

|g(z)|
K0(ϕ, z)

K0(ϕ, z)K1(ϕ3, z)

K2
0 (ϕ3, z)

≺

≺ ‖g‖H(D,ϕ)
K4(ϕ, z)K0(ϕ, z)

K2
3 (ϕ, z)

≺ (1 + |λz|)−2 → 0.

Дополнительно, учитывая лемму 2.1, получим при dist(z, ∂D) → 0
∣∣∣∣
∂G(z)

∂z

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣g(z)

∂K0(ϕ3, z)

∂z

1

K2
0 (ϕ3, z)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣g

′(z)
1

K0(ϕ3, z)

∣∣∣∣ ≺

≺ ‖g‖H(D,ϕ)

∣∣∣∣
K0(ϕ, z)K1(ϕ3, z)

K2
0 (ϕ3, z)

+
K1(ϕ, z)

K0(ϕ3, z)

∣∣∣∣ ≺

≺ ‖g‖H(D,ϕ)

(
K4(ϕ, z)K0(ϕ, z)

K2
3 (ϕ, z)

+
K1(ϕ, z)

K3(ϕ, z)

)
≺ ‖g‖H(D,ϕ)(1 + |λz|)−2 → 0.

Производные второго и третьего порядка оцениваются такими же прямыми вычислениями. Лем-
ма 2.2 доказана. �

Докажем второй пункт теоремы 2.1.
По условию (2.1.1) и соотношению (2.1.4) для всех a, |a| 6 b/4, функции ϕ̃a(λ) выпуклые.

Возьмем произвольную функцию F ∈ H(C, ϕ̃8), очевидно
∫

C

|F (λ)|2e−2ϕ̃8(λ)dm(λ) < π‖F‖2H(C,ϕ̃10)
<∞.
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В пространстве C
2 рассмотрим одномерное подпространство

Σ =
{
w = (w1, w2) : w1 = iλ, w2 = −λ, λ ∈ C

}

и функцию на этом подпространстве

g(w) = F (λ), λ ∈ C, w ∈ Σ.

Выпуклые функции

Φa(w) = sup
z∈D

(
b
(
Re z · Imw1 + Im z · Imw2

)
− ϕa(z)

)
, w ∈ C

2,

обладают свойствами

Φa(w) = Φa(i Imw), w ∈ C
2, (2.1.5)

Φa(w) = ϕ̃a(λ), w ∈ Σ, λ ∈ C,

Φa(iy) = ϕ̃a(y1 − iy2), y = (y1, y2) ∈ R
2. (2.1.6)

Из утверждения 2.1 и соотношений (2.1.5), (2.1.6) следует, что выполняется условие Липшица
∣∣Φa(w′)− Φa(w

′′)
∣∣ 6 sup

z∈D
|z||w′ − w′′|, w′, w′′ ∈ C

2. (2.1.7)

Применим [23, теорема 15.1.3, с. 317]. Существует целая функция f(w) на C
2, которая совпадает

с g на подпространстве Σ и удовлетворяет оценке
∫

C2

|f(w)|2e−2Φ8(w)(1 + |w|2)−3dm(w) 6

6 C0

∫

Σ

|g(w)|2e−2ϕ̃8(w)dm(w) 6 C0π‖F‖H(C,ϕ̃10), (2.1.8)

где C0 = 6π exp
(
max
z∈D

|z|
)
. Функция |f(w)|2 субгармонична в C

2, поэтому для любого w ∈ C
2

имеем

|f(w)|2 6
1

V

∫

B

|f(w + ζ)|2dm(ζ) 6
1

V

∫

Q

|f(w + ζ)|2dm(ζ),

где B — единичный шар в C
2 и V — объем этого шара, Q— единичный куб

{
|Re ζj|, | Im ζj| 6

1, j = 1, 2
}
. Учитывая свойство (2.1.7), получим

|f(w)|2e−2Φ8(w)(1 + |w|2)−3
6 C

∫

Q

|f(w + ζ)|2e−2Φ8(w+ζ)(1 + |w + ζ|2)−3dm(ζ), (2.1.9)

где

C =
C0

V
sup

{(
1 + |w + ζ|2
1 + |w|2

)3

e2(Φ10(w+ζ)−Φ10(w)), w ∈ C
2, ζ ∈ Q

}
.

В частности, для x ∈ R
2

|f(x)|2e−2Φ8(x)(1 + |x|2)−3
6 C

∫

Q

|f(x+ ζ)|2e−2Φ8(x+ζ)(1 + |x+ ζ|2)−3dm(ζ).

Проинтегрировав полученное неравенство по x ∈ R
2 и учитывая свойство (2.1.5) и оценку (2.1.8),

получим
∫

R2

|f(x)|2(1 + |x|2)−3dx 6 2Ce2ϕ̃8(0)

∫

C2

|f(w)|2e−2Φ8(w)(1 + |w|2)−3dm(w) 6 C1‖F‖H(C,ϕ̃10),

где C1 = 2e2ϕ̃8(0)C.
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По терминологии [22, с. 288] функция f является элементом пространства L2
−3. Другими сло-

вами, f является преобразованием Фурье некоторого линейного непрерывного функционала S0
на пространстве Соболева W 2

3 , состоящего из функций u(x) на R
2, для которых

∂(k)u

∂(j)x1∂(k−j)x2
∈ L2, k = 0, 1, 2, 3, j = 0, 1, . . . , k.

В этом пространстве рассматривается норма

‖u‖2 =
∑

|α|63

cα‖Dα‖2,

где cα — полиномиальные коэффициенты и α = (j, i) — мультииндекс. Из оценок (2.1.8), (2.1.9) и
равенства (2.1.5) получим равномерную оценку

|f(w)|2 ≺ (1 + |w|2)3e2Φ8(w) = (1 + |w|2)3e2Φ8(i Imw).

Если H(y) = sup
x1+ix2∈D

(y1x1+y2x2)— опорная функция области D (в смысле R
2), то согласно п. (2)

утверждения 2.1 и по соотношениям (2.1.5), (2.1.6)

|f(w)|2 ≺ (1 + |w|2)3e2Φ8(w) = (1 + |w|2)3e2ϕ̃8(y1−iy2) ≺ (1 + |w|2)3e2H(Imw).

По теореме Пэли—Винера—Шварца (см. [22, с. 220]) из этой оценки следует, что носитель распре-
деления S0 лежит в D. Из этого, в частности, следует, что функционал S0 определен на W 2

3 (G)
для любой области G ⊃ D. Кроме того, для любого y = (y1, y2) ∈ R

2

Sy(u) = S0(u(t)e
(t,y)), u ∈W 3

2 ,

будет линейным непрерывным функционалом на W 3
2 . При этом имеем

Sy(e
−i(t,x)) = S0(e

−i(t,x+iy)) = f(x+ iy), (x+ iy) ∈ C
2,

и по формуле Парсеваля

‖Sy‖2W 3
2

=

∫

R2

|f(x+ iy)|2(1 + |x|2)−3dx.

Разделим это равенство на (1 + |y|2)3e2Φ6(iy) и проинтегрируем по y ∈ R
2. Учитывая неравен-

ство (2.1.8), получим
∫

R2

‖Sy‖2e−2Φ8(iy)(1 + |y|2)−3dy =

=

∫

R2×R2

|f(x+ iy)|2e−2Φ6(iy)(1 + |x|2)−3(1 + |y|2)−3 dy dx 6

6

∫

C2

|f(w)|2e−2Φ8(w)(1 + |w|2)−3dm(w) 6 C0π‖F‖H(C,ϕ̃10).

Отсюда по неравенству Коши—Буняковского имеем
∫

R2

‖Sy‖e−Φ3(iy)dy =

∫

R2

‖Sy‖e−Φ8(iy)(1 + |y|)−5dy 6

6



∫

R2

‖Sy‖2e−2Φ8(iy)(1 + |y|2)−3dy




1/2

∫

R2

(1 + |y|2)−2dy




1/2

6 C0π‖F‖H(C,ϕ̃10). (2.1.10)

По лемме 2.2 для любой функции g, аналитической в области D и удовлетворяющей условию

sup
z∈D

|g(z)|
K0(ϕ, z)

<∞,
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функция
|g(z)|

K0(ϕ3, z)
, продолженная нулем на C \D, принадлежит W 3

2 (C) и, в частности, на этой

функции определено значение функционала Sy. Пусть

S(g) =

∫

R2

Sy

(
g(z)

K0(ϕ3, z)

)
e−Φ3(iy)dy.

Из (2.1.10) следует оценка

|S(g)| 6
∥∥∥∥

g(z)

K0(ϕ3, z)

∥∥∥∥
W 3

2

∫

R2

‖Sy‖e−Φ3(iy)dy 6 C0π

∥∥∥∥
g(z)

K0(ϕ3, z)

∥∥∥∥
W 3

2

‖F‖H(C,ϕ̃10).

По лемме 2.2 ∥∥∥∥
g(z)

K0(ϕ3, z)

∥∥∥∥
W 3

2

6 C(D)

∥∥∥∥
g(z)

K0(ϕ3, z)

∥∥∥∥
C3(C)

6 C1(D)‖g‖H(D,ϕ),

где C(D), C1(D)— постоянные, зависящие только от размеров области D. Таким образом,

|S(g)| 6 C1(D)‖g‖H(D,ϕ)‖F‖H(C,ϕ̃10)

и S — линейный непрерывный функционал на H(D,ϕ), и

‖S‖ 6 C1(D)‖F‖H(C,ϕ̃10).

Докажем, что преобразование Фурье—Лапласа этого функционала равна функции F . В начале
будем предполагать, что носитель K = suppS функционала S — компакт в D. Поскольку мы
считаем, что 0 ∈ D, то найдется q ∈ (0; 1), такое что выпуклая оболочка носителя K лежит
в области qD. Возьмем q′ ∈ (q; 1). По равенству (2.1.6) и п. (2) утверждения 2.1 имеем для
y = (y1, y2) ∈ R

2

Φ3(iy) = ϕ̃3(y1 − iy2) > q′HD(y1 − iy2)− C ′
q′ = q′H(y)− C ′

q′ ,

где H — опорная функция области D в вещественном смысле. Поэтому

sup
t∈K

((y, t)− Φ3(iy)) 6 sup
t∈qD

(y, t)− q′H(y) + C ′
q′ = (q − q′)H(y) + C ′

q′ .

Таким образом, при s ∈ [0; 3] имеет место равномерная по t ∈ qD сходимость интегралов
∫

|y|6R

e(t,y)−Φ3(iy)|y|s dy →
∫

R2

e(t,y)−Φ3(iy)|y|s dy.

Это значит, что имеет место сходимость в норме пространства C3(qD) функций

AR(t) =

∫

|y|6R

e(t,y)−Φ3(iy)dy →
∫

R2

e(t,y)−Φ3(iy)dy, R→ ∞.

Положим z = t1 + it2, λ = y1 − iy2; тогда последнее соотношение c учетом (2.1.6) имеет вид

AR(t) →
∫
eRe λz−ϕ̃3(λ)dm(λ) = K0(ϕ3, z), R→ ∞.

Таким образом, для любой функции g ∈ H(D,ϕ) имеет место сходимость в норме простран-
ства W 2

3

g(z)

K0(ϕ3, z)
AR(t) → g(z), R→ ∞
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(здесь z = t1 + it2). Следовательно,

S(g) = lim
R→∞

∫

|y|6R

Sy

(
g(z)

K0(ϕ3, z)

)
e−Φ3(iy)dy = lim

R→∞

∫

|y|6R

S0

(
g(z)e(t,y)−Φ3(iy))

K0(ϕ3, z)

)
dy =

= lim
R→∞

S0

(
g(z)

K0(ϕ3, z)
AR(t)

)
= S0

(
lim
R→∞

g(z)

K0(ϕ3, z)
AR(t)

)
= S0(g(z)).

В частности,
S(eλz) = S0(e

λz).

Целая функция S0(e
−i(t,w)) по построению совпадает с целой функцией f(w) на мнимом подпро-

странстве, а S0(e
λz)— сужение этой функции на подпространство Σ. Значит, S(eλz) = F (λ).

Пусть теперь F — произвольная функция из H(C, ϕ̃10), S — функционал на H(D,ϕ), построен-
ный выше. Если

ϕ̃10(λ0) = inf
λ∈C

ϕ̃10(λ),

то функция ϕ̃10(λ0 + α(λ − λ0)) возрастающая по α ∈ R+. Для α ∈ (1/2; 1) положим Fα(λ) =
F (λ0 + α(λ − λ0)). Возьмем произвольное ε > 0, и пусть Rε > 0 таково, что

∫

|λ−λ0|>Rε/2

|F (λ)|2e−2ϕ̃10(λ)dm(λ) < ε.

Тогда
∫

|λ−λ0|>Rε/2

|Fα(λ)|2e−2ϕ̃10(λ)dm(λ) =

=
1

α2

∫

|w−λ0|>αRε/2

|F (w)|2 exp
(
−2ϕ̃10

(
λ0 +

1

α
(w − λ0)

))
dm(w) 6

6 4

∫

|w−λ0|>Rε

|F (w)|2e−2ϕ̃10(w)dm(w) < 4ε.

Следовательно, интегралы, определяющие норму ‖Fα‖, сходятся равномерно по α ∈ (1/2; 1).
Поскольку при α → 1 функции Fα равномерно на компактах стремятся к F , то Fα → F при
α→ 1 в норме пространства H2(ϕ̃). Очевидно,

|Fα(λ)| ≺ eαHD(λ), λ ∈ C,

и по доказанному выше каждая функция Fα является преобразованием Фурье—Лапласа функ-
ционала Sα:

Sα(e
λz) = Fα(λ), λ ∈ C,

и при этом
‖S − Sα‖ 6 C‖F − Fα‖,

поэтому
S(eλz) = lim

α→1
Sα(e

λz) = lim
α→1

Fα(λ) = F (λ).

Теорема 2.1 доказана. �

Теорема 2.2. Пусть ϕn, n ∈ N, — возрастающая последовательность выпуклых функций на

ограниченной выпуклой области D ⊂ C, содержащей точку z = 0. Предположим, что сопря-

женные по Юнгу функции ϕ̃n удовлетворяют условию (2.1.1) c постоянной b > 12 и для неко-

торых постоянных cn выполняются соотношения

ϕ̃n+1(λ) + ln(1 + |λ|) + cn 6 ϕ̃n(λ), λ ∈ C, n ∈ N.

1. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к индуктивному пределу нормированных пространств

H(D,ϕn), n ∈ N, и проективным пределом пространств H(C, ϕ̃n), n ∈ N.
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2. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к проективному пределу нормированных пространств

H(C, ϕ̃n), n ∈ N, и индуктивным пределом пространств H(D,ϕn), n ∈ N.

Доказательство теоремы 2.2. Введем обозначения

H =
⋃

n∈N

H(D,ϕn), P =
⋂

n∈N

H(C, ϕ̃n).

Как известно (см. [21, предложение 5, с. 66]),

H∗ =

(
⋃

n∈N

H(D,ϕn)

)∗

=
⋂

n∈N

H∗(D,ϕn),

и это алгебраическое равенство есть топологический изоморфизм, если на пространстве справа
рассматривать топологию канонического проективного предела. Поэтому утверждение первого
пункта теоремы вытекает из теоремы 2.1.

Утверждение второго пункта следует из первого. В самом деле, если S — линейный непрерыв-
ный функционал на P, то S продолжается до линейного непрерывного функционала на одном из
составляющих пространств H(C, ϕ̃n); тогда

|Ŝ(z)| 6 ‖S‖‖eλz‖ = ‖S‖ sup
λ∈C

eReλz−ϕ̃n(λ) = ‖S‖eϕn(z),

т.е. Ŝ ∈ H(D,ϕn) и отображение L : P∗ → H непрерывно. Инъективность этого отображения
следует из полноты системы экспонент в пространстве P. Докажем сюръективность. Для произ-
вольной функции f ∈ H определим линейный функционал Sf на P по формуле

Sf (F ) = L−1(F )(f), F ∈ P.
Из непрерывности L−1 следует, что Sf — непрерывный функционал. Поскольку L−1(eλz) = δz при
фиксированном z ∈ D, то

Ŝf (w) = L−1(eλw)(f) = δw(f) = f(w), w ∈ D.

Теорема 2.2 доказана. �

Теорема 2.3. Пусть ϕn, n ∈ N, — убывающая последовательность выпуклых функций на

ограниченной выпуклой области D ⊂ C, содержащей точку z = 0. Предположим, что со-

пряженные по Юнгу функции ϕ̃n удовлетворяют условию (2.1.1) c постоянной b > 12 и для

некоторых постоянных cn выполняются соотношения

ϕ̃n(λ) + ln(1 + |λ|) + cn 6 ϕ̃n+1(λ), λ ∈ C, n ∈ N.

1. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к проективному пределу нормированных пространств

H(D,ϕn), n ∈ N, и индуктивным пределом пространств H(C, ϕ̃n), n ∈ N.

2. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к индуктивному пределу нормированных пространств

H(C, ϕ̃n), n ∈ N, и проективным пределом пространств H(D,ϕn), n ∈ N.

Доказательство теоремы 2.3. Согласно [21, предложение 6, с. 66]
(
⋂

n∈N

H(D,ϕn)

)∗

=
⋃

n∈N

H∗(D,ϕn),

и это алгебраическое равенство есть топологический изоморфизм, если на пространстве справа
рассматривать топологию канонического индуктивного предела. Поэтому утверждение теоремы
снова вытекает из теоремы 2.1. Теорема 2.3 доказана. �
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2.2. Преобразование Фурье—Лапласа функционалов на весовых нормированных

подпространствах A∞(D). Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоско-
сти, содержащая точку z = 0, и пусть M = (Mn)

∞
n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая

последовательность положительных чисел. Обозначим через H(D,M) пространство типа клас-
сов Карлемана, состоящее из аналитических в D функций f , для которых

‖f‖ = sup
n>0

sup
z∈D

|f (n)(z)|
Mn

<∞.

Тогда H(D,M)— банахово пространство, в котором система {eλz}λ∈C полна. Функция

T (r) = sup
n>0

rn

Mn
, r > 0,

называется функцией следа последовательности M. HD(λ) = sup
z∈D

Reλz— опорная функция об-

ласти D. Для a ∈ R обозначим

ψa(λ) = HD(λ) + lnT (|λ|)− a ln(1 + |λ|)).
Теорема 2.4. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку 0, M = (Mn)
∞
n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последовательность

положительных чисел, удовлетворяющая условию

∞∑

k=0

Mk

Mk+1
<∞. (2.2.1)

1. Если S — линейный непрерывный функционал на H(D,M) и Ŝ(λ)— преобразование Фурье—

Лапласа этого функционала:

Ŝ(λ) = Sz(e
λz), λ ∈ C,

то Ŝ ∈ H(C, ψ0) и

‖Ŝ‖H(C,ψ0) 6 ‖S‖H∗(D,M).

2. Существует такое α ∈ R, зависящее только от области D, что для любой целой функции

F ∈ H(C, ψα) существует единственный линейный непрерывный функционал S на H(D,M),
для которого функция F является его преобразованием Фурье—Лапласа, и

‖S‖H∗(D,M) 6 C‖F‖H(C,ψα),

где константа C > 0 зависит только от области D и последовательности M.

Для доказательства теоремы 2.4 нам понадобятся несколько предварительных утверждений.
Для целой функции экспоненциального типа

F (λ) =

∞∑

k=0

ak
k!
λk, λ ∈ C,

через γF обозначим функцию, ассоциированную c ней по Борелю:

γF (z) =

∞∑

k=0

ak
zk+1

.

Для q ∈ (1/2; 1), a ∈ R введем билинейную форму на H(D,M)×H(C, ψa):

lAq(f, F ) =
1

2πi

∫

∂( 1
q
D)

f(qz)γF (z)dz, (2.2.2)

где 1
qD = {zq , z ∈ D}.
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Лемма 2.3. Для целой функции F , имеющей вид F = Gg, где целые функции G, g при неко-

тором M > 0 удовлетворяют оценкам

|G(λ)| 6MeHD(λ)−2 ln(1+|λ|), |g(λ)| 6M
T (|λ|)
1 + |λ| , λ ∈ C,

найдется такая константа C > 0, что имеет место оценка

|Aq(f, F )| 6 CM2‖f‖, f ∈ H(D,M), q ∈ (1/2; 1),

и существует предел lim
qր1

Aq(f, F ).

Доказательство леммы 2.3. Функция γG будет непрерывной на множестве C \D и, кроме того,

sup
ζ∈C\D

|γG(ζ)| 6 C1M. (2.2.3)

Если

g(λ) =
∞∑

n=0

gnλ
n, λ ∈ C,

то по формулам Коши благодаря логарифмической выпуклости последовательности M имеем

|gn| 6 inf
r>0

1

rn
max
|λ|=r

|g(λ)| 6M inf
r>0

T (r)

rn+1
=

M

Mn+1
, n = 0, 1, 2, . . . . (2.2.4)

В частности,

γF (ζ) =

∞∑

n=0

(−1)ngnγ
(n)
G (ζ), ζ ∈ C \D.

Интегрированием по частям получим

Aq(f, F ) =
1

2πi

∫

∂
(

1

q
D
)
γG(ζ)

∞∑

n=0

gnq
nf (n)(qζ)dζ.

Функции fn(q, z) = gnq
nf (n)(qz) равномерно непрерывны на компакте [1/2; 1] ×D, а ряд

f(q, z) =

∞∑

n=0

fn(q, z) =

∞∑

n=0

gnq
nf (n)(qz)

в силу оценок (2.2.4) равномерно на этом компакте сходится, поэтому существует

f(1, z) =

∞∑

n=0

fn(1, z) =
∑

n

gnf
(n)(z),

причем, так как последовательность M удовлетворяет условию (2.2.1), то

|f(q, z)| 6M
∞∑

n=0

Mn

Mn+1

|f (n)(z)|
Mn

6 C2M‖f‖.

Таким образом, учитывая (2.2.3), получим существование предела lim
qր1

Aq(f, F ), и

|Aq(f, F )| 6
1

2π

∫

∂
(

1

q
D
)
|γG(ζ)| · |f(q, ζ)| |dζ| 6 CM2‖f‖.

Лемма 2.3 доказана. �
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Лемма 2.4. Пусть D— ограниченная выпуклая область, содержащая точку z = 0, и пусть

неубывающая логарифмически выпуклая последовательность положительных чисел M удовле-

творяет условию (2.2.1). Тогда существует такое неотрицательное число α, что для билиней-

ных форм, определенных в (2.2.2), существует предел

A(f, F ) = lim
qր1

Aq(f, F ),

и форма A(f, F ) непрерывна, т.е. для некоторой постоянной C > 0

|A(f, F )| 6 C‖f‖‖F‖, f ∈ H(D,M), F ∈ H(C, ψα).

Доказательство леммы 2.5. Из теоремы 1.2 следует существование таких целых функций L0(λ)
и l0(λ), что все нули функции L0l0 простые, круги B(ζ, δ(1 + |ζ|)−1) = {λ : |λ− ζ| 6 (1 + |ζ|)−1},
ζ ∈ N(L0l0), при некотором δ > 0 попарно не пересекаются (объединение этих кругов обозначим
через E(L0l0))и для некоторых констант a > 0, b > 0 выполняются соотношения

HD(λ)− a ln(e+ |λ|) 6 ln |L0(λ)| 6 HD(λ), λ /∈ E(L0)(δ), (L0I)

HD(ζ)− a ln(e+ |ζ|) 6 ln |L′
0(ζ)| 6 HD(ζ), ζ ∈ N(L0), (L0II)

lnT (|λ|)− b ln(e+ |λ|) 6 ln |l0(λ)| 6 lnT (|λ|), λ /∈ E(l0)(δ), (l0I)

lnT (|ζ|)− b ln(e+ |ζ|) 6 ln |l′0(ζ)| 6 lnT (|ζ|), ζ ∈ N(l0). (l0II)

Пусть ζn, n ∈ N, — нули функции l0 и

l1(λ) =
l0(λ)

(λ− ζ1)(λ− ζ2)(λ− ζ3)
.

Тогда в силу соотношений (l0I), (l0II) функция l1 при некотором c > 0 удовлетворяет оценкам

lnT (|λ|)− (b+ 3) ln(e+ |λ|)− c 6 ln |l1(λ)| 6 lnT (|λ|)− 3 ln(e+ |λ|) + c, λ /∈ E(l0)(δ), (l1I)

lnT (|ζ|)− (b+ 3) ln(e+ |ζ|)− c 6 ln |l′1(ζ)| 6 lnT (|ζ|)− 3 ln(e+ |ζ|) + c, ζ ∈ N(l1). (l1II)

Целая функция L = L0l1 удовлетворяет соответственно оценкам

HD(λ) + lnT (|λ|) − (a+ b+ 3) ln(e+ |λ|)− c 6 ln |L(λ)|, λ /∈ E(l0L0)(δ), (LI)

HD(ζ) + lnT (|ζ|)− (a+ b+ 3) ln(e+ |ζ|)− c 6 ln |L′(ζ)|, ζ ∈ N(L). (LII)

Исключительное множество E(L)(δ) состоит из непересекающихся кругов, поэтому можно найти
такие замкнутые спрямляемые кривые Γm, m ∈ N, что |Γm| = O(minz∈Γm |z|) → ∞, m → ∞, не
пересекающиеся с E(l0L0)(δ). Положим α = a + b + 5. Возьмем функцию F ∈ H(C, ψα). В силу
оценки (LI) выполняется соотношение

∣∣∣∣
F (λ)

L(λ)

∣∣∣∣ 6 c1(e+ |λ|)a+b+3−α, λ ∈ Γm.

Отсюда по по выбору числа α ∣∣∣∣
F (λ)

L(λ)

∣∣∣∣ 6 c1
1

(e+ |λ|)2 , λ ∈ Γm.

Значит, ∣∣∣∣∣∣

∫

Γm

F (λ)dλ

(λ− z)L(λ)

∣∣∣∣∣∣
→ 0, m→ ∞.

Тем самым, ряд Лагранжа функции F по функции L сходится к самой функции F :

F (λ) =
∑

ζ∈N(L)

F (ζ)

L′(ζ)(λ− ζ)
L(λ). (2.2.5)

Оценим |F (ζ)/L′(ζ)| на основании соотношения (LII):
∣∣∣∣
F (ζ)

L′(ζ)

∣∣∣∣ 6 c2‖F‖H(C,ψα)(e+ |ζ|)a+b+3−α, ζ ∈ N(L).
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Отсюда, учитывая выбор числа α, имеем
∣∣∣∣
F (ζ)

L′(ζ)

∣∣∣∣ 6 c2
‖F‖H(C,ψα)

(1 + |ζ|)2 , ζ ∈ N(L). (2.2.6)

Функции L(λ)/(λ− ζ) удовлетворяют условиям леммы 2.3.
В самом деле, если L0(ζ) = 0 и ζ ′, ζ ′′ — нули функции L0, отличные от ζ, например, наименьшие

по модулю, то положим

G(λ) =
L0(λ)

(λ− ζ)(λ− ζ ′)(λ− ζ ′′)
, g(λ) = (λ− ζ ′′)(λ− ζ ′)l1(λ).

Тогда согласно соотношениям (L0I), (l1I) имеем оценки

|G(λ)| 6MeHD(λ)−2 ln(1+|λ|), |g(λ)| 6M
T (|λ|)
1 + |λ| , λ ∈ C,

причем с постоянной M , не зависящей от точки ζ ∈ N(L). Аналогично, если l1(ζ) = 0, то положим

G(λ) =
L0(λ)

(λ− ζ ′)(λ− ζ ′′)
, g(λ) =

(λ− ζ ′′)(λ− ζ ′)l1(λ)

(λ− ζ)
.

Согласно утверждению этой леммы
∣∣∣∣Aq

(
f,
L(ζ)

λ− ζ

)∣∣∣∣ 6 CM2‖f‖, f ∈ H(D,M), q ∈ (1/2; 1) , ζ ∈ N(L).

Из представления (2.2.5) следует

Aq(f, F ) =
∑

ζ∈N(L)

F (ζ)

L′(ζ)
Aq

(
f,

L(λ)

(λ− ζ)

)
,

сходимость этого ряда получим из (2.2.6) и последней оценки:

|Aq(f, F )| 6
∑

ζ∈N(L)

∣∣∣∣
F (ζ)

L′(ζ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣Aq

(
f,

L(λ)

(λ− ζ)

)∣∣∣∣ 6 c3M
2‖f‖ ‖F‖

∑

ζ∈N(L)

1

(1 + |ζ|)2 ,

f ∈ H(D,M), q ∈ (1/2; 1), F ∈ H(C, ψα).

Переходя к пределу при q → 1, получим утверждение леммы 2.4. �

Доказательство теоремы 2.4.
1. Пусть S ∈ H∗(D,M), f ∈ H(D,M). Тогда

|S(f)| 6 ‖S‖H∗(D,M) · ‖f‖H(D,M).

Применив последнее неравенство к f(z) = eλz , получим

|Ŝ(λ)| 6 ‖S‖H∗(D,M) · eHD(λ)T (|λ|) = ‖S‖H∗(D,M) · eψ0(λ).

Следовательно,

‖Ŝ‖H(C,ψ0) 6 ‖S‖H∗(D,M).

2. Пусть F ∈ H(C, ψα), где α выбрано как в лемме 2.4. Тогда по этой лемме выражение S(f) =
A(f, F )— линейный непрерывный функционал на H(D,M), причем

A(eλz, F ) = lim
qր1

Aq(e
λz , F ) = lim

qր1

1

2πi

∫

∂( 1
q
D)

eqλzγF (z)dz = F (λ).

Из леммы 2.4 также следует оценка нормы этого функционала. Теорема 2.4 доказана. �

Из теоремы 2.4 выведем теоремы об описании сопряженных для индуктивных и проективных
пределов.
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Теорема 2.5. Пусть M(k) = {M (k)
n }∞n=0, k ∈ N, — неубывающие логарифмически выпуклые

последовательности положительных чисел, удовлетворяющие условию

M (k+1)
n >M

(k)
n+1, n ∈ N ∪ {0}, k ∈ N.

Обозначим через

Tk(r) = sup
n>0

rn

M
(k)
n

, r > 0,

функцию следа последовательности M(k), и пусть

ψk(λ) = HD(λ) + lnTk(|λ|), k ∈ N.

Предположим, что каждая из последовательностей удовлетворяет условию (2.2.1).

1. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к индуктивному пределу пространств H(D,M(k)), k ∈ N,

и проективным пределом пространств H(C, ψk), k ∈ N.

2. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к проективному пределу пространств H(C, ψk), k ∈ N,

и индуктивным пределом пространств H(D,M(k)), k ∈ N.

Доказательство теоремы 2.5. Согласно [21, предложение 5, с. 66]
(
⋃

k

H(D,M(k))

)∗

=
⋂
H∗(D,M(k)),

причем это алгебраическое равенство можно понимать как топологический изоморфизм. Тот
факт, что преобразование Фурье—Лапласа непрерывно отображает сопряженное пространство в
проективный предел пространств H(C, ψk), следует из первого пункта теоремы 2.4. Сюръектив-
ность преобразования Фурье—Лапласа как отображения из сопряженного пространства вытекает
из второго пункта теоремы 2.4.

Вторую часть данной теоремы получим из леммы 2.4. Теорема 2.5 доказана. �

Теорема 2.6. Пусть M(k) = {M (k)
n }∞n=0, k ∈ N, — неубывающие логарифмически выпуклые

последовательности положительных чисел, удовлетворяющие условию

M (k+1)
n 6M

(k)
n−1, n ∈ N, k ∈ N.

Предположим, что каждая из последовательностей удовлетворяет условию (2.2.1).

1. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к проективному пределу пространств H(D,M(k)), k ∈ N,

и индуктивным пределом пространств H(C, ψk), k ∈ N.

2. Преобразование Фурье—Лапласа устанавливает топологический изоморфизм между про-

странством, сильно сопряженным к индуктивному пределу пространств H(C, ψk), k ∈ N, и

проективным пределом пространств H(D,M(k)), k ∈ N.

Эта теорема, как и теорема 2.5, также следует из теоремы 2.4.

3. Инвариантная оболочка и инвариантное ядро

нормированных пространств аналитических функций

Пусть E — некоторое нормированное подпространство в H(D). Инвариантной оболочкой Ei
этого пространства будем называть наименьшее линейное пространство, инвариантное относи-
тельно дифференцирования и содержащее пространство E. Инвариантным ядром Ep будем на-
зывать наибольшее линейное пространство, инвариантное относительно дифференцирования и
содержащееся в пространстве E.

В данном разделе мы дадим весовое описание инвариантных оболочки и ядра для пространств
H(D,ϕ) и H(D,M).

Сначала докажем следующую теорему.
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Теорема 3.1. Пусть u(λ)— непрерывная субгармоническая функция на плоскости и

lim
|λ|→∞

u(λ)

|λ| <∞.

Положим

un(λ) = u(λ) + n ln(1 + |λ|), λ ∈ C, n ∈ Z.

1. Наименьший модуль над кольцом многочленов, содержащий пространство H(C, u), совпада-

ет с
∞⋃
n=1

H(C, un). Если в этом объединении рассматривать топологию индуктивного преде-

ла, то оператор умножения на многочлен действует непрерывно в этом пространстве.

2. Наибольший модуль над кольцом многочленов, содержащийся в H(C, u), совпадает с
∞⋂
n=1

H(C, u−n). Если в этом пересечении рассматривать топологию проективного предела,

то оператор умножения на многочлен действует непрерывно в этом пространстве.

Доказательство теоремы 3.1. Пусть X — некоторый модуль над кольцом многочленов,
H(C, u) ⊂ X и F ∈ H(C, un) для некоторого n ∈ N. Если эта функция имеет n нулей λ1, λ2, . . . , λn,
то функция

g(λ) =
F (λ)

(λ− λ1) . . . (λ− λn)

принадлежит H(C, u) ⊂ X, и, следовательно,

F (λ) = g(λ)(λ − λ1) . . . (λ− λn)

принадлежит X. В противном случае F (λ) ≡ P (λ)eλ0λ, где P — многочлен степени k < n, m =
n − k > 0. Следовательно, eλ0λ ∈ H(C, um). Возьмем произвольную функцию f ∈ H(C, u). Если
функция eλ0λ − f(λ) имеет m нулей λ1, λ2, . . . , λm, то функция

g(λ) =
eλ0λ − f(λ)

(λ− λ1) . . . (λ− λm)

принадлежит H(C, u) ⊂ X; значит, eλ0λ = f(λ) + g(λ)(λ − λ1) . . . (λ − λm) принадлежит X, так
что и F (λ) ≡ P (λ)eλ0λ принадлежит X. Если же нулей функции eλ0λ − f(λ) меньше m, то
eλ0λ− f(λ) = P1e

λ1λ, где P1 — некоторый многочлен степени меньше m. Повторяя рассуждения с
функцией 2f , получим

f(λ) = eλ0λ − P1e
λ1λ, 2f(λ) = eλ0λ − P2e

λ2λ, λ ∈ C,

где P2 — некоторый многочлен степени меньше m. Тогда

eλ0λ − 2P1(λ)e
λ1λ + P2(λ)e

λ2λ ≡ 0, λ ∈ C.

Система квазиполиномов eλ0λ, P1(λ)e
λ1λ, P2(λ)e

λ2λ линейно независима, если среди показате-
лей λ0, λ1, λ2 есть хотя бы два различных. Таким образом, λ0 = λ1 = λ2 и

H(C, u) =
{
eλ0λP (λ), degP < m

}
.

Отсюда

u(λ) > Reλ0λ+ (m− 1) ln(1 + |λ|)
и eλ0λ ∈ H(C, u), поэтому F (λ) ≡ P (λ)eλ0λ принадлежит X. Первое утверждение леммы доказано.

Пусть Y ⊂ H(C, u)— модуль над кольцом многочленов и F ∈ Y . Тогда для любого n ∈ N

функция λnF (λ) ∈ Y ⊂ H(C, u); значит,

|λ|n|F (λ)| 6 Cne
u(λ), λ ∈ C, n ∈ N.

Отсюда F ∈ ⋂
n
H(C, u−n). Теорема 3.1 доказана. �
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Теорема 3.2. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0. Для выпуклой в D функции ϕ и a ∈ R положим

ϕ̃a(λ) = ϕ̃(λ)− a ln(1 + |λ|), λ ∈ C,

ϕa(z) = sup
λ∈C

(
Reλz − ϕ̃a(λ)

)
, z ∈ D.

Предположим, что для некоторых bn > 12 выполняются условия

l

2∑

j,k=1

∂2ϕ̃n(y)

∂yj∂yk
ajak >

bn
1 + |y|2 |a|

2, a, y ∈ R
2, |y| > R, n ∈ Z. (3.1)

1. Инвариантная оболочка Hi(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с
⋃
n∈N

H(D,ϕn). Если в

этом объединении рассматривать топологию индуктивного предела, то оператор дифферен-

цирования непрерывно действует в этом пространстве.

2. Инвариантное ядро Hp(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с
⋂

−n∈N

H(D,ϕn). Если в этом

пересечении рассматривать топологию проективного предела, то оператор дифференцирова-

ния непрерывно действует в этом пространстве.

Доказательство теоремы 3.2. Для m ∈ N определим оператор

Am(F ) =
1

λm

(
F (λ)−

m−1∑

k=0

F (k)(0)

k!
λk

)
, F ∈ H(C).

Докажем вспомогательную лемму.

Лемма 3.1. Пусть u(λ)— такая субгармоническая функция на плоскости, что любой мно-

гочлен принадлежит пространству H(C, u), и

un(λ) = u(λ) + n ln(1 + |λ|), λ ∈ C, n ∈ Z.

Оператор Am непрерывно действует из пространства H(C, un) в пространство H(C, un−m).

Доказательство леммы 3.1. Очевидно, что точечные функционалы δλ : F → F (λ) являются
линейными и непрерывными на каждом пространстве H(C, uk) с оценкой нормы

‖δλ‖H∗(C,uk) 6 euk(λ).

По формуле Коши для |λ| 6 1, s ∈ N ∪ {0} имеем
∣∣∣∣∣
F (s)(λ)

s!

∣∣∣∣∣ 6 2 max
|w|62

|F (w)| 6 2 max
|w|62

‖δw‖H∗(C,uk)‖F‖H(C,uk) 6

6 2 exp(max
|w|62

uk(w))‖F‖H(C,uk) := 2σk‖F‖H(C,uk). (3.2)

Значит, для функции Fm = Am(F ) при |λ| = 1 верна оценка

∣∣Fm(λ)
∣∣ 6 max

|w|61
|F (w)| +

m−1∑

s=0

|F (s)(0)|
s!

6 2(m+ 1)σk‖F‖H(C,uk),

которая по принципу максимума продолжается на единичный круг; следовательно,

l sup
|λ|61

|Fm(λ)|e−un−m(λ)
6 sup

|λ|61
e−un−m(λ) · 2(m+ 1)σn‖F‖H(C,un). (3.3)

Для |λ| > 1 из (3.2) следует (при k = n)

|Fm(λ)| 6
2m

(1 + |λ|)m
(
|F (λ)|+ 2mσn‖F‖H(C,un)|λ|m−1

)
.
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Поэтому

sup
|λ|>1

|Fm(λ)|e−un−m(λ) 6

6 2m sup
|λ|>1

|F (λ)|e−un(λ) + 2m+1mσn‖F‖H(C,un) sup
|λ|>1

|λ|m−1e−un(λ) 6

6 2m
(
1 + 2mσn‖λm−1‖H(C,un)

)
‖F‖H(C,un).

Отсюда и из (3.3) следует непрерывность оператора

Am : H(C, un) → H(C, un−m).

Лемма 3.1 доказана. �

Система {eλz}λ∈C полна в пространстве H(D,ϕ); следовательно, преобразование Фурье—
Лапласа, которое каждому функционалу S ∈ H∗(D,ϕ) ставит в соответствие функцию

Ŝ(λ) = S(eλz), инъективно отображает H∗(D,ϕ) в пространство целых функций. Образ этого

отображения обозначим через Ĥ(D,ϕ) и введем в нем наведенную структуру нормированного
пространства:

‖Ŝ‖Ĥ(D,ϕ) = ‖S‖H∗(D,ϕ).

По теореме 2.1 любая функция F ∈ H(C, ϕ̃10) является преобразованием Фурье—Лапласа неко-
торого функционала S ∈ H∗(D,ϕ) и

‖S‖H∗(D,ϕ) 6M‖F‖H(C,ϕ̃10).

Следовательно, пространство H(C, ϕ̃10) непрерывно вложено в пространство Ĥ(D,ϕ). Из лем-
мы 3.1 следует, что оператор Am непрерывно действует из пространства H(C, ϕ̃10−m) в простран-

ство Ĥ(D,ϕ).
1. Докажем первый пункт теоремы 3.2.
1a. Докажем, что любое инвариантное пространство Y ⊃ H(D,ϕ) содержит и пространство

∞⋃
n=1

H(D,ϕn). Пусть f ∈
∞⋃
n=1

H(D,ϕn). Тогда для некоторого n ∈ N имеем f ∈ H(D,ϕn). Че-

рез Ĥ(D,ϕn) обозначим пространство преобразований Фурье—Лапласа с наведенной структу-

рой гильбертового пространства. По свойствам преобразования Фурье—Лапласа f(z) = Ŝ(z) для

некоторого линейного непрерывного функционала S на пространстве Ĥ(D,ϕn). Вложение

H(C, ϕ̃10+n) ⊂ Ĥ(D,ϕn)

непрерывно. Оператор A10+n непрерывно действует из пространства H(C, ϕ̃) в пространство
H(C, ϕ̃10+n). Поэтому функционал

S1(F ) = S(A10+n(F )), F ∈ H(C, ϕ̃),

является линейным и непрерывным функционалом на H(C, ϕ̃). Если g(z) := S1(e
λz), то

|g(z)| 6 ‖S1‖H∗(C,ϕ̃)‖eλz‖H(C,ϕ̃) = ‖S1‖H∗(C,ϕ̃)e
ϕ(z), z ∈ D,

т.е. g ∈ H(D,ϕ) ⊂ Y . Поскольку

g(10+n)(z) =
∂10+n

∂z10+n
S

(
1

λ10+n

(
eλz −

n+9∑

s=0

zs

s!
λs

))
= S(eλz) = f(z),

то f ∈ Y . Значит,
∞⋃
n=1

H(D,ϕn) ⊂ Y .
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1b. Докажем, что пространство
∞⋃
n=1

H(D,ϕn) инвариантно относительно дифференцирования.

Пусть f ∈
∞⋃
n=1

H(D,ϕn). По теореме 2.2 (п. 2) функция f является преобразованием Фурье—

Лапласа некоторого функционала S на проективном пределе пространств H(C, ϕ̃n). В силу непре-
рывности оператора умножения на λ на этом проективном пределе функционал

S1(F ) = S(λnF ), F ∈
⋂

n

H(C, ϕ̃n),

будет линейным и непрерывным. При этом Ŝ1(z) = f (n)(z). Снова по теореме 2.2

f (n) ∈
∞⋃

n=1

H(D,ϕn).

2. Докажем второй пункт теоремы 3.2.
2a. Пусть X ⊂ H(D,ϕ)— пространство, инвариантное относительно дифференцирования и

f ∈ X. Тогда f (m) ∈ X ⊂ H(D,ϕ) для любого m ∈ N. По свойствам преобразования Фурье—

Лапласа f (m)(z) = Ŝ(z) для некоторого линейного непрерывного функционала S на пространстве

Ĥ(D,ϕ). Пусть

S1(F ) = S(Am(F )) = A∗(S)(F ), F ∈ H(C, ϕ̃10−m),

— линейный непрерывный функционал на H(C, ϕ̃10−m), являющийся образом функционала S при

сопряженном операторе A∗
m. Положим g(z) = Ŝ1(z) = S1(e

λz). Тогда

g(m)(z) =
∂m

∂zm
S

(
1

λm

(
eλz −

m−1∑

s=0

zs

s!
λs

))
= S(eλz) = f (m)(z).

Следовательно,

f(z) = g(z) + p(z), z ∈ D,

для некоторого многочлена p(z) степени не выше m− 1. По определению для всех z ∈ D

|g(z)| = |Ŝ1(z)| 6 ‖S1‖H∗(C,ϕ̃10−m)‖eλz‖H(C,ϕ̃10−m) = ‖S1‖H∗(C,ϕ̃10−m)e
ϕ10−m(z).

Это значит, что g ∈ H(D,ϕ10−m) при любом m. Так как многочлены лежат во всех пространствах

H(D,ϕk), то f ∈ H(D,ϕ10−m) при любом m и f ∈
∞⋂

−n=1
H(D,ϕn).

2b. Тот факт, что пространство
∞⋂

−n=1
H(D,ϕn) инвариантно относительно дифференцирования,

доказывается так же, как в п. 1b. Теорема 3.2 доказана. �

Пусть d(z)— расстояние от точки z ∈ D до границы D. Если весовая функция ϕ имеет конеч-
ный порядок роста в смысле выполнения соотношения

lim
d(z)→0

lnϕ(z)

− ln d(z)
<∞,

то инвариантные оболочка и ядро могут быть описаны более непосредственным образом.

Теорема 3.3. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, ϕ— положительная выпуклая функция на D, имеющая конечный порядок

роста, для которой выполняются условия (3.1). Положим для a ∈ R

ψa(z) = ϕ(z) − a ln d(z), z ∈ D.

1. Инвариантная оболочка Hi(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с
⋃
n∈N

H(D,ψn). Если в

этом объединении ввести топологию индуктивного предела, то оператор дифференцирования

непрерывно действует в этом пространстве.
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2. Инвариантное ядро Hp(D,ϕ) пространства H(D,ϕ) совпадает с
⋂

−n∈N

H(D,ψn). Если в

этом пересечении ввести топологию проективного предела, то оператор дифференцирова-

ния непрерывно действует в этом пространстве.

Доказательство теоремы 3.3. Предварительно докажем несколько вспомогательных утвержде-
ний.

Лемма 3.2. Пусть выпуклая область D содержит 0. Введем обозначения

h(ϕ) = HD(re
iϕ)r−1, h0 = min

ϕ
h(ϕ), H0 = max

ϕ
h(ϕ), r0 = min

z∈D
|z|, R0 = max

z∈D
|z|.

Для q ∈ (0; 1) и t > 0 положим

qD = {qz : z ∈ D}, Dt = {z : d(z) > t}.
Тогда

(1− q)r0 6 d(z), z ∈ qD, (3.4)

h0
R0
t 6 h(ϕ) − ht(ϕ) 6

H0

r0
t, 0 < t < r0, ϕ ∈ R, (3.5)

где ht(ϕ)— опорная функция области Dt.

Доказательство леммы 3.2. Пусть

inf
z∈qD

d(z) = |z0 − w0|,

где z0 ∈ ∂qD, w0 ∈ ∂D. Через точку w0 проходит опорная к области D прямая l, перпендикуляр-
ная к отрезку [z0;w0]. Если d— расстояние от начала координат до прямой l, то |z0−w0| = (1−q)d
с одной стороны, и inf

z∈D
|z| 6 d с другой стороны; тем самым выполняется неравенство (3.4).

Предположим, что D— выпуклый n-угольник с вершинами в точках rje
iϕj , ограниченный пря-

мыми lj , отстоящими от начала координат на расстояние dj . Обозначим через ψj направление
нормалей к прямым lj. Опорная функция представляет собой кусочно тригонометрическую функ-
цию

h(ϕ) = rj cos(ϕ− ϕj), ϕ ∈ (ψj ;ψj+1).

Для 0 < t < r0 область Dt — многоугольник, ограниченный прямыми lj − teiψj , с вершинами в

точках
dj − t

dj
rje

iϕj . Опорная функция области Dt вычисляется по формуле

ht(ϕ) =
dj − t

dj
rj cos(ϕ− ϕj), ϕ ∈ (ψj ;ψj+1).

Значит,

h(ϕ) − ht(ϕ) =
t

dj
rj cos(ϕ− ϕj), ϕ ∈ (ψj ;ψj+1).

Отсюда следует соотношение (3.5) для произвольных выпуклых многоугольников. В общем слу-
чае это соотношение получается предельным переходом с использованием таких описанных вы-
пуклых n-угольников Dn, что

⋂
n
Dn = D. Лемма 3.2 доказана. �

Лемма 3.3. Пусть выпуклая область D содержит 0 и выпуклая функция ϕ на D неотри-

цательна. Тогда функция ϕ имеет конечный порядок роста, т.е.

ϕ(z) 6
A

(d(z))α
, z ∈ D, (3.6)

тогда и только тогда, когда сопряженная по Юнгу функция удовлетворяет условию

ϕ̃(λ) > H(λ)−B|λ|β , λ ∈ C,

где H(λ)— опорная функция области, β = α/(1 + α) и B > 0— некоторая постоянная.
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Доказательство леммы 3.3. Докажем достаточность. Воспользуемся известным неравенством

Reλz 6 H(λ)− |λ|d(z), z ∈ D, λ ∈ C.

Тогда
ϕ(z) = sup

λ

(
Reλz − ϕ̃(λ)

)
6 sup

λ

(
− d(z)|λ| +B|λ|β

)
.

Вычислив супремум прямым подсчетом, получим

ϕ(z) 6 A

(
1

d(z)

)α
, z ∈ D,

где

A =

(
1

β
− 1

)
(Bβ)1/(1−β).

Докажем необходимость. Пусть выполняется неравенство (3.6). Тогда

ϕ̃(λ) = sup
z

(
Reλz − ϕ(z)

)
> sup

z

(
Reλz −A

(
1

d(z)

)α)
= sup

q∈(0;1)
sup
z∈qD

(
Reλz −A

(
1

d(z)

)α)
.

Следовательно, в силу неравенства (3.4)

ϕ̃(λ) > sup
q∈(0;1)

sup
z∈qD

(
Reλz −A

(
1

(1− q)r0

)α)
>

> sup
q∈(0;1)

(
qH(λ)−A

(
1

(1− q)r0

)α)
= H(λ)− inf

q∈(0;1)

(
qH(λ) +

Ar−α0

qα

)
,

где r0 = minz∈D |z|. Вычисляя инфимум, получим

ϕ̃(λ) > H(λ)−B|λ|β , λ ∈ C,

где

B = max
H(λ)

α|λ|
(
Aαr−α0

)1/(α+1)
(α+ 1).

Лемма 3.3 доказана. �

Пусть функция ϕ имеет конечный порядок роста, и пусть z ∈ D, λz — точка достижения су-
премума sup

λ

(
Reλz − ϕ̃(λ)

)
. Если

|λ| >
(

B

d(z)

)1/(1−β)

,

то согласно неравенствам (3.5), (3.6)

Reλz − ϕ̃(λ) 6 −d(z)|λ| +B|λ|β 6 0.

Поскольку мы предполагаем неотрицательность функции ϕ, то отсюда следует, что

|λz| 6
(

B

d(z)

)1/(1−β)

=

(
B

d(z)

)α+1

.

Воспользуемся вторым пунктом в утверждении 2.2. Можем считать, что |λz| > 1; тогда для

ε =
b

2Bα+1
круг B

(
z, εd(z)α+1

)
лежит в D и

|ϕ(z) − ϕ(w)| 6 2b, z ∈ D, w ∈ B
(
z, ε(d(z))α+1

)
. (3.7)

Функция расстояния удовлетворяет условию Липшица

|d(z1)− d(z2)| 6 |z1 − z2|, z1, z2 ∈ D;

поэтому если ε(d(z))α < 1/2, то

l
∣∣ ln d(w) − ln d(z)

∣∣ 6 2, z ∈ D, w ∈ B
(
z, ε(d(z))α+1

)
. (3.8)
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Пусть

Ei =
⋃

n∈N

H(D,ψn), Ep =
⋂

−n∈N

H(D,ψn)

и f ∈ H(D,ψm) для некоторого m ∈ Z. По формуле Коши имеем

|f ′(z)| 6 ‖f‖n
1

ε
eϕn(z)(d(z))−(α+1) exp

(
max
w∈B(z)

(
ϕ(w) − ϕ(z)

))
,

где через ‖f‖n обозначена норма в H(D,ϕn) и B(z) = B
(
z, ε(d(z))α+1

)
. Из (3.7) и (3.8) вытекает

оценка

‖f ′‖n+α+1 6
1

ε
e2(b+|n|)‖f‖n, f ∈ H(D,ψn).

Таким образом, пространства Ei, Ep инвариантны относительно дифференцирования и оператор
дифференцирования действует непрерывно в этих пространствах в индуктивной и проективной
соответственно топологиях. Пусть точка ζz — точка достижения супремума sup

λ

(
Reλz − ϕ̃(λ)

)
.

Тогда по п. 2 утверждения 2.2

d(z) >
b

1 + |ζz|
, z ∈ D.

Таким образом, при d(z) 6 1

|ζz| >
b

2d(z)
, z ∈ D, d(z) 6 1.

Следовательно, для любого n ∈ N

ϕn(z) = sup
λ

(
Reλz − ϕ̃(λ) + n ln(1 + |λ|)

)
> ϕ(z) + n ln(1 + |ζz|) > ψn(z) + n ln

b

2
.

Таким образом, H(D,ψn) ⊂ H(D,ϕn), и пространство Hi(D,ϕ) совпадает с пространством Ei.
Аналогично доказывается равенство линейных пространств Hp(D,ϕ) и Ep. Теорема 3.3 доказана.
�

Пусть M = (Mn)
∞
n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последовательность. Поло-

жим Mn = M0 для −n ∈ N и для k ∈ Z будем обозначать через Mk последовательность со
сдвигом (Mn+k)

∞
n=0.

Теорема 3.4. Предположим, что последовательность M удовлетворяет условию неквази-

аналитичности (2.2.1).

1. Инвариантная оболочка Hi(D,M) пространства H(D,M) совпадает с объединением про-

странств H(D,Mk), k ∈ N. Если в этом объединении рассматривать топологию индуктив-

ного предела, то оператор дифференцирования непрерывно действует в этом пространстве.

2. Инвариантное ядро Hp(D,M) пространства H(D,M) совпадает с пересечением про-

странств H(D,Mk), −k ∈ N. Если в этом пересечении рассматривать топологию проек-

тивного предела, то оператор дифференцирования непрерывно действует в этом простран-

стве.

Доказательство теоремы 3.4. Система {eλz}λ∈C полна в пространстве H(D,M); следовательно,
преобразование Фурье—Лапласа, которое каждому функционалу S ∈ H∗(D,M) ставит в соот-

ветствие функцию Ŝ(λ) = S(eλz), инъективно отображает H∗(D,M) в пространство целых функ-

ций. Образ этого отображения обозначим через Ĥ(D,M) и введем в нем наведенную структуру
гильбертового пространства:

‖Ŝ‖Ĥ(D,M) = ‖S‖H∗(D,M).

По теореме 2.4 существует такое k0 ∈ N, что любая функция F ∈ H(C, ψk0), где

ψα(λ) = HD(λ) + lnT (|λ|)− α ln(1 + |λ|),
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является преобразованием Фурье—Лапласа некоторого линейного непрерывного функционала
S ∈ H∗(D,M) и

‖S‖H∗(D,M) 6 C‖F‖H(C,ψk0
).

Следовательно, пространство H(C, ψk0) непрерывно вложено в пространство Ĥ(D,M). Из лем-
мы 3.1 следует, что оператор Am непрерывно действует из пространства H(C, ψk0−m) в простран-

ство Ĥ(D,M).
Докажем первый пункт теоремы 3.4. Пусть Y ⊃ H(D,M)— инвариантное относительно диф-

ференцирования пространство и f ∈
∞⋃
k=1

H(D,Mk). Тогда для некоторого n ∈ N функция

f ∈ H(D,Mn). По свойствам преобразования Фурье—Лапласа f(z) = Ŝ(z) для некоторого ли-

нейного непрерывного функционала S на пространстве Ĥ(D,Mn). Вложение

H(C, ψk0+n) ⊂ Ĥ(D,Mn)

непрерывно. Оператор Ak0+n непрерывно действует из пространства H(C, ψ0) в пространство
H(C, ψk0+n). Поэтому функционал

S1(F ) = S(Ak0+n(F )), F ∈ H(C, ψ0),

является линейным и непрерывным функционалом на H(C, ψ0). Если g(z) := S1(e
λz), то

|g(k)(z)| 6 ‖S1‖H∗(C,ψ0) ·Mk, z ∈ D, k = 0, 1, 2, . . . ,

т.е. g ∈ H(D,M) ⊂ Y . Поскольку

g(k0+n)(z) =
∂k0+n

∂zk0+n
S

(
1

λk0+n

(
eλz −

k0+n−1∑

s=0

zs

s!
λs

))
= S(eλz) = f(z),

то f ∈ Y . Значит,
∞⋃
k=1

H(D,Mk) ⊂ Y .

Второй пункт теоремы 3.4 непосредственно следует из определения пространств H(D,Mk).
Теорема 3.4 доказана. �

4. Достаточные множества в индуктивных и проективных пределах

весовых пространств целых функций

Пусть Ψ = (ψα)— семейство субгармонических функций на плоскости. В пространстве целых
функций F , удовлетворяющих условиям

sup
λ

|F (λ)|e−ψ(λ) <∞, ψ ∈ Ψ,

для любого замкнутого подмножества S ⊂ C рассмотрим топологию τ(S), определяемую полу-
нормами

pS,ψ(F ) = sup
λ∈S

|F (λ)|e−ψ(λ) , ψ ∈ Ψ.

Если τ(S) = τ(C), то множество S называется достаточным для этого пространства.
В этом разделе мы конструируем дискретные достаточные множества для некоторых про-

странств. А также будет дана оценка меры «избыточности» построенных достаточных множеств.
Через µ(t) обозначим считающую функцию множества S:

µ(t) =
∑

λ∈S
|λ|6t

1, t > 0.

Множество будем называть регулярным, если его считающая функция удовлетворяет условию

lim
r→∞

1

ln r

r∫

1

ln t dµ(t) = ∞.
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Через B(z, t) будем обозначать круг с центром в точке z радиуса t. Для целой функции L через
N(L) будем обозначать множество её нулей и для δ > 0 положим

EL(δ) =
⋃

λ∈N(L)

B(λ, δ(1 + |λ|)−1).

Теорема 4.1. Пусть ψ— субгармоническая функция на плоскости, удовлетворяющая усло-

вию Липшица и

ψn(λ) = ψ(λ)− n ln(1 + |λ|) + cn, λ ∈ C, n ∈ N.

Тогда для проективного предела Hp(C, ψ) пространств H(C, ψn) существует такое дискрет-

ное достаточное множество S, что из него можно удалить любое конечное подмножество

сохраняя свойство достаточности, а после удаления любого регулярного подмножества оно

перестает быть достаточным.

Доказательство теоремы 4.1. Поскольку ψ— субгармоническая функция, удовлетворяющая
условию Липшица, то по теореме 1.5 существует целая функция L с простыми нулями λn, удо-
влетворяющими следующему условию: круги Bn(δ) = B

(
λn, δ(|λn| + 1)−1

)
для некоторого δ > 0

попарно не пересекаются, а сама функция для некоторых постоянных A, B удовлетворяет соот-
ношениям

ln |L(λ)| 6 ψ(λ), λ ∈ C,

ln |L(λ)| > ψ(λ)−A ln(|λ|+ e), λ /∈
⋃

n

Bn(δ),

ln |L′(λ)| > ψ(λ)−B ln(|λ|+ e), λ ∈ N(L).

Докажем, что множество S = N(L) является достаточным для пространства Hp(C, ψ).
Нужно показать, что для любого натурального числа m ∈ N найдутся такие числа n ∈ N и

M > 0, что для любой функции F ∈ Hp(C, ψ)

|F (λ)|e−ψm(λ) 6M sup
λ∈S

|F (λ)|e−ψn(λ) :=M‖F‖n, λ ∈ C.

Итак, зафиксируем натуральное число m и выберем натуральные числа N > m и n > N +A+
B + 2. Пусть F ∈ Hp(C, ψ); тогда

|F (λ)| 6 ‖F‖H(C,ψn)e
ψn(λ), λ ∈ C.

Значит,

|λNF (λ)| 6 ‖F‖H(C,ψn)e
ψ(λ)(1 + |λ|)−A−2ecn , λ ∈ C.

Отсюда и в силу нижних оценок на функцию L получим, что на некоторых окружностях |λ| = Rk,
Rk → ∞, k → ∞, имеет место оценка

|λNF (λ)|
|L(λ)| ≺ (1 + |λ|)−2, λ ∈ C.

Следовательно, равномерно на компактах сходится ряд Лагранжа

λNF (λ) =
∑

k

λNk F (λk)

(λ− λk)L′(λk)
L(λ).

В силу нижней оценки на L′(λk) имеем

|λNk F (λk)|
|L′(λk)|

≺ ‖F‖n(1 + |λk|)−n+B+N .

Отсюда и из представления в виде ряда Лагранжа в силу выбора n следует оценка для |λ−λk| > 1:

|F (λ)| 6 const ·‖F‖n|L(λ)| |λ|−N ,
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которая продолжается на все λ по принципу максимума. Отсюда, учитывая оценки сверху на
функцию L и выбор числа N , получим

|F (λ)|e−ψ(λ)+m ln(1+|λ|)
6 const ·‖F‖n,

или

‖F‖H(C,ψm) 6 const ·‖F‖n, F ∈ Hp(C, ψ).

Таким образом, множество S является достаточным для Hp(C, ψ). Очевидно, что если удалить
из него любое конечное подмножество, оно останется достаточным.

Пусть {µn}n∈N — регулярное подмножество S. Тогда функция

g(λ) =
∞∏

n=1

(
1− λ

µn

)
, λ ∈ C,

является целой функцией, и выполняется соотношение

ln |λ| = ob
(
ln |g(λ)|

)
, |λ− µn| > 1, n ∈ N, |λ| → ∞.

Таким образом, функция

L1(λ) =
L(λ)

g(λ)

принадлежит пространству Hp(C, ψ) и, тем самым, множество S \ {µn}n∈N не является даже
множеством единственности для этого пространства. Теорема 4.1 доказана. �

Теорема 4.2. Пусть ψ— субгармоническая функция на плоскости, удовлетворяющая усло-

вию Липшица и

ψn(λ) = ψ(λ) + n ln(1 + |λ|) + cn, λ ∈ C, n ∈ N,

и пусть неотрицательная функция m(t), t > 0, является функцией медленного роста, m0(t)—

ассоциированная с ней функция скачков. Тогда для индуктивного предела Hi(C, ψ) пространств

H(C, ψn) существует такое дискретное достаточное множество S = {λk, k ∈ N}, что если

из него удалить подмножество {ηk, k ∈ N}, считающая функция η(t) которого удовлетворяет

условию

m0(t)− η(t) ր +∞, (4.1)

то множество S̃ = S \ {ηk, k ∈ N} остается достаточным. Если же m0(t) − η(t) 6 C < ∞,

t > 0, то множество S \ {ηk, k ∈ N} не будет достаточным.

Доказательство теоремы 4.2. В пространстве Hi(C, ψ) введем топологию с помощью весовых
полунорм. Через K обозначим совокупность всех непрерывных функций x(λ) на C, удовлетворя-
ющих при любом n ∈ N соотношению

x(λ) ≻ eψn(λ), λ ∈ C.

Для подмножества S ⊂ C обозначим через τ(S) топологию в пространстве Hi(C, ψ), определя-
емую полунормами

px(F ) = sup
λ∈S

|F (λ)|
x(λ)

, x ∈ K.

Заметим, что исходная топология индуктивного предела в Hi(C, ψ) совпадает с топологией τ(C)
(см. [19]). Докажем вспомогательное утверждение.

Утверждение 4.1. Пусть K0 — семейство функций вида x(λ) = eψ(λ)+v(λ), где v(λ)— ради-

альная субгармоническая функция, удовлетворяющие условию

l lim
r→∞

v(r)

ln r
= ∞. (4.2)

Для замкнутого множества S ⊂ C определим топологию τ0(S) в пространстве Hi(C, ψ) с

помощью полунорм px, где x ∈ K0. Тогда топологии τ0(S) и τ(S) равносильны.
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Доказательство утверждения 4.1. Очевидно, τ0(S) 6 τ(S). Докажем обратное неравенство.
Пусть x ∈ K, функция

y(r) = min
|λ|=r

(lnx(λ)− ψ(λ)), r > 0,

радиальна и удовлетворяет условию y(r) > n ln r + Cn, r > 0, для всех n ∈ N. Тогда функция
y(et), t ∈ R, обладает свойством y(et) > nt+ Cn для всех n ∈ N. Положим

v(et) = sup
{
h(t), h(t) 6 y(et), t ∈ R, h— выпуклая

}
.

Тогда v(|λ|) — радиальная субгармоническая функция на плоскости, удовлетворяющая усло-
вию (4.2) и

eψ(λ)+v(|λ|) 6 x(λ), λ ∈ C.

Утверждение 4.1 доказано. �

Искомое достаточное множество будем конструировать в виде множества нулей некоторой це-
лой функции с определенными асимптотическими оценками. Поскольку ψ— субгармоническая
функция, удовлетворяющая условию Липшица, то по теореме 1.5 существует целая функция L1

с такими простыми нулями λn, что круги Bn(δ) = B(λn, (δ)(|λn| + 1)−1) при некотором δ > 0
попарно не пересекаются и для некоторой постоянной c > 0 выполняются соотношения

ψ(λ) − c ln(e+ |λ|) 6 ln |L1(λ)| 6 ψ(λ), λ /∈ E(L1)(δ), (L1I)

ψ(ζ)− c ln(e+ |ζ|) 6 ln |L′
1(ζ)| 6 ψ(ζ), ζ ∈ N(L1), (L1II)

Пусть

u(λ) =

|λ|∫

0

m(t) dt

t
, λ ∈ C.

Тогда u— радиальная субгармоническая функция, удовлетворяющая условию (4.3).
Определим последовательность Rn по формулам

m(R0) = 1, m(Rn+1)−m(Rn) = 1, n = 0, 1, 2, . . . ,

и возьмем rn ∈ (Rn, Rn+1). Так как выполняется условие (4.1), то по теореме 1.3 целая функция

g(λ) =

∞∏

n=0

(
1− λ

rneiθn

)
, λ ∈ C,

где θn ∈ [0, 2π] — произвольные числа, обладает следующими свойствами: если ξk = rke
iθk , то

круги B(ξk, δ(1+|ξk |)−1) попарно не пересекаются и для некоторой постоянной d > 0 выполняются
оценки

u(λ)− d ln(e+ |λ|) 6 ln |g(λ)| 6 u(λ), λ /∈ E(g)(δ), (gI)

u(ξ)− d ln(e+ |ξ|) 6 ln |g′(ξ)| 6 u(ξ), ξ ∈ N(g). (gII)

Докажем, что множество нулей S целой функции L = L1g является достаточным множеством
для пространства Hp(C, ψ), удовлетворяющим условиям теоремы. Заметим, что поскольку θk
произвольны, то можем считать круги {λ : |λ − z| 6 δ(1 + |z|)−1}, z ∈ S, непересекающимися.
Возьмем подмножество S′ = {ηk, k ∈ N} множества S, удовлетворяющее условию теоремы, и

докажем, что S̃ = S \ S′ — достаточное множество для Hp(C, ψ). Пусть

v(λ) =

|λ|∫

0

η(t)dt

t
, λ ∈ C.

Тогда v— радиальная субгармоническая функция, и по теореме 1.3 целая функция

h(λ) =
∞∏

k=1

(
1− λ

ηk

)
, λ ∈ C,
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для некоторого p > 0 удовлетворяет соотношениям

v(λ)− p ln(e+ |λ|) 6 ln |h(λ)| 6 v(λ), λ /∈ E(h)(δ), (hI)

v(ηn)− p ln(e+ |ηn|) 6 ln |h′(ηn)| 6 v(ηn), n ∈ N. (hII)

Пусть m̃(t) = m0(t)− η(t); тогда по условию (4.1) m̃(t) возрастает до бесконечности. Пусть

lũ(λ) =

|λ|∫

0

m̃(t) dt

t
, λ ∈ C. (4.3)

Тогда ũ(λ)— радиальная субгармоническая функция, удовлетворяющая условию (4.3), и целая

функция L̃ = L/h с множеством нулей S̃ в силу соотношений (L1I)–(L1II), (gI)–(gII), (hI)–(hII)
удовлетворяет условиям

ψ(λ) + ũ(λ)− ã ln(e+ |λ|) 6 ln |L̃(λ)| 6 ψ(λ) + ũ(λ) + ã ln(e+ |λ|), λ /∈ E(L̃)(δ), (L̃I)

ψ(λ) + ũ(λ)− ã ln(e+ |λ|) 6 ln |L̃′(λ)| 6 ψ(λ) + ũ(λ) + ã ln(e+ |λ|), λ ∈ S̃, (L̃II)

где ã = max(c+ d, p).

Для доказательства достаточности множества S̃ согласно утверждению 4.1 нам нужно по-
казать, что для любой радиальной субгармонической функции α(λ), удовлетворяющей усло-
вию (4.3), найдутся такие радиальная субгармоническая функция β(λ) и число ε > 0, что если
функция F ∈ Hp(C, ψ) удовлетворяет оценке

|F (λ)| 6 εeψ(λ)+β(λ) , λ ∈ S̃, (4.4)

то эта функция будет удовлетворять оценке

|F (λ)| 6 eψ(λ)+α(λ), λ ∈ C. (4.5)

Пусть w(λ)— некоторая радиальная субгармоническая функция на плоскости и ν — мера, ас-
социированная с ней по Риссу. В полярных координатах мера ν имеет вид

dν(reiϕ) =
1

2π
d(w′(r)r)dϕ;

в частности, функция w′(r)r— неубывающая. Через ν(t) будем обозначать ν-меру круга B(0, t);
тогда

ν(t) = w′(t)t, t > 0.

Применительно к функции ũ в формуле (4.4) имеем µ̃(t) ≡ m̃(t) (µ̃— мера, ассоциированная
по Риссу с ũ). Пусть α(λ)— субгармоническая функция в (4.6) и dν(reiϕ) = 1

2πd(α
′(r)r)dϕ— ее

ассоциированная мера. Положим

ν1(t) = min(m̃(t), α′(t)t), t > 0, α1(λ) =

|λ|∫

1

ν1(t)dt

t
, λ ∈ C.

Тогда ν1(t)— возрастающая до бесконечности функция и α1 — радиальная субгармоническая
функция, удовлетворяющая условиям

α1(λ) 6 min
(
ũ(λ), α(λ)

)
, lim

t→∞

α1(t)

ln t
= ∞.

По теореме 1.3 построим последовательность R̃n, n ∈ N, и целую функцию g̃(λ), удовлетворяю-
щую условиям

ũ(λ)− d̃ ln(e+ |λ|) 6 ln |g̃(λ)| 6 ũ(λ), λ /∈ E(g̃)(δ), (g̃I)

ũ(λ)− d̃ ln(e+ |λ|) 6 ln |g̃′(λ)| 6 ũ(λ), λ ∈ N(g̃). (g̃II)
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Сужение ассоциированной меры функции ũ на кольцо Qn =
{
R̃n 6 |λ| < R̃n+1

}
обозначим через

γn, n ∈ N. По определению последовательности R̃n имеем γn(C) = 1. Выберем подпоследователь-
ность натуральных чисел nj так, чтобы для меры ν0 =

∑
j
γnj

выполнялось условие ν0(t) 6 ν1(t),

t > 0. Такую подпоследовательность можно выбрать потому, что ν1(t) → ∞ при t → ∞. Пусть

n— наибольший номер, для которого ν1(R̃n) < 1, т.е. ν1(R̃j) > 1 для j > n+ 1. Можно положить
n1 = n+1. Далее, исходя из того, что ν1(t)−1 → ∞ при t→ ∞ можно выбрать n2 и т. д. Функция

α0(λ) =

|λ|∫

0

ν0(t)dt

t
, λ ∈ C,

радиальна, субгармонична и

α0(r) 6

r∫

1

ν1(t)dt

t
= α1(r) 6 α(r), r > 0, lim

t→∞

α0(t)

ln t
= ∞.

Определим еще меры

χ1 =

∞∑

j=0

γn2j+1
, χ2 =

∞∑

j=1

γn2j
,

и соответствующие радиальные субгармонические функции

β1(λ) =

|λ|∫

0

χ1(t)dt

t
, β2(λ) =

|λ|∫

0

χ2(t)dt

t
, λ ∈ C.

По построению 0 6 χ1(t)− χ2(t) 6 1, поэтому эти функции удовлетворяют условию1 (4.3), и

β1(t) + β2(t) = α0(t), α0(t) 6 2β1(t) 6 α0(t) + ln(1 + t), t > 0. (4.6)

По теореме 1.3 целая функция

g̃1(λ) =

∞∏

j=0


1− λ

r̃n2j+1
eiθ̃n2j+1




удовлетворяет условиям

β1(λ)− b̃ ln(e+ |λ|) 6 ln |g̃1(λ)| 6 β1(λ), λ /∈ E(g̃1)(δ), (g̃1I)

β1(ζ)− b̃ ln(e+ |ζ|)) 6 ln |g̃′1(ζ)| 6 β1(ζ), ζ ∈ N(g̃1). (g̃1II)

Возьмем натуральное число N = [ã+ b̃+ d̃] + 4 > (ã+ b̃+ d̃) + 3, где [a] обозначает целую часть
числа a, и положим

χ =

∞∑

j=N+1

γn2j+1
, β(λ) =

|λ|∫

0

χ(t) dt

t
.

Тогда β(λ)— радиальная субгармоническая функция, удовлетворяющая условию (4.3), и для
некоторой константы C

β(t) 6 β1(t)−N ln(1 + t) + C, t > 0. (4.7)

Пусть функция F ∈ Hi(C, ψ) удовлетворяет оценке (4.5) с некоторым положительным числом ε,
которое определим позже.

По определению пространства Hi(C, ψ) функция F принадлежит пространству H(C, ψm) для
некоторого m ∈ N, т.е.

|F (λ)| 6 C0e
ψ(λ)+m ln(1+|λ|), λ ∈ C.

Функция

F̃ (λ) =
F (λ)g̃(λ)

g̃1(λ)
, λ ∈ C,
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по соотношениям (g̃1I), (g̃I), (L̃I) удовлетворяет оценке
∣∣∣∣∣
F̃ (λ)

L̃(λ)

∣∣∣∣∣ 6 C0e
(m+b̃+ã) ln(e+|λ|)−β1(λ), λ /∈ E(L̃g̃). (4.8)

Поскольку исключительное множество E(L̃g̃)(δ) есть объединение попарно не пересекающихся
кругов, то найдется последовательность таких замкнутых жордановых кривых Γn, что

ρn = min
ζ∈Γn

|ζ| → ∞, |Γn| = O(ρn), n→ ∞, Γn ∩ E(L̃g̃)(δ) = ∅.

Функция β1 удовлетворяет условию (4.3), поэтому

max
λ∈Γn

∣∣∣∣∣
F̃ (λ)

L̃(λ)

∣∣∣∣∣→ 0, n→ ∞.

Таким образом, ряд Лагранжа функции F̃ по функции L̃ сходится (поточечно) к самой функ-

ции F̃ :

F̃ (λ) =
∑

ζ∈N(L̃)

F̃ (ζ)

L̃′(ζ)(λ− ζ)
L̃(λ), λ ∈ C.

Из (g̃I), (g̃1I), (L̃II), (4.5) следует
∣∣∣∣∣
F̃ (ζ)

L̃′(ζ)

∣∣∣∣∣ 6 εeβ(ζ)−β1(ζ)+(̃b+ã) ln(e+|ζ|), ζ ∈ N(L̃),

и, учитывая соотношение (4.8) и выбор числа N , получаем
∣∣∣∣∣
F̃ (ζ)

L′(ζ)

∣∣∣∣∣ 6 εeC(e+ |ζ|)−3, ζ ∈ N(L̃).

Отсюда следует равномерная сходимость ряда Лагранжа и оценка

|F̃ (λ)| 6
∑

ζ∈S̃

∣∣∣∣∣
F̃ (ζ)

L̃′(ζ)

∣∣∣∣∣ |L̃(λ)| 6 εeC
∑

ζ∈S̃

(e+ |ζ|)−2|L̃(λ)|, λ /∈ E(L̃)(δ).

Учитывая определение функции F̃ , получим

|F (λ)| 6 εeCσ|L̃(λ)| |g̃1(λ)||g̃(λ)| , λ /∈ E(L̃)(δ), σ =
∑

ζ∈S̃

(e+ |ζ|)−2.

Теперь из (L̃I), (g̃1I), (g̃I) вытекает оценка

|F (λ)| 6 εeCσeψ(λ)+β1(λ)+(ã+d̃) ln(e+|λ|), λ /∈ E(L̃g̃),

которую можно продолжить на всю плоскость по принципу максимума. Из соотношения (4.7)
имеем

β1(t) 6
1

2
α0(t) +

1

2
ln(1 + t) 6 α(t) − 1

2
α0(t) +

1

2
ln(1 + t), t > 0.

Так как функция α0 удовлетворяет условию (4.3), то для некоторой постоянной C1

β1(t) + (ã+ d̃) ln(1 + t) 6 α(t) + C1, t > 0,

и, если положить ε = 1
σe

−C−C1−ã−d̃, то

|F (λ)| 6 eψ(λ)+α(λ), λ ∈ C.

Таким образом, из оценки (4.5) следует оценка (4.6). Достаточность множества S̃ доказана.
Если же считающая функция η(t) удаляемого подмножества {ηk, k ∈ N} удовлетворяет усло-

вию m0(t) − η(t) 6 C < ∞, t > 0, то L̃ ∈ Hi(C, ψ), и множество S̃ не будет даже множеством
единственности для Hi(C, ψ). Теорема 4.2 доказана. �
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5. Представляющие системы экспонент в инвариантной оболочке

и инвариантном ядре нормированных пространств аналитических функций

Теорема 5.1. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, ϕ— выпуклая функция в этой области. Положим

ϕ̃n(λ) = ϕ̃(λ) + n ln(1 + |λ|), λ ∈ C, n ∈ N,

ϕn(z) = sup
λ∈C

(
Reλz − ϕ̃n(λ)

)
, z ∈ D.

Предположим, что для некоторых bn > 12 выполнены условия

2∑

k,j=1

∂2ϕ̃n(x1 + ix2)

∂xj∂xk
yjyk >

bn
1 + |x|2 |y|

2, y = (y1, y2), x = (x1, x2) ∈ R
2.

Далее, пусть положительная функция m(t), t > 0, является медленно растущей, m0(t)—

ассоциированная с ней функция скачков. Тогда существует такая система показателей Λ =
{λk, k ∈ N}, что система экспонент {ezλk , k ∈ N} является представляющей в инвариантном

ядре Hp(D,ϕ) =
∞⋂
n=1

H(D,ϕn) пространства H(D,ϕ), т.е. любая функция f ∈ Hp(D,ϕ) может

быть представлена в виде суммы ряда

f(z) =

∞∑

k=1

fke
zλk ,

сходящегося в топологии проективного предела пространств H(D,ϕn), n ∈ N. При этом ряды

из всех определяющих топологию Hp(D,ϕ) норм сходятся

∞∑

k=1

‖fkezλk‖H(D,ϕm) <∞, m ∈ N,

а ряд из абсолютных величин сходится в топологии проективного предела пространств

H(D,ϕn), n ∈ N:

lim
N→∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣

∞∑

k=N+1

fke
zλk

∣∣∣∣∣ e
−ϕn(z) = 0, n ∈ N.

Если из системы показателей Λ удалить подмножество {ηk, k ∈ N}, считающая функция η(t)
которого удовлетворяет условию

m0(t)− η(t) ր +∞,

то система экспонент
{
ezλk , λk ∈ S̃ = S \ {ηk, k ∈ N}

}
остается представляющей. Если же

m0(t)−η(t) 6 C <∞, t > 0, то оставшаяся система экспонент уже не будет представляющей.

Доказательство теоремы 5.1. Субгармонические на плоскости функции ϕ̃n удовлетворяют усло-

виям теоремы 4.2. Возьмем достаточное для Hi(C, ϕ̃) =
∞⋃
n=1

H(C, ϕ̃n) множество S = {λk, k ∈ N},
построенное как в теореме 4.2. Учитывая теорему 2.3, согласно [28, теорема 1.6, с. 12] любая
функция f ∈ Hp(D,ϕ) может быть представлена в виде интеграла

f(z) =

∫

S

ezλ

k(λ)
dµ(λ), z ∈ D,

где µ— мера ограниченной вариации, сосредоточенная на множестве S, k(λ) = eϕ̃(λ)+v(λ) с ради-
альной субгармонической функцией v, удовлетворяющей условию

lim
r→∞

v(r)

ln r
= ∞.
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Множество S — дискретное, значит, любая функция f ∈ Hp(D,ϕ) может быть представлена в
виде суммы ряда

f(z) =
∞∑

k=1

Mke
−ϕ̃(λk)−v(λk)ezλk , z ∈ D,

где Mk = µ({λk}), sup
k
Mk = M < ∞, и ряд сходится в топологии пространства Hp(D,ϕ). По-

скольку

‖ezλk‖H(D,ϕn) = sup
z∈D

eRe zλk−ϕn(z) = eϕ̃n(λk) = evn(λk),

то
∥∥∥∥∥

∞∑

k=1

Mke
−ϕ̃(λk)−v(λk)ezλk

∥∥∥∥∥
H(D,ϕn)

6

∞∑

k=1

|Mk|e−ϕ̃(λk)−v(λk)
∥∥∥ezλk

∥∥∥
H(D,ϕn)

=

=

∞∑

k=1

|Mk|e−ϕ̃(λk)−v(λk)evn(λk) =M

∞∑

k=1

en ln(1+|λk|
2)−v(λk).

По построению последовательность λk, k ∈ N, имеет конечную линейную плотность; значит, по
свойствам функции v последний числовой ряд сходится. Пользуясь очевидным неравенством

|f(z)| 6 eϕn(z)‖f‖H(D,ϕn), z ∈ D, n ∈ N,

получим

lim
N→∞

sup
z∈D

∣∣∣∣∣

∞∑

k=N+1

Mke
−ϕ̃(λk)−v(λk)ezλk

∣∣∣∣∣ e
−ϕn(z) 6

∞∑

k=N+1

|Mk|e−ϕ̃(λk)−v(λk)‖ezλk‖H(D,ϕn) → 0.

Последние утверждения теоремы 5.1 непосредственно следуют из теоремы 4.2. Теорема 5.1 дока-
зана. �

Теорема 5.2. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, ϕ— выпуклая функция в этой области. Положим

ϕ̃n(λ) = ϕ̃(λ)− n ln(1 + |λ|), λ ∈ C, n ∈ N,

ϕn(z) = sup
λ∈C

(
Reλz − ϕ̃n(λ)

)
, z ∈ D.

Предположим, что для некоторых bn > 12 выполнены условия

2∑

k,j=1

∂2ϕ̃n(x1 + ix2)

∂xj∂xk
yjyk >

bn
1 + |x|2 |y|

2, y = (y1, y2), x = (x1, x2) ∈ R
2.

Тогда в инвариантной оболочке

Hi(D,ϕ) =

∞⋃

k=1

H(D,ϕk)

пространства H(D,ϕ) существует представляющая система {eλnz}∞n=1, т.е. любая функция

f ∈ Hi(D,ϕ) представляется в виде ряда по данной системе экспонент:

f(z) =
∞∑

n=1

fne
λnz.

Этот ряд сходится в топологии индуктивного предела пространств H(D,ϕk), k ∈ N. Пусть

Λ = {λn}∞n=1 — множество показателей представляющей системы {eλnz}∞n=1. Тогда, если уда-

лить из Λ любое конечное подмножество, то соответствующая система экспонент останет-

ся представляющей, а если удалить из Λ любое регулярное подмножество, то соответствую-

щая система экспонент перестанет быть представляющей.

Теорема 5.2 доказывается так же, как теорема 5.1 на основе теорем 2.2 и 4.1.
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Теорема 5.3. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, M = {Mn}∞n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последователь-

ность положительных чисел, удовлетворяющая условию «неквазианалитичности»

∞∑

n=0

Mn

Mn+1
<∞,

и пусть M−n = M0, n ∈ N, и M(k) = {Mn−k}∞n=0, k ∈ N, — «сдвинутые» последовательности.

Тогда для положительной медленно растущей функции m(t), t > 0, существует такая система

показателей Λ = {λk, k ∈ N}, что система экспонент {ezλk , k ∈ N} является представляющей

в инвариантном ядре Hp(D,M) =
∞⋂
k=1

H(D,M(k)) пространства H(D,M), т.е. любая функция

f ∈ Hp(D,M) может быть представлена в виде суммы ряда

f(z) =
∞∑

k=1

fke
zλk ,

сходящегося в топологии проективного предела пространств H(D,M(k)), k ∈ N. Если из си-

стемы показателей Λ удалить подмножество {ηk, k ∈ N}, считающая функция η(t) которого

удовлетворяет условию

m0(t)− η(t) ր +∞,

то система экспонент
{
ezλk , λk ∈ S̃ = S \ {ηk, k ∈ N}

}
остается представляющей. Здесь

m0(t)— ассоциированная с m(t) функция скачков. Если же m0(t) − η(t) 6 C < ∞, t > 0, то

оставшаяся система экспонент уже не будет представляющей.

Доказательство теоремы 5.3. Обозначим через

Tk(r) = sup
n>0

rn

M
(k)
n

, r > 0,

функцию следа последовательности M(k), через T (r)— функцию следа последовательности M,
через HD(λ)— опорную функцию области D, и пусть

ψ(λ) = HD(λ) + lnT (|λ|), ψk(λ) = HD(λ) + lnTk(|λ|), k ∈ N.

Субгармонические на плоскости функции ψk удовлетворяют условиям теоремы 4.2. Возьмем до-

статочное для Hi(C, ψ) =
∞⋃
k=1

H(C, ψk) множество S = {λk, k ∈ N}, построенное в теореме 4.2,

и редкое подмножество {ηk, k ∈ N}, считающая функция которого удовлетворяет условию (4.2).

По теореме 4.2 множество S̃ = S \{ηk, k ∈ N} остается достаточным для Hi(C, ψ). Учитывая тео-
рему 2.6, согласно [28, теорема 1.6, с. 12] любая функция f ∈ Hp(D,M) может быть представлена
в виде интеграла

f(z) =

∫

S

ezλ

k(λ)
dµ(λ), z ∈ D,

где µ— мера ограниченной вариации, сосредоточенная на множестве S̃, k(λ) = eψ(λ)+v(λ) с ради-

альной субгармонической функцией v, удовлетворяющей условию (4.3). Множество S̃ = {ζk, k ∈
N}— дискретное, значит, любая функция f ∈ Hp(D,M) может быть представлена в виде суммы
ряда

f(z) =
∞∑

k=1

Mke
−ψ(ζk)−v(ζk)ezζk , z ∈ D,

где Mk = µ({ζk}), sup
k
Mk =M <∞, и ряд сходится в топологии пространства Hp(D,M).

Последнее утверждение теоремы 5.3 непосредственно следует из теоремы 4.2. Теорема 5.3 до-
казана. �



ПРЕДСТАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ 63

Теорема 5.4. Пусть D— ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости, содер-

жащая точку z = 0, M = {Mn}∞n=0 — неубывающая логарифмически выпуклая последователь-

ность положительных чисел, удовлетворяющая условию «неквазианалитичности»

∞∑

n=0

Mn

Mn+1
<∞,

и M(k) = {Mn+k}∞n=0, k ∈ N, — «сдвинутые» последовательности. Тогда в инвариантной оболоч-

ке Hi(D,M) =
∞⋃
k=1

H(D,M(k)) пространства H(D,M) существует представляющая система

экспонент {eλnz}∞n=1, т.е. любая функция f ∈ Hi(D,M) представляется в виде ряда по данной

системе экспонент:

f(z) =
∞∑

n=1

fne
λnz.

Ряд сходится в топологии индуктивного предела пространств H(D,M(k)), k ∈ N. Пусть

Λ = {λn}∞n=1 — множество показателей представляющей системы {eλnz}∞n=1. Если удалить из

Λ любое конечное подмножество, то соответствующая система экспонент останется пред-

ставляющей, а если удалить из Λ любое регулярное подмножество, то соответствующая си-

стема экспонент перестанет быть представляющей.

Теорема 5.4 доказывается так же, как теорема 5.3, на основе теорем 2.5 и 4.1.
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КОЭФФИЦИЕНТЫ РЯДОВ ЭКСПОНЕНТ

ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ И ОПЕРАТОР ПОММЬЕ

c© 2019 г. С. Н. МЕЛИХОВ

Аннотация. Излагаются результаты о существовании линейного непрерывного правого обрат-
ного к оператору представления функций, аналитических в ограниченной выпуклой области ком-
плексной плоскости, рядами из квазиполиномов и экспонент. Приводятся тесно связанные с ними
результаты об интерполирующей функции А. Ф. Леонтьева и, более общим образом, интерпо-
лирующем функционале, а также об операторе Поммье, с помощью которого они определяют-
ся. Исследуются циклические векторы и собственные замкнутые инвариантные подпространства
оператора Поммье в весовых пространствах целых функций.

Ключевые слова: ряд экспонент, аналитическая функция, интерполирующий функционал, опе-
ратор Поммье, весовое пространство целых функций, циклический вектор, инвариантное подпро-
странство.
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Abstract. In this paper, we present results of the existence of a linear continuous right inverse
operator for the operator of the representation of analytic functions in a bounded convex domain of
the complex plane by series of quasi-polynomials and exponents. We also present closely related results
on the A. F. Leontiev interpolating function and, more generally, on the the interpolating functional
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1. Введение

Пусть G— ограниченная выпуклая область в комплексной плоскости, H(G)— пространство
Фреше всех аналитических в G функций. В середине 1960-х гг. А. Ф. Леонтьев показал (см.
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[33]), что существует такая последовательность показателей λj ∈ C, j ∈ N, что любую функцию
f ∈ H(G) можно разложить в абсолютно сходящийся в H(G) ряд экспонент:

f(z) =
∞∑

j=1

cj(f)e
λjz, z ∈ G.

При этом λj являются нулями некоторой целой функции экспоненциального типа, сопряженная

диаграмма которой совпадает с замыканием G области G. Коэффициенты cj(f) в этом разложе-
нии не могут быть определены однозначно, так как существует бесконечное число линейно незави-
симых последовательностей (cj)j∈N коэффициентов разложений нулевой функции. Для функций
f из собственных подпространств H(G), например, для аналитических в некоторой области, со-
держащей G, можно вычислять коэффициенты cj(f) однозначно с помощью биортогональной
системы или интерполирующей функции А. Ф. Леонтьева. Однако эти способы не могут быть
применены к любой функции, аналитической в G. В связи с этим возникает задача о существо-
вании способа нахождения коэффициентов cj(f) разложений всех функций из H(G) в ряд экс-
понент, линейно и непрерывно (в некотором смысле) зависящих от f . В операторной постановке
данная проблема является проблемой существования линейного непрерывного правого обратного
к соответствующему оператору представления, обладающему бесконечномерным ядром. Первая
часть настоящего обзора посвящена этой проблеме. Сначала приведены результаты о возможно-
сти представления всех аналитических в ограниченной выпуклой области G ⊂ C функций рядами
из квазиполиномов с показателями в нулях фиксированной целой функции L экспоненциального
типа, т.е. идет речь о сюръективности рассматриваемого оператора представления. Автор счел
целесообразным привести с доказательством некоторые результаты подобного рода (учитывая
при этом и относительную труднодоступность статьи [90], в которой они получены). Для рядов
экспонент такие результаты можно найти в монографиях А. Ф. Леонтьева [33, 35] и в обзоре
Ю. Ф. Коробейника [20]. Затем мы переходим к проблеме существования линейного непрерыв-
ного правого обратного к сюръективному оператору представления рядами из квазиполиномов с
показателями в нулях L. Важную роль при этом играет интерполирующий функционал. Он ана-
логичен интерполирующей функции, только зависит уже от двух комплексных переменных. При
этом для его существования необходим определенный избыток роста исходной функции L, кон-
тролируемый дополнительным выпуклым компактом. Если этот компакт совпадает с точкой, то
такой функционал не существует. И интерполирующая функция, и интерполирующий функцио-
нал могут быть определены с помощью операторов Поммье, действующих в пространствах целых
функций, реализующих сопряженные к пространствам, в которых производятся разложения. В
связи с этим во второй части обзора приведены также результаты, связанные с операторами
Поммье. В ней выявлена не только взаимосвязь интерполирующей функции и оператора Пом-
мье. Помимо общих свойств оператора Поммье здесь идет речь и о проблемах, связанных с его
динамикой: его коммутантом, циклическими векторами, собственными замкнутыми инвариант-
ными подпространствами.

Всюду в обзоре локально выпуклые пространства рассматриваются над полем комплексных
чисел.

2. О представлениях рядами из квазиполиномов и экспонент

Далее изложение будет вестись в терминах теории абсолютно представляющих систем
(см. [20]). При этом последовательность (xj)j∈N элементов локально выпуклого пространства
X называется абсолютно представляющей системой в X, если любой элемент x ∈ X можно

разложить в абсолютно сходящийся в X (к x) ряд
∞∑
j=1

cjxj, cj ∈ C.

Ниже G— ограниченная выпуклая область в C, H(G)— пространство всех аналитических в G
функций с топологией компактной сходимости. А. Ф. Леонтьев доказал (см. [33]), что любую

функцию f ∈ H(G), можно разложить в ряд
∞∑
j=1

cje
λjz, сходящийся к f в H(G). При этом λj,

j ∈ N, — все нули некоторой, не зависящей от f , функции L, сопряженная диаграмма которой
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совпадает с замыканием G, и каждый из них простой. При этом на L накладывались два огра-
ничения: вполне регулярность роста и «хорошие» оценки снизу модулей производных L в ее
нулях. Ю. Ф. Коробейник (см. [23]) доказал, что только при предположении вполне регулярно-
сти роста L всякую функцию f ∈ H(G) можно представить в виде ряда по квазиполиномам с
показателями в нулях L, расположенных в кольцах, ограниченных окружностями, на которых |L|
имеет «хорошие» оценки снизу. В [23] был использован следующий метод. Сначала с помощью
результатов А. Ф. Леонтьева производился выбор такой абсолютно представляющей системы
{eνmz)m∈N в H(G), что ее показатели находились вне объединения колец, пересечение которых с
вещественной прямой имеет относительную меру нуль. Далее с помощью вычетов осуществлялось
разложение функций eνmz в ряды по квазиполиномам с показателями в нулях L и построение
целой функции R типа 0 при порядке 1 c оценками ее модуля в точках νm, близкими к верх-

ним. Для произвольной функции f ∈ H(G), представляемой в H(G) в виде f(z) =
∞∑

m=1
dme

νmz, и

соответствующей ей функции f1(z) =
∞∑

m=1

dm
R(νm)e

νmz для дифференциального оператора R(D) бес-

конечного порядка с характеристической функцией R выполняется равенство f = R(D)(f1), что
и дает, с учетом разложений функций eνmz, представление для f . В. В. Напалков и А. В. Комаров
(см. [50]) доказали аналогичный результат для рядов из квазиполиномов с нулями в исключи-
тельных кругах для L, содержащих ее нули. При этом существенно использовались результаты
В. В. Напалкова (см. [48]) о базисе в ядре оператора свертки с характеристической функцией L,
отображающего H(G+D) на H(G) (здесь D— единичный круг). В этом разделе будут приведены
результаты о разложениях в ряды из квазиполиномов (в частности, в ряды экспонент) функций,
аналитических в G, полученные в [90]. Метод, примененный здесь, содержит элементы и упомя-
нутых выше методов. Существенным моментом при этом является использование результатов о
представительных подпространствах из [41].

Абсолютно представляющие системы подпространств как в общих классах локально выпуклых
пространств, так и в конкретных функциональных пространствах исследовались также в работах
А. В. Абанина и К. А. Михайлова [2, 4, 5].

2.1. Основные и вспомогательные пространства. Для множества M в C символами intM
и M обозначим, соответственно, внутренность и замыкание M в C. Пусть HM — опорная функция
множества M :

HM (z) := sup
w∈M

Re(zw), z ∈ C.

Для области M в C через H(M) обозначим пространство всех аналитических в M функций с
топологией равномерной сходимости на компактах M . С этой топологией H(M) является про-
странством Фреше, т.е. полным метризуемым локально выпуклым пространством. Если M —
компакт в C, то H(M)— пространство всех ростков аналитических на M функций с естествен-
ной топологией индуктивного предела последовательности банаховых пространств (см. по поводу
пространств аналитических функций обзор В. П. Хавина [61]).

Существенным в дальнейшем будет использование двойственности между пространствами ана-
литических функций и весовыми пространствами целых функций экспоненциального типа. Пусть
M — ограниченноe выпуклоe множествo в C с непустой внутренностью. Для n ∈ N введем бана-
хово пространство

[1,HM )n :=
{
f ∈ H(C)

∣∣∣ |f |n := sup
z∈C

|f(z)| exp(−HM(z) + |z|/n) < +∞
}
.

Тогда [1,HM )n ⊂ [1,HM )n+1 для любого n ∈ N, и эти вложения непрерывны. Положим

[1,HM ) :=
⋃

n∈N

[1,HM )n
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и введем в [1,HM ) топологию индуктивного предела последовательности пространств [1,HM )n,
n ∈ N, относительно вложений [1,HM )n в [1,HM ). Пусть также

[1,HM ]n :=
{
f ∈ H(C)

∣∣∣ |̃f |n := sup
z∈C

|f(z)| exp(−HM (z)− |z|/n) < +∞}, n ∈ N,

[1,HM ] :=
⋂

n∈N

[1,HM ]n.

Локально выпуклая топология в [1,HM ] задается последовательностью норм |̃ · |n, n ∈ N.
Положим eµ,p(z) := zp exp(µz), eµ := eµ,0, µ, z ∈ C, p ∈ N ∪ {0}. Для локально выпуклого про-

странства X символ X ′ обозначает топологическое сопряженное к X, аX ′
b — сильное сопряженное

к X.
Преобразование Лапласа

F(ν)(z) := ν(ez), z ∈ C, ν ∈ H(C)′,

является линейным топологическим изоморфизмом H(intM)′b на [1,HM ) иH(M)′b на [1,HM ] (см.,
например, [63, теорема 4.5.3]). Через 〈·, ·〉 обозначим индуцированную этим изоморфизмом били-
нейную форму, устанавливающую двойственность между H(M) и [1,HM ), если M — выпуклая
область, и между H(M) и [1,HM ], если M — выпуклый компакт:

〈f, g〉 := F−1(g)(f).

Для любых ν ∈ H(C)′, µ ∈ C, p ∈ N ∪ {0} выполняется равенство

〈eµ,p,F(ν)〉 = F(ν)(p)(µ).

Вернемся к ограниченной выпуклой области G, о которой шла речь ранее. Зафиксируем такую
последовательность (Gn)n∈N выпуклых компактов в G (с непустой внутренностью), что

Gn ⊂ intGn+1, n ∈ N, G =
⋃

n∈N

Gn;

введем обозначение Hn := HGn , n ∈ N. Последовательность норм pn(f) := sup
z∈Gn

|f(z)|, f ∈ H(G),

n ∈ N, задает топологию пространства H(G). Отметим, что pn(ez) = exp(Hn(z)) для любых
n ∈ N, z ∈ C. Положим P := [1,HG). Так как H(G)— пространство Фреше—Шварца (см. [89]), то
его топология τG задается также последовательностью преднорм

|f |∗n := sup
v∈P,
|v|n61

∣∣〈f, v〉
∣∣, f ∈ H(G), n ∈ N

(мы используем введенные выше обозначения для M := G).
Введем пространство векторнозначных последовательностей

l1(H(G)) :=
{
X = (xj)j∈N

∣∣∣ X абсолютно суммируемо в H(G)
}
.

Локально выпуклую топологию в l1(H(G)) зададим преднормами

p̃n(X) :=
∑

j∈N

pn(xj), X = (xj)j∈N ∈ l1(H(G)), n ∈ N.

С этой топологией пространство l1(A(G)) является пространством Фреше (см. [52, предложе-
ние 1.4.3]).

Пусть E := (Ej)j∈N, где Ej — подпространства H(G). Положим

l1(E) :=
{
X = (xj)j∈N ∈

∏

j∈N

Ej

∣∣∣ X ∈ l1(H(G))
}

и снабдим l1(E) топологией, индуцированной из l1(H(G)). Если подпространства Ej, j ∈ N, за-
мкнуты в H(G), то l1(E)— пространство Фреше.
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Далее нам понадобятся пространства Кете векторнозначных последовательностей. Пусть A =
(ajn)j,n∈N — матрица Кете, т.е. 0 < ajn 6 aj,n+1, j, n ∈ N, и пусть B = ((Bj , ‖ · ‖j))j∈N — последова-
тельность конечномерных нормированных пространств. Положим

Λ1(A,B) : =



X = (xj)j∈N ∈

∏

j∈N

Bj

∣∣∣∣∣ πn(X) :=
∑

j∈N

‖xj‖jajn < +∞ ∀n ∈ N



 ;

K∞,n(A,B) : =



X = (xj)j∈N ∈

∏

j∈N

Bj

∣∣∣∣∣ π∞,n(X) := sup
j∈N

‖xj‖j/ajn < +∞



 , n ∈ N;

K∞(A,B) : = indn→

(
K∞,n(A,B), π∞,n

)
.

Если каждое пространство Bj совпадает с (C, |·|), то вместо Λ1(A,B) будем писать Λ1(A). Тополо-
гия пространства Λ1(A,B) задается последовательностью норм πn, n ∈ N; пространство Λ1(A,B),
наделенное этой топологией, является пространством Фреше. Если для любого n ∈ N существу-
ет такое m ∈ N, что lim

j→∞
ajn/ajm = 0, то Λ1(A,B) является пространством Фреше—Шварца, а

Λ1(A,B)
′
b можно отождествить с K∞(A,B′), где B′ := (B′

j)j∈N — последовательность сильных со-

пряженных к Bj пространств B′
j (см. [87, лемма 1.2(а)]). При этом двойственность между Λ1(A,B)

и K∞(A,B′) задается билинейной формой

〈X,Y 〉 :=
∑

j∈N

yj(xj), X = (xj)j∈N ∈ Λ1(A,B), Y = (yj)j∈N ∈ K∞(A,B′).

Далее (Λj)j∈N — последовательность непустых попарно непересекающихся подмножеств C.

Пусть Λ̃ :=
⋃
j∈N

Λj; предположим, что множество Λ̃ дискретно в C, т.е. не имеет предельных

точек в C. Пусть m : Λ̃ → N— некоторая функция; mj :=
∑

λ∈Λj

m(λ), j ∈ N.

Определим конечномерные подпространства квазиполиномов в H(G) с показателями в Λj :

Ej := span
{
eλ,p

∣∣∣ 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λj

}
, j ∈ N.

Заметим, что dimEj = mj для любого j ∈ N и l1(E)— пространство Фреше. Известно (см. [68,

гл. IV, 4]), что (Ej , τG|Ej
)′ можно алгебраически отождествить с P/E⊥

j , где E⊥
j — полярное к Ej

множество в P . Известно, что для j ∈ N

E⊥
j =

{
f ∈ P

∣∣∣ f (p)(λ) = 0, 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λj

}
.

Двойственность между Ej и P/E⊥
j задается билинейной формой 〈·, ·〉j :

〈f, ṽ〉j := 〈f, v〉 =
∑

λ∈Λj

m(λ)−1∑

p=0

cλ,pv
(p)(λ), f =

∑

λ∈Λj

m(λ)−1∑

p=0

cλ,peλ,p ∈ Ej , ṽ = v + E⊥
j ∈ P/E⊥

j .

Сопряженное к l1(H(G)) пространство можно алгебраически отождествить с

l̃1 :=
{
V = (vj)j∈N ⊂ P

∣∣∣ V равностепенно непрерывно в P
}

(см. [68, гл. IV, 10.3]). Так как H(G) является пространством Фреше—Шварца, то

l̃1 =
{
V = (vj)j∈N

∣∣∣ V ограничено в P
}
.

При этом двойственность между l1(H(G)) и l̃1 задается билинейной формой

〈〈X,V 〉〉 :=
∑

j∈N

〈xj , vj〉, X ∈ l1(H(G)), V ∈ l̃1.
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Сопряженное к l1(E) пространство можно алгебраически отождествить с l̃1/R, где R := l1(E)
⊥ —

полярное к l1(E) множество в l̃1. Note that

R =
{
V = (vj)j∈N ∈

∏

j∈N

E⊥
j

∣∣∣ V не ограничено в P
}
.

2.2. Реализация пространства абсолютно суммируемых последовательностей в виде

векторнозначного пространства Кете. Существенным для дальнейшего является представ-
ление l1(E) в виде векторнозначного пространства Кете. Оно позволит для некоторых операторов
Mj : H(G) → Ej доказать абсолютную сходимость ряда

∑
j∈N

Mj(f), а также (с помощью одного ре-

зультата Р. Майзе [87]) реализовать l1(E) как пространство Кете числовых последовательностей.
Для µ ∈ C, r > 0 положим

S(µ, r) :=
{
z ∈ C | |z − µ| < r

}
, S(µ, r) :=

{
z ∈ C | |z − µ| 6 r

}
.

Через P (S(µ, r)) обозначим пространство P с нормированной топологией, заданной нормой
sup

z∈S(µ,r)
|f(z)|, f ∈ P .

Пусть (S(µj , r
′
j))j∈N — последовательность таких кругов, что

lim
j→∞

|µj | = ∞, lim
j→∞

r′j
|µj |

= 0.

Тогда для любого n ∈ N существует такое Dn > 0, что

sup
z∈S(µj ,r′j)

Hn(z) < Hn+1(µj) +Dn, Hn(µj) < inf
z∈S(µj ,r′j)

Hn+1(z) +Dn, j ∈ N. (1)

Для пространств Ej положим Ẽj := P (S(µj , r
′
j))/E

⊥
j , j ∈ N. Пусть ‖̃ · ‖j — факторнорма в Ẽj .

Сопряженное к Ẽj пространство можно алгебраически отождествить с Ej . Пусть (Ej , ‖̂ · ‖j)—

сильное сопряженное к (Ẽj , ‖̃ · ‖j) пространство. Из неравенств (1) вытекает следующее утвер-
ждение.

Лемма 2.1. Пусть A = (ajn)(j,n)∈N2 , где ajn := exp Hn(µj), n, j ∈ N. Тогда для

Ê := ((Ej , ‖̂ · ‖j))j∈N
ЛВП Λ1(A, Ê) непрерывно вложено в l1(E).

Согласно [30] последовательность кругов (S(νj , rj))j∈N, |νj | → +∞, имеет нулевую линейную
плотность, если

1

r

∑

|νj |<r

rj → 0 xr → +∞.

Теорема 2.1. Пусть (S(µj , rj))j∈N — последовательность кругов, обладающая следующими

свойствами:

(i) Λj ⊂ S(µj , rj) для любого j ∈ N;
(ii) lim

j→∞
mj/|µj | = 0;

(iii) lim
j→∞

rj/|µj | = 0.

Существует такая последовательность (r′j)j∈N, что

(iv) r′j > rj, j ∈ N, и lim
j→∞

r′j/|µj | = 0;

(v) локально выпуклые пространства l1(E) и Λ1(A, Ê) совпадают, если A =
(
expHn(µj)

)
(j,n)∈N2

и Ê = (Ej , ‖̂ · ‖j), (Ej , ‖̂ · ‖j)— сильное сопряженное к P (S(µj , r
′
j))/E

⊥
j пространство.

Если исходная последовательность (S(µj , rj))j∈N имеет нулевую линейную плотность и
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(vi) lim sup
r→∞

1
r

∑
|µj |<r

mj <∞,

то r′j можно выбрать так, что последовательность (S(µj , r
′
j))j∈N также имеет нулевую ли-

нейную плотность.

Доказательство. Определим вначале числа tj > 0, δj > 0, j ∈ N, для которых

lim
j→∞

tj
mj

= 0, lim
j→∞

δj = ∞, lim
j→∞

m2
jδj

|µj |tj
= 0. (2)

Например, можно взять

tj := mj

(
mj

|µj |

)1/2

, δj := l

( |µj |
mj

)1/4

, j ∈ N.

Положим
γj := δjmj, j ∈ N. (3)

Вследствие (2)

lim
j→∞

mj

γj
= 0. (4)

Пусть
r′j := max{2rj , tj}, j ∈ N. (5)

Тогда

lim
j→∞

r′j
|µj|

= 0, r′j > rj , j ∈ N.

Без ограничения общности можно считать, что

r′j 6
|µj|
2
, µj 6= 0, j ∈ N. (6)

Пусть Sj := S(µj , r
′
j), Ẽj := P (Sj)/E

⊥
j , ‖̃ · ‖j — факторнорма в Ẽj и (Ej , ‖̂ · ‖j)— сильное сопря-

женное к (Ẽj , ‖̃ · ‖j) пространство. Положим

Ê :=
((
Ej , ‖̂ · ‖j

))
j∈N

.

По лемме 2.1 вложение I : Λ1(A, Ê) → l1(E)) непрерывно.

Так как пространства Ej и Ẽj конечномерны, то (Ẽj , ‖̃ · ‖j) является сильным сопряженным к

(Ej , ‖̂ · ‖j), j ∈ N. В силу соотношения

lim
j→∞

ajn/aj,n+1 = 0, n ∈ N,

сильное сопряженное к Λ1(A, Ê) пространство можно отождествить с K∞(A, Ẽ), где

Ẽ :=
((
Ẽj , ‖̃ · ‖j

))
j∈N

.

Сопряженное к l1(E) пространство можно отождествить с l̃1/R, где l̃1 — пространство, сопряжен-

ное к l1(H(G)), и R— полярное к l1(E) множество в l̃1. При этом двойственность между l1(E) и

l̃1/R задается билинейной формой

〈〈X, Ṽ 〉〉0 :=
∑

j∈N

〈xj , vj〉, X ∈ Λ1(A, Ê), Ṽ = (vj)j∈N +R ∈ l̃1/R,

а между Λ1(A, Ê) и K∞(A, Ẽ)— билинейной формой

〈〈X, Ṽ 〉〉1 :=
∑

j∈N

〈xj , ṽj〉j =
∑

j∈N

〈xj , vj〉,

X ∈ Λ1(A, Ê), Ṽ = (ṽj)j∈N = (vj + E⊥
j )j∈N ∈ K∞(A, Ẽ).
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Если отождествить пространство, сопряженное к Λ1(A, Ê), с K∞(A, Ẽ), а пространство, сопря-

женное к l1(E)— с l̃1/R, то сопряженное к I отображение I ′ определяется следующим образом:

〈〈X, I ′(Ṽ )〉〉1 = 〈〈I(X), Ṽ 〉〉0 =
∑

j∈N

〈xj , vj〉,

X ∈ Λ1(A, Ê), Ṽ = (vj)j∈N +R ∈ l̃1/R.

Значит, I ′(Ṽ ) = (vj + E⊥
j )j∈N, Ṽ ∈ l̃1/R.

Покажем теперь, что отображение I ′ : l̃1/R → K∞(A, Ẽ) сюръективно. Возьмем Ṽ ∈ l̃1/R. В
силу (1) существует n, для которого

C := sup
j∈N

inf
wj∈ṽj

sup
z∈Sj

|wj(z)| exp(−Hn(z)) <∞.

Поэтому найдутся такие vj ∈ ṽj , j ∈ N, что

|vj(z)| 6 2C expHn(z), z ∈ Sj. (7)

Далее построим xj ∈ P , j ∈ N, удовлетворяющие оценке вида (7) уже на всем C и такие, что

x
(p)
j (λ) = v

(p)
j (λ), 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λj . (8)

Возьмем функции Θj ∈ C∞(C), для которых 0 6 Θj 6 1 и

Θj(z) :=

{
1, если z ∈ S(µj, (rj + r′j)/2),

0, если z /∈ Sj.

Так как |z−t| > (rj−r′j)/2 для всех z /∈ Sj, t ∈ S(µj , (rj+r
′
j)/2), то функции Θj можно определить

так, что найдется константа C1 > 0, для которой

sup
z∈C

|∂Θj(z)| 6
C1

r′j − rj
, j ∈ N. (9)

Функции xj будем искать в виде xj = Θjvj − fjgj , где

fj(z) :=

(
z

γj

)mj ∏

λ∈Λj

(
1− z

λ

)m(λ)
, z ∈ C, (10)

и gj ∈ L2
loc(C), j ∈ N. Уравнение ∂xj = 0 равносильно ∂gj = f−1

j ∂Θjvj =: αj . Заметим, что в

силу (5), (6) для λ ∈ Λj , j ∈ N выполняются неравенства

|λ− z| >
r′j − rj

2
, z /∈ S

(
µj ,

r′j + rj

2

)
, (11)

|λ|
|z| 6 3,

1

|z| 6 2/|µj |, z ∈ Sj . (12)

Вследствие (7), (9)–(12) для всех j ∈ N, z ∈ C получим:

|αj(z)| 6
2CC1

r′j − rj

(
2γj
|µj |

)mj ∏

λ∈Λj

(
6|z|

r′j − rj

)m(λ)

expHn(z) =

=
2CC1

r′j − rj

(
12γj

|µj |(r′j − rj)
|z|
)mj

expHn(z) 6
C2

r′j − rj

(
1 + βj |z|

)mj expHn(z),

где C2 := 2CC1 и

βj :=
12γj

|µj|(r′j − rj)
. (13)
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В силу (13), (5)

∫

C

∣∣αj(z)
∣∣2 exp

(
− 2Hn(z)− 2mj log(1 + βj |z|)

)
dω(z) 6

(
C2

r′j − rj

)2

π(r′j)
2
6 4πC2

2 =: C3 <∞

(ω — мера Лебега в C).
Так как ∂αj = 0 в C и Hn(z) +mj log(1 + βj |z|)— субгармоническая в C функция, то (см. [63,

теорема 4.4.2]) существует такая функция gj ∈ L2
loc(C), что ∂gj = αj и

∫

C

|gj(z)|2 exp
(
− 2Hn(z) − 2mj log(1 + βj |z|)− 2 log(1 + |z|2)

)
dω(z) 6 C3. (14)

Вследствие выбора gj функция xj — целая в C и удовлетворяет равенствам (8). Оценим |xj|.
Положим для j ∈ N

ζj :=
∑

λ∈Λj

m(λ)

|λ| , bj(z) :=

(
mjβj +

mj

γj
+ ζj

)
|z|+ log(1 + |z|2).

В силу (7), (14) и неравенств log t < log(1 + t) < t для всех t > 0 имеем


∫

C

|xj(z)|2 exp
(
− 2Hn(z)− 2bj(z)

)
dω(z)




1/2

6 2C



∫

C

(1 + |z|2)−2dω(z)




1/2

+ C3, j ∈ N.

Так как |xj |— субгармоническая в C функция, то существует константа C4, для которой

|xj(z)| 6 C4 exp(H
0
n(z) + b0j (z)), z ∈ C.

Здесь для функции f : C → R запишем f0(z) := sup
|t−z|61

f(t). Поскольку функция Hn выпукла

и положительно однородна степени 1, то для C5 := sup
|t|61

Hn(t) < ∞ выполняется неравенство

H0
n 6 C5 +Hn. Таким образом, найдется такая постоянная C6, что

|xj(z)| 6 C6 exp(Hn(z) + bj(z) +mjβj +
mj

γj
+ ζj), j ∈ N, z ∈ C. (15)

Вследствие (6)

ζj 6
2mj

|µj |
, j ∈ N,

и, с учетом (ii),

lim
j→∞

ζj = 0.

Согласно (4) имеем

lim
j→∞

mj

γj
= 0.

Из (13), (3) и (5) следуют неравенства

mjβj 6
24(mj)

2δj
|µj|tj

, j ∈ N,

а из (2) — равенство

lim
j→∞

mjβj = 0.

Возьмем τn > 0, для которого Hn+1(z)−Hn(z) > τn|z|, z ∈ C. Существует такое j0 ∈ N, что

mjβj +
mj

γj
+ ζj <

τn
2
, j > j0.
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Из (15) получаем:

sup
j>j0

sup
z∈C

|xj(z)| exp(−Hn+1(z)) 6 C6 sup
j>j0

sup
z∈C

exp

((
mjβj +

mj

βj
+ ζj −

τn
2

)
|z|
)
×

× sup
z∈C

exp
(
log(1 + |z|2)− τn

2
|z|
)
sup
j>j0

exp

(
mjβj +

mj

γj
+ ζj

)
<∞. (16)

Возвращаясь к отображению I ′ : l̃1/R → K∞(A, Ẽ), положим yj := vj , 1 6 j 6 j0, и yj := xj,
j > j0. Из (16) и того факта, что vj ∈ P , 1 6 j 6 j0, вытекает, что

sup
j∈N

sup
z∈C

|yj(z)| exp(−Hn1
(z)) <∞ (17)

для некоторого n1 > n. Пусть Ỹ := (yj)j∈N + R. Вследствие (17) имеем Ỹ ∈ l̃1/R, а в си-

лу (8) — I ′(Ỹ ) = (yj + E⊥
j )j∈N = Ṽ . Таким образом, I ′ отображает l̃1/R на K∞(A, Ẽ). Поэто-

му I ′(l̃1/R) замкнуто в K∞(A, Ẽ). Так как Λ1(A, Ê)— пространство Фреше—Шварца, то соглас-

но [68, гл. IV, 7.7] Λ1(A, Ê) замкнуто в l1(E). Кроме того, Λ1(A, Ê) плотно в l1(E). Значит, отобра-

жение I : Λ1(A, Ê) → l1(E) биективно. По теореме об открытом отображении I — топологический

изоморфизм Λ1(A, Ê) на l1(E).
Пусть исходная последовательность кругов (B(µj , rj))j∈N имеет нулевую линейную плотность

и выполняется условие (vi). Тогда

lim
r→∞

r−1
∑

|µj |<r

rj = 0.

В силу (2) и (vi) (см. (5)) имеем

lim
r→∞

r−1
∑

|µj |<r

r′j = 0,

т.е. последовательность Sj = S(µj, r
′
j), j ∈ N, имеет нулевую линейную плотность. �

Из теоремы 2.1 и доказательства предложения 1.4 в [87] вытекает и реализация l1(E) в виде
пространства Кете числовых последовательностей. При этом существенно используются базисы

Ауэрбаха в (Ej , ‖̂ · ‖j) (см. [79, с. 291]), позволяющие заменять элементы конечномерных про-

странств Ej их коэффициентами разложения по таким базисам («рассыпать» Ej).

Следствие 2.1. Пусть последовательность кругов (S(µj , rj))j∈N удовлетворяет услови-

ям (i)–(iii) теоремы 2.1 и условию

(vii) lim
j→∞

(log j)/|µj | = 0.

Тогда имеют место следующие утверждения:

(a) Существуют такие нормы | · |j на пространствах Ej, что локально выпуклые простран-

ства l1(E) и Λ2(A, E) совпадают, если A := (expHn(µj))(j,n)∈N2 и E := ((Ej , | · |j))j∈N.

(b) l1(E) топологически изоморфно Λ1(B) для «растянутой» матрицы B = (bln)(l,n)∈N2 , bln :=
expHn(µj), n ∈ N,

j−1∑

s=0

ms < l 6

j∑

s=0

ms, m0 = 0, j ∈ N.

Как известно (см. [19, § 2]), для любой абсолютно представляющей системы (eλj
)j∈N (с различ-

ными λj) в H(G) существует абсолютно сходящееся нетривиальное разложение нуля по системе

(eλj
)j∈N. (Например, если z =

∑
j∈N

cje
λjz и ряд сходится абсолютно в H(G), то 0 =

∑
j∈N

cjλ
2
je

λjz, и не

все коэффициенты cjλ
2
j равны 0.) Наличие абсолютно сходящегося нетривиального разложения

нуля по системе экспонент в H(G) не влечет того факта, что она является абсолютно представля-
ющей в H(G) (см. [19, c. 1071]). Но если λj являются нулями целой функции экспоненциального
типа с индикатором, не превосходящим HG, то это действительно так (см. [19]). Равносильности
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этих свойств посвящено довольно много работ (см. [1, 19, 42]). Привлекательность условия «су-

ществует нетривиальное разложение нуля по системе (eλj
)j∈N» заключается в его простоте.

Именно, вычисляя интегралы ∫

Γj

eλz

L(λ)
dλ

с помощью вычетов, легко показать, что оно выполняется, если |L| имеет «хорошие» оценки
снизу на некоторой расширяющейся последовательности контуров Γj , j ∈ N. Ниже мы приведем
результаты об этой взаимосвязи при представлениях рядами из квазиполиномов.

Обозначим через Hc(Qn) банахово пространство всех аналитических в Qn := G + S(0, 1/n) и
непрерывных на Qn функций с нормой

sn(f) := sup
z∈Qn

|f(z)|, n ∈ N.

Тогда H(G) := indn→Hc(Qn).

Лемма 2.2. Пусть последовательность кругов (Bj)j∈N имеет нулевую линейную плот-

ность. Существует такая абсолютно представляющая система (eνm)m∈N в H(G), что все

показатели νm не принадлежат
⋃
j∈N

Bj.

Доказательство. Согласно [33, гл. I, § 3.5; гл. V, § 3.1] найдется такая последовательность
(νm)m∈N, что νm /∈ ⋃

j∈N
Sj и (eνm)m∈N — абсолютно представляющая система в H(G + S(0, 1)).

Согласно [26] (eνm)m∈N — абсолютно представляющая система в каждом пространстве H(G +
S(0, 1/n)), n ∈ N, а, значит, и в H(G). �

2.3. Условия представимости аналитических функций рядами из квазиполиномов.

Следующий результат, по сути, вытекает из факторизационной теоремы Гротендика (см. [69,
теорема 6.5.1]).

Лемма 2.3. Пусть (eνm)m∈N — абсолютно представляющая система в H(G). Тогда для лю-

бого n ∈ N существуют такие n1 ∈ N и постоянная Bn, что для каждого f ∈ Hc(Qn) найдется

последовательность (cm)m∈N в C, для которой f =
∑
m∈N

cmeνm (ряд абсолютно сходится в H(G))

и ∑

m∈N

|cm|sn1
(eνm) 6 Bnsn(f).

При доказательстве этой леммы существенно используется ретрактивность свойства абсолют-
ной сходимости ряда в счетном каноническом индуктивном пределе нормированных пространств
(см. [40, теорема 5]) и инвариантность факторпространства относительно индуктивных пределов
(последнее отмечено К. Флоретом, см. [76, с. 183]).

В дальнейшем L— целая функция из [1,HG]\{0}, нулевое множество V (L) которой бесконечно.
Через p(λ) обозначаем кратность нуля λ ∈ V (L).

Пусть a— целая (в C) функция экспоненциального типа, сопряженная диаграмма которой со-
держится в выпуклом компакте K ⊂ C. Символ a(D) обозначает оператор свертки с характери-
стической функцией a:

a(D)(g)(z) := F−1(a)(g(· + z)), z ∈ G, g ∈ H(G+K).

Оператор a(D) линейно и непрерывно отображает H(G+K) в H(G) (см. [18,22]). Отметим, что
для любых p ∈ N ∪ {0}, µ ∈ C выполняется равенство

a(D)(eµ,p) =

p∑

k=0

Ck
pa

(p−k)(µ)eµ,k.

Отсюда следует, что для произвольных f ∈ Ej, j ∈ N также имеем a(D)(f) ∈ Ej (Ej такие же,
как в п. 2.1). Ниже D— оператор дифференцирования.
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Теорема 2.2. Пусть Λj, j ∈ N, — непустые попарно непересекающиеся подмножества V (L);

Λ̃ :=
⋃
j∈N

Λj (не обязательно Λ̃ = Λ). Пусть m(λ) ∈ N, m(λ) 6 p(λ) для любого λ ∈ Λ̃,

Ej := span
{
eλ,p

∣∣ 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λj

}
, j ∈ N;

(B(µj , rj))j∈N — последовательность кругов нулевой линейной плотности, для которой

Λj ⊂ S(µj, rj) для всех j ∈ N и lim
j→∞

mj

|µj |
= 0,

где mj :=
∑

λ∈Λj

m(λ), j ∈ N. Следующие утверждения равносильны:

(i) в H(G) существует абсолютно представляющая система, состоящая из квазиполино-

мов (wjq)06q<mj ,j∈N, где wjq ∈ Ej , fj ∈ Ej , j ∈ N;
(ii) (Ej)j∈N — абсолютно представляющая система из подпространств в H(G);

(iii) существует такое µ /∈ Λ̃, что eµ =
∑
j∈N

fj, j ∈ N, где ряд абсолютно сходится в H(G);

(iv) в H(G) существует абсолютно сходящееся нетривиальное разложение нуля по системе

(Ej)j∈N.

Доказательство. Приведем доказательство справедливости импликации (iv)⇒(i). Пусть суще-
ствует абсолютно сходящееся в H(G) разложение

0 =
∑

j∈N

yj, yj =
∑

λ∈Λj

m(λj)−1∑

p=0

aλ,peλ,p, j ∈ N, (18)

в котором не все квазиполиномы yj нулевые.

Для λ ∈ Λ̃ выберем круги S(λ, d(λ)) так, чтобы для γ(λ) := ∂S(λ, d(λ)) выполнялось условие
γ(λ)∩γ(µ) = ∅, если λ 6= µ, и S(λ, d(λ))∩ (Λ\{λ}) = ∅. Введем составные контуры γj :=

⋃
λ∈Λj

γ(λ),
j ∈ N.

Покажем сначала, что существуют полиномы aj, для которых

yj =
1

2πi

∫

γj

aj(t)et(·)
Lj(t)

dt, j ∈ N, (19)

где

Lj(z) :=
L(z)∏

λ∈Λj

(z − λ)p(λ)−m(λ)
, z ∈ C, j ∈ N.

Зафиксируем j ∈ N. По теореме о вычетах для произвольного многочлена aj и любого z ∈ C

имеем

1

2πi

∫

γj

aj(t)et(z)

Lj(t)
dt =

∑

λ∈Λj

1

(m(λ)− 1)!

m(λ)−1∑

p=0

Cp
m(λ)−1 (lλaj)

(m(λ)−p−1) (λ)eλ,p(z).

При этом

lλ(t) :=
(t− λ)m(λ)

Lj(t)
, λ ∈ Λj.

Поэтому (19) эквивалентно равенствам
p∑

s=0

Cs
p l

(p−s)
λ (λ)a

(s)
j (λ) = aλ,m(λ)−p−1p!(m(λ)− p− 1)!, 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λj . (20)

Для каждого λ ∈ Λj получим из (20) линейную систему с m(λ) уравнениями, m(λ) неизвестными

a
(p)
j (λ), 0 6 p < m(λ), и с определителем ∆(λ) = (lλ(λ))

m(λ) 6= 0. Таким образом, найдутся числа

a
(p)
j (λ), 0 6 p < m(λ) (причем единственные), которые удовлетворяют (20). Поэтому в качестве
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aj можно взять соответствующие полиномы Эрмита. Заметим, что радиусы d(λ) окружностей
γ(λ) в равенствах (19) можно выбирать как угодно малыми.

Пусть j0 ∈ N и λ0 ∈ Λj0 таковы, что yj0 6= 0 и
m(λ0)−1∑

p=0
aλ0,peλ0,p 6= 0. Пусть p0 — максимальный

индекс p, для которого aλ0,p 6= 0. Положим

L0(z) :=
L(z)

(z − λ)p(λ0)−p0−1
, z ∈ C.

Так как L ∈ [1,HG], то также L0 ∈ [1,HG]. Аналогично [33, гл. IV, § 1.2] введем функции

Lλ,p(z) :=
1

p!(m(λ)− p− 1)!

m(λ)−p−1∑

s=0

s!Cs
m(λ)−p−1(lλaj)

(m(λ)−p−s−1)(λ)
L0(z)

(z − λ)s+1
,

z ∈ C, 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λj, j ∈ N.

(21)

При λ = λ0, 0 6 p < m(λ0) из (20) следует, что

(lλ0
aj0)

(m(λ0)−p−s−1) (λ0) = 0, если s+ p > p0.

Поэтому в (21) при s > p0 слагаемое для Lλ0,p, содержащее (z−λ0)−s−1, равно 0. Отсюда следует,

что для всех 0 6 p < m(λ) функция Lλ,p, λ ∈ Λ̃ корректно определена равенством (21). Вследствие

L0 ∈ [1,HG] также имеем Lλ,p ∈ [1,HG], 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λ̃. Пусть функционалы ϕλ,p ∈ H(G)′

таковы, что F(ϕλ,p) = Lλ,p, 0 6 p < m(λ), λ ∈ Λ̃. Для каждого j ∈ N определим оператор

Mj : H(G) → Ej равенством

Mj(f) :=
∑

λ∈Λj

m(λ)−1∑

p=0

ϕλ,p(f)eλ,p, f ∈ H(G).

Так как ϕλ,p ∈ H(G)′, то линейный оператор Mj непрерывен из H(G) в H(G).

Покажем, что для любой функции f ∈ H(G) ряд
∑
j∈N

Mj(f) абсолютно сходится в H(G) и,

следовательно, определяет линейный непрерывный оператор M :=
∑
j∈N

Mj : H(G) → H(G).

По теореме о вычетах

Mj(eµ)(z) =
L0(µ)

2πi

∫

γj

aj(t)et(z)

(µ− t)Lj(t)
dt, z ∈ C, µ /∈ Λj , q j ∈ N. (22)

При этом для любых j ∈ N, µ /∈ Λj радиусы d(λ) окружностей γ(λ), λ ∈ Λj , выбираем столь
малыми, чтобы µ не лежало в S(λ, 2d(λ)). Пусть Λ = (λk)k∈N, где последовательность (|λk|)k∈N
не убывает; kj := max{k | λk ∈ Λj}, j ∈ N. Без ограничения общности можно предположить, что
µj (и rj) перенумерованы так, что последовательность (kj)j∈N возрастает. Имеем

lim
j→∞

rj
|µj|

= 0 ⇒ lim
j→∞

|λkj |
|µj |

= 1.

Поскольку

lim
j→∞

log kj
|λkj |

= 0 и j 6 kj , j ∈ N,

то

lim
j→∞

log j

|µj |
= lim

j→∞

log j

|λkj |
lim
j→∞

|λkj |
|µj|

= 0.

Так как верхняя плотность последовательности Λ̃ конечна, то

lim sup
r→∞

r−1
∑

|µj |<r

mj <∞.
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Поэтому Λj, S(µj, rj), mj удовлетворяют условиям теоремы 2.1 и следствия 2.1. Пусть Sj :=
S(µj , r

′
j), j ∈ N, — последовательность кругов нулевой линейной плотности, существующая

согласно теореме 2.1; (Ej , ‖̂ · ‖j)— сильное сопряженное к (Ẽj , ‖̃ · ‖j) := P (Sj)/E
⊥
j ; Ê :=

((Ej , ‖̂ · ‖j))j∈N и A := (ajn)(j,n)∈N2 , ajn := expHn(µj), j, n ∈ N.

Зафиксируем j ∈ N. Выберем окружности γ(λ), λ ∈ Λj , так, чтобы γj :=
⋃

λ∈Λj

γ(λ) ⊂ Sj.
Заметим, что

aj(t)et(z)

(µ − t)Lj(t)
=
∑

s>0

(t− µj)
s

(µ − µj)s+1

aj(t)et(z)

Lj(t)
, t ∈ γj, z ∈ G,

для любого µ /∈ S(µj, 2r
′
j), причем последний ряд сходится равномерно (по t) на γj. Таким обра-

зом, вследствие (22) для всех µ /∈ S(µj , 2r
′
j), z ∈ G получим:

Mj(eµ)(z) =
L0(µ)

2πi

∑

s>0

1

(µ− µj)s+1

∫

γj

(t− µj)
saj(t)et(z)

Lj(t)
dt = L0(µ)

∑

s>0

(D − µjI)
s(yj)(z)

(µ− µj)s+1
(23)

(здесь I — тождественное отображение в H(G)).

Оценим нормы |||D − µjI|||j операторов D − µjI в (Ej , ‖̂ · ‖j). Пусть (D − µjI)
′ — сопряженный

к D−µjI оператор в Ẽj; Uj — оператор умножения на функцию z−µj в P : Uj(v)(z) := (z−µj)v(z),
z ∈ C, v ∈ P . Так как 〈(D − µjI)(f), v〉 = 〈f, Uj(v)〉 для любых v ∈ P , f ∈ A(G), то для любых

f ∈ Ej, ṽ = v + E⊥
j ∈ Ẽj выполняются равенства

〈
f, (D − µjI)

′(ṽ)
〉
j
=
〈
(D − µjI)(f), ṽ

〉
j
=
〈
(D − µjI)(f), v

〉
=
〈
f, Uj(v)

〉
=
〈
f, Uj(v) +E⊥

j

〉
j
.

Отсюда следует, что

(D − µjI)
′(ṽ) = Uj(v) + E⊥

j для всех ṽ = v + E⊥
j ∈ Ẽj .

Пусть |||·|||′j — операторная норма в пространстве линейных непрерывных операторов в Ẽj . То-
гда

∣∣∣∣∣∣(D − µjI)
′
∣∣∣∣∣∣′

j
= sup

˜‖v+E⊥

j ‖
j
61

˜‖Uj(v) + E⊥
j ‖j = sup

˜‖v+E⊥

j ‖
j
61

inf
w∈E⊥

j

sup
z∈Sj

∣∣(z − µj)v(z) + w(z)
∣∣ 6

6 sup
˜‖v+E⊥

j ‖
j
61

inf
w∈E⊥

j

sup
z∈Sj

∣∣(z − µj)v(z) + (z − µj)w(z)
∣∣ 6 sup

z∈Sj

|z − µj| = r′j .

Таким образом, |||D − µjI|||j = |||(D − µjI)
′|||′j 6 r′j . Поэтому для всех целых s > 0 выполняется

неравенство

|||(D − µjI)
s|||j 6 (r′j)

s.

Положим

r̃j := max(r′j , |µj |−2), S̃j := S(µj , 2r̃j).

Тогда для любых µ /∈ S̃j и j ∈ N

̂‖Mj(eµ)‖j 6 |L0(µ)|
∑

s>0

(r′j)
s

(2r̃j)s+1
‖̂yj‖j 6 |µj |2|L0(µ)|‖̂yj‖j. (24)

Поскольку lim
j→∞

|λkj |/|µj | = 1 и показатель сходимости последовательности Λ̃ не больше 1, то

∑

j∈N

(1 + |µj|)−2 <∞.
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Поэтому последовательность кругов (S̃j)j∈N имеет нулевую линейную плотность. Согласно лем-

ме 2.2 в H(G) существует такая абсолютно представляющая система (eνm)m∈N, что

{
νm | m ∈ N

}
∩
( ⋃

j∈N

S̃j

)
= ∅.

Зафиксируем n ∈ N. Согласно лемме 2.3 существуют такие n1 ∈ N и постоянная Bn, что для
любой функции f ∈ Hc(Qn) найдется последовательность (cm(f))m∈N в C, для которой

f =
∑

m∈N

cm(f)eνm

(ряд абсолютно сходится в H(G)) и
∑

m∈N

|cm(f)|sn1
(eνm) 6 Bnsn(f).

Зафиксируем f ∈ Hc(Qn). Поскольку Mj , j ∈ N, — линейный непрерывный оператор из H(G) в
H(G), то

Mj(f) =
∑

m∈N

cm(f)Mj(eνm)

для любого j ∈ N (ряд абсолютно сходится в A(G)). По (24) имеем

̂‖Mj(f)‖j 6
∑

m∈N

∣∣cm(f)
∣∣ ̂‖Mj(eνm)‖j 6 |µj|2‖̂yj‖j

∑

m∈N

∣∣cm(f)
∣∣ ∣∣L0(νm)

∣∣.

Так как L0 ∈ [1,HG], то найдется константа Ãn1
, для которой

|L0(µ)| 6 Ãn1
exp(HG(µ) + |µ|/n1), µ ∈ C.

Поэтому для любого j ∈ N

̂‖Mj(f)‖j 6 Ãn1
|µj|2‖̂yj‖j

∑

m∈N

|cm(f)| exp
(
HG(νm) +

|νm|
n1

)
=

= Ãn1
|µj |2‖̂yj‖j

∑

m∈N

|cm(f)|sn1
(eνm) 6 Ãn1

|µj|2‖̂yj‖jsn(f).

Заметим, что для любого k ∈ N существует такая постоянная D̃k, что

ajk|µj |2 6 D̃kaj,k+1 для всех j ∈ N.

Согласно лемме 2.1 для каждого k ∈ N найдутся k1 ∈ N и константа Ck, для которых
∑

j∈N

pk(fj) 6 Ck

∑

j∈N

aj,k1‖̂fj‖j , (fj)j∈N ∈ l1(E).

Так как (yj)j∈N ∈ l1(E), то по теореме 2.1
∑

j∈N ‖̂yj‖jajk < ∞ для любого k ∈ N. Таким образом,

для любых n, k ∈ N найдется такая постоянная B̃ = B̃(n, k), что для каждой функции f ∈ Hc(Qn)
∑

j∈N

pk(Mj(f)) 6 B̃sn(f). (25)

Отсюда следует, что для любого f ∈ H(G) ряд
∑
j∈N

Mj(f) абсолютно сходится в H(G). Поэтому

корректно определен линейный оператор

M : H(G) → H(G), M(f) :=
∑

j∈N

Mj(f).

В силу (25) и теоремы Банаха—Штейнгауза функционал M непрерывен из H(G) в H(G).
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Теперь покажем, что M — оператор свертки с характеристической функцией a0 6≡ 0. Из (22)

следует, что для µ /∈ Λ̃

µM(eµ)−D(L(eµ)) = L0(µ)
∑

j∈N

yj = 0.

Если µ ∈ Λj, j ∈ N и µ 6= λ0, то

M(eµ) =
L0(t)

Lj(t)

∣∣∣∣∣
t=λ0

aj(µ)eλ0
.

Если µ = λ0, то

M(eλ0
) = p!aλ0,p0

L(t)

(t− λ0)p(λ0)

∣∣∣∣∣
t=λ0

eλ0
. (26)

Таким образом, для каждого µ ∈ C найдется a0(µ) ∈ C, для которого L(eµ) = a0(µ)eµ. При этом
a0(λ0) 6= 0 в силу (26) и, следовательно, a0 6≡ 0.

Сопряженным к M оператором M ′ из P ∼= H(G)′ в [1,HG] ∼= H(G)′ является оператор умноже-
ния на функцию a0: M

′(f)(z) = a0(z)f(z), z ∈ C, f ∈ P . Согласно [24, предложение 7] функция
a0 принадлежит множеству

{
v ∈ A(C)

∣∣∣ ∀n ∈ N ∃m ∈ N : sup
z∈C

|v(z)| expHn(z)

exp(HG(z) + |z|/m)
<∞

}
.

Поэтому для любого ε > 0 существует постоянная A(ε) > 0, для которой |a0(z)| 6 A(ε) exp(ε|z|),
z ∈ C. Значит, a0 ∈ [1, 0]. Так как M(eµ) = a0(D)(eµ) для каждого µ ∈ C и множество

{
eµ | µ ∈ C

}

полно в H(G), то M = a0(D) на H(G).
Поскольку a0 ∈ [1, 0] \ {0}, то согласно [18] оператор M = a0(D) : H(Q) → H(Q) сюръективен

для любой выпуклой области Q в C. Значит, M отображает H(G) на H(G). Поэтому для каждого
f ∈ H(G) существует такое g ∈ H(G), что f = M(g) =

∑
j∈N

Mj(g). При этом Mj(g) ∈ Ej , j ∈ N,

и ряд абсолютно сходится в H(G). В силу [41, теорема А] (Ej)j∈N — абсолютно представляющая
система подпространств в H(G). Используя следствие 2.1, получим утверждение (i). �

Отметим, что при aj ≡ 1 для любого j ∈ N и m(λ) = p(λ) для каждого λ ∈ V (L) функ-
ции Lλ,p введены А. Ф. Леонтьевым (см. [33]). В этом случае (см. [33, гл. 4, § 1.2]) система
(ϕλ,p)06p<p(λ),λ∈V (L) биортогональна к (eλ,p)06p<p(λ),λ∈V (L).

Обратимся теперь к целым функциям вполне регулярного роста. Согласно [30, гл. 3] целая в
C функция f экспоненциального типа с индикатором

hf (z) := lim sup
r→+∞

log |f(rz)|
r

называется функцией вполне регулярного роста (при порядке 1), если существует такая после-
довательность (Sj)j∈N кругов нулевой линейной плотности, что вне

⋃
j∈N

Sj имеет место асимпто-

тическое равенство

log |f(z)| = hf (z) + o(|z|), |z| → ∞.

Согласно [30, гл. III], [29] исключительное множество кругов (Sj)j∈N для функции f вполне ре-
гулярного роста можно выбрать так, что они попарно не пересекаются, Sj ∩ V (f) 6= ∅ для всех
j ∈ N и V (L) ⊂ ⋃

j∈N

Sj (V (f)— нулевое множество f).

Из равенств M(eµ) = a0(ν)eµ, µ ∈ C (см. доказательство теоремы 2.2), вполне регулярности
роста функции a0 ∈ [1, 0] вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.3. Пусть выполняются предположения теоремы 2.2. Каждое из утвержде-

ний (i)–(iv) теоремы 2.2 влечет следующее:

(v) L является функцией вполне регулярного роста с индикатором HG.
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В заключение этого раздела приведем результат о существовании абсолютно представляющей
системы из квазиполиномов в H(G), показатели которой суть нули целой функции экспоненци-
ального типа с сопряженной диаграммой, равной G+K, где K — выпуклый компакт в C.

Теорема 2.4. Пусть K — выпуклый компакт в C, L— целая функция вполне регулярного ро-

ста с индикатором HG + HK и с нулевым множеством V (L), p(λ)— порядок нуля λ ∈ V (L);
S(µj , rj), j ∈ N, — такое исключительное множество кругов нулевой линейной плотности, что

V (L) ⊂ ⋃
j∈N

S(µj , rj), Λj := V (L) ∩ S(µj, rj) 6= ∅ для любого j ∈ N и

log |L(z)| = HG(z) +HK(z) + o(|z|), |z| → ∞, z /∈
⋃

j∈N

S(µj , rj).

Тогда в H(G) существует абсолютно представляющая система из квазиполиномов (wjq)06q<qj ,j∈N,

где

wjq ∈ Ej := span
{
eλ,p | 0 6 p < p(λ), λ ∈ Λj

}
, 0 6 q < qj, qj :=

∑

λ∈Λj

p(λ), j ∈ N.

Доказательство. Положим

ỹj(z) :=
1

2πi

∫

∂S(µj ,rj)

et(z)

L(t)
dt, z ∈ C, j ∈ N.

Из теоремы о вычетах следует, что ỹj ∈ Ej и yj 6= 0 для любого j ∈ N. Стандартным образом
показывается, что ряд

∑
j∈N

ỹj абсолютно сходится в H(G+K) к 0. Значит, в H(G+K) существует

абсолютно сходящееся нетривиальное разложение нуля по системе (Ej)j∈N. Пусть nL(S(µ, r))—
число нулей L (с учетом кратности) в круге S(µ, r). Согласно [30, гл. 3, § 3, теорема 4] существует
конечный предел lim

r→+∞
nL(S(0, r))/r. Поэтому

lim
j→∞

nL(S(µj , rj))

|µj |
= lim

j→∞

qj
|µj|

= 0.

По теореме 2.2 (при m(λ) = p(λ), λ ∈ V (L)) в H(G+K) существует абсолютно представляющая
система из квазиполиномов vjq ∈ Ej , 0 6 q < qj, j ∈ N. Следуя [26], возьмем какую-либо целую
в C функцию a вполне регулярного роста (при порядке 1) с индикатором HK . Согласно [18]
оператор свертки a(D) : H(G+K) → H(G) сюръективен. Значит, система wjq := a(D)(wjq) ∈ Ej ,
0 6 q < qj, j ∈ N, является абсолютно представляющей в H(G). �

3. Линейный непрерывный правый обратный оператор

для оператора представления

В этом разделе речь пойдет о проблеме существования линейного непрерывного правого об-
ратного оператора (ЛНПО) для оператора представления R : l1(E) → H(G), как в предыдущем
разделе. Отметим два подхода к решению этой задачи. Один использует структурную теорию
пространств Фреше. Данная задача — это проблема расщепляемости короткой точной последова-
тельности

0
Ker−−→ R →֒ l1(E)

R−→ H(G)
0−→

(вторая стрелка слева обозначает вложение). Если реализовать участвующие в ней пространства
в виде степенных рядов конечного или бесконечного типов, то удается использовать условия рас-
щепляемости коротких точных последовательностей соответствующих пространств степенных
рядов (см., например, [102]). Возможность конформно (биголоморфно) отобразить единичный
круг на G позволяет получить удобную реализацию H(G) в виде пространства Кете числовых
последовательностей. Наличие дополнительного выпуклого компакта K дает возможность удоб-
но реализовать (также в терминах конформного отображения, если K не является точкой) и
ядро оператора представления R. Это проясняет также, почему условия существования ЛНПО
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для оператора представления формулируются с помощью выпуклых конформных отображений.
Описанный подход использовался в [27].

Второй подход более конструктивен. Он сводит данную задачу к условиям существования неко-
торой целой функции двух комплексных переменных, а по сути, к наличию интерполирующего
функционала, задаваемого этой функцией. В данном обзоре идет речь о результатах, полученных
вторым методом. При его использовании условия существования ЛНПО для оператора представ-
ления формулируются в терминах конформных отображений. При применении первого метода
условия на конформные отображения возникают вследствие реализации ограничений на фунда-
ментальные системы преднорм, задающие топологии пространств степенных рядов, а второго —
при реализации абстрактных условий существования специальных семейств субгармонических
функций (происходящих тоже из условий непрерывности соответствующих операторов). В этом
параграфе приводятся в основном результаты работы [43].

Далее, по-прежнему, G— ограниченная выпуклая область в C,K — выпуклый компакт в C; L—
целая (в C) функция экспоненциального типа вполне регулярного роста с сопряженной диаграм-
мой G+K и с нулевым множеством V (L). Зафиксируем множество попарно непересекающихся
кругов Sj :=

{
z ∈ C | |z − µj| < rj}, j ∈ N, нулевой линейной плотности, обладающее следую-

щими свойствами: Λj := Sj ∩ V (L) 6= ∅ для всех j ∈ N, V (L) ⊂ ⋃
j∈N

Sj и вне
⋃
j∈N

Sj имеет место

асимптотическое равенство

log |L(z)| = HG(z) +HK(z) + o(|z|), z → ∞.

Считаем, что последовательность (|µj |)j∈N не убывает. Тогда

lim
j→∞

log j

|µj
= 0.

Обозначим через p(λ) порядок нуля λ ∈ V (L). Положим

Ej := span
{
eλ,p

∣∣∣ 0 6 p < p(λ), λ ∈ Λj

}
, j ∈ N.

Оператор представления R(F ) :=
∑

j∈N fj, F = (fj)j∈N ∈ l1(E), линейно и непрерывно отображает

l1(E) в H(G) и по теореме 2.4 он сюръективен. Далее речь пойдет об условиях, при которых
R : l1(E) → H(G) имеет линейный непрерывный правый обратный.

3.1. Интерполирующий функционал, задаваемый целой функцией двух комплекс-

ных переменных. В [33, гл. IV, § 2] А. Ф. Леонтьев ввел интерполирующую функцию, задава-
емую некоторой целой функцией экспоненциального типа.

Пусть U — выпуклый компакт в C, 0 ∈ U ; f — целая функция экспоненциального типа, со-
пряженная диаграмма которой совпадает с U . Интерполирующая функция ωf : C × H(U) → C

определяется равенством

ωf (z, x) :=
1

2πi

∫

C




t∫

0

x(t− ξ)ezξ dξ


 γf (t) dt, z ∈ C, x ∈ H(U).

Здесь C — замкнутая выпуклая кривая, содержащая в своей внутренности U , функция x ана-
литична на замыкании внутренности C, γf — преобразование Бореля функции f . Внутренний
интеграл берется по отрезку [0, t]. Функция ωf (z, x)— целая по переменной z.

Отметим следующую теорему единственности (см. [33, теорема 1]), которая будет применена
в разделе 4.

Теорема 3.1. Если f имеет бесконечно много нулей и для x ∈ H(U) функция ωf (z, x)/f(z)
является целой по z, то x = 0.

Определим аналог интерполирующей функции, который задается уже целой функцией двух
комплексных переменных.
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Определение 3.1. Пусть целая в C2 функция Q такова, что Q(·, z) ∈ [1,HG) для любого
z ∈ C. Зафиксируем какую-либо точку t0 ∈ G. Q-Интерполирующим функционалом назовем
отображение ΩQ : C2 ×H(G) → C, задаваемое равенством

ΩQ(µ, z, f) := e−zt0F−1
(
Q(·, z)

)
t




t∫

t0

f(t0 + t− ξ)eµξdξ


 , µ, z ∈ C, f ∈ H(G).

Отметим некоторые свойства ΩQ.

Лемма 3.1.

(i) Для любых µ, z ∈ C имеем ΩQ(z, z, eµ) = q(µ, z), где q— целая в C2 функция, для которой

Q(µ, z)− exp((µ − z)t0)Q(z, z) = q(µ, z)(µ − z).

(ii) ΩQ(µ, z, ·) ∈ H(G)′ для любых µ, z ∈ C.

(iii) Пусть функция Q ∈ H(C2) такова, что отображение z 7→ Q(·, z) из C в [1,HG) огра-

ничено на каждом компакте в C (т.е. для всякого компакта D ⊂ C найдется n ∈ N,

для которого sup
z∈D

sup
µ∈C

∣∣Q(µ, z)
∣∣ exp

(
−HG(µ)+ |µ|/n

)
< +∞). Тогда ΩQ(·, ·, f) ∈ H(C2) для

любого f ∈ H(G).

Для функции Q, удовлетворяющей предположениям предыдущей леммы, введем операторы

Πj(f) :=
1

2πi

∫

∂Sj

ΩQ(t, t, f)et(·)
L(t)

dt, f ∈ H(G), j ∈ N.

Согласно теории вычетов Πj(f) ∈ Ej для j ∈ N, f ∈ H(G).
Из непосредственных оценок сверху для |Πj(f)| следует, что линейные операторы Πj непре-

рывны в H(G). Следующая лемма показывает, что при некоторых дополнительных ограничениях
на Q последовательность операторов Πj, j ∈ N, обладает более сильным свойством, чем равно-
степенная непрерывность.

Лемма 3.2. Предположим, что функция Q такова, что Q(·, z) ∈ [1,HG) для любого z ∈ C и

удовлетворяет следующим условиям: Q(z, z) = L(z), z ∈ C, и для любого n ∈ N найдутся такие

m ∈ N и C <∞, что

∣∣Q(µ, z)
∣∣ 6 C exp

(
HG(µ)−

|µ|
m

+HK(z) +
|z|
n

)
, µ, z ∈ C.

Тогда для любого s ∈ N существуют такие k ∈ N и B <∞, что

ps(Πj(f)) 6 Bpk(f) exp

(
−|µj |

k

)
, f ∈ H(G), j ∈ N.

Заметим, что если функция Q удовлетворяет предположениям предыдущей леммы, то

Πj(eµ) =
1

2πi

∫

∂Sj

Q(µ, t)et(·)
(µ− t)L(t)

dt, j ∈ N, µ /∈
⋃

l∈N

Sl.

Поскольку линейные операторы Πj непрерывны в H(G) и множество
{
eµ

∣∣∣ µ ∈ C \
(⋃

l∈N

Sl

)}

полно в H(G), операторы Πj не зависят от выбора точки t0 ∈ G в определении интерполирующего
функционала.
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3.2. Характеристики граничного поведения выпуклых конформных отображений.

Приведем некоторые вспомогательные сведения о характеристиках граничного поведения кон-
формных (биголоморфных) отображений выпуклых областей и дополнений выпуклых компактов
в C на единичный круг D :=

{
z ∈ C | |z| < 1

}
.

Пусть Ω— выпуклая область в C, отличная от C, ϕ— конформное отображение единичного
круга

{
z ∈ C | |z| < 1

}
на Ω, Ωr = ϕ

({
z ∈ C | |z| 6 r

})
, 0 < r < 1. Из леммы Шварца вытекает,

что все компакты Ωr выпуклы. Как показано в [94, 1.4], для любого a ∈ C, |a| = 1, существует
(конечный или бесконечный) предел

lim
r→1−0

HΩ(a)−HΩr(a)

1− r
=: dΩ(a).

Пусть теперь Ω— выпуклый компакт в C, отличный от точки, ψ— такое конформное отобра-
жение C \ D на C \ Ω, что ψ(∞) = ∞. Положим Ωr = C \ ψ

({
z ∈ C | |z| > r

})
, 0 < r < +∞. Все

компакты Ωr выпуклы. В [45] показано, для любого a ∈ C, |a| = 1, существует конечный предел

lim
r→1+0

HΩr(θ)−HΩ(a)

1− r
=: dΩ(a).

Лемма 3.3 (см. [94]). Пусть Ω— выпуклая область в C, отличная от C, и ϕ— конформное

отображение D на Ω. Следующие утверждения равносильны:

(i) функция dΩ ограничена на единичной окружности {z ∈ C | |z| = 1};
(ii) sup

|z|<1
|ϕ′(z)| <∞.

Для выпуклых компактов имеет место аналогичный результат (см. [45, лемма 8]).

Лемма 3.4. l Пусть Ω ⊂ C— выпуклый компакт в C, отличный от точки, а ψ— такое

конформное отображение C \ D на C \Ω, что ψ(∞) = ∞. Следующие условия равносильны:

(i) функция 1/dΩ ограничена на единичной окружности {z ∈ C | |z| = 1};
(ii) inf

|z|>1
|ψ′(z)| > 0.

Отметим также локальные свойства функций dΩ, связанные с их реакцией на угловые точки.

Замечание 3.1. (i) Пусть Ω 6= C— выпуклая область, содержащая 0. В [94, пример 4.3] был
отмечен следующий факт.

Предположим, что ζ ∈ ∂G— угловая точка ∂G, т.е. существуют такие θ1, θ2 ∈ R, что 0 <
θ2 − θ1 < π, Re(ζeiθj) = HG(e

iθj ), j = 1, 2, и

Ω ⊂W (θ1, θ2) :=
{
w ∈ C

∣∣∣ Re(weiθj ) < HG(e
iθj ), j = 1, 2

}
,

и угол W (θ1, θ2)— наименьший с такими свойствами. Тогда dΩ(e
iθ) = ∞ для любого θ ∈ (θ1, θ2).

(ii) Пусть Ω— выпуклый компакт в C с непустой внутренностью и ψ— конформное отображе-
ние C \ D на C \ Ω, для которого ψ(∞) = ∞. Пусть ζ ∈ ∂K — угловая точка ∂Ω, т.е. существуют
такие θ1, θ2 ∈ R, что 0 < θ2 − θ1 < π, Re(ζeiθj ) = HK(eiθj ), j = 1, 2, и

Ω ⊂W (θ1, θ2) :=
{
w ∈ C

∣∣∣ Re(weiθj ) 6 HK(eiθj ), j = 1, 2
}
,

и угол W (θ1, θ2)— наименьший с такими свойствами. Согласно [45, замечание 7] dΩ(e
iθ) = 0 для

любого θ ∈ (θ1, θ2).
(iii) Если Ω := [−1, 1] и ψ(z) := (z+1/z)/2, то dΩ(a) = 0, если a /∈ {−i, i}, и dΩ(−i) = dΩ(i) = 1.

3.3. Критерии существования и формулы для правого обратного оператора к опе-

ратору представления.

Теорема 3.2.

I. Если компакт K совпадает с точкой, то оператор представления R : l1(E) → H(G) не

имеет ЛНПО.
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II. Пусть 0 ∈ G, компакт K отличен от точки, ϕ— конформное отображение единичного

круга {z ∈ C | |z| < 1} на G, ψ— конформное отображение {z ∈ C | |z| > 1} на C \ K,

обладающее свойством ψ(∞) = ∞. Следующие утверждения равносильны:
(i) оператор представления R : l1(E) → H(G) имеет ЛНПО ;
(ii) существует такая функция Q ∈ H(C2), что Q(z, z) = L(z) и для любого n ∈ N

найдутся такие m ∈ N и C > 0, что

∣∣Q(µ, z)
∣∣ 6 C exp

(
HG(µ)−

|µ|
m

+HK(z) +
|z|
n

)
, µ, z ∈ C.

(iii) существует позитивно однородная плюрисубгармоническая в C2 функция P, для

которой HG(z) +HK(z) = P(z, z) и для каждого n ∈ N найдется такое m ∈ N, что

P(µ, z) 6 HG(µ)−
|µ|
m

+HK(z) +
|z|
n
, µ, z ∈ C.

(iv) sup
|z|<1

|ϕ′(z)| <∞, inf
|z|>1

|ψ′(z)| > 0.

(v) sup
|z|=1

dG(z) <∞, inf
|z|=1

dK(z) > 0.

III. Справедливы следующие утверждения:
(vi) если функция Q такая, как в II(ii), то опеpатоp

f 7→




1

2πi

∫

∂Sj

ΩQ(t, t, f)et(·)
L(t)

dt




j∈N

является ЛНПО к R : l1(E) → H(G).
(vii) если Π : A(G) → l1(E)— правый обратный к опеpатоpу R : l1(E) → A(G), то суще-

ствует единственная функция Q, как в II(ii), для котоpой

Π(f) =




1

2πi

∫

∂Sj

ΩQ(t, t, f)et(·)
L(t)

dt




j∈N

, f ∈ H(G).

Роль плюрисубгармонической функции P, как в условии (iii), и (относительную) эффектив-
ность ее использования, проясняет, например, следующее доказательство утверждения I (при
условии, что мы уже доказали равносильность утверждений (i) и (iii)).

Без ограничения общности можно считать, что K = {0}. В этом случае HK ≡ 0. Предположим,
что оператор R : l1(E) → H(G) имеет ЛНПО. Тогда существует плюрисубгармоническая в C2

функция P, удовлетворяющая условиям (iii). Положим v1(z) := P(1, z) − HG(1), z ∈ C. Тогда
v1(1) > 0 и для любого n ∈ N найдется такое m > n, что v1(z) 6 |z|/n − 1/m, z ∈ C. Переходя
к пределу при n → ∞, получим, что v1 6 0 на C. Кроме того, v1(0) < 0 и v1(1) > 0, что
противоречит принципу максимума для субгармонических функций.

При доказательстве импликации (iii)⇒(ii) применяется следующая модификация теоремы о
продолжении (см. [63, теорема 4.4.3], [31, теорема 7.1]; [101, лемма 1.4.4]).

Теорема 3.3. Пусть v— плюрисубгармоническая функция в Cn, n ∈ N, и Σ— комплексное

линейное подпространство в Cn коразмерности k. Для любой аналитической функции f на Σ,

для которой ∫

Σ

|f |2 exp(−v) dσ <∞

(dσ обозначает меру Лебега на Σ), существует такая аналитическая функция F на Cn, что

F = f на Σ и ∫

Cn

|F (z)|2(1 + |z|2)−3k exp(−v1(z))dω(z) 6 C

∫

Σ

|f |2 exp(−v)dσ,
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где v1(z) := sup
|t|61

v(z + t), z ∈ Cn, dω— мера Лебега в Cn,

|z| :=
(

n∑

s=1

|zs|2
)1/2

, z ∈ Cn,

а константа C не зависит от f .

По поводу результатов, связанных с приведенной теоремой о продолжении, см. также [70].
Отметим следующую очевидную связь функции P, как в (iii), с существованием специальных

семейств субгармонических функций.

Лемма 3.5. Утверждение (iii) теоремы 3.2 равносильно следующему : существуют такие

субгармонические в C функции ut, t ∈ C, и vt, t ∈ C, что ut(t) > 0, vt(t) > 0, и для любого n ∈ N

найдется m ∈ N, для которого

ut(z) 6 HG(z)−
|z|
m

−HG(t) +
|t|
n
, z, t ∈ C,

vt(z) 6 HK(z) +
|z|
n

−HK(t)− |t|
m
, z, t ∈ C.

Семейства субгармонических функций подобного рода стали широко применяться в связи с ис-
пользованием ∂-техники при решении задач о существовании ЛНПО к ∂-оператору, к операторам
свертки в пространствах аналитических функций (см. [82, 88, 92, 95]).

При доказательстве теоремы 3.2 существенно используется следующее описание ядра операто-
ра представления.

Теорема 3.4. Следующие утверждения равносильны:

(i) Y = (yj)j∈N ∈ KerR;
(ii) существует такая функция a ∈ [1,HK ], что

yj =
1

2πi

∫

∂Sj

a(t)et(·)
L(t)

dt, j ∈ N.

При этом отобpажение T (a) :=
(
a(D)(ỹj)

)
j∈N

является линейным топологическим изомоpфиз-

мом [1,HK ] на KerR (если топологию в KerR индуциpовать из l1(E)).

Отметим также равенства

ez =
∑

j∈N

L(z)

2πi

∫

γj

et(·)
(z − t)L(t)

dt, z /∈ V (L), γj :=
⋃

λ∈Λj

γ(λ),

где окружность γ(λ) :=
{
t ∈ C | |t−λ| = r(λ)

}
лежит во внешности окружности γ(ν), если λ 6= ν,

а z лежит во внешности всех окружностей γ(λ), λ ∈ Λj , j ∈ N. При этом ряд абсолютно сходится
в H(G+K) (см. [23, доказательство теоремы 1]).

Приведенное описание KerR объясняет появление функции Q, как в условии (ii) теоремы 3.2
(в частности, оно существенно используется при доказательстве импликации (i)⇒(ii)). Поясним
это в случае, когда все нули функции L простые. Обозначим их через λj, j ∈ N. Предположим,
что оператор R : l1 → H(G) имеет ЛНПО. Тогда сопряженный к нему оператор R′ : [1,HG) →
K∞(A, Ẽ) имеет линейный непрерывный левый обратный T . Если e(j) := (δjk)k∈N, j ∈ N, — орты

в K∞(A, Ẽ) (в данном случае это пространство числовых последовательностей), то для функций
fj := T (e(j)) выполняются равенства eµ =

∑
j∈N

fj(µ)eλj
(ряд сходится абсолютно в H(G)). Отсюда

вытекает, что 0 =
∑
j∈N

fj(µ)(µ − λj)eλj
для любого µ ∈ C (ряд сходится абсолютно в H(G)).

Значит, вследствие теоремы 3.4 для любого µ ∈ C найдется целая функция aµ ∈ [1,HK ], для
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которой выполняется равенство aµ(λj) = L′(λj)(µ − λj)fj(µ) для любого j ∈ N. Поэтому для
любых µ, z ∈ C имеем

aµ(z)ez = a(D)(ez) =
∑

j∈N

L(z)

(z − λj)L′(λj)
aµ(λj)eλj

=
∑

j∈N

L(z)

z − λj
(µ − λj)fj(µ)eλj

(ряд сходится абсолютно в H(G)). Функция Q(µ, z) := aµ(z) удовлетворяет условиям (ii) теоре-
мы 3.2.

Замечание 3.2. Пусть компакт K отличен от точки. Оператор представления R : l1(E) →
H(G) не обладает ЛНПО, если ∂G или ∂K имеет угловую точку.

Согласно [96, пример 2.8] условия (v) теоремы 3.2 выполняются, а значит, R имеет ЛНПО, если
∂G и ∂K принадлежат классу C1,λ для некоторого λ > 0.

Результаты о существовании ЛНПО к оператору представления рядами экспонент были по-
лучены также для пространства ростков всех функций, аналитических на выпуклом локально
замкнутом множестве в C и на выпуклом локально замкнутом множестве в CN (N > 1), опорная
функция которого является логарифмическим потенциалом (см. [93]), на выпуклом ограничен-
ном множестве в C с непустой внутренностью, обладающем счетным базисом окрестностей из вы-
пуклых областей (см. [46]). Доказательства в указанных работах используют метод, описанный
выше: проблема наличия ЛНПО к оператору представления сводится к условию существования
продолжения исходной функции с нулями — показателями рассматриваемых рядов экспонент до
функции двух комплексных переменных с нужными оценками ее модуля сверху, что равносиль-
но наличию специальной плюрисубгармонической в C2 функции и, в свою очередь, существо-
ванию двух специальных семейств (плюри)субгармонических функций с локальными оценками
снизу и глобальными — сверху. Одно из этих семейств связано с множеством, на котором ана-
литичны функции из рассматриваемого пространства, а второе — с дополнительным компактом.
Продолжающая целая функция дает возможность с помощью соответствующего интерполирую-
щего функционала выписать формулы для коэффициентов разложений, линейно и непрерывно
зависящих от разлагаемой функции. Аналитическая реализация условий существования указан-
ных семейств (плюри)субгармонических функций также осуществляется посредством изучения
граничного поведения соответствующих выпуклых конформных отображений (для многих пере-
менных — (плюри)комплексных функций Грина), определямых рассматриваемыми выпуклыми
множествами. Описанный метод был применен также к представлениям распределений и ультра-
распределений типа Берлинга на многомерном параллелепипеде в RN (см. [91]). Для пространства
функций, аналитических на ограниченной выпуклой области и полиномиального роста вблизи ее
границы, аналогичная проблема исследована в [7]. В [44] решена задача о существовании линей-
ного непрерывного левого обратного к оператору сужения на счетных индуктивных пределах
весовых банаховых пространств целых функций, двойственная к задаче о наличии ЛНПО к опе-
ратору представления. В [3] аналогичная проблема решена для оператора сужения на весовых
пространствах Фреше целых функций. В [9] (см. также [10]) с помощью описанного метода были
получены критерии существования ЛНПО к оператору представления рядами из квазимономов
функций, аналитических в ограниченной выпуклой области в C.

Задача о наличии ЛНПО к оператору представления рядами экспонент нашла приложения
в проблеме существования ЛНПО к оператору свертки в пространствах аналитических функ-
ций (см. [27, 83]), в задаче Коши для уравнений в частных производных (см. [25]), в проблеме
продолжения бесконечно дифференцируемых функций (см. [81]).

4. Оператор Поммье и его динамические свойства

4.1. Свойства оператора Поммье. В предыдущем разделе, в частности, шла речь о роли ин-
терполирующей функции А. Ф. Леонтьева и интерполирующего функционала в представлениях
аналитических функций рядами по квазиполиномам, в частности, рядами экспонент. Далее бу-
дет показано, что интерполирующие функция и функционал могут быть определены посредством
некоторого разностного отношения, называемого оператором Поммье, заданного в двойственном
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пространстве. Соответствующий подход к такому определению будет описан в п. 4.2. Предвари-
тельно изучим оператор Поммье в счетных индуктивных пределах весовых пространств Фреше
целых функций. Пространства такого рода часто возникают в комплексном анализе как реа-
лизации различных функциональных пространств; они интересны и сами по себе. Результаты,
приведенные в пп. 4.1–4.2, получены в [11].

Для непрерывной функции v : C → R и функции f : C → C положим

pv(f) := sup
z∈C

|f(z)|
exp(v(z))

.

Пусть непрерывные функции vn,k : C → R таковы, что vn,k+1 6 vn,k 6 vn+1,k, n, k ∈ N.
Определим весовые пространства

En :=
{
f ∈ H(C)

∣∣∣ pvn,k
(f) < +∞ ∀k ∈ N

}
, n ∈ N.

Топология пространства En задается последовательностью норм pvn,k
, k ∈ N; пространство En,

снабженное этой топологией, является пространством Фреше. Отметим, что En непрерывно вло-
жено в En+1 для любого n ∈ N. Положим E :=

⋃
n∈N

En и введем в E топологию индуктивного

предела последовательности пространств En, n ∈ N, относительно их вложений в E. Для лю-
бой функции f ∈ E и любой точки z ∈ C, для которой f(z) = 0, функция f(t)/(t − z) также
принадлежит E.

Введем следующие условия для последовательности vn,k:

∀n ∃m ∀k ∃s ∃C > 0 : sup
|t−z|61

vn,s(t) 6 inf
|t−z|61

vm,k(t) + C, z ∈ C, (27)

∀n ∃m ∀k ∃s : lim
z→∞

(vm,k(z)− vn,s(z)) = +∞. (28)

Условие (27) обеспечивает инвариантность E относительно дифференцирования и сдвигов. Если
выполняется условие (28), то для любого n ∈ N существует такое m ∈ N, что всякое ограниченное
в En множество относительно компактно в Em.

Для f : C → C, h ∈ C, положим τh(f)(z) := f(z + h), z ∈ C.
Будем предполагать, что пространство E содержит функцию, отличную от тождественного

нуля. Тогда существует функция g0 ∈ E, для которой g0(0) = 1. Зафиксируем такую функцию
g0. Для z ∈ C оператор Dz,g0 : E → H(C) определяется следующими равенствами: для f ∈ E

Dz,g0(f)(t) :=





f(t)− g0(t− z)f(z)

t− z
, t 6= z,

f ′(z)− g′0(0)f(z), t = z.

Оператор Dz,g0 в пространствах аналитических функций обычно исследовался и применялся
в случае g0 ≡ 1 (см., например, работы М. Поммье [97–100], Ю. Ф. Коробейника [21], Н. Е. Лин-
чук [38], С. С. Линчука и Н. И. Нагнибиды [39], И. Димовского и В. Христова [74], В. Б. Шерстю-
кова [67], Ю. С. Линчука [85] и библиографию в них). В этом случае он называется оператором

Поммье. Мы будем использовать это название и для оператора Dz,g0 , введенного выше.
Отметим некоторые свойства Dz,g0 .

Лемма 4.1. Для любых µ, z ∈ C справедливо равенство

Dµ,g0(f)−Dz,g0(f) = (µ− z)Dµ,g0(Dz,g0(f)) + f(z)Dµ,g0(τ−z(g0)), f ∈ E.

При g0 ≡ 1 последнее равенство аналогично тождеству Гильберта для резольвент:

Dµ,g0 −Dz,g0 = (µ − z)Dµ,g0Dz,g0 .

Лемма 4.2. Предположим, что выполняется условие (27). Тогда справедливы следующие

утверждения.

(i) Для любых n ∈ N и ограниченного в C множества M существует такое m ∈ N, что

для любого z ∈M оператор Dz,g0 линейно и непрерывно отображает En в Em.
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(ii) Для любых n ∈ N, ограниченного в En множества B и ограниченного в C множества M
существует такое m ∈ N, что множество {Dz,g0(f) | z ∈M, f ∈ B} ограничено в Em.

Лемма 4.3. Пусть выполняются условия (27) и (28). Тогда справедливы следующие утвер-

ждения.

(iii) Для любых n ∈ N и ограниченного в En множества B существует такое m ∈ N, что

lim
µ→z

Dµ,g0(f) = Dz,g0(f) в Em равномерно (по f) на B.

(iv) Для любых f ∈ E, z ∈ C найдется такое r ∈ N, что в Er существует

lim
µ→z

Dµ,g0(τ−z(f))

µ− z
= Dz,g0(τ−z(f

′)).

(v) Для любых f ∈ E, z ∈ C найдется такое r ∈ N, что в Er

lim
µ→z

Dµ,g0(f)−Dz,g0(f)

µ− z
= D2

z,g0(f) + f(z)Dz,g0(τ−z(g
′
0)).

Приведем еще один результат об оценке роста Dµ,g0(f)(t) по t и µ для f ∈ E.

Лемма 4.4. Пусть выполняются условия (27) и (28) и пусть g0 ≡ 1. Тогда для любой f ∈ E
существует такое m, что для всех k, l найдется A > 0, для которого

∣∣Dµ,g0(f)(t)
∣∣ 6 A exp(vm,k(µ) + vm,l(t)), t, µ ∈ C.

4.2. Абстрактный вариант интерполирующей функции. Далее E — такое же простран-
ство целых функций, как в п. 4.1, причем задающее его семейство функций (vn,k)n,k∈N удовле-
творяет условиям (27) и (28). Предположим, что F — некоторое комплексное локально выпуклое
пространство, обладающее следующими свойствами:

(F1) (F,E)— дуальная пара относительно билинейной формы 〈x, f〉, x ∈ F , f ∈ E;
(F2) топологии F и E мажорируют слабые топологии σ(F,E) и σ(E,F ) соответственно;
(F3) существуют такие элементы eλ ∈ F , λ ∈ C, что

〈eλ, g〉 = g(λ), g ∈ E, λ ∈ C.

Естественным примером пространства F , удовлетворяющего условиям (F1)–(F3), является то-
пологическое сопряженное пространство E′ к E с топологией, мажорирующей слабую топологию
σ(E′, E). В этом случае eλ — дельта-функции:

〈eλ, f〉 = eλ(f) = f(λ), λ ∈ C, f ∈ E.

Пусть Q— такая целая функция в C2, что Q(·, z) ∈ E для любого z ∈ C. Q-Интерполирующим

функционалом назовем отображение ΩQ : C2 × F → C, задаваемое равенством

ΩQ(µ, z, x) := 〈x,Dµ,g0(Q(·, z))〉, µ, z ∈ C, x ∈ F.

Отметим некоторые свойства функционала ΩQ.

Теорема 4.1.

(i) Для любых µ, z, λ ∈ C

(λ− µ)ΩQ(µ, z, eλ) = Q(λ, z)− g0(λ− µ)Q(µ, z).

(ii) ΩQ(µ, z, ·) ∈ F ′ для любых µ, z ∈ C.

(iii) Предположим, что отображение z 7→ Q(·, z) обладает следующим свойством: для лю-

бого компакта M в C существует такое n ∈ N, что для любого s ∈ N

sup
z∈M

pvn,s(Q(·, z)) < +∞.

Тогда ΩQ(·, ·, x) ∈ H(C2) для любого x ∈ F .

(iv) Если g0 ≡ 1, то ΩQ(·, z, x) ∈ E для любых z ∈ C и x ∈ F .

Приведем примеры интерполирующего функционала.
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Пример 4.1. Пусть K — выпуклый компакт в C, содержащий 0, g0 ≡ 1, f — целая функция
экспоненциального типа, сопряженная диаграмма которой содержится в K. Интерполирующая
функция ωf (z, x), введенная А. Ф. Леонтьевым (см. п. 3.2), — частный случай функционала ΩQ.
В данном случае F = H(K), E = [1,HK ], vnk(z) = HK(z) + |z|/k, z ∈ C, n, k ∈ N (функции vnk не
зависят от n; см. п. 2.1). Билинейная форма 〈·, ·〉, задающая двойственность между F и E, имеет
следующий вид (см. п. 2.1):

〈x, f〉 := F−1(f)(x), x ∈ F, f ∈ E.

Здесь F — преобразование Лапласа. Элементами eλ в данном случае являются обычные экспо-
ненты: eλ(z) := exp(λz), λ, z ∈ C. Кроме того, Q(µ, z) = f(z) для любых µ, z ∈ C.

Пример 4.2. Интерполирущий функционал, введенный в п. 3.2, — тоже частный случай
функционала ΩQ. При этом F = H(G), где G— ограниченная выпуклая область в C, E = [1,HG),
vn,k(z) = HG(z)−|z|/n, z ∈ C, n, k ∈ N (функции vn,k не зависят от k), g0 ≡ 1. Билинейная форма,
элементы eλ — такие же, как в примере 4.1. Функция Q такова, что Q(·, z) ∈ E для любого z ∈ C.

Пример 4.3. Пусть теперь G— ограниченное выпуклое множество в C, содержащее 0. Пред-
положим, что G локально замкнуто, т.е. имеет счетную фундаментальную систему компактных
подмножеств Gn ⊂ G, n ∈ N. Можно считать, что все компакты Gn выпуклы и Gn ⊂ Gn+1,
n ∈ N (см., например, [47, 92]). Здесь F = H(G)— пространство ростков всех аналитиче-
ских на G функций с топологией проективного предела пространств H(Gn), n ∈ N. Возьмем
vn,k(z) = HGn(z) + |z|/k, z ∈ C, n, k ∈ N. В этом случае E = indn→[1,HGn) (индуктивная тополо-
гия вводится относительно вложений [1,HGn) в E). Преобразование Лапласа ϕ 7→

(
ϕ(eλ), λ ∈ C

)
,

где eλ(z) = exp(λz), устанавливает топологический изоморфизм H(G) на E. Билинейная форма,
задающая двойственность между F и E, аналогична билинейной форме в примере 4.1. Функция
Q ∈ H(C2) выбирается так, чтобы Q(·, z) ∈ E для любого z ∈ C. (По поводу локально замкнутых
множеств см. также п. 4.5.)

В заключение этого пункта отметим, что интерполирующая функция, ее аналоги, обобщения
в различных ситуациях изучалась и использовалась А. Ф. Леонтьевым (см. [33–36]), А. Ф. Леон-
тьевым и Ю. Н. Фроловым (см. [37]), Ю. Н. Фроловым (см. [60]), А. П. Хромовым (см. [64]),
В. П. Громовым (см. [8]), Ю. А. Тимофеевым (см. [55]), В. И. Шевцовым (см. [65,66]), И. В. Ти-
хоновым (см. [56, 57]).

4.3. Коммутант оператора Поммье. Далее пространство E такое, как в п. 4.1. Считаем,
что веса vn,k, n, k ∈ N, удовлетворяют условию

∀n ∃m ∀k ∃s ∃C > 0 : sup
|t−z|61

vn,s(t) + ln(1 + |z|) 6 inf
|t−z|61

vm,k(t) + C, z ∈ C.

Тогда выполняются условия (27), (28). Оно обеспечивает также инвариантность E относительно
умножения на независимую переменную.

Зафиксируем такую функцию g0 ∈ E, что g0(0) = 1. Следуя [71, 74], для z ∈ C введем для
оператора Поммье оператор сдвига, линейно и непрерывно действующий в E:

Tz(f)(t) :=





tf(t)g0(z)− zf(z)g0(t)

t− z
, t 6= z,

zg0(z)f
′(z) − zf(z)g′0(z) + f(z)g0(z), t = z,

f ∈ E.

Заметим, что И. Ф. Kрасичков-Терновский (см. [28, § 10]) использовал конструкции подобного
рода в некоторых пространствах целых функций экспоненциального типа для решения проблемы
распространения спектрального синтеза. Кроме того, В. А. Ткаченко (см. [58, 59]) использовал
оператор Tz в случае g0 = eP , где P — некоторый многочлен. Рассмотренный в [58,59] оператор Tz
действует в (LB)-пространстве целых функций, рост которых определяется ρ-тригонометрически
выпуклой (ρ > 0) функцией со значениями в (−∞,+∞]. Сопряженный оператор к D0,g0 назван
в [58] оператором обобщенного интегрирования.

Обозначим через L(E) пространство всех линейных непрерывных операторов в E.
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Теорема 4.2 (см. [14]). Следующие утверждения равносильны:

(i) B ∈ L(E) и BD0,g0 = D0,g0B на E;
(ii) существует такое ϕ ∈ E′, что

B(f)(z) = ϕ(Tz(f)), f ∈ E, z ∈ C.

Операторы, перестановочные с оператором, являющимся линейным непрерывным левым об-
ратным к оператору умножения на независимую переменную, в пространстве функций H(G),
голоморфных в односвязной области G ⊂ C, описаны Ю. С. Линчуком (см. [84]). Каждый такой
оператор является оператором D0,g0 для некоторой функции g0. При доказательстве соответ-
ствующего результата Ю. С. Линчук существенно использовал теорию Кете характеристических
функций линейных непрерывных операторов в пространствах голоморфных функций. Ранее для
обычного оператора Поммье D0 := D0,g0 , задаваемого функцией g0 ≡ 1, аналогичный результат
(также с помощью характеристических функций, но для конечносвязной области G) получен
Н. Е. Линчук в [38]. Коммутанты оператора Поммье D0 в H(G) для односвязной области G ⊂ C

методом, отличным от использованного Н. Е. Линчук и Ю. С. Линчуком, описаны И. Димов-
ским и В. Христовым (см. [74]). В [74] существенно используется плотность множества много-
членов в H(G) и простота действия соответствующих D0 операторов сдвига Tz на многочленах.
При переходе к данной ситуации возникли трудности, связанные с отказом от предположений,
выполняющихся автоматически для пространства H(G) и для g0 ≡ 1. В теореме 4.2 не пред-
полагается, что многочлены плотны в E и даже то, что они содержатся в E. Это позволяет
расширить спектр пространств, к которым применимы излагаемые здесь результаты. В част-
ности, они могут быть использованы и для пространств, изучаемых в теории распределений и
ультрараспределений. Упомянутые трудности преодолены с помощью аналитической природы
пространства E. Именно, используется полнота множества функционалов f 7→ f (n)(0), n > 0,
f ∈ E, в топологическом сопряженном E′ к E в топологии Макки τ(E′, E) и, как следствие, воз-
можность соответствующей весовой аппроксимации операторов сдвига Tz и коммутантов D0,g0

многочленами от оператора D0,g0 .

4.4. Алгебры аналитических функционалов. Введем в E′ бинарную операцию. Для ϕ,
ψ ∈ E′, f ∈ E положим

(ϕ⊗ ψ)(f) = ϕt(ψ(Tt(f))).

Операция ⊗ корректно определена, ассоциативна и коммутативна. Пространство E′ с операцией
⊗ в качестве умножения является унитальной алгеброй с единицей (дельта-функцией) δ0(f) :=
f(0).

Обозначим через K(D0,g0) множество всех линейных непрерывных в E операторов, перестано-
вочных в E с D0,g0 . Заметим, что K(D0,g0)— подпространство пространства L(E), являющееся ал-
геброй, умножение в которой — композиция операторов. Пусть Kσ(D0,g0)— пространство K(D0,g0)
с топологией поточечной (простой) сходимости, если E снабжено слабой топологией σ(E,E′)
(см. [68, гл. III, § 3, с. 104, пример 4 (а)]).

Для ϕ ∈ E′ положим

κ(ϕ)(f)(z) := ϕ(Tz(f)), f ∈ E, z ∈ C.

Согласно теореме 4.2 κ отображает E′ на K(D0,g0). Вследствие равенств ϕ(f) = B(f)(0), f ∈ E
(B и ϕ такие же, как в теореме 4.2), κ : E′ → K(D0,g0) биективно. Кроме того, κ сохраняет и
алгебраическую структуру. Приведем два результата из [13, 14].

Теорема 4.3.

(i) Отображение κ : (E′,⊗) → K(D0,g0) является изоморфизмом алгебр.

(ii) Отображение κ : (E′, σ(E,E′)) → Kσ(D0,g0) является топологическим изоморфизмом.

Пусть P(D0,g0)— множество всех многочленов от оператора D0,g0 , т.е. операторов вида

P (D0,g0) =
n∑

j=0
ajD

j
0,g0

, aj ∈ C, 0 6 j 6 n, n > 0. Ясно, что P(D0,g0)— подпространство K(D0,g0).
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Следствие 4.1. Пространство K(D0,g0) совпадает с замыканием P(D0,g0) в L(E) с тополо-

гией поточечной сходимости.

4.5. Циклические векторы. Результаты в пп. 4.5, 4.6 получены в [15,78]. Зафиксируем такую
целую функцию g0 ∈ E, что g0(0) = 1. Функция f ∈ E называется циклическим вектором

оператора D0,g0 в E, если система {Dn
0,g0

(f) | n > 0} (орбита f) полна в E.
Приведем вначале абстрактные условия цикличности f ∈ E относительно оператора D0,g0 .

Символом Cycl(D0,g0) обозначим множество всех циклических векторов D0,g0 в E.
Заметим, что множество Cycl(D0,g0) является D0,g0-инвариантным, т.е. D0,g0

(
Cycl(D0,g0)

)
⊂

Cycl(D0,g0).
Определим «сокращения» операторов сдвига Tz: для f ∈ E

T̃z(f)(t) :=





f(t)g0(z)− f(z)g0(t)

t− z
, t 6= z,

f ′(z)g0(z)− f(z)g′0(z), t = z.

Важное значение имеет следующее утверждение.

Теорема 4.4. Следующие утверждения равносильны для f ∈ E:

(i) f ∈ Cycl(D0,g0);
(ii) система {Tz(f) | z ∈ C} полна в E;
(iii) f /∈ KerB для любого ненулевого оператора B ∈ K(D0,g0);

(iv) система {T̃z(f) | z ∈ C} полна в E.

Обозначим через M оператор умножения на независимую переменную:

M(f)(z) := zf(z), f ∈ E, z ∈ C.

Ясно, что M ∈ L(E). Символом I обозначим тождественное отображение.

Лемма 4.5. Предположим, что g0(α) 6= 0 для некоторого α ∈ C. Пусть f ∈ E. Для следую-

щих двух утверждений имеет место импликация (i)⇒(ii):

(i) система {Tz(f) | z ∈ C} полна в E;
(ii) система {Tz((M − αI)(f)) | z ∈ C} полна в E.

Отметим следующее свойство «наследования нуля» оператора D0,g0(f).

Замечание 4.1.

(i) Если g0(α) = 0 и f(α) = 0 для некоторых α ∈ C и f ∈ E, то Dn
0,g0(f)(α) = 0 для любого

n > 0.
(ii) Пусть f ∈ Cycl(D0,g0) и P — полиномы. Тогда Pf ∈ Cycl(D0,g0) тогда и только тогда,

когда P не имеет общих нулей с g0.
(iii) Предположим, что функция g0 не имеет нулей в C. Тогда Pf ∈ Cycl(D0,g0) для любых

f ∈ Cycl(D0,g0) и ненулевого многочлена P .

Если g0 ≡ 1, то будем писатьDz вместоDz,g0 . Из теоремы 4.4 вытекает следующее утверждение.

Следствие 4.2. Пусть g0 ≡ 1, f ∈ E. Следующие утверждения равносильны:

(i) f ∈ Cycl(D0);
(ii) система {Tz(f) | z ∈ C} полна в E;
(iii) система {Dz(f) | z ∈ C} полна в E.

Отметим равенство, связывающее операторы T̃z и Dz .

Лемма 4.6. Для любых f ∈ E, z ∈ C

T̃z(f) = g0(z)Dz(f)− f(z)Dz(g0).



КОЭФФИЦИЕНТЫ РЯДОВ ЭКСПОНЕНТ И ОПЕРАТОР ПОММЬЕ 93

(При этом T̃z(f) ∈ E, но g0(z)Dz(f) и f(z)Dz(g0) могут и не принадлежать E.)
Перейдем далее к конкретному пространству E. Пусть Q— выпуклое множество в C. Пред-

полагается, что Q локально замкнуто, т.е. Q имеет фундаментальную последовательность ком-
пактных подмножеств. Класс таких множеств введен в [86]; они подробно изучены в [72, 73, 92].
Согласно [92, лемма 1.2]Q является объединением его относительной внутренности и (относитель-
но) открытого подмножества его относительной границы. Семейство таких множеств содержит
все выпуклые открытые и замкнутые множества в C, все связные подмножества вещественных
прямых в C. Будем предполагать, что 0 ∈ Q. Пусть (Qn)n∈N — возрастающая фундаментальная
последовательность компактных подмножеств Q. Без ограничения общности можно считать, что
все компакты Qn выпуклы. Далее, H(Qn)— пространство всех функций, голоморфных на Qn,
т.е. голоморфных в некоторой открытой окрестности Qn. В H(Qn) вводится естественная то-
пология индуктивного предела последовательности банаховых пространств. Пусть H(Q)— век-
торное пространство всех функций, голоморфных на Q. Справедливо алгебраическое равенство
H(Q) =

⋂
n∈N

H(Qn), и в H(Q) вводится топология проективного предела пространств H(Qn),

n ∈ N, относительно естественных вложений H(Q) в H(Qn) (она совпадает с другой естественной
топологией в H(Q), индуктивной). Если Q ⊂ R, то H(Q) является пространством вещественно
аналитических функций.

Для функций vn,k(z) := exp(−HQn(z) − |z|/k) определим пространства Фреше En, n ∈ N, и
E = indn→En, как в п. 4.1.

Пусть ez(t) := exp(zt), t, z ∈ C. Согласно [92, лемма 1.10] преобразование Лапласа

F(ϕ)(z) := ϕ(ez), ϕ ∈ H(Q)′, z ∈ C,

является топологическим изоморфизмом сильного сопряженного кH(Q) на (LF)-пространство E.
Положим EQ := E. Приведем описание циклических векторов оператора D0,g0 для произволь-

ной функции g0 ∈ EQ, удовлетворяющей условию g0(0) = 1 (см. теорему 4.5 ниже).

Замечание 4.2.

(i) Для любого n ∈ N целая функция h экспоненциального типа принадлежит En в том и
только в том случае, когда сопряженная диаграмма h содержится в Qn.

(ii) Пусть
〈x, h〉 := F−1(h)(x), x ∈ H(K), h ∈ EK .

Тогда (см. п. 3.1)

〈x,Dz(f)〉 = ωf (z, x), x ∈ H(K), f ∈ EK , q z ∈ C.

(iii) Для любых ν ∈ K, j > 0, для функции h(z) := zjeνz, для преобразования Бореля γh
функции h выполняется равенство

γh(t) = j!(t− ν)−j−1.

(iv) Функция eν принадлежит EQ тогда и только тогда, когда ν ∈ Q.
(v) Для любых ν ∈ Q, x ∈ H(Q), z ∈ C имеем

ωeν (z, x) =

ν∫

0

x(ν − ξ)ezξdξ = eνz
ν∫

0

x(η)e−zηdη.

Будем предполагать, что 0 ∈ Q. Тогда функция h ≡ 1 принадлежит EQ и Dz ∈ L(EQ) для
любого z ∈ C.

Отметим следующий вспомогательный результат.

Лемма 4.7. Пусть функция y непрерывна на отрезке [α, β] (α 6= β) и (целая) функция

eαz
β∫

α

y(η)e−zηdη

является многочленом переменной z. Тогда y = 0 на [α, β].
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Теорема 4.5.

I. Предположим, что функция g0 имеет бесконечно много нулей. Следующие утверждения

равносильны:
(i) f ∈ Cycl(D0,g0);
(ii) функции f и g0 не имеют общих нулей.

II. Предположим, что g0 = Peλ для некоторого λ ∈ Q и многочлена P , удовлетворяющего

условию P (0) = 1. Следующие утверждения равносильны:
(i) f ∈ Cycl(D0,g0);
(ii) функции f и g0 не имеют общих нулей и f не является функцией вида Reλ для

некоторых λ ∈ Q и многочлена R.

Доказательство. I. (i)⇒(ii): Предположим, что f и g0 имеют общий нуль α ∈ C. Согласно заме-
чанию 4.2 каждая функция из E также обращается в нуль в точке α; противоречие.

(ii)⇒(i): Возьмем такое n ∈ N, что g0 ∈ En. Тогда сопряженная диаграмма g0 содержится в Qn.

Пусть для x ∈ H(Q) ⊂ H(Qn) выполняются равенства 〈x, T̃z(f)〉 = 0 для любого z ∈ C. По
лемме 4.7 для любого z ∈ C имеем

g0(z)〈x,Dz(f)〉 = f(z)〈x,Dz(g0)〉,
т.е. g0(z)ωf (z, x) = f(z)ωg0(z, x). Поскольку функции g0 и f не имеют общих нулей, ωg0(z, x)/g0(z)
является целой функцией переменной z. По теореме единственности А. Ф. Леонтьева (теорема 3.1)

получаем x = 0. Значит, система {T̃z(f) | z ∈ C} полна в EQ, и f ∈ Cycl(D0,g0).

II. (iii)⇒(i): Предположим, что f имеет бесконечно много нулей. Тогда, как и выше, получим,
что f ∈ Cycl(D0,g0).

Предположим теперь, что f не имеет нулей или имеет конечное число нулей. Тогда найдутся
µ ∈ Q и многочлен S, для которых f = Seµ. Выберем такое n ∈ N, что λ, µ ∈ Qn.

Предположим вначале, что S — многочлен степени 0, т.е. S ≡ const = C0 6= 0. Без ограничения

общности можем положить C0 = 1. Пусть P (z) =
m∑
j=0

ajz
j , m ∈ N, где a0 = 1. Возьмем x ∈ H(Q),

для которого 〈x, T̃z(f)〉 = 0 для любого z ∈ C. Тогда согласно лемме 4.7 и замечанию 4.2

g0(z)ωf (z, x) = f(z)ωg0(z, x), z ∈ C.

Рассмотрим вначале случай, когда m = 1. Согласно замечанию 4.2(iv) ωf (z, x) = eµzY (µ, z),
где

Y (t, z) :=

t∫

0

x(η)e−zηdη.

Поэтому

g0(z)Y (µ, z) = ωg0(z, x), z ∈ C. (29)

Согласно замечанию 4.2(ii) для K := Qn, для некоторой кривой C имеем

ωg0(z, x) = ezλY (λ, z) + a1
1

2πi

∫

C

1

(t− λ)2




t∫

0

x(t− ξ)ezξdξ


 dt.

Так как
t∫

0

x(t− ξ)ezξdξ = ezt
t∫

0

x(η)e−zηdη,

то по интегральной формуле Коши

ωg0(z, x) = ezλY (λ, z) + a1
d

dt


ezt

t∫

0

x(η)e−zη dη



∣∣∣
t=λ

= ezλY (λ, z) + a1

(
zeλzY (λ, z) + x(λ)

)
.
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Учитывая (29), получим:

eλz(1 + a1z)Y (µ, z) = ezλY (λ, z) + a1(ze
λzY (λ, z) + x(λ)).

Отсюда следует, что для любого z ∈ C

eλz(1 + a1z)

µ∫

λ

x(η)e−zηdη = a1x(λ).

Имеем x = 0 на [λ, µ], а значит, x = 0 как элемент H(Q).
Пусть теперь m > 2. Тогда

ωg0(z, x) = eλzY (λ, z) +

m∑

j=1

aj
j!

2πi

∫

C

dt

(t− λ)j+1

t∫

0

x(t− ξ)ezξdξ =

= eλzY (λ, z) +

m∑

j=1

aj
dj

dtj


ezt

t∫

0

x(η)e−zηdη



∣∣∣∣∣
t=λ

=

= eλzY (λ, z) + a1(ze
λzY (λ, z) + x(λ)) +

m∑

j=2

aj
dj

dtj


ezt

t∫

0

x(η)e−zηdη



∣∣∣∣∣
t=λ

.

Если j > 2, то

dj

dtj


ezt

t∫

0

x(η)e−zηdη


 =

j∑

s=0

Cs
j z

j−sezt
ds

dts
(Y (t, z)) =

= zjeztY (t, z) + C1
j z

j−1eztx(t)e−zt +

j∑

s=2

Cs
j z

j−sezt
s−1∑

r=0

Cr
s−1(−1)rzre−ztx(s−1−r)(t).

Значит,

ωg0(z, x) = eλzY (λ, z) + a1(ze
λzY (λ, z) + x(λ))+

+

m∑

j=2

aj

(
zjeλzY (λ, z) + C1

j z
j−1x(λ) +

j∑

s=2

Cs
j z

j−seλz
s−1∑

r=0

Cr
s−1(−1)rzre−λzx(s−1−r)(λ)

)
=

= eλzY (λ, z) + a1ze
λzY (λ, z) +

m∑

j=2

ajz
jeλzY (λ, z) +W (z) = eλzY (λ, z)g0(z) +W (z),

где W — многочлен переменной z, имеющий вид

W (z) =
m−1∑

p=0

wp(z)x
(p)(λ)

для некоторых многочленов wp, не зависящих от x ∈ H(Q). Поэтому согласно (29) для любого
z ∈ C имеем

eλz


1 +

m∑

j=1

ajz
j




µ∫

λ

x(η)e−zηdη =W (z).

Отсюда следует, что целая (по z) функция

eλz
µ∫

λ

x(η)e−zηdη
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является многочленом. Следовательно, x = 0. Таким образом, система {T̃z | z ∈ C} полна в EQ,
и f ∈ Cycl(D0,g0).

Наконец, для произвольного многочлена S, не имеющего общих нулей с P , утверждение (i)
имеет место согласно замечанию 4.2(ii).

(i)⇒(iii) Из замечания 4.2(i) следует, что функции f и g0 не имеют общих нулей. Предположим,

что существует такой многочлен R степени не выше s ∈ N, что f = Reλ. Положим P (z) :=
m∑
j=0

ajz
j ,

m ∈ N. Как и при доказательстве импликации (iii)⇒(i), получим, что найдутся многочлены wp,
vq, для которых для любого x ∈ H(Q)

ωg0(z, x) = P (z)eλzY (λ, z) +W (z)

и
ωf (z, x) = R(z)eλzY (λ, z) + V (z),

где

W (z) =

m−1∑

p=0

x(p)(λ)wp(z), V (z) =

s−1∑

q=0

x(q)(λ)vq(z).

Существует такая ненулевая функция x ∈ H(Q), что x(r)(λ) = 0, если 0 6 r 6 max(m, s). Тогда
W = V = 0 и для любого z ∈ C

P (z)eλz(R(z)eλzY (λ, z) + V (z)) = R(z)eλz(P (z)eλzY (λ, z) +W (z)),

т.е. g0(z)ωf (z, x) = f(z)ωg0(z, x) для любого z ∈ C. Согласно замечанию 4.2(i)

g0(z)〈x,Dz(f)〉 = f(z)〈x,Dz(g0)〉
и 〈x, T̃z(f)〉 = 0 для любого z ∈ C. Поэтому система {T̃z(f) | z ∈ C} не является полной в E, а
значит, f /∈ Cycl(D0,g0); противоречие. �

По поводу более ранних результатов, описывающих циклические элементы и инвариантные
подпространства оператора Поммье, отметим следующие. М. Г. Хапланов (см. [62]) получил

достаточные условия полноты системы последовательных остатков fn(t) =
∞∑
k=0

ak+nt
k, n > 0

(т.е. последовательности (Dn
0 (f))n>0), ряда Тейлора функции f(t) =

∞∑
k=0

akt
k в круге |z| < R.

Ю. А. Казьмин (см. [16]) установил критерии полноты системы (Dn
0 (f))n>0 в односвязной об-

ласти G ⊆ C, содержащей 0, и исследовал полноту систем вида (Dαn(f))n∈N и других систем.
Циклические элементы оператора D0 в пространстве H(G) для конечносвязной области G ⊂ C

изучены Н. Е. Линчук (см. [38]); Ю. С. Линчук (см. [84]) исследовал их для оператора D0,g0

в H(G) для односвязной области G. При этом в [84] делалось предположение о том, что функ-
ция g0 не имеет нулей в G. В [12] соответствующее описание циклических векторов D0,g0 в H(G)
было получено уже без этого предположения. Р. Дуглас, Г. Шапиро и А. Шилдс (см. [75]) ис-
следовали циклические элементы и инвариантные подпространства оператора D0 в пространстве
Харди H2 в единичном круге (в [75] D0 назван оператором сдвига влево). Дж. Годефро, Ж. Ша-
пиро (см. [77]) ввели обобщенный оператор сдвига влево в банаховом пространстве, исследовали
его коммутанты и изучили общие свойства его циклических элементов.

4.6. Инвариантные подпространства и идеалы в пространствах ростков аналитиче-

ских функций. Теорему 4.5 естественным образом можно применить к описанию замкнутых
D0,g0-инвариантных подпространств EQ. Именно, используется следующее: f из EQ является
циклическим вектором оператора D0,g0 тогда и только тогда, когда f не принадлежит ни одному
собственному замкнутому D0,g0-инвариантному подпространству EQ. Ниже собственные замкну-

тые D0,g0-инвариантные подпространства EQ описаны для функции g0(z) = P (z)eλz , z ∈ C, где λ
— некоторая точка из Q, а P — многочлен. Если степень многочлена P не меньше 1, то оператор
D0,g0 , в отличие от случая g0(z) := eλz, не является одноклеточным, т.е. его собственные замкну-
тые инвариантные подпространства не образуют цепь (см. [6], [51, § 2]). Их совокупность состоит
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уже из множеств двух видов: первое (конечное) содержит пространства конечной коразмерности,
а второе (счетное) — пространства конечной размерности. С помощью упомянутых результатов и
принципа двойственности мы изучаем собственные замкнутые идеалы в алгебре (H(Q), ∗), изо-
морфной (E′,⊗). Если g0 не имеет нулей, то ∗— произведение Дюамеля.

Сначала приведем результат для случая, когда g0 не имеет нулей.
Через C[z] (соответственно, C[z]n для целого n > 0) обозначим множество всех многочленов

(соответственно, степени не выше n) над полем C. Положим для целого n > 0 и λ ∈ C

Pn(eλ) := eλ · C[z]n :=
{
eλP | P ∈ C[z]n

}
.

Следствие 4.3. Пусть g0 = eλ для некоторого λ ∈ Q.

(i) Для любого целого n > 0 пространство Pn(eλ) является собственным замкнутым D0,g0-

инвариантным подпространством EQ.

(ii) Для любого собственного замкнутого D0,g0-инвариантного подпространства P про-

странства EQ существует такое n > 0, что P = Pn(eλ).

Отметим, что в (ii) число n определяется следующим образом:

n(P) := sup
{
deg(P ) | Peλ ∈ P

}
.

(Если n(P) = +∞, то eλ · C[z] ⊂ P и P = EQ.)
Применим предыдущее следствие к описанию замкнутых идеалов в алгебре (H(Q), ∗) (умноже-

ние ∗ определено ниже). При этом воспользуемся следующим ниже принципом двойственности.
Обозначим через T⊥ поляру множества T ⊂ E в E′. Введем в E′ топологию Макки τ(E′, E), т.е.
топологию равномерной сходимости на семействе всех абсолютно выпуклых σ(E,E′)-компактных
подмножеств E.

Теорема 4.6. Следующие утверждения равносильны:

(i) множество L ⊂ E′ является собственным замкнутым идеалом в (E′,⊗);
(ii) существует такое собственное замкнутое D0,g0-инвариантное подпространство H про-

странства E, что L = H⊥.

Согласно [86, утверждение 1.9] проективная топология в H(Q) совпадает с топологией про-
странства indΩH(Ω), где Ω пробегает семейство всех открытых окрестностей Ω множества Q, а
H(Ω)— пространство Фреше всех аналитических в Ω функций. Согласно [86, § 3, с. 65] H(Q) яв-
ляется монтелевским пространством. Поэтому (см. [89, замечание 24.24(a)]) пространство H(Q)
рефлексивно, и E′

Q можно отождествить с пространством H(Q). При этом топологическим изо-

морфизмом сильного сопряженного к E на H(Q) является линейное отображение

J : E′ → H(Q), ϕ 7→ ϕ(ez).

Здесь для любого ϕ ∈ E′ и любого n ∈ N существует такая выпуклая область Gn, содержащая Qn,
что z ∈ Gn. Билинейная форма 〈f, h〉 := J−1(h)(f), f ∈ E, h ∈ H(Q), задает двойственность
между E и H(Q). Заметим, что для любых h ∈ H(Q), f ∈ E, µ ∈ Q, ν ∈ C, n > 0 выполняются
равенства

〈zneµz, hz〉 = h(n)(µ), 〈fz, zneνz〉 = f (n)(ν). (30)

Положим ϕ̂ := J (ϕ), ϕ ∈ E′
Q. Умножение ⊗ в E′

Q реализуется следующим образом. Для

ϕ,ψ ∈ E′
Q

J (ϕ⊗ ψ)(z) = ψ̂(0)ϕ̂(z) +

z∫

λ

ϕ̂(ξ)(ψ̂)′(z − ξ + λ)dξ,

где интеграл берется по отрезку [λ, z], z принадлежит объединению таких выпуклых областей

Gn, n ∈ N, что Qn ⊂ Gn, функции ϕ̂, ψ̂ аналитичны в каждой области Gn. Таким образом, при
g0 = eλ операция ⊗ реализуется как произведение Дюамеля ∗ в пространстве H(Q):

v ∗ w(z) = w(0)v(z) +

z∫

0

v(ξ)w′(z − ξ)dξ, v, w ∈ H(Q).
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Пространство H(Q) является алгеброй с умножением ∗. Учитывая равенства

J−1(h)z(z
neλz) = h(n)(λ), h ∈ H(Q), n > 0,

получим следующее утверждение.

Следствие 4.4. Пусть g0 = eλ для некоторого λ ∈ Q. Следующие утверждения равносиль-

ны:

(i) T является собственным замкнутым идеалом в (H(Q), ∗);
(ii) существует такое целое n > 0, что

T =
{
h ∈ H(Q) | h(j)(λ) = 0, 0 6 j 6 n

}
.

Изучение произведения Дюамеля в пространствах аналитических функций начато в [103]. Ин-
терес к нему вызван не в последнюю очередь его очевидной связью с классическим оператором
Вольтерра. По поводу результатов, связанных с произведением Дюамеля, его различных прило-
жений см. статьи М. Т. Караева [17, 80].

Перейдем к более сложному случаю, когда g0 = Peλ, где λ ∈ Q, а P — такой многочлен степени
не меньше 1, что P (0) = 1. Для функции h : C → C, множества A, функций f : C → C положим
hA := {hf | f ∈ A}.

Пусть D(P )— множество всех многочленов q, на которые делится P , удовлетворяющих усло-
вию q(0) = 1.

Теорема 4.7. Пусть g0 = Peλ, где λ ∈ Q, а P — такой многочлен степени > 1, что P (0) = 1.

(i) Множество qE является собственным замкнутым D0,g0-инвариантным подпростран-

ством E для любого многочлена q ∈ D(P ) степени > 1.
(ii) Множества qeλC[z]n являются собственными замкнутыми D0,g0-инвариантными под-

пространствами E для любого многочлена q ∈ D(P ) и любого n > 0, для которого

n > deg(P )− deg(q)− 1.
(iii) Для любого собственного замкнутого D0,g0-инвариантного подпространства H про-

странства E существует такой многочлен q ∈ D(P ) степени > 1, что H = qE,

либо найдутся многочлен q ∈ D(P ) и n > max(0,deg(P ) − deg(q) − 1), для которых

H = qeλC[z]n.

Введем многочлен

P̃ (t, z) :=
P (t)− P (z)

t− z
переменных t, z. Пусть deg(P ) = m ∈ N. Тогда

P̃ (t, z) =

m−1∑

j=0

pj(t)z
j , t, z ∈ C,

где pj — многочлены степени не выше m− 1.

Для многочлена p(t) =
l∑

j=0
ajt

j положим

p(D)(f) :=
l∑

j=0

ajf
(j).

Пусть p̃j(t) := tpj(t), 0 6 j 6 m− 1, t ∈ C. Для f, h ∈ H(Q) положим

(f ∗ h)(z) = h(λ)P (D)(f)(z) +

z∫

λ

P (D)(f)(ξ)h′
(
z + λ− ξ

)
dξ −

m−1∑

j=0

p̃j(D)(f)(z)h(j)(λ).

Тогда J (ϕ ⊗ ψ) = J (ϕ) ∗ J (ψ) для любых ϕ,ψ ∈ E′. Таким образом, операция ∗ является реа-
лизацией умножения ⊗ в E′, а (H(G), ∗) — коммутативная и ассоциативная унитальная алгебра
(единицей в ней является функция, тождественно равная 1). Пусть µj, 1 6 j 6 s, — все попарно
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различные нули P , mj — кратность нуля µj. Для любого набора целых чисел l = (lj)
s
j=1, для

которого 0 6 lj 6 mj , положим

ql(z) :=

s∏

j=1

(z − µj)
lj .

Если lj = 0 для 1 6 j 6 s, то ql ≡ 1.
Для конечного множества ∆ ⊂ N, множеств Mj ⊂ H(Q) обозначим сумму множеств Mj , j ∈ ∆,

символом
⊕
j∈∆

Mj. Учитывая теорему 4.7 и равенства (30), получим следующий результат.

Теорема 4.8.

(i) Для любого непустого подмножества ∆ множества
{
j ∈ N | 1 6 j 6 s

}
, любых lj ,

удовлетворяющих условиям 0 6 lj 6 mj − 1, j ∈ ∆, множества

I∆,l :=
⊕

j∈∆

(
eµj

C[z]lj
)

являются собственными замкнутыми идеалами в (H(Q), ∗).
(ii) Для любых lj, 1 6 j 6 s, и n > 0, удовлетворяющих условиям

0 6 lj 6 mj , n > m−
s∑

j=1

lj − 1,

множества

Iql,n :=
{
h ∈ H(Q)

∣∣∣ ql(D)(h(k))(λ) = 0, 0 6 k 6 n
}

являются собственными замкнутыми идеалами в (H(Q), ∗).
(iii) Для любого собственного замкнутого идеала L выполняется следующая альтернатива:

либо существуют непустое подмножество ∆ множества
{
j ∈ N | 1 6 j 6 s

}
и такие lj ,

j ∈ ∆, что 0 6 lj 6 mj − 1, для которых L = I∆,l, либо найдутся такие lj , 1 6 j 6 s, и

n > 0, что 0 6 lj 6 mj и n > m−
s∑

j=1
lj − 1, для которых L = Iql,n.
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83. Lê Hai Hoi. Convolution operators on holomorphic Dirichlet series// Tokyo J. Math. — 1997. — 20, № 2.
— P. 389–402.

84. Linchuk Yu. S. Cyclical elements of operators which are left-inverses to multiplication by an independent
variable// Meth. Funct. Anal. Topology. — 2006. — 12, № 4. — P. 384–388.

85. Linchuk Yu. S. Description of the generalized eigenvalues and eigenvectors of some classical operators//
Dopov. Nats. Akad. Nauk Ukr., Mat. Pryr. Tekh. Nauk. — 2013. — № 2. — P. 25–29.

86. Martineau A. Sur la topologie des espaces de fonctions holomorphes// Math. Ann. — 1966. — 163. —
P. 62–88.

87. Meise R. Sequence space representations for (DFN)-algebras of entire functions modulo closed ideals//
J. Reine Angew. Math. — 1985. — 363. — P. 59–95.

88. Meise R., Momm S., Taylor B. A. Splitting of slowly decreasing ideals in weighted algebras of entire
functions// Lect. Notes Math. — 1987. — 1276. — P. 229–252.

89. Meise R., Vogt D. Introduction to Functional Analysis. — New York: Oxford Univ. Press, 1997.
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1. Введение

В работах классиков теории целых функций особое внимание традиционно уделялось изу-
чению функций с «асимптотически правильным» поведением. Решающий вклад в построение
соответствующей теории целых функций вполне регулярного роста был сделан Б. Я. Левиным
и А. Пфлюгером во второй четверти XX в. В дальнейшем эта теория развивалась А. А. Гольд-
бергом, И. В. Островским, В. С. Азариным, А. А. Кондратюком, М. Н. Шереметой и другими
авторами. Целые функции вполне регулярного роста изучены наиболее полно, встречаются в
большом количестве работ и имеют разнообразные применения. Однако исследования вопро-
сов полноты и представления рядами в функциональных пространствах, проблем теории анали-
тического продолжения, задач теории дифференциальных операторов бесконечного порядка и
операторов типа свертки требуют систематического изучения целых функций, не обладающих
сколь-нибудь правильным поведением. Поэтому актуальной является разработка методов реше-
ния задач, связанных с нахождением экстремальных значений тех или иных асимптотических
характеристик роста целых функций из весьма общих и естественных классов. Существенный
вклад в эту тематику внесли основополагающие исследования Ж. Валирона, А. Данжуа, Б. Я. Ле-
вина, А. А. Гольдберга, А. А. Кондратюка. В последнее время благодаря, в основном, работам
Б. Н. Хабибуллина, А. Ю. Попова, Г. Г. Брайчева и их учеников вновь наметился устойчивый
интерес к экстремальным задачам для индикаторов и типов целых функций конечного порядка
с заданными асимптотическими характеристиками распределения нулей.

С другой стороны, как показывают исследования В. Бернштейна, С. Мандельбройта,
А. Ф. Леонтьева, В. В. Напалкова, А. Ф. Гришина, Ю. Ф. Коробейника, А. В. Братищева,
А. М. Гайсина, К. Г. Малютина и других математиков, в теории интерполяции и рядов Дирихле
типичной является ситуация, когда в качестве узлов интерполяции или показателей системы экс-
понент выбираются нули целой функции с предписанным поведением в нулях ее производных. Та-
кой выбор, обусловленный существом дела, выдвигает на повестку дня следующие естественные
вопросы. Насколько сильно поведение производных целой функции L(λ) на нулевом множестве
самой функции влияет на регулярность роста последней? Возможно ли, учитывая степень этого
влияния, раскладывать обратную величину 1/L(λ) в ряд простых дробей специальной структу-
ры? (Такие разложения являются важным аналитическим инструментом наряду с представле-
нием целой функции бесконечным произведением, также составленным по ее нулям.) В каких
случаях можно описывать полные и представляющие системы экспонент с показателями в ну-
лях «порождающей» функции в терминах, связанных только с поведением последовательности
значений ее производных? Этот круг вопросов тесно связан с такими классическими и совре-
менными результатами, а также нерешенными задачами теории целых функций, как известная
проблема А. Ф. Леонтьева о целых функциях вполне регулярного роста; теорема М. Г. Крейна
о представлении обратной величины целой функции рядом простых дробей; серия результатов
А. Ф. Леонтьева, Ю. Ф. Коробейника, А. В. Абанина, С. Н. Мелихова о разложении аналитиче-
ских в выпуклой области функций в ряды экспонент и знаменитая теорема Берлинга—Мальявена
о радиусе полноты. Сюда же примыкают избранные вопросы теории негармонических рядов Фу-
рье и абстрактных дифференциальных уравнений (Ж.-П. Кахан, Л. Шварц, А. Ф. Леонтьев,
А. М. Седлецкий, И. В. Тихонов, Ю. С. Эйдельман). В той или иной степени эти связи нашли
отражение в настоящем обзоре.

Особо подчеркнем, что, несмотря на более чем столетнее развитие теории целых функций как
самостоятельной дисциплины, не все ее разделы разработаны достаточно полно. Так, еще мало
изучены асимптотические свойства целых функций, не отличающихся «правильным» поведени-
ем. При этом значительный интерес представляют задачи с ограничениями на расположение
нулей, часто возникающие как в самой теории, так и в ее приложениях. Объединяющей чертой
обсуждаемого в обзоре цикла задач является требование, чтобы нули рассматриваемых целых
функций располагались на заданном множестве и имели предписанные границы асимптотиче-
ского распределения. Отметим, что никаких исходных дополнительных предположений о регу-
лярности роста функций не делается. Тем самым достигается необходимая общность постановок
и расширяется сфера применения результатов.
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2. Распределение нулей канонических произведений

и весовой индекс конденсации

В этом разделе речь идет о следующей общей задаче: исследовать регулярность роста це-
лой функции экспоненциального типа с простыми нулями в зависимости от поведения в нулях
ее производной. Остановимся более подробно на канонических произведениях с вещественными
симметричными нулями. Рассматриваются бесконечные произведения

L(λ) =

∞∏

n=1

(
1− λ2

λ2n

)
, λ ∈ C, (1)

где Λ = (λn)n∈N — возрастающая последовательность положительных чисел

0 < λ1 < λ2 < · · · < λn < . . . , lim
n→∞

λn = +∞, (2)

имеющая конечную верхнюю плотность

∆(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λn
, 0 < ∆(Λ) < +∞. (3)

Нижняя плотность последовательности Λ, т.е. число

∆(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λn
, (4)

может не совпадать с верхней плотностью, и в этом случае последовательность называют неизме-

римой. Если же выполнено равенство ∆(Λ) = ∆(Λ), то существует обычный предел lim
n→∞

(n/λn),

который называют плотностью последовательности Λ и обозначают ∆(Λ). В таком случае по-
следовательность Λ считается измеримой.

Справедливы следующие факты (см. [51, гл. I, §§ 2, 4; гл. II, § 4]). Каноническое произведе-
ние (1) при условиях (2), (3) задает целую функцию экспоненциального типа

σ(Λ) ≡ lim
r→+∞

r−1max
|z|6r

ln |L(z)| = lim
r→+∞

lnL(ir)

r
,

где 0 < σ(Λ) 6 π∆(Λ). Для индикатора функции L(λ) верна оценка

hL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

> σ(Λ)| sin θ|.

Функция L(λ) имеет вполне регулярный рост тогда и только тогда, когда

∆(Λ) = ∆(Λ) = ∆(Λ),

т.е. когда последовательность Λ измерима. В этом случае тип и индикатор вычисляются точно:

σ(Λ) = π∆(Λ), hL(θ) = σ(Λ)| sin θ| = π∆(Λ)| sin θ|.
Поскольку функции вполне регулярного роста представляют значительный интерес для прило-
жений (см., например, [8,29,41,48,51,53,71,106]), то при работе с каноническим произведением (1)
важно учитывать наличие или отсутствие плотности у последовательности Λ.

Будем изучать связь между измеримостью последовательности нулей канонического произ-
ведения (1) и поведением в нулях его производной L′(λ). Для этого используем важную ха-
рактеристику — весовой индекс конденсации. Напомним основные сведения, связанные с данным
понятием.

В известной монографии [97, гл. I, §§ 7, 8] В. Бернштейн исследовал различные характеристи-
ки типа «разреженности» и «сгущаемости» для числовых последовательностей. В связи с этим
он использовал некое (нетривиальное) понятие индекса конденсации и показал (см. [97, приложе-
ние II]), что для измеримой последовательности Λ вида (2), состоящей из положительных нулей
канонического произведения (1), индекс конденсации вычисляется по правилу

δ(Λ) ≡ lim
n→∞

1

λn
ln

1

|L′(λn)|
= − lim

n→∞

1

λn

∑

k 6=n

ln

∣∣∣∣1−
λ2n
λ2k

∣∣∣∣ . (5)
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Через некоторое время А. Ф. Леонтьев обратил внимание на универсальный характер величи-
ны (5), перенеся на нее название «индекс конденсации». Поэтому всюду далее стандартным

индексом конденсации будем называть именно величину (5), вычисленную для числовой после-
довательности (2) конечной верхней плотности (3).

Характеристики, подобные индексу конденсации δ(Λ), встречались во многих работах, посвя-
щенных теории рядов Дирихле, вопросам интерполяции и аналитического продолжения, оценкам
роста целых функций и инвариантным подпространствам аналитических функций (см., напри-
мер, [18–20,42,46,47,55,64–66]). В частности, в [64,66] показано, что величина (5) всегда неотри-
цательна, и найден диапазон изменения δ(Λ), если заданы плотности (3), (4) и шаг

h(Λ) ≡ lim
n→∞

(λn+1 − λn) > 0 (6)

последовательности Λ.
Заметим, кстати, что еще В. Бернштейн установил (см. [97, приложение II]), что у измеримой

последовательности Λ вида (2) с положительным шагом h(Λ) индекс конденсации δ(Λ) равен
нулю. Затем, в связи с работами А. Ф. Леонтьева [50, с. 1291], [52, задача 2], возник обратный
вопрос, будет ли измеримой всякая последовательность (2) с конечной верхней плотностью ∆(Λ)
при условии, что δ(Λ) = 0. Напомним, что в случае измеримости Λ автоматически выполняется
равенство

lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

= π∆(Λ)| sin θ|, θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π),

означающее полную регулярность роста функции (1). Ответ на вопрос оказался отрицательным:
в [17] А. В. Братищев указал конструкцию примера неизмеримой последовательности (2) с конеч-
ной верхней плотностью ∆(Λ). положительным шагом h(Λ) и нулевым индексом конденсации:

δ(Λ) = 0. (7)

Эта конструкция не является явной: она содержит элементы, трудно воплощаемые на практи-
ке, однако после работы [17] стало ясно, что даже при дополнительном ограничении (6) нельзя
охарактеризовать наличие плотности у последовательности Λ в терминах стандартного индек-
са конденсации δ(Λ). Потребовалось модифицировать понятие индекса конденсации так, чтобы
с помощью новой характеристики можно было твердо гарантировать измеримость последова-
тельности Λ.

Итак, пусть Λ— последовательность положительных чисел, подчиненная условиям (2), (3),
и L(λ)— каноническое произведение (1). Пусть ω(r)— положительная функция, определенная
при r > a с фиксированным a > 0. Индексом ω-конденсации (или весовым индексом конденсации)
последовательности Λ назовем значение

δ(ω,Λ) ≡ lim
n→∞

1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
. (8)

Похожие характеристики встречались и ранее. Так, А. Ф. Леонтьев (см. [51]) использовал вели-
чину

lim
n→∞

1

λn lnλn
ln

1

|L′(λn)|
.

Затем в работах А. М. Гайсина [21, 22], посвященных решению некоторых проблем Пойа, вводи-
лось специальное понятие весовой конденсации, фактически эквивалентное определению (8).

В нашей задаче применение весового индекса конденсации выглядит весьма естественным.
Поясним на примере простого перехода от стандартного индекса (5) к чуть более общему индексу

δp(Λ) ≡ lim
n→∞

1

λpn
ln

1

|L′(λn)|
(9)

с фиксированным p > 0. Индекс (9) есть частный случай основного определения (8) с весовой
функцией ω(r) = rp. При p = 1, согласно утверждению А. В. Братищева (см. [17]), существуют
неизмеримые последовательности Λ, у которых величина δ1(Λ) = δ(Λ) конечна и даже равна
нулю. Нетрудно убедиться, что при p > 1 индекс (9) равен нулю всякий раз, когда стандартный
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индекс конечен, и, в частности, конструкция А. В. Братищева снова дает неизмеримые после-
довательности Λ с δp(Λ) = 0. Но, оказывается, при 0 < p < 1 картина принципиально меняется:
любая последовательность Λ с индексом δp(Λ) < +∞ уже будет измеримой. Этот результат есть
проявление общего правила, действующего для индексов ω-конденсации с вогнутыми функция-
ми ω(r).

Точнее, рассматриваем весовые функции ω(r) со следующими свойствами:

(i) ω(r) определена, непрерывна и строго возрастает при r > a > 0;
(ii) ω(r) → +∞ при r → +∞;
(iii) ω(r) вогнута (не обязательно строго) при r > a, т.е.

ω

(
r1 + r2

2

)
>
ω(r1) + ω(r2)

2
для любых r1, r2 > a.

Значение a > 0 может быть своим для каждой функции ω(r).
При выполнении (i)–(iii) вопрос о том, будет ли более «гибкое» по сравнению с (7) условие

δ(ω,Λ) < +∞ (10)

достаточным для измеримости последовательности Λ, решается в терминах сходимости интеграла
от ω(r), напоминающего интеграл из теории квазианалитических функций.

Теорема 2.1. Пусть функция ω(r) со свойствами (i)–(iii) подчинена требованию

∞∫

a

ω(r)

r2
dr < +∞. (11)

Тогда всякая последовательность Λ вида (2), имеющая конечную верхнюю плотность (3) и удо-

влетворяющая условию (10), будет измеримой.

Подчеркнем, что теорема 2.1 не требует ограничения (6) на шаг последовательности Λ. Стоит
оговориться также, что условие (11) фигурирует в теореме как достаточное; его необходимость

отнюдь не утверждается: в отличие от классического случая не исключено существование из-
меримых последовательностей Λ с шагом h(Λ) > 0, у которых δ(ω,Λ) = +∞. Например, для
канонического произведения

L(λ) =
sinλ

λ
=

∞∏

n=1

(
1− λ2

(nπ)2

)
, λ ∈ C,

с последовательностью положительных нулей

Λ = (λn)n∈N , λn = nπ, n ∈ N,

имеем

∆(Λ) =
1

π
, h (Λ) = π, δ(Λ) = 0,

однако

δ(ω,Λ) ≡ lim
n→∞

1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
= lim

n→∞

1

ln ln(nπ)
ln(nπ) = +∞

при выборе весовой функции ω(r) = ln ln r.
Наконец, из теоремы 2.1 вытекает, что для неизмеримой последовательности Λ вида (2) с ко-

нечной верхней плотность (3) и любой функции ω(r) со свойствами (i)–(iii), подчиненной требо-
ванию (11), имеем δ(ω,Λ) = +∞ (в частности, δp(Λ) = +∞ для индекса (9) с 0 < p < 1).

Требование (11), предъявляемое к весовой функции ω(r), является ключевым для теоремы 2.1.
Его точность установлена при дополнительном предположении о правильном изменении ω(r).
Напомним, что положительная измеримая при r > a функция ω(r) называется правильно меня-

ющейся (на бесконечности) (см. [72]), если для каждого значения t > 0 существует предел

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
= tp. (12)
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Число p не зависит от t и называется порядком правильно меняющейся функции ω(r).
Точность требования (11) на весовую функцию ω(r) в теореме 2.1 подтверждает следующий

результат.

Теорема 2.2. Пусть функция ω(r), обладающая свойствами (i)–(iii) правильно меняется на

бесконечности и подчинена требованию

∞∫

a

ω(r)

r2
dr = +∞. (13)

Тогда найдется неизмеримая последовательность Λ вида (2) с положительным шагом (6), име-

ющая конечную верхнюю плотность (3) и удовлетворяющая условию (10). Более того, для лю-

бых чисел α, β, связанных соотношением 0 6 α < β, означенную неизмеримую последователь-

ность Λ можно конструктивно построить так, чтобы

∆(Λ) = α < β = ∆(Λ) (14)

и при этом

δ(ω,Λ) = δ(Λ) = 0.

Отметим типичные примеры допустимых весовых функций. Так, ясно, что ω(r) = ln r и такие
функции, как ω(r) = rp при 0 < p < 1 или

ω(r) =
r

(ln r)q
(15)

при q > 1 удовлетворяют условиям теоремы 2.1. Если же 0 < q 6 1, то весовая функция (15) дает
расходящийся интеграл (13) и подпадает под требования теоремы 2.2. Кроме того, простейшая
весовая функция ω(r) = r, определяющая стандартный индекс кондесации (5), также принадле-
жит случаю теоремы 2.2, и вместо неявной конструкции А. В. Братищева (см. [17]) возникает
целая серия конкретных примеров с дополнительной информацией (14). Например, зафиксируем
β > 0 и зададим последовательность Λ = (λn)n∈N соотношениями

λ1 > ee, λn+1 = λn +
1

β
+

√
ln ln lnλn sin2

(√
ln ln lnλn

)
, n ∈ N.

Тогда

∆(Λ) = β, ∆(Λ) = 0.

Для канонического произведения L(λ), построенного по этой последовательности, при любом
0 < q 6 1 выполнена асимптотика

ln
1

|L′(λn)|
= o

(
λn

(lnλn)
q

)
, n→ ∞,

показывающая, что

δ(ω,Λ) = δ(Λ) = 0,

где ω(r)— весовая функция (15) с 0 < q 6 1. Такое каноническое произведение имеет индикатор

hL(θ) = πβ | sin θ|,
но не является функцией вполне регулярного роста (подробности см. в [87, гл. I, § 7]).

Конечно, большинство встречающихся на практике весовых функций обладает правильным
изменением. Тем не менее, стоит иметь в виду, что из (i)–(iii), вообще говоря, не вытекает свойство
правильного изменения функции ω(r), независимо от того, какому из требований (11) или (13)
она подчинена. Подробный разбор соответствующих примеров дан в диссертации автора [87].
Сейчас отметим только, что можно построить функцию ω(r) со свойствами (i)–(iii), подчиненную
требованию (13), так, чтобы при любом t > 1 выполнялось соотношение

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
= 1 < t = lim

r→+∞

ω(tr)

ω(r)
.
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Такая функция ведет себя весьма нерегулярно, хотя и удовлетворяет всем предположениям тео-
ремы 2.2, кроме (12). Для подобных «нерегулярных» весов вопрос о существовании неизмеримых
последовательностей Λ вида (2), имеющих конечную верхнюю плотность (3) и удовлетворяющих
условию (10), остается открытым. Отметим, наконец, что если весовая функция ω(r) удовлетво-
ряет всем без исключения предположениям теоремы 2.2, то она является правильно меняющейся
функцией первого порядка, т.е. соотношение (12) выполняется с p = 1.

Таким образом, обе теоремы являются «рабочими» и имеют свои области применения. Полные
доказательства теорем 2.1, 2.2 даны в [85].

Переходя от специальных канонических произведений (1) к произвольным целым функциям
экспоненциального типа, расскажем кратко о проблеме, послужившей для нас отправной точкой.
Будем всюду далее считать, не оговаривая особо, что множество нулей целой функции упорядо-
чено по возрастанию модулей.

Изучая вопросы, связанные с представлением аналитических функций рядами экспонент,
А. Ф. Леонтьев в 1972 г. поставил следующую задачу [50, замечание на с. 1291], [52, задача 2].
Пусть L(λ)— целая функция экспоненциального типа с последовательностью простых (всех) ну-
лей Λ = (λn)n∈N и индикатором

hL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln
∣∣L

(
reiθ

)∣∣
r

, 0 6 θ 6 2π,

удовлетворяющая условию

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln
∣∣L′(λn)

∣∣− hL(arg λn)

}
= 0. (16)

Нужно выяснить, является ли L(λ) функцией вполне регулярного роста. Последнее свойство в
соответствие с общим определением [48, гл. III] равносильно существованию равномерного по
аргументу θ ∈ [0, 2π] предела

lim
r→+∞
r /∈E

ln
∣∣L

(
reiθ

)∣∣
r

= hL(θ). (17)

Здесь E — некоторое общее для всех θ множество положительных чисел нулевой относительной

меры, т.е. такое, что пересечение E ∩ (0, r) измеримо по Лебегу при каждом r > 0, и его мера
есть o(r) при r → +∞.

Если равенство (17) имеет место при фиксированном θ ∈ [0, 2π], то L(λ) называется функцией
вполне регулярного роста на луче arg λ = θ. Как известно, множество лучей вполне регулярно-
го роста замкнуто, т.е. замкнутым в [0, 2π] является множество всех таких направлений θ, что
функция имеет вполне регулярный рост на луче arg λ = θ. Наоборот, всякое замкнутое в [0, 2π]
множество совпадает с совокупностью лучей вполне регулярного роста некоторой целой функции
экспоненциального типа (см. [5, теорема 1]).

Несложно видеть, что условие (16) равносильно неравенству

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(arg λn)

}
6 0. (18)

Для проверки этого утверждения убедимся в том, что (18) влечет (16). Хорошо известно, что
производная L′(λ) является целой функцией экспоненциального типа с индикатором 6 hL(θ).
Отсюда вытекает оценка

∣∣L′(λn)
∣∣ 6 exp {(hL(arg λn) + ε)|λn|} , n > n0(ε),

справедливая при любом ε > 0. Но тогда

1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
> −hL(arg λn)− ε, n > n0(ε),

и, следовательно,

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(arg λn)

}
> 0.

Последнее соотношение показывает эквивалентность условий (16) и (18).
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Для произвольной целой функции экспоненциального типа с простыми нулями λn величина,
стоящая в левой части (18) и характеризующая поведение в этих нулях производной L′(λ), явля-
ется аналогом индекса конденсации (5) положительных нулей канонического произведения (1).

Условие (18) и близкие ему по характеру играют ключевую роль при установлении критери-
ев представимости аналитических функций рядами экспонент или обобщенных экспонент (см.,
например, [36, 51]) и используются в смежных вопросах: интерполяции, слабой достаточности,
γ-достаточности, максимальности множеств в различных классах целых функций. Из большого
количества соответствующих работ отметим еще [1–4, 20, 39, 40, 77], имеющие непосредственное
отношение к описанной проблематике.

Интересующая нас задача исследовалась А. Ф. Леонтьевым, Ю. И. Мельником, А. В. Брати-
щевым как в приведенной выше, так и в более общей постановке: для целой функции с кратными
нулями и индикатором HL(θ) при уточненном порядке ρ(r) → ρ ∈ [0,∞) (при этом, надо очевид-
ным образом подправлять условие (16)). Такая обобщенная задача имеет положительное решение
для значений ρ ∈ [0, 1/2). Тот же результат получен в [17] для ρ ∈ [1/2, 1) при дополнительных
предположениях

min
06θ62π

HL(θ) > 0, lim
r→+∞

ln min
|λ|=r

|L (λ)|

ln r
= +∞.

Отметим, что при ρ(r) ≡ ρ из теоремы 1 работы Ю. И. Мельника [59] и теоремы 3 обзорной
статьи Ю. Ф. Коробейника [36, с. 106-107] вытекает справедливость цитированных результатов
А. В. Братищева уже при любом ρ > 0. Если условие положительности индикатора нарушено, то
при ρ > 1/2 соотношение (16) (в случае ρ = 1) или его естественное обобщение (в случае ρ 6= 1) не
влекут, вообще говоря, полной регулярности роста функции. Соответствующий пример описан
в [17]. Неявная конструкция статьи [17] содержит, в частности, обсуждавшийся выше пример
целой функции вида (1). Заметим, что если L(λ) есть функция (1), то условие (16) в терминах
индекса конденсации (5) принимает вид

δ(Λ) = −hL(0).
Последнее соотношение означает, что

δ(Λ) = hL(0) = 0,

так как всегда δ(Λ) > 0 и hL(0) > 0. Таким образом, теоремы 2.1, 2.2 дают для канонических
произведений (1) развернутый ответ на первоначальный вопрос А. Ф. Леонтьева. К тому же,
конструкция, предложенная при доказательстве теоремы 2.2 (см. [85], [87]), предоставляет це-
лую серию явных контрпримеров к задаче А. Ф. Леонтьева, в которых геометрический образ
индикатора — индикаторная диаграмма D(L)— есть отрезок мнимой оси.

Разумеется, условие (16) естественным образом возникает в тех вопросах комплексного ана-
лиза, где индикаторная диаграмма функции L(λ) имеет непустую внутренность. Несмотря на
усилия ряда авторов, вопрос о полной регулярности роста целой функции экспоненциального ти-
па с условием (16), индикаторная диаграмма которой имеет внутренние точки, в общей ситуации
остается открытым. Результаты Ю. И. Мельника позволяют дать положительный ответ на него
в случае наличия особой симметрии в расположении корней функции L(λ) (см. [60]) или опреде-
ленной оценки снизу роста модуля |L(λ)| на некоторой системе расширяющихся до бесконечности
окружностей |λ| = Rn (см. [61]). Например, если Λ инвариантно относительно поворота вокруг
начала на фиксированный угол раствора 2π/s, где s > 3, или если

min
|λ|=Rn

|L(λ)| > R−p
n , n ∈ N,

при каком-либо p > 0. Так что, неизвестно даже, имеет ли вполне регулярный рост четная функ-
ция L(λ), подчиненная (16). В теореме 2.6 мы ответим на этот частный вопрос, налагая некоторые
ограничения на локализацию корней. В основе лежит результат (см. ниже теорему 2.5), положи-
тельно решающий задачу А. Ф. Леонтьева при дополнительном условии на рост функции лишь
вдоль одной прямой.
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В связи с приложениями интерес представляет следующий близкий вопрос. Будет ли обладать
полной регулярностью роста целая функция экспоненциального типа L(λ) с последовательностью
простых нулей (λn)n∈N и положительным индикатором hL(θ), удовлетворяющая более слабому,
чем (16), условию

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

∣∣L′(λn)
∣∣− γ hL(arg λn)

}
> 0, (19)

где γ ∈ (0, 1) — фиксированное число? (Подобные функции рассматривались в [39, 40] в более
общей ситуации уточненного порядка.) На этот вопрос будет дан отрицательный ответ.

Исторические сведения и точные формулировки отдельных результатов можно найти в дис-
сертации А. В. Братищева (см. [20, введение, с. 34-35; гл. 2, § 2.5]).

Приведем теперь несколько утверждений, принадлежащих автору. Первое из них служит до-
полнением к теоремам 2.1, 2.2.

Теорема 2.3. Пусть Λ = (λn)n∈N — неизмеримая последовательность положительных чи-

сел вида (2) с конечной верхней плотностью (3). Пусть, далее, L(λ)— каноническое произведе-

ние (1), построенное по последовательности Λ, и выполнено условие

lim
n→∞

{
1

λn
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(0)

}
6 0,

где hL(θ)— индикатор L(λ). Тогда справедливы соотношения

δ(Λ) = hL(0) = 0,

hL(θ) = σ | sin θ|, σ > 0, 0 6 θ 6 2π.

При этом L(λ) является функцией вполне регулярного роста на лучах arg λ = 0, arg λ = π и не

является функцией вполне регулярного роста ни на каком другом луче

arg λ = θ, θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) .

Следующий результат касается функций, подчиненных оценке (19), и показывает, что в ослаб-
ленной постановке проблема А. Ф. Леонтьева решается отрицательно.

Теорема 2.4. Для любого фиксированного числа γ ∈ (0, 1) существует целая функция экс-

поненциального типа L(λ) с положительным индикатором hL(θ) и простыми нулями (λn)n∈N,

удовлетворяющая условию (19), но не являющаяся функцией вполне регулярного роста.

Напомним, что множество S, расположенное на некоторой прямой, называется относительно

плотным по мере на ней, если существуют такие положительные числа l и δ, что для любого
отрезка длины l на этой прямой лебегова мера пересечения S с означенным отрезком не меньше,
чем δ.

Теорема 2.5. Пусть целая функция экспоненциального типа L(λ) с множеством простых

нулей Λ = (λn)n∈N и положительным индикатором hL(θ) удовлетворяет условию (16). Пусть

на некоторой прямой, проходящей через точку λ = 0, для функции L(λ) выполнена оценка

inf { |L(λ)| expω(|λ|) : λ ∈ S } > 0. (20)

Здесь S — относительно плотное по мере множество на этой прямой, а ω(r)— положительная

неубывающая при r > a функция, подчиненная требованию (11). Тогда L(λ) является функцией

вполне регулярного роста.

Оценка вида (20) заведомо выполнена для функции, модуль которой отделен от нуля на соот-
ветствующей прямой. Такие целые функции фигурируют в следующем утверждении.

Теорема 2.6. Пусть четная или нечетная целая функция экспоненциального типа L(λ)
с множеством простых нулей Λ = (λn)n∈N и положительным индикатором hL(θ) удовлетво-

ряет условию (16). Пусть при каких-либо θ0 ∈ [0, 2π] и D > 0 множество Λ содержится в

«гиперболической полосе»

Γ(θ0,D) ≡
{
λ ∈ C : Re

(
λe−iθ0

)2
6 D

}
.
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Тогда L(λ) является функцией вполне регулярного роста.

Как следствие, получаем, что если четная (нечетная) целая функция экспоненциального ти-
па L(λ) с множеством простых нулей Λ = (λn)n∈N и положительным индикатором hL(θ) удовле-
творяет условию (16), причем для некоторого θ0 ∈ [−π/4, π/4] множество Λ содержится в верти-
кальных углах

θ0 +
π

4
6 arg λ 6 θ0 +

3π

4
, θ0 +

5π

4
6 arg λ 6 θ0 +

7π

4
,

то L(λ) является функцией вполне регулярного роста. Отметим также, что в условиях теоремы 2.5
оценке вида (20) будет удовлетворять целая функция, обратная величина которой раскладывает-
ся на простые дроби. Представления функций рядами простых дробей обсуждаются в разделе 3
обзора. Сейчас же мы дадим одно следствие теоремы 2.5, связанное с разложением на простые
дроби.

Теорема 2.7. Пусть L(λ)— целая функция экспоненциального типа с множеством простых

нулей Λ = (λn)n∈N и положительным индикатором hL(θ), удовлетворяющая условию (18) и до-

пускающая разложение

1

L(λ)
=

∞∑

n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ.

Тогда L(λ) является функцией вполне регулярного роста.

Приведенные результаты по проблеме А. Ф. Леонтьева применяются к вопросам представления
аналитических в ограниченной выпуклой области функций рядами экспонент. Автором установ-
лена серия фактов, в некотором смысле усиливающих известные ранее результаты А. Ф. Леонтье-
ва [51], Ю. Ф. Коробейника [36], А. В. Абанина [2]. Отличительной особенностью доказательств
новых теорем является привлечение разложений на простые дроби соответствующих мероморф-
ных функций. Приведем один типичный результат.

Пусть G— ограниченная выпуклая область в C с опорной функцией

h(−θ) ≡ sup
z∈G

Re(zeiθ).

Возьмем какую-либо последовательность Λ = (λn)n∈N попарно различных комплексных чисел
с единственной предельной точкой на бесконечности и составим систему экспонент

EΛ ≡
{
eλnz

}
n∈N

, z ∈ G. (21)

Построим, следуя А. Ф. Леонтьеву, целую функцию экспоненциального типа L(λ) с простыми
нулями λn, n ∈ N, индикатором hL(θ) = h(θ), и образуем систему функций

ψn(t) =
1

L′(λn)

∞∫

0

L(λ)

λ− λn
e−λt dλ, n ∈ N, (22)

где интегрирование происходит по лучу arg λ = θ (подробные разъяснения к конструкции (22) см.
в [51, гл. IV, § 1]). Как доказано в [51], функции ψn(t) регулярны вне G, и (22) — биортогональная
к (21) система. Далее, каждой функции f(z), аналитической на G (т.е. аналитической в некоторой
окрестности этого компакта), ставится в соответствие ряд

f(z) ∼
∞∑

n=1

cn e
λnz, cn =

1

2πi

∫

Γ

f(t)ψn(t) dt, n ∈ N, (23)

где Γ— контур, охватывающий G, на котором и внутри которого f(z) является аналитической
функцией.

В монографии [51, часть теоремы из Дополнения] установлен следующий критерий. Для то-
го чтобы ряд экспонент (23) сходился в области G к своей функции f(z), какова бы ни была
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аналитическая на G функция f(z), необходимо и достаточно, чтобы любая целая функция экс-
поненциального типа Φ(λ) с индикатором < h(θ) допускала разложение в ряд Лагранжа

Φ(λ) =

∞∑

n=1

Φ(λn)

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
, λ ∈ C. (24)

Оказывается, можно обеспечить сходимость ряда (23) в области G к своей функции f(z), про-
верив выполнение условия (24) только для одной функции Φ(λ) ≡ 1.

Теорема 2.8. Пусть G— ограниченная выпуклая область в C, 0 ∈ G, и h(−θ)— ее опорная

функция. Пусть L(λ)— целая функция экспоненциального типа с индикатором h(θ) и множе-

ством простых нулей Λ = (λn)n∈N. Следующие утверждения равносильны.

1. Ряд (23), составленный по произвольной аналитической на G функции f(z), сходится аб-

солютно и равномерно на компактах области G к своей функции f(z).
2. Справедливо разложение

1 =

∞∑

n=1

1

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
, λ ∈ C,

коэффициенты которого удовлетворяют условию (18).

Другие теоремы из [87, § 9] в близком ключе дополняют некоторые результаты работ [2, 36]
и связаны с разложением в ряды по системе (21) функций, аналитических в области G. Отправной
точкой для рассматриваемых здесь задач являются фундаментальные результаты А. Ф. Леонтье-
ва (см. [51]) о разложении аналитических функций в ряды экспонент. Исследования А. Ф. Леон-
тьева способствовали созданию в работах Ю. Ф. Коробейника и его учеников теории представля-
ющих систем. Состояние этой теории (на начало 1980-х годов) изложено в обстоятельном обзоре
Ю. Ф. Коробейника (см. [36]). Общее представление о последующем развитии тематики в направ-
лении, связанном с системами экспонент, можно составить по диссертациям А. В. Абанина [4] и
С. Н. Мелихова [58]. С теоремой 2.8 соприкасаются также результаты С. Н. Мелихова [57] о раз-
ложении аналитических на G функций в ряды экспонент, сходящиеся на компактах выпуклой
ограниченной области G. Представляющие системы экспонент в пространствах локально анали-
тических функций с естественной топологией индуктивного предела изучены гораздо хуже. Огра-
ничимся здесь ссылкой на статью автора [82], в которой обсуждаются проблемы двойственного
описания представляющих систем в пространствах с индуктивной топологией. Дополнительную
информацию, относящуюся к текущей части обзора, см. в [78–81,84, 85].

3. Экстремальная задача для типа целой функции с нулями в угле

В этом резделе обсуждается решение следующей задачи. Пусть все нули целой функции распо-
ложены в некотором угле фиксированного раствора 6 π и имеют заданные (верхнюю и нижнюю)
плотности при некотором показателе ρ ∈ (0, 1). Какое наименьшее значение может принимать
тип при порядке ρ такой функции?

Экстремальным задачам для индикаторов и типов целых функций, нули которых расположены
произвольно или на одном луче и имеют заданный диапазон изменения верхней и нижней плотно-
стей (обычных, усредненных, максимальных и т. д.), посвящена обширная литература, начиная
с классического мемуара Ж. Валирона [114]. Тематика активно развивалась во второй половине
прошлого века в исследованиях Б. Я. Левина [48, 49], Р. Редхеффера [110], М. И. Андрашко [6],
А. А. Гольдберга [24–27], Н. В. Говорова [23], А. А. Кондратюка [31–35], Б. Н. Хабибуллина [74].
Новые результаты разными методами получены в последнее время Б. Н. Хабибуллиным [75,76],
А. Ю. Поповым [67–70], А. Э. Еременко и П. М. Юдицким [101], Г. Г. Брайчевым [11–14], Ф. С. Мы-
шаковым [62], О. В. Шерстюковой [16, 90–92].



АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 115

Дадим формализованную постановку задачи и приведем основные результаты по ней. Пусть
Λ = (λn)n∈N — стремящаяся к бесконечности последовательность комплексных чисел, располо-
женная в угле

Γθ ≡
{
λ ∈ C : | arg λ| 6 θ

}

фиксированного раствора 2θ ∈ [0, π] (имеет значение лишь раствор угла, но не его конфигурация
на плоскости). Пусть заданы числа

ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ [0, β].

Предполагаем, что Λ имеет верхнюю ρ-плотность

∆ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β

и нижнюю ρ-плотность

∆ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
> α.

Рассматриваются всевозможные канонические произведения

L(λ) =
∞∏

n=1

(
1− λ

λn

)
, λ ∈ C, (25)

построенные по таким последовательностям Λ. Бесконечное произведение (25) определяет целую
функцию нормального ρ-типа

σρ = σρ(Λ) ≡ lim
r→+∞

r−ρ lnmax
|λ|=r

|L(λ)|.

При заданных условиях требуется указать наименьшее возможное значение для величины σρ.
Таким образом, ставится экстремальная задача отыскания точной нижней грани

sθ(α, β; ρ) ≡ inf
{
σρ = σρ(Λ) : Λ ⊂ Γθ, ∆ρ(Λ) = β, ∆ρ(Λ) > α

}
. (26)

В «базовом» случае θ = 0 (нули расположены на одном луче) значение экстремальной величи-
ны (26) дает следующий результат (см. [15], [87, гл. I, § 10]).

Теорема 3.1. Для произвольного ρ ∈ (0, 1) и любых чисел β > 0, α ∈ [0, β] справедливо равен-

ство

s(α, β; ρ) ≡ s0(α, β; ρ) =
πα

sinπρ
+max

a>0

a∫

a (α/β)1/ρ

β a−ρ − αx−ρ

x+ 1
dx. (27)

Нижняя грань s(α, β; ρ) достигается на некоторой строго возрастающей к +∞ последователь-

ности Λ ⊂ R+ с плотностными характеристиками ∆ρ(Λ) = β, ∆ρ(Λ) = α.

Заметим, что при α = 0, когда в постановке задачи отсутствует ограничение на нижнюю
ρ-плотность нулей функций (25), из теоремы 3.1 получаем доказанное А. Ю. Поповым [67] соот-
ношение

s(β; ρ) ≡ s(0, β; ρ) ≡ inf
{
σρ = σρ(Λ) : Λ ⊂ R+, ∆ρ(Λ) = β

}
= β C(ρ) ≡ β max

a>0
a−ρ ln(1 + a). (28)

С другой стороны, при α = β равенство (27) дает известный со времен Валирона результат
о ρ-типе целой функции L(λ) вида (25) с измеримой относительно показателя ρ ∈ (0, 1) последо-
вательностью положительных нулей:

s(β, β; ρ) =
πβ

sinπρ
.

Теорема 3.1 доказана оригинальным методом, отличным от примененного в [67].
Систематическое изучение поведения экстремальной величины s(α, β; ρ) как функции пара-

метров α, β, ρ проводилось совместно с Г. Г. Брайчевым. Соавторами для s(α, β; ρ) получены
весьма точные двусторонние оценки и найдена асимптотическая формула при ρ → +0, описаны
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также особенности случая Λ ⊂ R+ по сравнению с общим случаем расположения нулей Λ ⊂ C

(подробности см. в [15]).
Результаты [87, гл. II, § 14] относятся к целым функциям экспоненциального типа (полным

в круге системам экспонент) с нулями (показателями), одинаково расположенными на нескольких
лучах. В частности, показано, что наименьшее значение экспоненциального типа канонических
произведений (1) с вещественными нулями ±Λ = (±λn)n∈N, где

0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn 6 . . . , lim
n→∞

λn = +∞, (29)

∆(Λ) = β, ∆(Λ) > α, (30)

дается формулой

max
a>0

{
β√
a
ln

1 + a

1 + a(α/β)2
+ 2α arctg

β + aα

(β − α)
√
a

}
. (31)

Это утверждение обобщает предшествующие результаты Р. М. Редхеффера [110] и А. Ю. По-
пова [63], полученные без учета нижней плотности нулей. Наличие точной формулы (31) для
экстремального экспоненциального типа позволяет записать новую оценку сверху радиуса пол-
ноты систем экспонент с вещественными симметричными показателями, подчиненными ограни-
чениям (30). Оценка снизу для радиуса полноты получена с применением недавнего результата
Б. Н. Хабибуллина [76]. Для того чтобы сформулировать соответствующее утверждение, зафик-
сируем два числа β > 0, 0 6 α 6 β и рассмотрим класс P (α, β), состоящий по определению
из всевозможных последовательностей Λ = (λn)n∈N вида (29) с характеристиками (30). Пусть
Λ ∈ P (α, β) и m ∈ N, m > 2. Свяжем с выбранной последовательностью Λ = (λn)n∈N новую
последовательность

Λ(m) ≡
m−1⋃

j=0

(
λne

2πj

m
i
)
n∈N

.

Рассмотрим систему (кратных) экспонент

EΛ(m) ≡
{
zn−1eλz : λ ∈ Λ(m), n = 1, 2, . . . ,Λ(m)(λ)

}
, z ∈ C,

где через Λ(m)(λ) обозначено число вхождений точки λ в последовательность Λ(m). Говорят, что
система EΛ(m) полна в круге

KR ≡ {z ∈ C : |z| < R} , R > 0,

если она полна в пространстве A(KR) функций, аналитических в этом круге, наделенном топо-

логией равномерной сходимости на компактах из KR. Символ R(Λ(m)) обозначает радиус круга

полноты последовательности Λ(m), т.е. точную верхнюю грань радиусов кругов KR, в которых
полна система EΛ(m) . Положим

R(α, β;m) ≡ inf
Λ∈P (α,β)

R(Λ(m)).

Требуется оценить величину R(α, β;m), т.е. с приемлемой точностью найти радиус наибольшего
из кругов, в которых заведомо полна любая система экспонент, множество показателей которой
порождено какой-либо последовательностью Λ из класса P (α, β) посредством поворотов на углы
2πj/m, j = 0, 1, . . . ,m− 1, относительно точки нуль.

Теорема 3.2. При любых β > 0, 0 6 α 6 β и целом m > 2 справедливы оценки

R(α, β;m) 6 s

(
α, β;

1

m

)
,

R(α, β;m) > max

{
βm exp

(
α

β
− 1

)
, µms

(
α, β;

1

m

)}
,
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где величина s

(
α, β;

1

m

)
дается формулой (27) при ρ = 1/m, а множитель µm — формулой

µm ≡ Γ

(
1

m

)
Γ2

(
1− 1

2m

)
1

π
sin

π

m
.

В частности,
βm

e
6 R(β;m) ≡ R(0, β;m) 6 βC

(
1

m

)
,

где в соответствие с (28) введено обозначение

C

(
1

m

)
= max

a>0

ln(1 + a)
m
√
a

.

Численные иллюстрации к теореме 3.2 приведены в [87, гл. II, § 14]. Укажем на связь наших
результатов с исследованиями Л. А. Рубела [112], П. Мальявена и Л. А. Рубела [109], Р. М. Ред-
хеффера [111] (см. также обзор Б. Н. Хабибуллина [75]).

В [86] (см. также [87, гл. II, § 15]) величина (26) вычислена и исследована для значений пара-
метра θ ∈ (0, π/2]. Сформулируем центральный результат.

Теорема 3.3. Пусть заданы четыре числа ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ [0, β], θ ∈ [0, π/2]. Справед-

лива формула

sθ(α, β; ρ) =
πα

sinπρ
cos ρθ +max

a>0

a∫

a(α/β)1/ρ

(
βa−ρ − αx−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx.

Точная нижняя грань (26) достигается для некоторой целой функции (25) с последовательно-

стью нулей Λ, расположенной на лучах arg λ = ±θ, причем ∆ρ(Λ) = β, ∆ρ(Λ) = α.

Задачу о вычислении sθ(α, β; ρ) поставил при α = 0 (т.е. без учета нижней ρ-плотности нулей)
и решил А. Ю. Попов (см. [69]), отыскав величину

sθ(β; ρ) ≡ sθ(0, β; ρ) =
β

2
max
a>0

a−ρ ln(a2 + 2a cos θ + 1), 0 6 θ 6
π

2
.

Метод, использованный в [69], не применим при α > 0.
Для канонических произведений вида (25), последовательности нулей Λ = (λn)n∈N которых

измеримы, т.е. имеют ρ-плотность

∆ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β,

из теоремы 3.3 получаем соотношение

sθ(β, β; ρ) =
πβ

sinπρ
cos ρθ.

Отметим, что экстремальная величина sθ(β, β; ρ) достигается, если все нули функции (25) рас-
положены на лучах argλ = ± θ и на каждом из них образуют измеримые последовательности
с равными ρ-плотностями (= β/2). При этом, sθ(β, β; ρ) заведомо не достигается, если указанные
ρ-плотности различны.

Основной результат этого раздела — теорема 3.3 — позволяет получать новые теоремы един-
ственности для целых функций и теоремы о полноте систем экспонент. Так, естественным раз-
витием одного результата Б. Н. Хабибуллина [76] является следующее утверждение.

Теорема 3.4. Пусть ρ ∈ (0, 1), и пусть Λ = (λn)n∈N — последовательность комплексных

чисел конечной верхней ρ-плотности β > 0 и нижней ρ-плотности > α ∈ [0, β], расположенная

в некотором угле раствора 2θ 6 π. Если тип при порядке ρ целой функции f , обращающейся

в нуль на Λ, меньше величины

2ρ
√
πΓ(1− ρ/2)

Γ((1− ρ)/2)
sθ(α, β; ρ) =

sinπρ

π
Γ(ρ)Γ2(1− ρ/2)sθ(α, β; ρ),
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где sθ(α, β; ρ) выписана в теореме 3.3, то f ≡ 0 на C.

Отметим, что результаты в духе теоремы 3.2 о полноте систем экспонент, порождаемых по-
следовательностями Λ ⊂ R+, без труда переносятся на случай Λ ⊂ Γθ, θ ∈ [0, π/2]. Укажем еще
одно из следствий теоремы 3.3, относящееся к четным целым функциям экспоненциального типа,
которые играют важную роль в различных разделах комплексного анализа, например, в теории
рядов Дирихле.

Теорема 3.5. Пусть β > 0, α ∈ [0, β], θ ∈ [0, π/4], и пусть

L(λ) =

∞∏

n=1

(
1− λ2

λ2n

)
, | arg λn| 6 θ, (32)

причем

lim
n→∞

n

|λn|
= β, lim

n→∞

n

|λn|
> α.

Тогда экспоненциальный тип

σ(Λ) ≡ lim
r→+∞

r−1 lnmax
|λ|=r

|L(λ)|

функции (32) удовлетворяет точному неравенству

σ(Λ) > πα cos θ +max
a>0

a∫

a(α/β)2

(
β√
a
− α√

x

)
x+ cos 2θ

x2 + 2x cos 2θ + 1
dx. (33)

Без учета нижней плотности нулей (α = 0) оценка (33) принимает более простой вид

σ(Λ) >
β

2
max
a>0

ln
(
a2 + 2a cos 2θ + 1

)
√
a

.

Если же последовательность нулей канонического произведения (32) имеет плотность (α = β),
то оценка (33) превращается в неравенство

σ(Λ) > πβ cos θ.

Все оценки точны. Очевидно, интеграл в (33) вычисляется через элементарные функции при
любом α ∈ [0, β], но итоговое выражение громоздко, и поэтому мы его не приводим.

На этом закончим обсуждение экстремальных задач и перейдем к новому вопросу.

4. Разложение на простые дроби величины, обратной к целой функции

Разложение на простые дроби является удобным и часто применяемым инструментом для
представления мероморфных функций. Классические результаты Миттаг-Леффлера (см., напри-
мер, [56, гл. 7]) имеют слишком общий характер и требуют дополнительных уточнений в разных
специальных ситуациях. Особый подкласс мероморфных функций составляют функции вида

F (λ) =
1

L(λ)
, (34)

где L(λ)— целая функция, имеющая лишь простые нули λn, n ∈ N. Множество всех нулей обо-
значим через Λ(L), т.е. Λ(L) = (λn)n∈N. Последовательность нулей λn, составляющих Λ(L), за-
писывается, как обычно, в порядке неубывания модулей.

Вопрос о представлении величины, обратной L(λ), рядом простых дробей имеет богатую исто-
рию. Основополагающей в тематике является работа М. Г. Крейна [44]. Важную стимулирующую
роль в появлении этапной статьи [44] сыграли исследования по теории эрмитовых операторов и
проблеме моментов (см. [43, 103]). Работа [44] породила проблему описания тех мероморфных
функций вида (34), которые при фиксированном p ∈ Z+ допускают представление

1

L(λ)
= P (λ) +

a0
λ

+ λp
∑

λn 6=0

1

L′(λn)λ
p
n (λ− λn)

(35)
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в предположении, что ∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞. (36)

Здесь P (λ)— некоторый полином; коэффициент a0 вычисляется по правилу

a0 =

{
1/L′(0), 0 ∈ Λ(L),

0, 0 /∈ Λ(L).
(37)

Вид формулы (37) объясняется очень просто: выражение для a0 — это вычет функции (34) в
точке λ = 0. Коэффициенты 1/ (L′(λn)λ

p
n) ряда простых дробей в (35) суть вычеты функции

1/ (λp L(λ)) в точках λn 6= 0. Тем самым, разность

∆p
L(λ) ≡

1

L(λ)
− a0
λ

− λp
∑

λn 6=0

1

L′(λn)λ
p
n (λ− λn)

, λ ∈ C,

всегда является целой функцией. Смысл разложения (35) состоит в требовании, чтобы эта раз-
ность была полиномом. Именно такие разложения играют особую роль в теории и приложениях.
Вопрос о нахождении коэффициентов полинома P (λ) из представления (35) не тривиален и об-
суждается в [87, гл. III]. Условие (36) равносильно абсолютной и равномерной сходимости ряда
в (35) на компактах области C \ Λ(L). Представление (35) при условии (36) будем называть раз-
ложением мероморфной функции (34) в ряд Крейна фиксированного порядка p.

Один из основных результатов работы [44, теорема 4] утверждает: если целая функция L(λ)
с множеством простых вещественных нулей Λ(L) допускает разложение в ряд Крейна какого-либо
порядка p ∈ Z+, то она имеет экспоненциальный тип и подчинена условию

∞∫

−∞

ln+ |L(r)|
1 + r2

dr < +∞. (38)

Как обычно, для a > 0 обозначено

ln+ a ≡
{
ln a, a > 1,

0, 0 6 a 6 1.

Целые функции экспоненциального типа, удовлетворяющие условию (38), образуют известный
класс Картрайт. Всякая функция класса Картрайт имеет вполне регулярный рост и индикатор-
ную диаграмму в виде отрезка мнимой оси (см. [44], [48, гл. V, § 6]).

Условие вещественности нулей λn в цитированной теореме М. Г. Крейна является существен-
ным. Продемонстрируем это на простом примере, приведенном в [44, § 4] (см. также недавний
препринт [93, Theorem 1.2, Example 4.1]). Пусть некоторая целая функция L(λ) положительного
экспоненциального типа допускает разложение в ряд Крейна порядка p = 0, причем P (λ) ≡ 0,
0 /∈ Λ(L), т.е.

1

L(λ)
=

∞∑

n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
,

∞∑

n=1

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞. (39)

Тогда (при фиксированном выборе ветви корня
√
λ) для целой функции L(λ2) также имеет место

разложение

1

L(λ2)
=

∞∑

n=1

1

2
√
λn L′(λn)

{
1

λ−
√
λn

− 1

λ+
√
λn

}

в ряд Крейна порядка p = 0, но L(λ2) уже не будет функцией экспоненциального типа.
Напомним, что классом A (обозначение Б. Я. Левина) принято называть введенное в 1946 г.

Н. И. Ахиезером (см. [7]) множество всех целых функций, нули которых удовлетворяют условию

∑

λn 6=0

∣∣∣∣Im
1

λn

∣∣∣∣ < +∞.
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Класс A служит естественным обобщением множества всех целых функций с вещественными
нулями и играет в теории заметную роль. В свете цитированного примера интересен следующий
установленный в [44, теорема 5] факт о представлении функций класса A, усиливающий теоре-
му 4 из [44]. Другое доказательство приведенного ниже результата дано в книге [48, гл. V, § 6,
теорема 13]. Наша формулировка несколько отличается от оригинальной.

Теорема 4.1. Пусть L(λ)— целая функция класса A, имеющая лишь простые нули. Пусть

величина 1/L(λ) раскладывается в ряд Крейна порядка p = 0 c полиномом P (λ) ≡ 0. Тогда

функция L(λ) имеет экспоненциальный тип, и выполняется (38). Другими словами, L(λ) при-

надлежит классу Картрайт.

Теорема М. Г. Крейна, разумеется, справедлива и для функций, раскладывающихся в ряд
вида (35), поскольку этот более общий случай сводится к разложению из теоремы 4.1 умножени-
ем L(λ) на подходящий многочлен (подробности см. в [44]).

Различные свойства функций, допускающих разложение в ряд Крейна фиксированного по-
рядка, изучались и использовались в ряде работ по теории функций и негармоническому анали-
зу, теории операторов и дифференциальных уравнений. Кроме статей [43, 45, 103] и книги [48]
отметим еще исследования М. В. Келдыша, И. В. Островского [30, гл. V, § 6, гл. VI, § 2],
Л. де Бранжа [100], Ю. Ф. Коробейника [37,38], А. А. Боричева и М. Л. Содина [98], Л. С. Маер-
гойза [54,107,108, § 6], Е. В. Абакумова, А. Д. Баранова, Ю. С. Белова [93]. Так, в [37] изучались
свойства решений дифференциального уравнения бесконечного порядка с символом a(λ) ∈ [1, 0],
допускающим разложение типа (39). В [98] выявлена роль разложений в ряд Крейна при изучении
множеств ограниченного типа и множеств Ахиезера—Левина, связанных с проблемой С. Н. Берн-
штейна о весовой аппроксимации на вещественной прямой. Результаты [54, § 6] касаются пред-
ставления рядом простых дробей обратной величины целой функции специального вида, возни-
кающей в теории аналитических уточненных порядков.

В работе А. А. Гольдберга [28] в терминах специальных конформных отображений дано описа-
ние множеств вещественных чисел, которые могут служить множествами корней вещественных
целых функций, допускающих разложение в ряд Крейна. Надо сказать, это описание весьма
сложно и в силу своей специфики вряд ли может быть использовано при установлении обозри-
мых критериев представимости обратной величины целой функции рядом Крейна. Нахождение
же такого рода критериев является важной задачей, возникшей в результате как внутренних
потребностей теории целых функций, так и выявленных многочисленных приложений. Этой за-
дачей интересовались многие математики: Л. де Бранж, П. Кусис, Г. Педерсен, А. Г. Бакан и др.
Мы приведем в этом пункте некоторые из известных результатов. Так, в 1959 г. Луи де Бранж
установил (см. [99, лемма 2 при G ≡ 1]), что если целая функция экспоненциального типа L(λ) с
множеством простых вещественных нулей Λ(L) = (λn)n∈N, принадлежит классу Картрайт и удо-
влетворяет условиям

|L(iµ)| → +∞, µ→ ±∞,
∞∑

n=1

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞, (40)

то справедливо разложение

1

L(λ)
=

∞∑

n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ(L). (41)

П. Кусис [104, Remark, p. 204-205] показал, что в лемме де Бранжа нельзя отбросить (сохраняя
остальные условия и ее заключение) требование принадлежности функции L(λ) классу Картрайт.
В [96, Theorem 6.6] Г. Педерсеном было установлено, что функция минимального экспоненциаль-
ного типа с простыми вещественными нулями, удовлетворяющая (40), допускает разложение (41).
Наиболее полные результаты по обращению теоремы Крейна до последнего времени принадле-
жали А. Г. Бакану [9, 94, 95] и получены в последнее десятилетие. Для того чтобы их сформули-
ровать, воспользуемся некоторыми обозначениями из этих работ, опуская при этом тривиальную
ситуацию, когда множество Λ(L) не более чем конечно.
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Для целой функции L(λ) с множеством простых нулей Λ(L) = (λn)n∈N введем обозначение

dL ≡ inf



q ∈ Z :

∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|q+1
< +∞



 . (42)

Если dL < +∞, то для всякого целого числа p > max{0, dL} можно ввести целую функцию

∆p
L(λ) ≡

1

L(λ)
− a0
λ

− λp
∑

λn 6=0

1

L′(λn)λ
p
n (λ− λn)

, λ ∈ C,

с коэффициентом a0, вычисляемым по правилу (37).
В [94, Theorem 3.1] и [95, Theorem 3.1] А. Г. Бакан получил следующую новую версию теоремы

Крейна для вещественной целой функции с вещественными нулями.

Теорема 4.2. Пусть L(λ)— вещественная целая функция с множеством простых веще-

ственных нулей Λ(L) = (λn)n∈N, подчиненная условию dL < +∞. Следующие утверждения

эквивалентны.

(1) Существует такое целое неотрицательное число p > dL, что целая функция ∆p
L(λ) есть

многочлен.

(2) L(λ) является целой функцией экспоненциального типа, удовлетворяющей условию (38).
Другими словами, функция L(λ) входит в класс Картрайт.

(3) Если Λ(L) — полуограниченное множество на вещественной оси, то L(λ) имеет нулевой

экспоненциальный тип; если же множество Λ(L) не является ограниченным ни сверху,

ни снизу, то L(λ)— целая функция экспоненциального типа.

Ясно, что импликация 1) ⇒ 2) совпадает для вещественнозначных на вещественной оси функ-
ций с теоремой Крейна. Доказательство импликации (2) ⇒ (1) фактически сводится к ссылке
на лемму де Бранжа. Импликация же (3) ⇒ (1) для функции минимального экспоненциально-
го типа доказана в цитированной выше теореме Педерсена. Таким образом, новыми в теореме
А. Г. Бакана по сравнению с предшествующими результатами являются два момента. Во-первых,
это дополнение к теореме Крейна в виде импликации (1) ⇒ (3) в части, где речь идет о функ-
ции минимального экспоненциального типа. Во-вторых, это утверждение о том, что обратная
величина вещественной целой функции экспоненциального типа L(λ) с Λ(L) ⊂ R и dL < +∞
раскладывается в ряд Крейна. Последнее утверждение, на наш взгляд, наиболее интересно. Оно
доказано на основании [94, теорема 3.2] и [95], нашедшей применение в актуальных вопросах
компактности семейств целых функций (см. [9]). Условие вещественности целой функции L(λ)
в этом утверждении существенно. В связи с указанным обстоятельством приведем анонсирован-
ный в [10, теорема 1] результат, свободный от ограничения вещественнозначности L(λ) на R. Для
этого потребуется следующее определение.

Пусть q ∈ Z и пусть L(λ)— такая целая функция с множеством простых нулей Λ(L) = (λn)n∈N,
что dL < +∞. Следуя [10], говорим, что L(λ) принадлежит классу K

q, если при q 6 0 имеет место
равенство (41), а при q > 1 существует такой полином P (λ) степени q с множеством простых нулей

Λ(P ) = (µj)
q
j=1 ⊂ C \ Λ(L),

что при λ ∈ C \ (Λ(L) ∪ Λ(P )) справедливо разложение

1

L(λ)P (λ)
=

q∑

j=1

1

P ′(µj)L(µj) (λ− µj)
+

∞∑

n=1

1

P (λn)L′(λn) (λ− λn)
.

Дадим теперь формулировку теоремы А. Г. Бакана из [10].

Теорема 4.3. Пусть q ∈ Z и пусть L(λ)— такая целая функция с множеством простых

нулей Λ(L) = (λn)n∈N, что dL < +∞. Функция L(λ) принадлежит классу A∩K
q тогда и только

тогда, когда L(λ) принадлежит классу Картрайт, и существуют такое множество E нулевой

относительной меры и такое число s ∈ Z+, что справедливо соотношение

|µ|s|L(iµ)| → +∞, µ→ ±∞, |µ| ∈ R+ \ E.



122 В. Б. ШЕРСТЮКОВ

Основополагающие теоремы М. Г. Крейна и последовавшие за ними результаты Л. де Бранжа,
П. Кусиса и А. Г. Бакана вызывают ощущение, что при описании характеристических свойств
целой функции (не обязательно вещественной) с вещественными нулями, обратная величина ко-
торой раскладывается в ряд простых дробей, не удастся обойтись без использования класса Карт-
райт и каких-либо оценок снизу, налагаемых на рост функции, например, на мнимой оси. Однако
исследование, проведеное автором, показало, что для функции с вещественными нулями (и да-
же с нулями, расположенными в некоторой полосе) в изучаемом круге вопросов ключевую роль
играют лишь наличие экспоненциальной оценки сверху на рост модуля функции и неотрицатель-
ность ее индикатора. Другие ограничения не нужны. Таким образом, для целой функции L(λ) с
простыми нулями, лежащими в полосе, в самых естественных терминах получен критерий раз-
ложимости обратной величины 1/L(λ) в ряд Крейна фиксированного порядка. Результат опуб-
ликован в [83, теорема 2.1]. Пользуясь случаем, укажем на досадный просмотр, допущенный
в [83]. Именно, в формулировки теорем 2.1–2.3 и следствий 2.2–2.4 статьи [83] нужно добавить
условие, что целая функция имеет конечный порядок, поскольку предложенное в [83] доказатель-
ство теоремы 2.1 корректно проходит только при указанном ограничении. На это обстоятельство
внимание автора обратил А. Д. Баранов в связи с недавним исследованием [93]. Вопрос о справед-
ливости результатов [83] без ограничения на порядок функции остается открытым. Правильная
формулировка доказанного утверждения выглядит следующим образом.

Теорема 4.4. Пусть L(λ) — целая функция конечного порядка с множеством простых нулей

Λ(L) = (λn)n∈N, расположенным в некоторой полосе Π комплексной плоскости. Пусть коэффи-

циент a0 определен формулой (37), и p ∈ Z+. Справедливы следующие утверждения.

1. Если величина F (λ) = 1/L(λ) допускает разложение

1

L(λ)
= P (λ) +

a0
λ

+ λp
∑

λn 6=0

1

L′(λn)λ
p
n (λ− λn)

, λ ∈ C \ Λ(L), (43)

где P (λ)— некоторый полином, а ряд сходится абсолютно и равномерно на компактах

области C \ Λ(L), то выполнены условия:

(i) L(λ)— целая функция экспоненциального типа с неотрицательным индикатором

hL(θ);
(ii) сходится ряд

∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
.

Если при этом p = 0, то P (λ) ≡ 0, а если p ∈ N, то P (λ) вычисляется по формуле

P (λ) =





p−1∑

m=0

F (m)(0)

m!
λm, 0 /∈ Λ(L),

p−1∑

m=0

(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
λm, 0 ∈ Λ(L).

(44)

2. Если выполнены условия (i), (ii), то величина F (λ) = 1/L(λ) раскладывается в ряд (43),
сходящийся абсолютно и равномерно на компактах области C\Λ(L), где P (λ) ≡ 0 при p = 0
и P (λ) определен формулой (44) при p ∈ N.

По поводу первой части теоремы 4.4 см. также [93, Theorem 1.1]. Поскольку каждый из слу-
чаев 0 /∈ Λ(L) и 0 ∈ Λ(L) обладает своей спецификой, полезно привести формулировки соответ-
ствующих результатов отдельно, заодно придав им форму критериев. Для ясности различаем
разложения на простые дроби, получающиеся при p = 0 и при p ∈ N.

Следствие 4.1. Пусть L(λ)— целая функция конечного порядка с множеством простых ну-

лей Λ(L) = (λn)n∈N, 0 /∈ Λ(L), расположенным в некоторой полосе Π комплексной плоскости.
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Для того чтобы величина, обратная к L(λ), раскладывалась в ряд

1

L(λ)
=

∞∑

n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
,

сходящийся абсолютно и равномерно на компактах области C\Λ(L), необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись условие (i) из теоремы 4.4 и условие

∞∑

n=1

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞.

Следствие 4.2. Пусть L(λ)— целая функция конечного порядка с множеством простых ну-

лей Λ(L) = (λn)n∈N, 0 /∈ Λ(L), расположенным в некоторой полосе Π комплексной плоскости, и

пусть p ∈ N. Для того чтобы величина, обратная к L(λ), раскладывалась в ряд

F (λ) ≡ 1

L(λ)
=

p−1∑

m=0

F (m)(0)

m!
λm + λp

∞∑

n=1

1

L′(λn)λ
p
n (λ− λn)

,

сходящийся абсолютно и равномерно на компактах области C\Λ(L), необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись условия (i), (ii) из теоремы 4.4.

Следствие 4.3. Пусть L(λ)— целая функция конечного порядка с множеством простых ну-

лей Λ(L) = (λn)n∈N, 0 ∈ Λ(L), расположенным в некоторой полосе Π комплексной плоскости.

Для того чтобы величина, обратная к L(λ), раскладывалась в ряд

1

L(λ)
=

1

L′(0)λ
+

∑

λn 6=0

1

L′(λn) (λ− λn)
,

сходящийся абсолютно и равномерно на компактах области C\Λ(L), необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись условие (i) из теоремы 4.4 и условие

∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞.

Следствие 4.4. Пусть L(λ)— целая функция конечного порядка с множеством простых ну-

лей Λ(L) = (λn)n∈N, 0 ∈ Λ(L), расположенным в некоторой полосе Π комплексной плоскости, и

пусть p ∈ N. Для того чтобы обратная величина F (λ) = 1/L(λ) раскладывалась в ряд

F (λ) =

p−1∑

m=0

(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
λm +

1

L′(0)λ
+ λp

∑

λn 6=0

1

L′(λn)λ
p
n (λ− λn)

,

сходящийся абсолютно и равномерно на компактах области C\Λ(L), необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись условия (i), (ii) из теоремы 4.4.

Ввиду исключительной практической важности выделим из основной теоремы 4.4 случай целой
функции с простыми вещественными нулями. Здесь благодаря теореме Крейна (см. [44, теоре-
ма 4]) не нужно требовать конечности порядка целой функции.

Теорема 4.5. Пусть L(λ)— целая функция с множеством простых вещественных нулей

Λ(L) = (λn)n∈N. Пусть коэффициент a0 определен формулой (37) и пусть p ∈ Z+. Справед-

ливы следующие утверждения.

1. Если величина F (λ) = 1/L(λ) допускает разложение (43), где P (λ)— некоторый полином,

а ряд сходится абсолютно и равномерно на компактах области C \ Λ(L), то выполнены

условия:
(i) L(λ)— целая функция экспоненциального типа с неотрицательным индикатором

hL(θ);
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(ii) сходится ряд ∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
.

Если при этом p = 0, то P (λ) ≡ 0, а если p ∈ N, то P (λ) вычисляется по формуле (44).
2. Если выполнены условия (i), (ii), то величина F (λ) = 1/L(λ) раскладывается в ряд (43),

сходящийся абсолютно и равномерно на компактах области C\Λ(L), где полином P (λ) ≡ 0
при p = 0, и P (λ) определен формулой (44) при p ∈ N.

Для целой функции нулевого экспоненциального типа из теоремы 4.4 извлекаем результат,
обобщающий теорему Педерсена [96, Theorem 6.6].

Теорема 4.6. Пусть L(λ)— целая функция нулевого экспоненциального типа с множеством

простых нулей Λ(L) = (λn)n∈N, расположенным в некоторой полосе Π комплексной плоскости.

Пусть коэффициент a0 определен формулой (37) и пусть p ∈ Z+. Для того чтобы величина,

обратная к L(λ), раскладывалась в ряд (43), сходящийся абсолютно и равномерно на компактах

области C\Λ(L), где P (λ) ≡ 0, если p = 0, и полином P (λ) определен формулой (44), если p ∈ N,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие
∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞.

В [10, теорема 2] утверждается, что аналогичный теореме 4.6 результат справедлив и без огра-
ничения на расположение нулей Λ(L) целой функции нулевого экспоненциального типа L(λ).
Схема доказательства такого утверждения, как сообщается в цитированной работе, принадлежит
М. Л. Содину и основывается на формуле выпуклости Карлемана—Цуи—Хейнса. Развернутое до-
казательство, по-видимому, нигде не опубликовано.

Отметим, что в предположениях теоремы 4.4 при выполнении условий (i), (ii) имеют место
суммационные соотношения

∑

λn 6=0

1

L′(λn)λmn
=





− F (m−1)(0)

(m− 1)!
, 0 /∈ Λ(L),

− (λF (λ))(m) (0)

m!
, 0 ∈ Λ(L),

(45)

с произвольным m ∈ N, m > p+ 1.
Затронем вкратце вопрос о разложении в ряд типа Крейна величины, обратной к функции

Бесселя произвольного индекса ν > −1, и применении универсальных соотношений (45) к вы-
числению сумм, составленных по нулям этой функции (подробнее см. [73]). Интерес к подобным
суммам восходит к Эйлеру и Рэлею. Из недавних работ по близким вопросам отметим [88,89,105].

Благодаря теореме 4.4 справедливо утверждение, которое обобщает или уточняет известные
результаты А. Р. Форсайта [102] и И. Н. Снеддона [113].

Теорема 4.7. Пусть Jν(λ) — функция Бесселя первого рода:

Jν(λ) =

∞∑

n=0

(−1)n

n! Γ(ν + n+ 1)

(
λ

2

)ν+2n

, λ ∈ C, ν > −1,

и γν,n — ее положительные нули, образующие последовательность

0 < γν,1 < γν,2 < . . . < γν,n < . . . , lim
n→∞

γν,n = +∞.

Определим величины

aν,2m =

(
λν

Jν(λ)

)(2m)

(0), m = 0, 1, . . . . (46)

Зададим число p формулой

p =

[
2ν + 1

4

]
+ 1, (47)
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где квадратные скобки означают целую часть. Определим полином P (λ) по правилу

P (λ) ≡ 0, − 1 < ν < −1

2
,

P (λ) =

p−1∑

m=0

aν,2m
λ2m

(2m)!
, ν > −1

2
.

Тогда справедливо разложение

1

Jν(λ)
= λ−νP (λ)− 2λ2p−ν

∞∑

n=1

1

Jν+1(γν,n)γ
2p−ν−1
ν,n (λ2 − γ2ν,n)

,

сходящееся абсолютно и равномерно на любом компакте в C, не содержащем точек λ = 0 и

λ = ±γν,n. При этом для любого ν > −1 выполняются суммационные соотношения

∞∑

n=1

1

Jν+1(γν,n)γ
2m−ν+1
ν,n

=
aν,2m
2(2m)!

, m = p, p+ 1, . . . ,

где величины aν,2m и число p определены в (46) и (47) соответственно.

Укажем, что методы, разработанные для доказательства основных результатов разделов 1 и 3
настоящего обзора, идейно близки и основаны на свойствах разложений мероморфных функций
в ряды простых дробей.

В заключение наметим в самых общих чертах дальнейшие перспективные направления иссле-
дований по данной тематике, обусловленные, в первую очередь, связями с теорией интерполяции,
аналитического продолжения, представления функций рядами.

1. Нахождение точного условия регулярности роста целых функций произвольного конечного
порядка (в частности, целых функций порядка ρ ∈ (0, 1) с нулями на луче), выраженного в
терминах обобщенного индекса конденсации нулей.

2. Развитие теории экстремальных задач для асимптотических характеристик роста целых
функций с ограничениями на нулевое множество. В частности, решение задачи о наименьшем
возможном типе для целых функций порядка ρ ∈ (0, 1) с нулями, расположенными в угле рас-
твора > π, и для целых функций порядка ρ > 1 с нулями на луче.

3. Всестороннее изучение проблемы представления обратной величины целой функции с про-
извольно расположенными нулями рядом типа Крейна. Применение полученных результатов в
теории дифференциальных уравнений и задачах математической физики.
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