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1. Введение

Инъективные и проективные объекты играют очень важную роль во многих математических
категориях. В данной статье изучаются модули, близкие к проективным и инъективным. Все
изучаемые в настоящей работе модули, близкие к инъективным, являются расширением понятия

квазиинъективного модуля. Впервые квазиинъективные модули были введены в [46] как моду-
ли, инвариантные относительно эндоморфизмов своих инъективных оболочек. В этой же работе
было показано, что модуль M квазиинъективен в точности тогда, когда каждый гомоморфизм

из подмодуля модуля M в модуль M продолжается до некоторого эндоморфизма M . Квазиинъ-
ективные модули и их различные обобщения изучались во многих работах. В [42] было введено
понятие псевдоинъективного модуля, т.е. модуля, в котором каждый мономорфизм из подмодуля

модуля M в модуль M продолжается до некоторого эндоморфизма M . Модуль, инвариантный
относительно автоморфизмов своей инъективной оболочки, называется автоморфизм-инвариант-
ным. Впервые автоморфизм-инвариантные модули над конечномерными алгебрами были изуче-
ны С. Диксоном и К. Фуллером в [27]. В последние годы был получен ряд важных результатов об

автоморфизм-инвариантных модулях над произвольными кольцами. В [31] было показано, что
модуль M является псевдоинъективным в точности тогда, когда M — автоморфизм-инвариант-
ный модуль. Условия, при которых автоморфизм-инвариантные модули являются квазиинъек-

тивными, были рассмотрены в [38,50]. Двойственное понятие к автоморфизм-инвариантным мо-
дулям под названием автоморфизм-коинвариантные (или дуально автоморфизм-инвариантные)
модули было недавно изучено в [1, 35, 60]. Общая теория модулей инвариантных и коинвари-

антных относительно автоморфизмов соответственно своей оболочки и своего накрытия была в
последнее время развита в [34, 38, 39].

В серии работ [55–57] Дж. фон Нейман развил теорию непрерывных геометрий и их реализа-

ции с помощью решеток главных правых идеалов непрерывных регулярных колец. Непрерывные
регулярные кольца продолжил изучать Утуми в [68, 69, 71]. Им было показано, что регулярное
кольцо R является непрерывным в точности тогда, когда каждый замкнутый правый подмодуль

модуля RR является прямым слагаемым RR. Непрерывные модули и их обобщения — квазине-
прерывные модули — были введены в [44, 45, 52, 61] как модульные аналоги непрерывных и ква-
зинепрерывных колец, изученных Утуми в [70]. В [33] было показано, что модуль M является

квазинепрерывным в точности тогда, когда модуль M инвариантен относительно идемпотентных
эндоморфизмов своей инъективной оболочки. Многие важные свойства непрерывных, квазине-
прерывных модулей и их дуальных аналогов были отражены в монографиях [15,24,26,29,41,51,54].

В настоящей работе представлены известные и новые результаты об автоморфизм-коинва-
риантных модулях и модулях, инвариантных и коинвариантных относительно идемпотентных
эндоморфизмов соответственно своей оболочки и своего накрытия. В первой части дан обзор

результатов, связанных с автоморфизм-инвариантными модулями, изучены автоморфизм-коин-
вариантные модули, рассмотрены условия, при которых автоморфизм-коинвариантные модули
являются квазипроективными. Во второй части работы изложена общая теория модулей инва-

риантных и коинвариантных относительно идемпотентных эндоморфизмов соответственно своей
оболочки и своего накрытия. Из полученных результатов в качестве следствий следуют известные
важные свойства квазидискретных и квазинепрерывных модулей.

Радикал Джекобсона кольца R обозначается через J(R). Тот факт, что N является подмо-
дулем (соответственно, малым подмодулем, существенным подмодулем) модуля M будем обо-
значать N 6M (соответственно, N ≪M , N 6e M). Радикал Джекобсона правого R-модуля M

обозначается через J(M).
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2. Автоморфизм-инвариантные и автоморфизм-коинвариантные модули

2.1. Автоморфизм-инвариантные модули. Модуль M называется квазиинъективным (со-
ответственно, псевдоинъективным), если для каждого подмодуля N модуля M каждый гомомор-
физм (соответственно, мономорфизм) f : N → M продолжается до некоторого гомоморфизма

f ′ :M →M .
Модуль M называется автоморфизм-инвариантным, если он удовлетворяет одному из экви-

валентных условий следующей теоремы.

Теорема 2.1 (см. [50, теорема 2]). Пусть M — правый R-модуль. Тогда следующие условия

равносильны:

(1) f(M) ⊆M для каждого f ∈ AutE(M);
(2) каждый изоморфизм между существенными подмодулями модуля M продолжается до эн-

доморфизма модуля M ;
(3) каждый изоморфизм между существенными подмодулями модуля M продолжается до изо-

морфизма модуля M .

Теорема 2.2 (см. [31, теорема 16]). Модуль M является автоморфизм-инвариантным в

точности тогда, когда M — псевдоинъективный модуль.

С. Диксон и К. Фуллер в [27] впервые изучили автоморфизм-инвариантные модули над конеч-
номерными P -алгебрами, у которых поле P состоит из более чем двух элементов. В частности,

ими было доказано следующее утверждение.

Теорема 2.3. Пусть R— конечномерная алгебра над полем P . Если | P |> 2, то для неразло-

жимого правого R-модуля следующие условия равносильны:

(1) M — автоморфизм-инвариантный модуль;

(2) M — квазиинъективный модуль.

Автоморфизм-инвариантные модули над произвольными кольцами были изучены в [31, 36–
39, 48, 50, 59]. Следующие результаты показывают, что ряд хорошо известных и важных свойств
квазиинъективных модулей выполнен также и для автоморфизм-инвариантных модулей.

Теорема 2.4 (см. [37, предложение 1]). Пусть M — автоморфизм-инвариантный модуль и

S = EndM . Тогда J(S) = {f ∈ S | Ker(f) 6e M} и S — полурегулярное кольцо.

Теорема 2.5 (см. [37, следствие 4]). Если M — автоморфизм-инвариантный модуль, то

EndM — чистое кольцо.

Теорема 2.6 (см. [37, теорема 3]). Если M — автоморфизм-инвариантный модуль, то M —

заменяемый модуль.

В следующих утверждениях рассматриваются условия, при которых автоморфизм-инвариант-
ный модуль является квазиинъективным.

Теорема 2.7 (см. [50, предложение 3]). Если 2— обратимый элемент в кольце R, то всякий

автоморфизм-инвариантный правый R-модуль является квазиинъективным.

Теорема 2.8 (см. [50, следствие 13]). Модуль M является квазиинъективным в точности

тогда, когда модуль M является одновременно автоморфизм-инвариантным модулем и CS-

модулем.

Теорема 2.9 (см. [38, теорема 4.9]). Пусть R— коммутативное нетерово кольцо. Конечно

порожденный R-модуль M является автоморфизм-инвариантным в точности тогда, когда

M — квазиинъективный модуль.
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Теорема 2.10 (см. [38, теорема 4.13]). Пусть R— коммутативное артиново кольцо. R-Мо-

дуль M является автоморфизм-инвариантным в точности тогда, когда M — квазиинъектив-

ный модуль.

Модуль M называется автоморфизм-продолжаемым (соответственно, эндоморфизм-продол-

жаемым), если для любого подмодуля X модуля M каждый автоморфизм (соответственно, эн-

доморфизм) модуля X продолжается до эндоморфизма модуля M . Если для любого подмодуля
X модуля M каждый автоморфизм модуля X продолжается до автоморфизма модуля M , то
модуль M называется строго автоморфизм-продолжаемым. Автоморфизм-продолжаемые и эн-

доморфизм-продолжаемые модули были изучены в [4–14,16–22,63–67].

Теорема 2.11 (см. [63, предложение 10.22(1)]). Для полуартинового модуля следующие усло-

вия равносильны:

(1) M — эндоморфизм-продолжаемый модуль;

(2) M — квазиинъективный модуль.

Доказательство. Пусть Q— инъективная оболочка модуля M , S — цоколь модуля Q и f — эндо-
морфизм модуля Q. Достаточно доказать, что f(M) ⊆ M . Заметим, что f(S) ⊆ S. Кроме того,
S ⊆M , поскольку M — существенный подмодуль в Q.

Обозначим через X сумму всех таких подмодулей X ′ в M , что f(X ′) ⊆ X ′. Тогда f(X) ⊆ X,

S ⊆ X и X — существенный подмодуль в M . Если X =M , то f(M) ⊆M . Допустим, что X 6=M .
Тогда ненулевой полуартинов модуль M/X является существенным расширением своего нену-
левого цоколя Y/X, где X ( Y ⊆ M . Так как f(X) ⊆ X и M — эндоморфизм-продолжаемый

модуль, то существует такой эндоморфизм g модуля M , что (f − g)(X) = 0. Кроме того, Y/X —
полупростой модуль. Поэтому (f − g)(Y ) ⊆ S ⊆ X. Так как g(X) ⊆ X, то g индуцирует эндо-
морфизм g модуля M/X с ненулевым цоколем Y/X. Поскольку Y/X — цоколь модуля M/X, то

g(Y/X) ⊆ Y/X. Поэтому g(Y ) ⊆ Y . Следовательно, f(Y ) ⊆ (f − g)(Y ) + g(Y ) ⊆ Y . Кроме того,
Y строго содержит X, что противоречит выбору X. �

Теорема 2.12 (см. [66, теорема 1]). Для полуартинова модуля M равносильны условия:

(1) M — автоморфизм-инвариантный модуль;

(2) M — строго автоморфизм-продолжаемый модуль;
(3) M — автоморфизм-продолжаемый модуль.

Доказательство. Импликация (1)⇒(3) вытекает из теоремы 2.1.
(3)⇒(2). Пусть X1 — подмодуль в M и f1 — его автоморфизм. Надо доказать, что f1 продол-

жается до автоморфизма модуля M . Можно считать, что X1 — существенный подмодуль в M .

Обозначим через W множество всех таких пар (X ′, f ′), что X ′ — подмодуль в M , X1 ⊆ X ′, f ′ —
автоморфизм модуля X ′ и f ′ совпадает с f1 на X1. Определим такой частичный порядок на W ,
что (X ′, f ′) 6 (X ′′, f ′′) ⇔ X ′ ⊆ X ′′ и f ′′ совпадает с f ′ на X ′. Непосредственно проверяется, что

объединение любой возрастающей цепи пар из W принадлежит W . По лемме Цорна существует
максимальная пара (X, f). Тогда X = X2 для любой такой пары (X2, f2) ∈ W , что X ⊆ X2 и f2
совпадает с f на X.

Если X = M , то f — автоморфизм модуля M , что и требовалось. Допустим, что X 6= M .
Тогда ненулевой полуартинов модуль M/X является существенным расширением своего ненуле-
вого цоколя Y/X, где X — собственный подмодуль модуля Y ⊆ M . Так как M — автоморфизм-

продолжаемый модуль, то автоморфизмы f и f−1 модуля X продолжаются до эндоморфизмов g
и h модуля M соответственно. Тогда

(1− gh)(X) = 0 = (1− hg)(X).

Так как X ∩ Ker g = X ∩ Ker f = 0 и X — существенный подмодуль в M , то g— мономорфизм.
Кроме того, сужение g на X является автоморфизмом модуля X. Поэтому g индуцирует моно-

морфизм g : M/X → M/X. Так как цоколь Y/X модуля M/X является вполне инвариантным
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подмодулем в M/X, то g(Y/X) ⊆ Y/X. Поэтому g(Y ) ⊆ Y , причем X = g(X) ( g(Y ). Аналогично

получаем, что h(Y ) ⊆ Y , причем X = h(X) ( h(Y ).
Так как M — полуартинов модуль, то M — существенное расширение своего ненулевого цоко-

ля S. Тогда S ⊆ X, поскольку X — существенный подмодуль в M и S — полупростой подмодуль

в M . Кроме того,

(1− gh)(X) = (1− ff−1)(X) = 0

и Y/X — полупростой модуль. Поэтому (1− gh)(Y ) ⊆ S ⊆ X. Тогда

Y ⊆ (1− gh)(Y ) + gh(Y ) ⊆ X + g(Y ) = g(Y ).

Поэтому сужение gY мономорфизма g на Y является автоморфизмом модуля Y и gY — продол-
жение автоморфизма f модуля X. Это противоречит выбору X.

(2)⇒(1). Пусть Q— инъективная оболочка модуля M , u— автоморфизм модуля Q и S — цоколь
модуля Q. Надо доказать, что u(M) ⊆M .

Так как M — существенный полуартинов подмодуль в Q, то S содержится вM и является суще-
ственным подмодулем вM . Так как S — цоколь модуля Q, то u(S) = S = u−1(S). Обозначим через

X сумму всех таких подмодулей X ′ в M , что u(X ′) = X ′ = u−1(X ′). Тогда u(X) = X = u−1(X),
S ⊆ X, X — существенный подмодуль в M .

Если X = M , то u(M) = M , что и требовалось. Допустим, что X 6= M . Тогда ненулевой

полуартинов модуль M/X является существенным расширением своего ненулевого цоколя Y/X,
где X ( Y ⊆M . Так как u(X) = X = u−1(X) иM — сильно автоморфизм-продолжаемый модуль,
то существуют такие автоморфизмы f и g модуля M , что (u − f)(X) = 0 и (u−1 − g)(X) = 0.

Кроме того, Y/X — полупростой модуль. Поэтому

(u− f)(Y ) ⊆ S ⊆ X, (u−1 − g)(Y ) ⊆ S ⊆ X.

Так как f и g— автоморфизмы модуля M и f(X) = X = g(X), то f и g индуцируют автомор-
физмы f и g модуля M/X с ненулевым цоколем Y/X. Так как Y/X — цоколь модуля M/X, то
f(Y/X) = Y/X = g(Y/X), причем f(X) = X = g(X). Поэтому f(Y ) = Y = g(Y ). Кроме того,

(u− f)(Y ) ⊆ Y и (u−1 − g)(Y ) ⊆ Y . Тогда

u(Y ) ⊆ (u− f)(Y ) + f(Y ) ⊆ Y, u−1(Y ) ⊆ (u−1 − g)(Y ) + g(Y ) ⊆ Y.

Поэтому u(Y ) = Y = u−1(Y ) и Y строго содержит X, что противоречит выбору X. �

Следствие 2.13 (см. [16, 21]). Пусть A— кольцо и M —A-модуль. Если M — артинов мо-

дуль или A— полупримарное кольцо, то следующие условия равносильны:

(1) M — автоморфизм-инвариантный модуль;

(2) M — сильно автоморфизм-продолжаемый модуль;
(3) M — автоморфизм-продолжаемый модуль.

Теорема 2.14 (см. [10, теорема 2]). Для регулярного кольца R следующие условия равносиль-

ны:

(1) RR — эндоморфизм-продолжаемый модуль;
(2) R— самоинъективное справа кольцо.

Теорема 2.15 (см. [2, теорема 3]). Для кольца R без делителей нуля следующие условия рав-

носильны:

(1) RR — эндоморфизм-продолжаемый модуль;
(2) кольцо R обладает классическим двусторонним кольцом частных T и вполне целозамкнуто

справа в T .
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Пример 2.16. Каждый квазиинъективный модуль является эндоморфизм-продолжаемым.

Непосредственно проверяется, что Z-модуль Z является эндоморфизм-продолжаемым. Инъек-
тивной оболочкой Z-модуля Z является аддитивная группа рациональных чисел Q. Так как отоб-
ражение α : Q → Q, действующее по правилу q → q/2, является автоморфизмом Z-модуля Q и

αZ 6= Z, то Z-модуль Z не является квазиинъективным.

Пример 2.17. Пусть {Fi}
∞
i=1 — счетное множество экземпляров поля Z/2Z и R— подкольцо

прямого произведения всех Fi, состоящее из всех последовательностей, стабилизирующихся на
конечном шаге. Ясно, что R— регулярное полуартиново кольцо, которое не является самоинъ-
ективным. Тогда согласно теореме 2.12 модуль RR не является эндоморфизм-продолжаемым.

Так как E =
∏∞
i=1 Fi — инъективная оболочка модуля RR, U(R) = {1} и EndRE = {1}, то RR —

автоморфизм-продолжаемый и автоморфизм-инвариантный модуль.

Пример 2.18. Пусть F — поле нулевой характеристики и A— алгебра Вейля над F с двумя
образующими x, y и одним определяющим соотношением xy − yx = 1. Докажем, что AA и AA—

автоморфизм-продолжаемые модули, причем модули AA и AA не являются эндоморфизм-про-
должаемыми. Хорошо известно, что A— простая область главных правых (левых) идеалов, A—
не тело, и группа обратимых элементов U(A) области A совпадает с F \ 0. В частности, U(A)

лежит в центре области A.
Пусть a— ненулевой необратимый элемент области A. Достаточно доказать следующие два

утверждения:

(a) для каждого автоморфизма α модуля aAA существует такой обратимый элемент u ∈ U(A),
что α(ab) = uab для всех b ∈ A;

(b) существует эндоморфизм f модуля aA, который не продолжается до эндоморфизма моду-
ля AA.

(a) Так как α(aA) = aA, то α(a) = au и a = auv для некоторых элементов u, v ∈ A. Тогда
uv = 1. Поскольку A— область, то vu = 1 и u ∈ U(A) ⊂ F . Тогда uab = aub = α(ab) для всех
b ∈ A.

(b) Так как A— простая область и a— ненулевой необратимый элемент, то AaA = A 6= Aa.
Поэтому ab 6⊆ Aa для некоторого элемента b ∈ A. Так как A— нетерова область, то A име-
ет классическое тело частных, содержащее элемент a−1. Тогда aba−1aA ⊆ aA и соотношение

f(ac) = aba−1c задает эндоморфизм f подмодуля aAA в AA. Допустим, что f продолжается до
эндоморфизма ϕ модуля AA. Обозначим d = ϕ(a). Тогда

ab = aba−1a = f(a)a = ϕ(a)a = da ∈ Aa,

Противоречие.

Открытый вопрос 2.19. Пусть M — автоморфизм-продолжаемый правый R-модуль. Верно

ли, что в этом случае модуль M является строго автоморфизм-продолжаемым?

Открытый вопрос 2.20. Является ли эндоморфизм-продолжаемый модуль с существенным
цоколем квазиинъективным?

Открытый вопрос 2.21. Описать эндоморфизм-продолжаемые справа и автоморфизм-про-
должаемые справа групповые кольца. Пример групповой алгебры бесконечной циклической груп-
пы над полем показывает, что в таком случае, в отличие от инъективного случая, группа не

обязана быть периодической.

2.2. Автоморфизм-коинвариантные модули. Модуль M называется квазипроективным

(соответственно, псевдопроективным), если для каждого подмодуля N модуля M каждый гомо-
морфизм (соответственно, эпиморфизм) f :M →M/N поднимается до некоторого гомоморфиз-

ма f ′ :M →M .
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Модуль M называется автоморфизм-коинвариантным, если для каждых малых подмодулей

K1, K2 модуля M всякий малый эпиморфизм ν :M/K1 →M/K2 поднимается до эндоморфизма
θ модуля M :

M M

M/K1 M/K2

✲θ

❄ ❄
✲ν

Очевидно, что каждый квазипроективный модуль является псевдопроективным и каждый псев-
допроективый модуль является автоморфизм-коинвариантным.

Теорема 2.22 (см. [60, теорема 27]). Пусть π : P → M — проективное накрытие модуля M .

Тогда M — автоморфизм-коинвариантный модуль в точности тогда, когда f(Ker(π)) = Ker(π)
для каждого f ∈ AutP .

Следующее утверждение является двойственным аналогом теоремы 2.2.

Теорема 2.23 (см. [35, теорема 2.3]). Пусть R— совершенное справа кольцо. Тогда правый R-

модуль M является автоморфизм-коинвариантным в точности тогда, когда M — псевдопроек-

тивный модуль.

Модуль M называется строго автоморфизм-поднимаемым, если для каждого подмодуля N
модуля M каждый автоморфизм f модуля M/N может быть поднят до автоморфизма f ′ модуля

M . Если для каждого подмодуля N модуля M каждый автоморфизм (соответственно, эндомор-
физм) f модуля M/N может быть поднят до эндоморфизма f ′ модуля M , то M называется
автоморфизм-поднимаемым (соответственно, эндоморфизм-поднимаемым) модулем.

Теорема 2.24 (см. [5]). Если R— совершенное справа кольцо, то для правого R-модуля M
следующие условия равносильны:

(1) M — эндоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) M — квазипроективный модуль.

Доказательство. Пусть α : P →M — проективная оболочка модуля M . Без ограничения общно-
сти можно считать, что M = P/Ker(α). Пусть f — произвольный эндоморфизм модуля P . Пусть

X = Ker(α) +
∞
∑

i=1

f i(Ker(α))

и α′ : P/Ker(α) → P/X — канонический гомоморфизм. Так как, очевидно, f(X) 6 X, то для

некоторого гомоморфизма f ′ : P/X → P/X выполнено равенство α′αf = f ′α′α. Так как модуль
M является эндоморфизм-поднимаемым, то для некоторого гомоморфизма f ′′ : P/Ker(α) →
P/Ker(α) имеем f ′α′ = α′f ′′. Поскольку модуль P проективен, то для некоторого эндоморфизма

g : P → P выполнено равенство αg = f ′′α. Так как

α′αf = f ′α′α, α′αg = f ′α′α,

то (f − g)(P ) 6 X. Для любого натурального числа n введем обозначения

Yn =
n
∑

i=1

f i−1(f − g)(Ker(α)), Y =
∞
∑

n=1

Yn.

Докажем по индукции, что Xn = Ker(α) + Yn. Пусть n = 1. Так как g(Ker(α)) ⊆ Ker(α), то

X1 = Ker(α) + f(Ker(α)) + g(Ker(α)) ⊇ Ker(α) + (f − g)(Ker(α)) =

= Ker(α) + Y1 ⊇ Ker(α) + g(Ker(α)) + (f − g)(Ker(α)) ⊇ X1.
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Теперь допустим, что Xn = Ker(α) + Yn. Тогда

Xn+1 = Xn + fn+1(Ker(α)) = Xn + fn(f(Ker(α))) + fn(g(Ker(α))) ⊇

⊇ Ker(α) + Yn + fn(f − g)(Ker(α)) = Ker(α) + Yn+1 ⊇

⊇ Xn + fng(Ker(α)) + fn(f − g)(Ker(α)) ⊇ Xn+1.

Так как (f − g)(P ) ⊆ X и Ker(α)— малый подмодуль в P , то (f − g)(Ker(α)) — малый подмодуль
в X. Поэтому fn(f −g)(Ker(α)) — малый подмодуль в X для всех n, так как fn(X) ⊆ X. Поэтому

Yn — малый подмодуль в X для всех n и Y ⊆ J(X). Так как X = Ker(α) + Y и Y ⊆ J(X), то
X = Ker(α) + J(X). Поскольку кольцо R совершенно справа, то X = Ker(α). Следовательно,
Ker(α)— вполне инвариантный подмодуль модуля P и согласно [72, 18.2] M — квазипроективный

модуль. �

Пример 2.25. Легко видеть, что прюферова группа Zp∞ является автоморфизм-продолжае-
мой, но не является квазипроективной.

Пример 2.26. Пусть M = Z⊕C, где C — конечная циклическая группа порядка 2. Тогда непо-

средственно проверяется, что M — автоморфизм-коинвариантный и неквазипроективный модуль.

Пример 2.27. Пусть R— кольцо из п. (2) замечания ??. Так как R— V -кольцо, то над коль-
цом R каждый модуль является автоморфизм-коинвариантным. Из предложения 2.50 следует,
что модуль R⊕R/Soc(R) не является автоморфизм-поднимаемым.

В теоремах 2.3, 2.8 и 2.9 приведены условия для автоморфизм-инвариантного модуля M , при

которых модуль M является квазиинъективным. Естественно возникает задача о нахождении
условий для автоморфизм-коинвариантного модуля M , при которых модуль M является ква-
зипроективным. В настоящем разделе иэта задача изучается для автоморфизм-коинвариантных

модулей над совершенными справа кольцами.
Следующее утверждение непосредственно следует из теоремы 2.22 и [72, 41.15].

Предложение 2.28. Пусть R— совершенное справа кольцо и M — правый R-модуль. Тогда

следующие условия равносильны:

(1) M — модуль со свойством подъема, который является автоморфизм-коинвариантным;
(2) M — квазидискретный модуль и автоморфизм-коинвариантный модуль;
(3) M — π-проективный модуль и автоморфизм-коинвариантный модуль;

(4) M — автоморфизм-коинвариантный модуль и для каждых подмодулей A, B модуля M из

равенства A + B = M следует существование идемпотента π ∈ EndM , для которого

выполнены условия π(M) ⊆ A, (1− π)(M) ⊆ B;

(5) M — квазипроективный модуль.

Лемма 2.29. Пусть M1 ⊕M2 — автоморфизм-коинвариантный модуль и p1 : P1 → M1, p2 :
P2 →M2 — проективные оболочки. Если P1 ≃ P2, то M1 ≃M2.

Доказательство. По предположению существуют такие подмодули K1, K2 модуля P1, что

K1,K2 ≪ P1, M1 ≃ P1/K1, M2 ≃ P1/K2.

Тогда гомоморфизм

π : P1 × P1 → P1/K1 × P1/K2, π(x, y) = (x+K1, y +K2), x, y ∈ P1,

является проективной оболочкой модуля P1/K1 × P1/K2. Рассмотрим автоморфизм ϕ модуля
P1×P1, действующий по правилу ϕ(x, y) = (y, x) для каждых x, y ∈ P1. Так как P1/K1×P1/K2 ≃
M1 ⊕M2 — автоморфизм-коинвариантный модуль, то из теоремы 2.22 следует равенство ϕ(K1 ×

K2) = K1 ×K2. Таким образом, K1 = K2. �
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Лемма 2.30. Пусть π : P → M — проективное накрытие автоморфизм-коинвариантного

модуля M и P = P1 ⊕ P2 ⊕ P3. Если P1 ≃ P2, то

(1) Ker(π) = (P1 ∩Ker(π))⊕ (P2 ∩Ker(π))⊕ (P3 ∩Ker(π));
(2) M ≃M1 ⊕M2 ⊕M3, где

M1 =
P1 +Ker(π)

Ker(π)
≃
P2 +Ker(π)

Ker(π)
=M2, M3 =

P3 +Ker(π)

Ker(π)
.

Доказательство. Согласно условию леммы существует изоморфизм f : P1 → P2. Пусть
πi : P → Pi, i = 1, 2, 3, — канонические проекции. Рассмотрим отображения

φ1 : P → P, x1 + x2 + x3 7→ x1 + (x2 + f(x1)) + x3, ∀x1 ∈ P1, x2 ∈ P2, x3 ∈ P3,

φ2 : P → P, x1 + x2 + x3 7→ (x1 + f−1(x2)) + x2 + x3, ∀x1 ∈ P1, x2 ∈ P2, x3 ∈ P3.

Очевидно, φ1 и φ2 — автоморфизмы модуля P . Так как M — автоморфизм-коинвариантный мо-
дуль, то из теоремы 2.22 следует, что

φ1(Ker(π)) = Ker(π), φ2(Ker(π)) = Ker(π).

Пусть m ∈ Ker(π). Для некоторых элементов x1 ∈ P1, x2 ∈ P2 и x3 ∈ P3 имеет место равенство

m = x1 + x2 + x3. Так как

f(x1) = φ1(m)−m, f−1(x2) = φ2(m)−m ∈ Ker(π),

то

x1 = φ2(f(x1))− f(x1), x2 = φ1(f
−1(x2))− f−1(x2) ∈ Ker(π).

Следовательно, x3 ∈ Ker(π). Таким образом,

Ker(π) = (P1 ∩Ker(π))⊕ (P2 ∩Ker(π))⊕ (P3 ∩Ker(π)),

и

M ≃
P

Ker(π)
≃

P1 ⊕ P2 ⊕ P3

(P1 ∩Ker(π)) ⊕ (P2 ∩Ker(π)) ⊕ (P3 ∩Ker(π))
≃

≃
P1

P1 ∩Ker(π)
⊕

P2

P2 ∩Ker(π)
⊕

P3

P3 ∩Ker(π)
≃M1 ⊕M2 ⊕M3,

где

M1 =
P1 +Ker(π)

Ker(π)
, M2 =

P2 +Ker(π)

Ker(π)
, M3 =

P3 +Ker(π)

Ker(π)
.

Поскольку M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно [60, предложение 11]M1 ⊕M2

также является автоморфизм-коинвариантным модулем. Так как P1 — проективная оболочка
модуля M1 и P2 — проективное накрытие модуля M2, то из леммы 2.29 следует изоморфизм
M1 ≃M2. �

Предложение 2.31. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — автоморфизм-коинвари-

антный правый R-модуль и π : P → M — проективное накрытие модуля M . Если P — прямая

сумма попарно изоморфных локальных модулей, то M — квазипроективный модуль.

Доказательство. Рассмотрим произвольный эндоморфизм f модуля P . Согласно [25, след-
ствие 5.3] имеет место равенство f = e + g, где e ∈ EndR(P )— идемпотент и g ∈ AutP . Со-

гласно [32, теорема 3.10] имеют место равенства

eP =
⊕

i∈I

Ai, (1− e)P =
⊕

i∈I′

Bi,

где Ai, Bj — локальные проективные модули для каждых i ∈ I, j ∈ I ′. Пусть

πi :
(

⊕

i∈I

Ai

)

⊕
(

⊕

i∈I′

Bi

)

→ Ai, π′j :
(

⊕

i∈I

Ai

)

⊕
(

⊕

i∈I′

Bi

)

→ Bj
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— естественные проекции для каждых i ∈ I, j ∈ I ′. Так как модули из множества {Ai}i∈I∪{Bi}i∈I′

попарно изоморфны, то из леммы 2.30 следует, что

πi(Ker(π)) ⊆ Ker(π), π′j(Ker(π)) ⊆ Ker(π)

для каждых i ∈ I, j ∈ I ′. Следовательно, e(Ker(π)) ⊆ Ker(π). Так как M — автоморфизм-коинва-
риантный модуль, то согласно теореме 2.22 g(Ker(π)) = Ker(π). Таким образом, Ker(π)— вполне

инвариантный подмодуль модуля P и, следовательно, согласно [72, 18.2] M — квазипроективный
модуль. �

Кольцо R называется примарным, если R/J(R)— кольцо матриц над некоторым телом.

Следствие 2.32. Пусть R— совершенное справа кольцо. Если R— прямое произведение при-

марных колец, то каждый автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль является квази-

проективным.

Кольцо, в котором каждый идемпотентный элемент является центральным, называется нор-

мальным.

Следствие 2.33. Пусть R— нормальное совершенное справа кольцо. Тогда каждый авто-

морфизм-коинвариантный правый R-модуль является квазипроективным.

Лемма 2.34. Пусть M — автоморфизм-коинвариантный модуль и π : P → M — его проек-

тивное накрытие. Если P = P1⊕P2 — разложение модуля P и α, 1− α— автоморфизмы модуля

P1 для некоторого α ∈ EndP1, то Ker(π) = (Ker(π) ∩ P1)⊕ (Ker(π) ∩ P2).

Доказательство. Пусть P = P1 ⊕ P2 и существует такой автоморфизм α модуля P1, что 1 − α
также является автоморфизмом модуля P1. Тогда α⊕1P2

, (1−α)⊕1P2
— автоморфизмы модуля P .

Так как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то из теоремы 2.22 следуют равенства

(α⊕ 1P2
)(Ker(π)) = Ker(π), [(1− α)⊕ 1P2

](Ker(π)) = Ker(π).

Пусть m— произвольный элемент из подмодуля Ker(π) и m = p1 + p2 ∈ Ker(π), где p1 ∈ P1 и
p2 ∈ P2. Тогда

α(p1) + p2 ∈ Ker(π), p1 − α(p1) + p2 ∈ Ker(π).

Следовательно, p1 + 2p2 ∈ Ker(π). Тогда p1 = 2m − (p1 + 2p2) ∈ Ker(π) и p2 ∈ Ker(π). Таким

образом,
m = p1 + p2 ∈ (Ker(π) ∩ P1)⊕ (Ker(π) ∩ P2).

Лемма доказана. �

Предложение 2.35. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — автоморфизм-коинвари-

антный правый R-модуль и π : P → M — проективное накрытие модуля M . Если для каждого

прямого слагаемого P ′ модуля P существует такой гомоморфизм α ∈ EndP ′, что α, 1 − α ∈
AutP ′, то M — квазипроективный модуль.

Доказательство. Пусть M — автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль и π : P →M —

проективное накрытие модуля M . Покажем, что Ker(π) является вполне инвариантным подмоду-
лем модуля P . Рассмотрим произвольный эндоморфизм f модуля P . Согласно [25, следствие 5.3]
имеет место равенство f = e + g, где e ∈ EndR P — идемпотент и g ∈ EndR P — автоморфизм.

Предположим, что e 6= 0. Из условия исходного предложения следует, что α, 1 − α ∈ Aut eP для
некоторого α ∈ EndR P . Тогда из леммы 2.34 следует равенство

Ker(π) = [e(P ) ∩Ker(π)] ⊕ [(1 − e)(P ) ∩Ker(π)].

Следовательно, e(Ker(π)) ⊆ Ker(π). Если e = 0, то включение e(Ker(π)) ⊆ Ker(π) очевидно. Так
как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно теореме 2.22 g(Ker(π)) = Ker(π).

Таким образом, Ker(π)— вполне инвариантный подмодуль модуля P и, следовательно, соглас-
но [72, 18.2], M — квазипроективный модуль. �
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Следствие 2.36. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — автоморфизм-коинвариант-

ный правый R-модуль и π : P → M — проективное накрытие модуля M . В таком случае ес-

ли Aut(eP/eJ(P )) — неединичная группа для каждого локального идемпотента e ∈ EndR P , то

M — квазипроективный модуль.

Доказательство. Пусть P ′ — ненулевое прямое слагаемое модуля P . Согласно [32, теорема 3.10]

имеет место изоморфизм
P ′ ∼= e1R

(A1) ⊕ . . .⊕ enR
(An),

где e1, . . . , en — ортогональные примитивные идемпотенты кольца R, в сумме дающие единицу.
Из [72, 22.2] следуют изоморфизмы

EndR P
′/J(EndR P

′) ∼= EndR(P
′/J(P ′)) ∼= EndR((e1R/e1J(R))

(A1) ⊕ . . .⊕ (enR/enJ(R)
(An)).

Следовательно, для некоторого целого числа k > 1 имеет место изоморфизм

EndR P
′/J(EndR P

′) ∼= EndT1(V1)× . . .× EndTk(Vk),

где V1, . . . , Vk — ненулевые векторные пространства соответственно над телами T1, . . . , Tk. Из усло-

вия следствия 2.36 вытекает, что |Ti| > 2 для каждого i. Тогда, очевидно, существует такой
элемент

α = α+ J(EndR P
′) ∈ EndR P

′/J(EndR P
′),

что 1 − α, α обратимы в кольце EndR P
′/J(EndR P

′). Следовательно, α, 1 − α ∈ Aut(P ′) и по
предложению 2.35 M — квазипроективный модуль. �

Следствие 2.37. Пусть R— совершенное справа кольцо, у которого каждый гомоморфный

образ не изоморфен кольцу вида Mn(Z2). Тогда каждый автоморфизм-коинвариантный правый

R-модуль является квазипроективным.

Доказательство. Если кольцо R удовлетворяет условию следствия 2.37, то EndR(eR/eJ(R)) ≇ Z2

для каждого локального идемпотента e из кольца R. Тогда из следствия 2.36 следует, что каждый
автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль является квазипроективным. �

Следствие 2.38. Пусть R— совершенное справа кольцо, у которого двойка обратима. Тогда

каждый автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль является квазипроективным.

Следствие 2.39. Пусть R— полусовершенное кольцо, у которого каждый гомоморфный об-

раз не изоморфен кольцу вида Mn(Z2). Тогда каждый конечно порожденный автоморфизм-ко-

инвариантный правый R-модуль является квазипроективным.

Доказательство аналогично доказательству следствия 2.37.

Предложение 2.40. Пусть M — автоморфизм-коинвариантный неразложимый модуль.

Предположим, что модуль M и каждый его простой фактор-модуль обладают проективной

оболочкой. Тогда либо M — локальный квазипроективный модуль, либо для каждого максималь-

ного подмодуля N модуля M группа Aut(M/N) является единичной.

Доказательство. Предположим, что существует такой максимальный подмодуль N модуля M ,
что группа Aut(M/N) не является единичной. Пусть S = M/N и π : P → M и π1 : P1 → S —

проективные оболочки. Так как модуль P1 изоморфен прямому слагаемому модуля P , то без
ограничения общности можно считать, что P1 — прямое слагаемое модуля P и P = P1 ⊕ P2, где
P2 6 P . Заметим, что согласно [47, 11.4.1], P1 — локальный модуль. Так как |EndR S| > 2, то

существует такой гомоморфизм σ ∈ EndR S, что σ 6= 0 и σ 6= 1. Тогда σ и 1− σ — автоморфизмы
модуля S. Так как P1 — проективный локальный модуль, то существует автоморфизм σ1 модуля
P1, для которого выполнено равенство σ ◦ π1 = π1 ◦ σ1. Тогда (1 − σ) ◦ π1 = π1 ◦ (1 − σ1) и,

следовательно, 1− σ1 — автоморфизм модуля P1. По лемме 2.34 имеет место равенство

Ker(π) = (Ker(π) ∩ P1)⊕ (Ker(π) ∩ P2).
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Тогда

M ≃
P

Ker(π)
≃

P1

Ker(π) ∩ P1
⊕

P2

Ker(π) ∩ P2
.

Так как M — неразложимый модуль и Ker(π) ∩ P1 ≪ P1, то P2 = Ker(π) ∩ P2. Поскольку

Ker(π) ∩ P2 ≪ P2, то P2 = 0. Таким образом, P = P1. Покажем, что Ker(π)— вполне инвари-
антный подмодуль модуля P . Пусть α— произвольный эндоморфизм модуля P . Так как EndP —
локальное кольцо, то α = e + β, где β — автоморфизм модуля P и либо e = 0, либо e = 1. Так

как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно теореме 2.22 β(Ker(π)) = Ker(π).
Следовательно, α(Ker(π)) 6 Ker(π). Таким образом, Ker(π)— вполне инвариантный подмодуль
модуля P . Следовательно, согласно [72, 18.2], M ∼= P/Ker(π)— квазипроективный модуль. �

Теорема 2.41. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — неразложимый автоморфизм-ко-

инвариантный правый R-модуль и π : P →M — проективное накрытие модуля M . Если модуль

M не является квазипроективным, то P =
⊕

i∈I P , где {Pi}i∈I — попарно неизоморфные нераз-

ложимые проективные модули и EndPi/J(EndPi) ∼= Z2 для каждого i ∈ I.

Теорема 2.41 вытекает из леммы 2.30 и предложения 2.40.

Следствие 2.42. Пусть R— конечномерная алгебра над полем P . Если | P |> 2, то для

неразложимого правого R-модуля следующие условия равносильны:

(1) M — автоморфизм-коинвариантный модуль;

(2) M — квазипроективный модуль.

Следующее утверждение было установлено в [35]. Приведенное ниже доказательство этого

утверждения отлично от доказательства, приведенного в [35].

Теорема 2.43. Пусть R— полусовершенное кольцо. Тогда каждый конечно порожденный ав-

томорфизм-коинвариантный правый R-модуль является псевдопроективным.

Доказательство. Пусть M — автоморфизм-коинвариантный конечно порожденный правый R-
модуль, N — подмодуль модуля M , π : M → M/N — естественный гомоморфизм и f : M →
M/N — эпиморфизм правых R-модулей. Согласно [72, 42.6], модуль M обладает проективной

оболочкой α : P → M . Из [72, 41.15, 42.6] следует, что для некоторых подмодулей P1, P2, P
′
1, P

′
2

модуля P выполнены условия

P = P1 ⊕ P2, P1 6 Ker(πα), P2 ∩Ker(πα) ≪ P2,

P = P ′
1 ⊕ P ′

2, P ′
1 6 Ker(fα), P ′

2 ∩Ker(fα) ≪ P ′
2.

Ясно, что πα|P2
, fα|P ′

2
— проективные оболочки модуля M/N . Следовательно, существует изо-

морфизм h1 : P ′
2 → P2, для которого выполнено равенство πα|P2

h1 = fα|P ′

2
. Так как соглас-

но [47, 11.4.2], P — конечная прямая сумма модулей, у которых кольца эндоморфизмов являют-
ся локальными, то из теоремы Крулля—Ремака—Шмидта следует существование изоморфизма

h2 : P ′
1 → P1. Тогда h1 ⊕ h2 — автоморфизм модуля P , и из теоремы 2.22 следует равенство

h1 ⊕ h2(Ker(α)) = Ker(α).

Следовательно, для некоторого гомоморфизма h :M →M имеет место равенство α(h1⊕h2) = hα.
Так как πα|P2

h1 = fα|P ′

2
и 0 = παh2(P

′
1) = fα(P ′

1), то πα(h1 ⊕ h2) = fα. Тогда

fα = πα(h1 ⊕ h2) = πhα.

Поскольку α— сюръективный гомоморфизм, то f = πh. �

Замечание 2.44. Изложение настоящего раздела основывается на [1, 5].
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2.3. Автоморфизм-поднимаемые модули. Напомним некоторые понятия, которые будут

использованы в дальнейшем. Подмодуль B модуля M называется аддитивным дополнением для
A в M , если A + B = M и B — наименьший элемент в множестве всех подмодулей X 6 M , для
которых выполнено равенство A+X =M .

Модуль M называется дополняемым, если каждый его подмодуль обладает аддитивным допол-
нением в M . Если для каждых подмодулей A, B модуля M , для которых выполнено равенство
A + B = M , существует такое аддитивное дополнение C для A в M , что C ⊆ B, то модуль M

называется строго дополняемым. Модуль M называется слабо дополняемым, если для каждого
его подмодуля A существует такой подмодуль B модуля M , что A+B =M и A ∩B ≪M .

Следующее утверждение проверяется непосредственно.

Лемма 2.45. Пусть M — автоморфизм-поднимаемый модуль. Если подмодуль X модуля M
является вполне инвариантным, то фактор-модуль M/X является автоморфизм-поднимае-

мым.

Пример 2.46. Для каждого простого числа p и каждого собственного подмодуля A Z-модуля
Zp∞ фактор-модуль Zp∞ /A является автоморфизм-поднимаемым.

Лемма 2.47. Каждое прямое слагаемое автоморфизм-поднимаемого модуля является авто-

морфизм-поднимаемым.

Доказательство. Пусть M = N⊕H — автоморфизм-поднимаемый модуль. Покажем, что модуль
N является автоморфизм-поднимаемым. Пусть K — произвольный подмодуль модуля N и θ—

автоморфизм модуля N/K. Существует естественный изоморфизм φ : N/K →M/(K+H). Тогда
θ′ = φ ◦ θ ◦ φ−1 — автоморфизм модуля M/(K +H). Так как модуль M автоморфизм-поднимаем,
то существует эндоморфизм α′ модуля M , для которого выполнено равенство p2 ◦ α

′ = θ′ ◦ p2,

где p2 : M → M/(K + N ′)— естественный гомоморфизм. Пусть p1 : N → N/K — естественный
гомоморфизм, ι : N → M — включение и π : M → N — каноническая проекция. Таким образом,
имеет место следующая коммутативная диаграмма:

N M M N

N/K M/(K +N ′) M/(K +N ′) N/K

✲ι

❄

p1

✲α′

❄
p2

✲π

❄
p2

❄

p1

✲φ ✲θ
′

✲φ−1

Пусть α = π◦α′◦ι : N → N . Тогда θ◦p1 = p1◦α. Таким образом, модуль N является автоморфизм-
поднимаемым. �

Лемма 2.48. Для дополняемого модуля M следующие условия равносильны:

(1) M — автоморфизм-поднимаемый модуль;

(2) для каждого малого подмодуля X модуля M каждый автоморфизм фактор-модуля M/X
поднимается до сюръективного эндоморфизма M .

Доказательство. Импликация (1)⇒(2) очевидна.

(2)⇒(1). Пусть X — произвольный подмодуль модуля M . По предположению существует такой
подмодуль Y модуля M , что M = X + Y и X ∩ Y ≪M . Тогда

M/X ≃ Y/(X ∩ Y ), M/(X ∩ Y ) = X/(X ∩ Y )⊕ Y/(X ∩ Y ).

Покажем, что каждый автоморфизм модуля M/X поднимается до эндоморфизма M . Так как

модули M/X и Y/(X ∩ Y ) естественно изоморфны, то достаточно показать, что для каждого
автоморфизма α модуля Y/(X ∩ Y ) существует эндоморфизм ᾱ модуля M , для которого вы-
полнено равенство α ◦ π = π ◦ ᾱ, где эпиморфизм π : M → Y/(X ∩ Y ) задан согласно правилу

π(x + y) = y + (X ∩ Y ) для всех x ∈ X, y ∈ Y . Пусть ϕ— произвольный автоморфизм модуля
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Y/(X ∩ Y ). Положим φ = 1X/(X∩Y ) ⊕ ϕ : M/(X ∩ Y ) → M/(X ∩ Y ). Согласно предположению

существует такой эндоморфизм ψ : M → M , что φ ◦ p = p ◦ ψ, где p : M → M/(X ∩ Y )—
естественная проекция. Тогда ϕ ◦ π = π ◦ ψ. �

Следствие 2.49. Пусть M — дополняемый модуль и для каждого эндоморфизма ϕ моду-

ля M , у которого Ker(ϕ) ≪M , 1−ϕ— автоморфизм M . Тогда для модуля M следующие условия

равносильны:

(1) M — автоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) для каждого малого подмодуля X модуля M каждый автоморфизм фактор-модуля M/X

поднимается до автоморфизма M .

Доказательство. Импликация (1)⇒(2) следует из леммы 2.48.
(2)⇒(1). Пусть M — автоморфизм-поднимаемый модуль, X ≪ M и α : M/X → M/X — изо-

морфизм. Тогда для некоторых гомоморфизмов h1, h2 :M →M выполнены равенства

α ◦ p = p ◦ h1, α−1 ◦ p = p ◦ h2,

где p : M → M/X — естественный гомоморфизм. Так как X ≪ M , то h1, h2 — эпиморфизмы, у

которых ядра являются малыми подмодулями модуля M . Несложно заметить, что

Ker(h1 ◦ h2) ≪M, Ker(h2 ◦ h1) ≪M.

Если либо h1 ◦ h2 6= 1, либо h2 ◦ h1 6= 1, то соответственно либо 1 − h1 ◦ h2, либо 1 − h2 ◦ h1
изоморфизм. Поскольку

p ◦ (1− h1 ◦ h2) = 0, p ◦ (1− h2 ◦ h1) = 0,

то p = 0. Получили противоречие. Таким образом, h1 ◦ h2 = 1 и h2 ◦ h1 = 1. �

Модуль M называется нильпотентно-поднимаемым, если для каждого подмодуля N моду-
ля M каждый нильпотентный эндоморфизм f модуля M/N может быть поднят до некоторого

эндоморфизма f ′ модуля M . Ясно, что каждый автоморфизм-поднимаемый модуль является
нильпотентно-поднимаемым.

Предложение 2.50. Если M = X ⊕ Y — нильпотентно-поднимаемый модуль, то X явля-

ется Y -проективным и Y является X-проективным.

Доказательство. Пусть N — подмодуль модуля M , для которого выполнено равенство
N + Y =M , и A = N ∩ Y . Тогда для некоторого гомоморфизма f : X → Y/A имеем

N = {x+ y | x ∈ X, y ∈ f(x) +A}.

Пусть π : M → M/A— естественный гомоморфизм, M = M/A и S = (S + A)/A для каждого
S 6M . Тогда M = X⊕Y . Пусть f : X → Y — гомоморфизм, индуцированный гомоморфизмом f .

Тогда отображение g : M → M , действующее по правилу g(x + y) = f(x) (x ∈ X , y ∈ Y ),
является нильпотентным эндоморфизмом модуля M , который согласно условию поднимается до
некоторого эндоморфизма h модуля M . Тогда h(x) + A = f(x) (x ∈ X). Следовательно, 〈h〉 ⊆ N

и 〈h〉 ⊕Y =M . Таким образом, согласно [26, 4.12] модуль X проективен относительно модуля Y .
X-Проективность модуля Y доказывается аналогично. �

Следствие 2.51. Каждый нильпотентно-поднимаемый модуль является D3-модулем. В

частности, каждый автоморфизм-поднимаемый модуль является D3-модулем.

Пример 2.52. Z-Модули Z2 и Z являются автоморфизм-поднимаемыми. Согласно предложе-
нию 2.50, Z-модуль Z2⊕Z не является автоморфизм-поднимаемым.

Следствие 2.53. Для кольца R следующие условия равносильны:

(1) R— классически полупростое кольцо;

(2) каждый конечно порожденный правый R-модуль является автоморфизм-поднимаемым;
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(3) всякая прямая сумма двух автоморфизм-поднимаемых правых R-модулей является авто-

морфизм-поднимаемым модулем.

Если модуль M обладает проективным накрытием p : P → M и для каждого нильпотентно-
го эндоморфизма f ∈ EndP выполнено условие f(Ker(α)) ⊆ Ker(α), то модуль M называется

нильпотентно-коинвариантным.

Теорема 2.54. Пусть M — нильпотентно-поднимаемый модуль, обладающий проективной

оболочкой. Тогда модуль M является нильпотентно-коинвариантным.

Доказательство. Пусть α : P → M — проективная оболочка модуля M . Без ограничения общ-
ности можно считать, что M = P/Ker(α). Пусть f — нильпотентный эндоморфизм модуля P .

Покажем, что f(Ker(α)) 6 Ker(α). Так как эндоморфизм f нильпотентен, то для некоторого
натурального числа n имеем fn = 0.

Тот факт, что f(Ker(α)) 6 Ker(α), докажем с помощью индукции по n. При n = 1 утвер-

ждение очевидно. Предположим, что доказываемое утверждение верно для n− 1. Так как
(f2)n−1 = 0, то по предположению индукции f2(Ker(α)) 6 Ker(α). Пусть N = Ker(α)+ f(Ker(α))
и α′ : P/Ker(α) → P/N — канонический гомоморфизм. Согласно предположению индукции име-

ем

f(Ker(α) + f(Ker(α))) = f(Ker(α)) + f2(Ker(α)) 6 Ker(α) + f(Ker(α)).

Тогда для некоторого гомоморфизма f ′ : P/N → P/N выполнено равенство α′αf = f ′α′α.
Так как модуль M является нильпотентно-поднимаемым, то для некоторого гомоморфизма

f ′′ : P/Ker(α) → P/Ker(α) имеем f ′α′ = α′f ′′. Поскольку модуль P проективен, то для некоторо-
го эндоморфизма g : P → P выполнено равенство αg = f ′′α. Так как α′αf = f ′α′α и α′αg = f ′α′α,
то (f−g)(P ) 6 N . Для произвольного элемента p ∈ P существуют такие элементы p1, p2 ∈ Ker(α),

что f(p)− g(p) = f(p1) + p2. Так как

α(f − g)(p − p1) = α(p2 + g(p1)) = 0,

то p ∈ Ker(α(f − g)) + Ker(α). Тогда

P = Ker(α(f − g)) + Ker(α) = Ker(α(f − g))

и, следовательно, (f − g)(P ) 6 Ker(α). Поскольку g(Ker(α)) 6 Ker(α), то

f(Ker(α)) 6 (f − g)(Ker(α)) + g(Ker(α)) 6 Ker(α).

Теорема 2.54 доказана. �

Теорема 2.55. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — конечно порожденный нильпо-

тентно-коинвариантный правый R-модуль. Если M/J(M) = S1 ⊕ . . . ⊕ Sn, где S1, . . . , Sn — по-

парно изоморфные простые правые R-модули и n > 1, то модуль M квазипроективен.

Доказательство. Пусть π : P → M — проективная оболочка модуля M и e = e2 ∈ EndP . Для

некоторого 1 6 n0 6 n имеют место разложения

eP = P1 ⊕ . . .⊕ Pn0
, (1− e)P = Pn0+1 ⊕ . . .⊕ Pn,

где Pi — локальные модули для каждого 1 6 i 6 n и Pi ∼= Pj для каждых 1 6 i, j 6 n. Пусть
πi : P1 ⊕ . . . ⊕ Pn → Pi — естественная проекция для каждого 1 6 i 6 n. Рассмотрим произ-
вольные различные индексы i, j из множества {1, . . . , n}. С помощью рассуждений, аналогичных

рассуждениям из доказательства леммы 2.30, можно показать, что имеет место равенство

Ker(π) = (Pi ∩Ker(π))⊕ (Pj ∩Ker(π)) ⊕
((

⊕

k∈{1,...,n}\{i,j}

Pk

)

∩Ker(π)
)

.

Следовательно, πi(Ker π) ⊆ Kerπ, πj(Ker π) ⊆ Kerπ. Таким образом, πi(Kerπ) ⊆ Kerπ для каж-

дого i ∈ {1, . . . n}. Следовательно, e(Kerπ) ⊆ Kerπ.
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Рассмотрим произвольный эндоморфизм f модуля P . Поскольку

EndP/J(EndP ) ∼= End(P/J(P )) ∼=Mn(End(S1))

и n > 1, то согласно [40, следствие 1.5]

f + J(EndP ) = F (e1, . . . , em),

где e1, . . . , em ∈ EndP/J(EndP )— идемпотенты и F ∈ Z 〈x1, . . . , xm〉. Поскольку J(EndP )—
ниль-идеал, то

e1 = f1 + J(EndP ), . . . , em = fm + J(EndP )

для некоторых идемпотентов f1, . . . , fm ∈ EndP . Тогда

f = F (f1, . . . , fm) + n,

где n ∈ EndP — нильпотентный элемент. Поскольку M — нильпотентно-коинвариантный модуль
и F (f1, . . . , fm)(Ker π) ⊆ Kerπ, то f(Kerπ) ⊆ Kerπ. Таким образом, Kerπ— вполне инвариантный

подмодуль модуля P и, следовательно, согласно [?][18.2]W91 модуль M квазипроективен. �

Модуль M называется бесквадратным, если M не имеет таких ненулевых подмодулей X ⊕ Y ,
что X ∼= Y . Следующее утверждение непосредственно следует из доказательства предыдущей

теоремы.

Теорема 2.56. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — нильпотентно-коинвариантный

неразложимый правый R-модуль. Тогда фактор-модуль M/J(M) является бесквадратным.

Теорема 2.57 (см. [60, теорема 20]). Следующие условия равносильны для абелевой группы G:

(1) группа G автоморфизм-инвариантна;
(2) группа G квазипроективна;

(3) группа G дискретна.

В качестве приложения результатов, изложенных выше, докажем следующую теорему, опи-
сывающую периодические автоморфизм-поднимаемые абелевы группы, которая впервые была
установлена в [3].

Теорема 2.58 (см. [3]). Пусть M — периодическая абелева группа. Тогда следующие условия

равносильны:

(1) M — эндоморфизм-поднимаемая абелева группа;
(2) M — автоморфизм-поднимаемая абелева группа;
(3) имеет место разложение

M =
(

⊕

p∈I

Zp∞
)

⊕
(

⊕

p∈I′

(

⊕

Zpmp

))

,

где I, I ′ — множества простых чисел, пересечение которых пусто.

Доказательство. Импликации (1)⇒(2) и (3)⇒(1) проверяются непосредственно.
(2)⇒(3). Предположим, что M — автоморфизм-поднимаемая периодическая абелева группа.

Абелева группа M представима в виде прямой суммы делимой группы и редуцированной груп-

пы. Из предложения 2.50 следует, что M = (
⊕

p∈I Zp∞) ⊕ K, где K — редуцированная группа
и I — некоторое множество простых чисел. Покажем, что каждая p-компонента Kp группы K
является прямой суммой циклических групп одного и того же порядка pn. Пусть B — базисная

подгруппа p-компоненты Kp группы K. Для некоторого подмножества L группы Kp имеет ме-
сто разложение B =

⊕

x∈L xZ. Если элементы x, y ∈ L(x 6= y) имеют различные порядки pk1 и

pk2 соответственно, то Zpk1 ⊕Zpk2 — автоморфизм-поднимаемая группа. Тогда группы Zpk1 и Zpk2
взаимно проективны, что невозможно. Таким образом, все элементы L имеют один и тот же по-

рядок pn. Следовательно, поскольку группа K редуцированна, то B = Kp. В результате получаем
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разложение K =
⊕

p∈I′(⊕Zpmi ), где I ′ — некоторое множество простых чисел. Поскольку группа

Zp∞ ⊕ Zpn не является автоморфизм-поднимаемой для каждого простого p, то I ∩ I ′ = ∅. �

Следующее утверждение является широким обобщением предыдущей теоремы.

Теорема 2.59 (см. [14, теорема 2.1]). Пусть M — периодический модуль над ограниченным

наследственным нетеровым первичным кольцом R. Тогда следующие условия равносильны:

(1) M — π-проективный модуль;

(2) M — эндоморфизм-поднимаемый модуль;
(3) каждая примарная компонента модуля M является либо неразложимым инъективным мо-

дулем, либо проективным модулем над фактор-кольцом кольца R по аннулятору этой при-

марной компоненты.

Теорема 2.60. Следующие условия равносильны для кольца R:

(1) R— совершенное справа кольцо;
(2) для каждого правого R-модуля M существует такой эпиморфизм f : N → M , что N —

автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(f) ≪ N ;
(3) каждый плоский правый R-модуль является автоморфизм-поднимаемым.

Доказательство. Импликации (1)⇒(2) и (1)⇒(3) очевидны.
(2)⇒(1). Пусть M — правый R-модуль. Для некоторого свободного модуля F имеет место эпи-

морфизм ψ : F → M . Согласно условию (2) существует такой эпиморфизм φ : S → F ⊕M , что
S — автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(φ) ≪ S. Пусть p1 : F ⊕ M → F — естественная
проекция. Тогда S = Ker(p1 ◦ φ) ⊕ T , где T 6 S. Пусть M ′ = Ker(p1φ). Несложно заметить, что

f = φ|M ′ :M ′ →M — эпиморфизм и Ker(f) ≪M ′.
Существует гомоморфизм ψ : F →M ′, для которого коммутативна следующая диаграмма:

F

M ′ M 0
❄

ψ

♣

♣

♣

♣

♣

♣

♣

♣✠

ψ

✲f ✲

Поскольку Ker(f) ≪M ′, то ψ— эпиморфизм. Так как модуль M ′⊕F автоморфизм-поднимаем, то

согласно предложению 2.50, M ′ является F -проективным модулем. Таким образом, эпиморфизм
ψ является расщепляющимся и, следовательно, модуль M ′ проективен.

(3)⇒(1). Пусть M — плоский правый R-модуль и ϕ : F →M — эпиморфизм, где F — свободный

модуль. Так как согласно условию (3) модуль F ⊕M автоморфизм-поднимаем, то модуль M F -
проективен. Следовательно, эпиморфизм ϕ является расщепляющимся. Таким образом, модуль
M проективен. �

Доказательство следующих двух утверждений аналогично доказательству предыдущей теоре-

мы.

Теорема 2.61. Следующие условия равносильны для кольца R:

(1) R— полусовершенное кольцо;

(2) для каждого конечно порожденного правого R-модуля M существует такой эпиморфизм

f : N →M , что N — автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(f) ≪ N .

Теорема 2.62. Следующие условия равносильны для кольца R:

(1) R— полурегулярное кольцо;

(2) для каждого конечно представимого правого R-модуля M существует такой эпиморфизм

f : N →M , что N — автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(f) ≪ N .

Предложение 2.63. Каждый автоморфизм-коинвариантный слабо дополняемый модуль яв-

ляется строго автоморфизм-поднимаемым.
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Доказательство. Пусть X — подмодуль модуля M и f :M/X →M/X — автоморфизм. Согласно

условию существует такой подмодуль Y модуля M , что X + Y =M и X ∩ Y ≪M . Ясно, что

M/Y ∩X = X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y.

Пусть

π : X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y → Y/X ∩ Y

— каноническая проекция и g :M/X∩Y →M/X — естественный гомоморфизм. Так как Ker(π) =

Ker(g), то существует изоморфизм φ : Y/X ∩ Y → M/X, для которого выполнено равенство
φπ = g. Рассмотрим отображение

h : X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y → X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y, h(a+ b) = a+ φ−1fφ(b),

где a ∈ X/X ∩Y , b ∈ Y/X ∩Y . Несложно заметить, что h— изоморфизм модулей и φ−1fφπ = πh.
Таким образом, fg = gh. Так как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно [60,
следствие 2] существует автоморфизм h′ :M →M , для которого выполнено равенство hg′ = g′h′,

где g′ :M →M/X ∩ Y — естественный гомоморфизм. Таким образом, fgg′ = gg′h′. �

Радикальным рядом модуля M называется убывающая цепочка

M ⊇ J1(M) = J(M) ⊇ . . . ⊇ Jα(M) ⊇ Jα+1(M) ⊇ . . . ,

где Jα(M) = J(Jα−1(M)) для каждого непредельного ординального числа α и Jα(M) =
⋂

β<α

Jβ(M) для каждого предельного ординального числа α.

Теорема 2.64. Пусть R— совершенное справа кольцо и M — правый R-модуль. Тогда имеют

место следующие утверждения:

(1) если M — модуль Хопфа, то следующие условия равносильны:

(a) M — автоморфизм-поднимаемый модуль;
(b) M — автоморфизм-коинвариантный модуль;

(2) для модуля M следующие условия равносильны:

(a) M — строго автоморфизм-поднимаемый модуль;
(b) M — автоморфизм-коинвариантный модуль;

(3) для модуля M следующие условия равносильны:
(a) M — автоморфизм-коинвариантный модуль;

(b) для всяких малых подмодулей K1 и K2 модуля M каждый автоморфизм φ : M/K1 →
M/K2 поднимается до автоморфизма модуля M ;

(c) для каждого малого подмодуля K модуля M каждый автоморфизм φ : M/K → M/K

поднимается до автоморфизма модуля M .

Доказательство. (1) Импликация (b)⇒(a) следует из предложения 2.63 и того факта, что каж-
дый правый модуль над совершенным справа кольцом является строго дополняемым.

(a)⇒(b). Пусть P — проективный модуль, K ≪ P и M = P/K. Предположим, что f : P → P —

автоморфизм. Покажем, что f(K) = K. Обозначим через ϕ : P → P/K естественный гомомор-
физм. С помощью трансфинитной индукции покажем, что

f(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K)) для каждого ординала α.

Поскольку K ≪ P и f — автоморфизм, то

f(ϕ−1(J(P/K))) = f(J(P )) = J(P ) = ϕ−1(J(P/K)).

Предположим, что для каждого ординала β < α выполнено равенство

f(ϕ−1(Jβ(P/K))) = ϕ−1(Jβ(P/K)).

Если α— предельный ординал, то, очевидно,

f(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K)).
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Предположим, что α— непредельный ординал. Обозначим через ϕ′ : P/K → P/ϕ−1(Jα(P/K))

естественный гомоморфизм. Согласно индуктивному предположению

f(ϕ−1(Jα−1(P/K))) = ϕ−1(Jα−1(P/K)).

Следовательно, существует изоморфизм

f ′ : P/ϕ−1(Jα−1(P/K)) → P/ϕ−1(Jα−1(P/K)),

для которого коммутативна следующая диаграмма:

P P

P/K P/K

P/ϕ−1(Jα−1(P/K)) P/ϕ−1(Jα−1(P/K))

✲f

❄

ϕ

❄

ϕ

❄

ϕ′

❄

ϕ′

✲f
′

Тогда

f ′ ◦ ϕ′ ◦ ϕ = ϕ′ ◦ ϕ ◦ f.

Поскольку P/K — автоморфизм-поднимаемый модуль, то существует эндоморфизм g : P/K →
P/K, для которого коммутативна диаграмма

P/K P/K

P/ϕ−1(Jα−1(P/K)) P/ϕ−1(Jα−1(P/K))

✲g

❄

ϕ′

❄

ϕ′

✲f
′

.

Из проективности модуля P следует существование гомоморфизма g′ : P → P , для которого
коммутативна следующая диаграмма:

P P

P/K P/K

✲g′

❄

ϕ

❄

ϕ

✲g

Из коммутативности последних двух диаграмм следует, что

(f − g′)(P ) 6 ϕ−1(Jα−1(P/K)) 6 J(P ) ≪ P.

Так как модуль P проективен, то f − g′ ∈ J(EndP ). Тогда g′ — автоморфизм модуля P . Сле-

довательно, g является эпиморфизмом. Так как P/K — модуль Хопфа, то g является автомор-
физмом модуля P/K. Тогда g′(Ker(ϕ)) = Ker(ϕ). Поскольку для каждого ординала γ выполнено
равенство

g(Jγ(P/K)) = Jγ(P/K),

то

g′(ϕ−1(Jγ(P/K))) = ϕ−1(Jγ(P/K)).
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Так как

(f − g′)(ϕ−1(Jα−1(P/K))) 6 (f − g′)(J(P )) 6 J(ϕ−1(Jα−1(P/K))),

ϕ(J(ϕ−1(Jα−1(P/K)))) 6 J(Jα−1(P/K)) = Jα(P/K),

то

(f − g′)(ϕ−1(Jα−1(P/K))) 6 ϕ−1(Jα(P/K)).

Следовательно,

f(ϕ−1(Jα(P/K))) 6 (f − g′)(ϕ−1(Jα(P/K))) + g′(ϕ−1(Jα(P/K))) 6 ϕ−1(Jα(P/K)).

Предположим, что

f(ϕ−1(Jα(P/K))) 6= ϕ−1(Jα(P/K)).

Так как

f(ϕ−1(Jα−1(P/K))) = ϕ−1(Jα−1(P/K)),

то существует такой элемент m ∈ ϕ−1(Jα−1(P/K)), что

m 6∈ ϕ−1(Jα(P/K)), f(m) ∈ ϕ−1(Jα(P/K)).

Поскольку f(m) = (f − g′)(m) + g′(m) и f(m), (f − g′)(m) ∈ ϕ−1(Jα(P/K)), то

g′(m) ∈ ϕ−1(Jα(P/K)).

С другой стороны, g′ является автоморфизмом и

g′(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K));

следовательно, m ∈ ϕ−1(Jα(P/K)). Получили противоречие. Таким образом,

f(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K)).

Так как R— совершенное справа кольцо, то K = ϕ−1(Jα0(P/K)) для некоторого ординала α0.

Следовательно, f(K) = K и модуль M является автоморфизм-коинвариантным.
(2) Импликация (b)⇒(a) следует из предложения 2.63. Доказательство импликации (a)⇒(b)

аналогично доказательству импликации (a)⇒(b) из п. (1).

(3) Импликация (a)⇒(b) следует из [60, следствие 2]. Импликация (b)⇒(c) очевидна. Доказа-
тельство импликации (c)⇒(a) аналогично доказательству импликации (a)⇒(b) из п. (1). �

Следствие 2.65. Пусть R— артиново справа кольцо и M — конечно порожденный правый

R-модуль. Тогда следующие условия равносильны:

(1) модуль M является автоморфизм-коинвариантным;

(2) модуль M является автоморфизм-поднимаемым;
(3) модуль M является строго автоморфизм-поднимаемым.

Кольцо R называется инвариантным справа, если каждый правый идеал кольца R является
идеалом.

Предложение 2.66. Пусть R— нормальное артиново справа кольцо. Тогда следующие усло-

вия равносильны:

(1) каждый циклический правый R-модуль является автоморфизм-коинвариантным;
(2) каждый циклический правый R-модуль является автоморфизм-поднимаемым;
(3) каждый циклический правый R-модуль является квазипроективным;

(4) R— инвариантное справа кольцо.
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Доказательство. Эквивалентность (1)⇔(2) вытекает следует из следствия 2.65. Импликация

(4)⇒(3) следует из [41, теорема 10.13]. Импликация (3)⇒(2) очевидна.
(1)⇒(4). Без ограничения общности можно считать, что кольцо R является локальным. Пусть

A— собственный правый идеал кольца R. Поскольку кольцо R локально, то либо r, либо 1 − r

обратимый элемент кольца R. Тогда согласно [60, теорема 27], либо rA ⊆ A, либо (1 − r)A ⊆ A.
Следовательно, rA ⊆ A и A левый идеал кольца R. Таким образом, R— инвариантное справа
кольцо. �

Согласно теореме 2.24 каждый эндоморфизм-поднимаемый правый R-модуль над совершен-

ным справа кольцом R является квазипроективным. В связи с этим результатом естественной
является задача о нахождение условий, при которых автоморфизм-поднимаемый правый R-мо-
дуль M является квазипроективным.

Теорема 2.67. Пусть R— артиново справа кольцо и M — правый R-модуль. Тогда следующие

условия равносильны:

(1) M — квазипроективный модуль;
(2) M — автоморфизм-поднимаемый модуль, для которого выполнено равенство M =

⊕

IMi,

где Mi — полый модуль для каждого i ∈ I.

Доказательство. Импликация (1)⇒(2) следует из [49, теорема 3.4].
(2)⇒(1). Предположим, что M =

⊕

IMi — автоморфизм-поднимаемый модуль и Mi — полый
модуль для каждого i ∈ I. Из леммы 2.47 следует, что для каждого i ∈ I модуль Mi является

полым и автоморфизм-поднимаемым. Несложно заметить, что для каждого i ∈ I Mi — локаль-
ный модуль. Из следствия 2.65 следует, что для каждого i ∈ I модуль Mi является автоморфизм-
коинвариантным. Тогда из [60, теорема 30] следует, что для каждого i ∈ I модуль Mi квазипроек-

тивен. Из предложения 2.50 следует, что модули Mi и Mj взаимно проективны для каждых i 6= j
из I. Тогда согласно [51, предложение 4.35] модуль Mj является M -проективным для каждого
j ∈ I. Таким образом, согласно [51, предложение 4.32] модуль M квазипроективен. �

Замечание 2.68. Заметим, что условие артиновости справа для кольца R из предыдущей

теоремы не может быть опущено. Действительно, например, Zp∞ является неквазипроективным,
полым и автоморфизм-поднимаемым Z-модулем.

Следующее утверждение непосредственно следует из теоремы 2.67 и [49, теорема 3.4].

Следствие 2.69. Пусть R— артиново справа кольцо и M — правый R-модуль. Тогда следу-

ющие условия равносильны:

(1) M — автоморфизм-поднимаемый модуль, который является модулем со свойством подъ-

ема;
(2) M — квазипроективный модуль.

Следствие 2.70. Пусть R— артиново полуцепное кольцо и M — правый R-модуль. Тогда

следующие условия равносильны:

(1) M — автоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) M — квазипроективный модуль;

(3) M — автоморфизм-коинвариантный модуль.

Теорема 2.71. Пусть R— артиново справа кольцо и M — конечно порожденный автомор-

физм-поднимаемый правый R-модуль и π : P → M — проективное накрытие модуля M . Если

P — прямая сумма попарно изоморфных локальных модулей, то модуль M является квазипро-

ективным.

Доказательство. Согласно следствию 2.65 модуль M является автоморфизм-коинвариантным.
Тогда квазипроективность модуля M следует из предложения 2.31. �
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Следствие 2.72. Пусть R— нормальное артиново справа кольцо и M — конечно порожден-

ный правый R-модуль. Тогда следующие условия равносильны:

(1) M — автоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) M — квазипроективный модуль;
(3) M — автоморфизм-коинвариантный модуль.

Открытый вопрос 2.73. Пусть M — автоморфизм-поднимаемый правый R-модуль и R— со-
вершенное справа кольцо. Верно ли, что в этом случае модуль M является строго автоморфизм-
поднимаемым?

Открытый вопрос 2.74. Описать кольца, над которыми каждый циклический правый R-
модуль является автоморфизм-коинвариантным (автоморфизм-поднимаемым).

Замечание 2.75. Этот раздел основан на результатах, полученных совместно А. Н. Абызовым

и Ч. К. Куинем.

3. X -Идемпотентно коинвариантные и X -идемпотентно инвариантные модули

3.1. Относительно инъективные и относительно проективные модули. Пусть A, B —

правые R-модули. Модуль A называется B-инъективным (или инъективным относительно B),
если всякая диаграмма в Mod-R с точной строкой

0 B′ B

A

✲

❄
g

✲f

может быть дополнена до коммутативной диаграммы

0 B′ B

A

✲

❄
g

✲f

�
�

��✠

g

Как показывает следующее утверждение, относительную инъективность модулей можно опре-

делить с помощью инъективных оболочек.

Теорема 3.1. Пусть R— кольцо, M,N — правые R-модули и ι1 :M → E(M), ι2 : N → E(N) —

инъективные оболочки соответственно модулей M и N . Тогда следующие условия равносильны:

(1) модуль M —N -инъективен;

(2) для каждого гомоморфизма f : E(N) → E(M) существует гомоморфизм g : N → M , для

которого коммутативна диаграмма

N E(N)

M E(M)

✲ι2

❄

g

❄

f

✲ι1

В частности, модуль M квазиинъективен в точности тогда, когда M является вполне инва-

риантным подмодулем в своей инъективной оболочке.

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть f : E(N) → E(M)— гомоморфизм модулей и

N0 = {n ∈ N | f(n) ∈M}.
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Согласно условию п. (1) существует такой гомоморфизм f ′ : N → M , что f ′(n) = f(n) для

каждого n ∈ N0. Предположим, что (f − f ′)N 6= 0. Тогда для некоторых n ∈ N и r ∈ R имеем

(f − f ′)(nr) ∈M, (f − f ′)(nr) 6= 0.

Следовательно, nr ∈ N0 и f(nr) 6= f ′(nr), что невозможно. Таким образом, (f − f ′)N = 0.
(2)⇒(1). Пусть N0 6 N и f : N0 → M — гомоморфизм модулей. Так как E(M)— инъектив-

ный модуль, то гомоморфизм f продолжается до некоторого гомоморфизма f ′ : E(N) → E(M).
Согласно условию п. (2) f ′(N) ⊆M . Таким образом, гомоморфизм f продолжается до гомомор-
физма f ′|N : N →M . �

Пусть A,B — правые R-модули. Модуль A называется B-проективным (или проективным от-

носительно B), если всякая диаграмма в Mod-R с точной строкой

B B′ 0

A

✲f ✲

✻
g

может быть дополнена до коммутативной диаграммы

B B′ 0

A

✲f ✲

❅
❅

❅❅■ g ✻
g

Как показывает следующее утверждение, если правые R-модули M и N обладают проектив-
ными накрытиями, то проективность модуля M относительно модуля N можно определить с
помощью проективных накрытий.

Теорема 3.2. Пусть R— кольцо, M , N — правые R-модули и π1 : P →M , π2 : P
′ → N — про-

ективные накрытия модулей M и N соответственно. Тогда следующие условия равносильны:

(1) модуль M —N -проективен;
(2) для каждого гомоморфизма f : P → P ′ существует гомоморфизм g :M → N , для которого

коммутативна диаграмма

P M

P ′ N

✲π1

❄
f

❄

g

✲π2

В частности, если π : P → M — проективное накрытие модуля M , то модуль M квазипроек-

тивен в точности тогда, когда Ker(φ) является вполне инвариантным подмодулем модуля P .

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть f : P → P ′ — гомоморфизм. Без ограничения общности можно

считать, что N = P ′/Ker(π2) и π2 : P
′ → P ′/Ker(π2)— естественный гомоморфизм. Положим

N0 = Ker(π2) + f(Ker(π1)).

Так как f(Ker(π1)) ⊆ N0, то для некоторого гомоморфизма f1 : M → P ′/N0 имеет место равен-
ство

ππ2f = f1π1,

где π : P ′/Ker(π2) → P ′/N0 — естественный гомоморфизм. Согласно условию п. (1) для неко-

торого гомоморфизма f2 : M → N имеем πf2 = f1. Поскольку модуль P проективен, то для
некоторого гомоморфизма g : P → P ′ выполнено равенство

π2g = f2π1.
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Тогда для произвольного элемента p ∈ P существуют такие элементы p1 ∈ Ker(π1), p2 ∈ Ker(π2),

что

(f − g)(p) = p2 + f(p1).

Поскольку

π2(f − g)(p − p1) = π2(p2 + f(p1))− π2f(p1) = 0,

то p ∈ Ker(π1) + Ker(π2(f − g)). Таким образом,

P = Ker(π1) + Ker(π2(f − g)) = Ker(π2(f − g)).

Следовательно,

(f − g)(P ) ⊆ Ker(p2)

и поскольку g(Ker(p1)) 6 Ker(p2), то f(Ker(p1)) 6 Ker(p2). Тогда для некоторого гомоморфизма
f ′ :M → N выполнено равенство π2f = f ′π1.

(2)⇒(1). Пусть N0 6 N и h : M → N/N0 — гомоморфизм модулей. Так как модуль P про-
ективен, то для некоторого гомоморфизма f : P → P ′ имеет место равенство ππ2f = hπ1, где
π : N → N/N0 — естественный гомоморфизм. Согласно условию п. (2) для некоторого гомомор-
физма g выполнено равенство π2f = gπ1. Тогда

hπ1 = ππ2f = πgπ1.

Поскольку π1 — эпиморфизм, то πg = h. �

Пусть R— кольцо и Ω— некоторый класс правых R-модулей, который замкнут относительно

изоморфных образов и прямых слагаемых. Гомоморфизм g :M → E правых R-модулей называ-
ется Ω-оболочкой правого R-модуля M , если

1) E ∈ Ω и любая диаграмма

M E

E′
❄

g′

✲g

,

где E′ ∈ Ω, может быть дополнена до коммутативной диаграммы

M E

E′
❄

g′

✲g

�
�

��✠

h
;

2) из коммутативности диаграммы

M E

E
❄

g

✲g

�
�

��✠

h

следует, что h— автоморфизм.

Гомоморфизм g : M → E правых R-модулей называется Ω-накрытием правого R-модуля M ,

если

(1) E ∈ Ω и любая диаграмма

E M

E′

✲g

✻
g′ ,
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где E′ ∈ Ω, может быть дополнена до коммутативной диаграммы

E M

E′

✲g

❅
❅

❅❅■ h ✻
g′ ;

(2) из коммутативности диаграммы

E M

E

✲g

❅
❅

❅❅■ h ✻
g

следует, что h— автоморфизм.

Если Ω— класс проективных (соответственно, инъективных) правых R-модулей, то Ω-накры-
тие (соответственно, Ω-оболочка) правого R-модуля M называется проективным накрытием (со-

ответственно, инъективной оболочкой) модуля M .
МодульM называется X -эндоморфизм-инвариантным, если существует X -оболочка u :M → X

и для любого эндоморфизма g модуля X существует эндоморфизм f : M → M , для которого

выполнено равенство uf = gu.
Пусть M1, M2 — правые R-модули. Модуль M2 называется X -M1-инъективным, если существу-

ют X -оболочки u1 :M1 → X1, u2 :M2 → X2 и для любого гомоморфизма g : X1 → X2 существует
гомоморфизм f :M1 →M2, для которого выполнено равенство gu1 = u2f :

M1 X1

M2 X2

✲u1

❄

f

❄

g

✲u2

Ясно, что модуль M является X -эндоморфизм инвариантным в точности тогда, когда M —
X -M -инъективный модуль. Два модуля M1, M2 называются взаимно X -инъективными, если M1

является X -M2-инъективным, аM2 —X -M1-инъективным.

Лемма 3.3. Пусть M1, M2 — взаимно X -инъективные модули, u1 :M1 → X1, u2 :M2 → X2 —

X -оболочки. Если X1 ≃ X2, то M1 ≃M2.

Доказательство. Предположим, что g : X1 → X2 — изоморфизм модулей. Существуют гомомор-
физмы f1 :M1 →M2 и f2 :M2 →M1, для которых выполнены равенства

u2f1 = gu1, u1f2 = g−1u2.

Тогда u1f2f1 = u1 и u2f1f2 = u2. Следовательно, f1f2 = idM2
и f2f1 = idM1

. �

Теорема 3.4 (см. [62]). Пусть M =
n
⊕

i=1
Mi — правый R-модуль и ui : Mi → Xi —X -оболочка

для каждого 1 6 i 6 n. Тогда следующие условия равносильны:

(1) M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn —X -эндоморфизм инвариантный модуль;

(2) модуль Mi является X -Mj-инъективным для каждых i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Доказательство. Докажем в случае, когда n = 2. Общий случай доказывается аналогично.

(1)⇒(2). Пусть g : Xi → Xj — гомоморфизм. Обозначим через

πi : X1 ⊕X2 → Xi, ιj : Xj → X1 ⊕X2
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соответственно проекцию и вложение. Согласно п. (1) существует гомоморфизм

f :M1 ⊕M2 →M1 ⊕M2,

для которого выполнено равенство

(u1 ⊕ u2)f = ιjgπi(u1 ⊕ u2).

Пусть k = qjfvi, где qj : M1 ⊕M2 → Mj — проекция и vi : Mi → M1 ⊕M2 — вложение. Тогда
ujk = gui.

(2)⇒(1). Предположим, что модуль Mi является X -Mj -инъективным для каждых i, j ∈ {1, 2} и

u1 ⊕ u2 :M1 ⊕M2 → X1 ⊕X2

—X -оболочка. Пусть g— эндоморфизм модуля X1 ⊕X2,

ι1 : X1 → X1 ⊕X2, ι2 : X2 → X1 ⊕X2

— вложения и

π1 : X1 ⊕X2 → X1, π2 : X1 ⊕X2 → X2

— проекции. Для каждых i, j ∈ {1, 2} существует такой гомоморфизм fij :Mi →Mj, что

πjgιiui = ujfij.

Пусть f :M1 ⊕M2 →M1 ⊕M2 — эндоморфизм, действующий согласно правилу

f(m1 +m2) = f11(m1) + f21(m1) + f12(m2) + f22(m2).

Тогда g(u1 ⊕ u2) = (u1 ⊕ u2)f . Таким образом, модуль M = M1 ⊕M2 является X -эндоморфизм-
инвариантным. �

Следствие 3.5. Модуль M является X -эндоморфизм-инвариантным в точности тогда, ко-

гда Mn —X -эндоморфизм-инвариантный модуль.

Следствие 3.6 (см. [24, предложение 2.2.2]). Пусть M1,M2, . . . ,Mn — правые R-модули. То-

гда следующие условия равносильны:

(1) M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mn — квазиинъективный модуль;

(2) Mi —Mj-инъективный модуль для каждых i, j = 1, 2, . . . , n.

Следствие 3.7 (см. [24, предложение 2.2.3]). Пусть M — модуль и n ∈ N. Тогда модуль M
квазиинъективен в точности тогда, когда Mn — квазиинъективный модуль.

Пусть M1, M2 — правые R-модули. Модуль M1 называется X -M2-проективным, если существу-
ют такие X -накрытия p1 : X1 → M1, p2 : X2 → M2, что для любого гомоморфизма g : X1 → X2

существует гомоморфизм f :M1 →M2, для которого коммутативна диаграмма

X1 M1

X2 M2

✲p1

❄

g

❄

f

✲p2

Если модуль M X -M -проективен, то M называется X -эндоморфизм-коинвариантным. Два
правых R-модуля M1 и M2 называются взаимно X -проективными, если M1 —X -M2-проективен

и M2 —X -M1-проективен.

Лемма 3.8. Пусть p1 : X1 → M1, p2 : X2 → M2 —X -эпиморфные накрытия правых R-

модулей. Следующие условия равносильны:

(1) M1 —M2-X -проективный модуль;

(2) g(Ker p1) 6 Ker p2 для каждого g ∈ Hom(X1,X2).
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Доказательство. (1)⇒(2). Предположим, что M1 является M2-X -проективным модулем и

g ∈ Hom(X1,X2). Существует такой гомоморфизм f : M1 → M2, что p2g = fp1. Для любого
x ∈ Ker(p1) имеет место равенство p1(x) = 0 и, следовательно, p2g(x) = fp1(x) = 0. Тогда
g(x) ∈ Ker(p2). Таким образом, g(Ker(p1)) 6 Ker(p2).

(2)⇒(1). Пусть g : X1 → X2 — гомоморфизм правых R-модулей. Тогда g(Ker(p1)) 6 Ker(p2).
Рассмотрим гомоморфизм

ψ : X2/g(Ker(p1)) →M2, ψ(x+ g(Ker(p1)) = p2(x) для всех x ∈ X2.

Так как p1 — эпиморфизм, то для каждого m ∈ M1 существует такой элемент x ∈ X1, что m =
p1(x). Рассмотрим следующее отображение:

φ :M1 → X2/g(Ker(p1)), m 7→ g(x) + g(Ker(p1)).

Ясно, что φ— гомоморфизм правых R-модулей. Пусть f = ψ ◦φ :M1 →M2. Для каждого x ∈ X1

имеем

fp1(x) = ψ ◦ φ(p1(x)) = ψ(g(x) + g(Ker p1)) = p2g(x).

Тогда fp1 = p2g. Следовательно, модуль M1 является M2-X -проективным. �

Лемма 3.9. Пусть M1, M2 — взаимно X -проективные правые R-модули и pi : Xi → Mi —

эпиморфные X -накрытия. Если X1 ≃ X2, то M1 ≃M2.

Доказательство. Пусть g : X1 → X2 — изоморфизм. По предположению существуют такие гомо-
морфизмы f1 :M1 →M2 и f2 :M2 →M1, что

f1 ◦ p1 = p2 ◦ g, f2 ◦ p2 = p1 ◦ g
−1.

Тогда f1 ◦ f2 ◦ p2 = p2 и f2 ◦ f1 ◦ p1 = p1. Следовательно, f1 ◦ f2 = idM2
и f2 ◦ f1 = idM1

. �

Следующее утверждения является двойственным аналогом теоремы 3.4.

Теорема 3.10. Пусть M =
n
⊕

i=1
Mi — модуль и для каждого 1 6 i 6 n модуль Mi обладает X -

накрытием. Тогда следующие условия равносильны:

(1) M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn —X -эндоморфизм коинвариантный модуль;
(2) модули Mi и Mj взаимно X -проективны для каждых i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Следствие 3.11. Если модуль M обладает X -накрытием, то M является X -эндоморфизм-

коинвариантным в точности тогда, когда M ⊕M —X -эндоморфизм-коинвариантный модуль.

Следствие 3.12. Пусть M =
n
⊕

i=1
Mi — правый модуль над совершенным справа кольцом. То-

гда следующие условия равносильны:

(1) M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn — квазипроективный модуль;
(2) модули Mi и Mj взаимно проективны для каждых i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Следствие 3.13. Если M — правый модуль над совершенным справа кольцом, тоM является

квазипроективным модулем в точности тогда, когда M ⊕M — квазипроективный модуль.

3.2. X -Идемпотентно-инвариантные модули.

Лемма 3.14. Пусть Q— инъективная оболочка модуля M , α— эндоморфизм модуля Q,

X = {m ∈M | α(m) ∈M} и f = α|X : X → M — сужение эндоморфизма α на модуль X. То-

гда имеют место следующие утверждения:

(1) если гомоморфизм f : X →M продолжается до некоторого эндоморфизма g модуля M , то

α(M) ⊆M ;
(2) если f(X) ⊆ X и эндоморфизм f модуля X продолжается до некоторого эндоморфизма g

модуля M , то α(M) ⊆M ;
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(3) если α = α2 и каждый идемпотентный эндоморфизм модуля X продолжается до некоторого

эндоморфизма модуля M , то α(M) ⊆M .

Доказательство. (1). Так как Q— инъективный модуль, то эндоморфизм g модуля M продол-
жается до некоторого эндоморфизма β модуля Q.

Допустим, что (α− β)(M) = 0. Тогда α(M) = β(M) ⊆M , что и требовалось доказать.
Допустим, что (α − β)(M) 6= 0. Так как Q— существенное расширение модуля M и X =

{m ∈ M | α(m) ∈ M}, то X — существенный подмодуль в Q. Тогда X ∩ (α − β)(M)— ненулевой

подмодуль в M , поскольку Q— существенное расширение модуля X. Пусть

0 6= x = (α− β)(m) ∈ X ∩ (α− β)(M),

где m ∈M . Так как

α(m) = (α− β)(m) + β(m) = x+ β(m) ∈M,

то m ∈ X. Поэтому (α− β)(m) = 0 и x = 0. Получено противоречие.
(2) вытекает из (1).
(3). Так как α = α2, то f = f2 и f2(x) = f(x) ∈ X для любого элемента x ∈ X. Поэтому f —

идемпотентный эндоморфизм модуля X. По условию f продолжается до некоторого эндомор-
физма g модуля M . Согласно (2) имеем α(M) ⊆M . �

Модуль M называется CS-модулем или C1-модулем, если каждый подмодуль в M является
существенным подмодулем некоторого прямого слагаемого модуля M .

Модуль M называется C3-модулем, если X ⊕ Y — прямое слагаемое в M для любых таких

прямых слагаемых X и Y в M , что X ∩ Y = 0.
Модуль M называется квазинепрерывным (см. [44]) или π-инъективным, если выполнены эк-

вивалентные условия следующего утверждения.

Предложение 3.15. Для модуля M следующие утверждения эквивалентны:

(1) каждый идемпотентный эндоморфизм любого подмодуля в M продолжается до эндомор-

физма модуля M ;
(2) каждый идемпотентный эндоморфизм любого подмодуля в M продолжается до идемпо-

тентного эндоморфизма модуля M ;
(3) M — идемпотент-инвариантный модуль, т.е. α(M) ⊆M для каждого идемпотентного эн-

доморфизма α инъективной оболочки модуля M ;

(4) M —CS-модуль и C3-модуль;
(5) M =

⊕

i∈I
(M ∩Qi) для любого прямого разложения Q =

⊕

i∈I
Qi инъективной оболочки Q моду-

ля M ;
(6) для любого подмодуля X = X1 ⊕X2 ⊕ . . . ⊕Xn модуля M существует такое прямое разло-

жение M = M1 ⊕M2 . . . ⊕Mn ⊕ Y модуля M , что Mi — существенное расширение модуля

Xi, i = 1, 2, . . . n.

Доказательство. Эквивалентности (2)⇔(3)⇔(4) доказаны в [44] (см. также [63]). Эквивалент-

ности (3)⇔(5) и (4)⇔(6) проверяются непосредственно (см. также [63]). Импликация (2)⇒(1)
очевидна. Импликация (1)⇒(3) вытекает из леммы 3.14. �

Пусть M — правый R-модуль. Модуль M называется X -идемпотентно инвариантным, если
существует такая X -оболочка u :M → X, что для каждого идемпотента g ∈ End(X) существует
эндоморфизм f :M →M , для которого коммутативна диаграмма

M X

M X

✲u

❄
f

❄

g

✲u

.
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В настоящем пункте излагается общая теория X -идемпотентно инвариантных модулей. Изло-

жение основано на [62].

Лемма 3.16. Пусть M = M1 ⊕M2 — модуль и u1 : M1 → X1, u2 : M2 → X2, u1 ⊕ u2 : M →
X1 ⊕X2 —X -оболочки. Если модуль M является X -идемпотентно-инвариантным, то Mi —X -

Mj-инъективный модуль для всех i 6= j.

Доказательство. Пусть g′ : X1 ⊕ X2 → X1 ⊕ X2 — гомоморфизм, заданный согласно правилу

g′(x1 + x2) = x1 + g(x1). Так как g′2 = g′ и модуль M X -идемпотентно инвариантен, то для
некоторого гомоморфизма f ′ : M → M имеет место равенство uf ′ = g′u. Для каждого m1 ∈ M1

существуют такие элементы m′
1 ∈M1, m2 ∈M2, что f ′(m1) = m′

1+m2. Определим гомоморфизм
f :M1 →M2 согласно правилу f(m1) = m2. Тогда для каждого m1 ∈M1 имеют место равенства

g′u(m1) = g′(u1(m1)) = u1(m1) + gu1(m1),

uf ′(m1) = u(m′
1 +m2) = u1(m

′
1) + u2(m2) = u1(m

′
1) + u2f(m1).

Следовательно, gu1(m1) = u2f(m1) и gu1 = u2f . �

Следствие 3.17. Модуль M является X -эндоморфизм-инвариантным в точности тогда,

когда M ⊕M —X -идемпотентно-инвариантный модуль.

Следствие 3.17 вытекает из леммы 3.16 и следствия 3.11.

Следствие 3.18. Модуль M квазиинъективен в точности тогда, когда M ⊕M — квазине-

прерывный модуль.

Пусть M — правый R-модуль. Модуль M называется X -CS-модулем, если существует такая X -
оболочка u :M → X, что для любого идемпотента g ∈ End(X) существует идемпотент f ∈ EndM ,

для которого выполнено равенство g(X)∩u(M) = uf(M). В этом случае, очевидно, коммутативна
диаграмма

M X

M X

✲uf

❄
f

❄

g

✲u

.

Предложение 3.19. Пусть u : M → X — мономорфная X -оболочка. Если M —X -идемпо-

тентно инвариантный модуль, то M —X -CS-модуль.

Доказательство. Пусть u : M → X — мономорфная X -оболочка и g2 = g ∈ End(X). Поскольку

M —X -идемпотентно-инвариантный модуль, то для некоторых эндоморфизмов f, f ′ ∈ EndM
выполнены равенства uf = gu, uf ′ = (1 − g)u. Тогда uf ′f = 0 и, следовательно, f ′f = 0. Так
как u = gu + (1 − g)u = uf + uf ′ = u(f + f ′), то f + f ′ = id . Таким образом, f2 = f и

g(X) ∩ u(M) = uf(M). �

Лемма 3.20. Пусть M — модуль и N — прямое слагаемое M . Тогда справедливы следующие

утверждения.

(1) Если M —X -идемпотентно-инвариантный модуль и N имеет X -оболочку, то модуль N
является X -идемпотентно-инвариантным.

(2) Если M —X -CS-модуль, модуль N имеет X -оболочку и инвариантен относительно всех

идемпотентов из кольца EndM , то N —X -CS-модуль.

Доказательство. (1). Пусть u : M → X и u1 : N → X1 —X -оболочки, π : M → N — проекция и
ι : N → M — вложение. Рассмотрим идемпотентный эндоморфизм g2 модуля X1. Покажем, что

для некоторого гомоморфизма f2 : N → N имеет место равенство u1f2 = g2u1.
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Существуют такие гомоморфизмы h1 : X → X1 и h2 : X1 → X, что h1u = u1π и

h2u1 = uι. Тогда h1h2u1 = u1 и, следовательно, h1h2 — изоморфизм. Существует такой гомо-
морфизм h : X1 → X1, что (h1h2)h = idX1

. Пусть g1 = h2(hg2)h1 : X → X. Несложно заметить,
что g1 — идемпотентный эндоморфизм модуля X. Так как модуль M является X -идемпотентно

инвариантным, то существует такой гомоморфизм f1 : M → M , что uf1 = g1u. Пусть f2 = πf1ι.
Тогда

u1f2 = u1πf1ι = h1uf1ι = h1g1uι = h1h2hg2h1uι = g2h1uι = g2u1πι = g2u1

Таким образом, N —X -идемпотентно-инвариантный модуль.
(2) Пусть u : M → X, u1 : N → X1 —X -оболочки, π : M → N — проекция и ι : N → M —

включение. Рассмотрим идемпотентный эндоморфизм g2 модуля X1. Покажем, что существует

идемпотент f2 ∈ End(N), для которого выполнено равенство g2(X1) ∩ u1(N) = u1f2(M). Суще-
ствуют такие гомоморфизмы h1 : X → X1 и h2 : X1 → X, что h1u = u1π и h2u1 = uι. Тогда
h1h2u1 = u1 и, следовательно, h1h2 — изоморфизм. Для некоторого гомоморфизма h : X1 → X1

имеет место равенство h(h1h2) = idX1
. Тогда мономорфизм h2 является расщепляющимся. Сле-

довательно, X1 изоморфен прямому слагаемому модуля X. Поэтому без ограничения общности
можно считать, что X1 является прямым слагаемым модуля X и u1 = uι. Рассмотрим гомо-

морфизм g1 = ι0g2π0 : X → X, где π0 : X → X1 — каноническая проекция и ι0 : X1 → X —
вложение. Тогда g1 — идемпотент кольца End(X). Так как M является X -CS-модулем, то су-
ществует идемпотент f1 ∈ EndM , для которого выполнено равенство g1(X) ∩ u(M) = uf1(M).

Поскольку N инвариантен относительно всех идемпотентов из кольца эндоморфизмов модуля
M , то f1(N) 6 N . Пусть f2 = f1|N : N → N . Тогда f2 — идемпотентный эндоморфизм модуля N
и g2(X1) ∩ u1(N) = u1f2(N). Таким образом, N —X -CS-модуль. �

Теорема 3.21. Пусть u :M → X — мономорфная X -оболочка. Тогда следующие условия рав-

носильны:

(1) M —X -идемпотентно инвариантный модуль;
(2) если X =

⊕

I
Xi, то M =

⊕

I
(u−1(Xi) ∩M);

(3) если X = X1 ⊕X2, то M = (u−1(X1) ∩M)⊕ (u−1(X2) ∩M).

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть X =
⊕

I
Xi. Для каждого m ∈ M существуют такие конечное

подмножество F ⊆ I и семейство ортогональных идемпотентов {gk : k ∈ F} из кольца End(X),

что u(m) ∈
⊕

F
Xk и gk(X) = Xk. Так как M —X -идемпотентно-инвариантный модуль, то для

некоторого семейства идемпотентов {fk : k ∈ F} ⊆ EndM выполнено равенство ufk = gku для
каждого k ∈ F . Так как

u(m) =
∑

F

gku(m) =
∑

F

ufk(m),

то

m =
∑

F

fk(m).

Поскольку fk(m) ∈M ∩ u−1(Xk) для каждого k ∈ F , то

m ∈
∑

F

(M ∩ u−1(Xi)).

Таким образом,

M =
⊕

I

(u−1(Xi) ∩M).

(2)⇒(3) очевидно.
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(3)⇒(1). Пусть g— идемпотентный эндоморфизм модуля X. Так как X = g(X) ⊕ (1 − g)(X),

то согласно условию п. (3)

M = (M ∩ u−1(g(X)) ⊕ u−1((1− g)(X)).

Пусть f :M →M ∩ u−1(g(X)) — проекция. Тогда для каждого

m = x+ y ∈M, x ∈M ∩ u−1(g(X)), y ∈M ∩ u−1((1 − g)(X)),

имеет место равенство uf(m) = u(x). Поскольку x ∈M ∩ u−1(g(X)), то u(x) = g(m0) для некото-
рого m0 ∈M . Имеют место равенства

gu(m) = gu(x+ y) = gu(x) + gu(y) = g(g(m0)) + gu(y) = g(m0) + gu(y).

Так как y ∈ M ∩ u−1((1 − g)(X)), то gu(y) = 0. Следовательно, uf(m) = gu(m). Таким образом,
uf = gu. �

Предложение 3.22. Пусть u :M → X — мономорфная X -оболочка и u(M) — существенный

подмодуль в X. Рассмотрим следующие условия:

(1) если U — д.п. V в M и V — д.п. U в M , то M = U ⊕ V ;
(2) M —X -идемпотентно-инвариантный модуль.

Тогда имеет место импликация (1) ⇒ (2). Если X является квазинепрерывным модулем, то

верна импликация (2) ⇒ (1).

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть g— идемпотентный эндоморфизм модуля X,

A1 =M ∩ u−1(g(X)), A2 =M ∩ u−1((1− g)(X)).

Рассмотрим дополнение по пересечению B1 для A2 в M , которое содержит A1. Пусть B2 — допол-
нение по пересечению для B1 в M , которое содержит A2. Тогда B1 — д.п. B2 в M и B2 — д.п. B1

в M . По предположению п. (1) имеет место равенство M = B1 ⊕ B2. Пусть π : B1 ⊕ B2 → B1 —

проекция. Покажем, что имеет место равенство uπ = gu. Предположим, что uπ 6= gu. Так как
u(M) 6e X, то для некоторых элементов m = b1 + b2 ∈M , где b1 ∈ B1, b2 ∈ B2, и m0 ∈M , имеет
место равенство u(m0) = (uπ − gu)(m) 6= 0. Следовательно,

u(−m0 + π(m)) = gu(m), −m0 + π(m) ∈ A1.

Так как gu(−m0 + π(m)) = gu(m), то −m0 + π(m)−m ∈ A2. Тогда

−m0 + π(m)− b1 − b2 ∈ A2, m0 + π(m)− b1 ∈ B1 ∩B2 = 0.

Поскольку π(m)− b1 = 0, то m0 = 0. Получили противоречие. Таким образом, uπ = gu.
(2)⇒(1). Предположим, что X является квазинепрерывным модулем. Пусть A 6 M . Суще-

ствует такой подмодуль H 6 X, что X = H ⊕K и u(A) 6e H. Тогда A 6e u−1(H) ∩M . Согласно

п. (3)

M = (u−1(H) ∩M)⊕ (u−1(K) ∩M).

Таким образом, M —C1-модуль.
Покажем, что M —C3-модуль. Пусть U , V — прямые слагаемые модуля M , для которых вы-

полнено равенство U ∩ V = 0. Существуют такие разложения X = X1 ⊕ Y1 = X2 ⊕ Y2, что
u(U) 6e X1 и u(V ) 6e X2. Так как U ∩ V = 0, то X1 ∩ X2 = 0. Поскольку X —C3-модуль, то
X = (X1 ⊕X2)⊕X3 для некоторого подмодуля X3 модуля X. Тогда

M = (u−1(X1) ∩M)⊕ (u−1(X2) ∩M)⊕ (u−1(X3) ∩M).

Так как U , V — прямые слагаемые модуля M , U 6e u−1(X1) ∩M и V 6e u−1(X2) ∩M , то

U = u−1(X1) ∩M,V = u−1(X2) ∩M.

Таким образом,

M = (U ⊕ V )⊕ (u−1(X3) ∩M).
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Предложение 3.22 доказано. �

Несложно заметить, что всякий замкнутый подмодуль X модуля M имеет вид X ′ ∩ M , где
X ′ — некоторое прямое слагаемое модуля E(M). Это наблюдение мотивирует следующие опре-
деление. Пусть u : M → X —X -оболочка. Подмодуль A модуля M называется X -замкнутым

в M , если для некоторого идемпотентного гомоморфизма g модуля X выполнено равенство
A = u−1(g(X)) ∩M .

Теорема 3.23. Пусть u :M → X — мономорфная X -оболочка. Тогда следующие условия рав-

носильны:

(1) M —X -CS-модуль;

(2) каждый X -замкнутый подмодуль модуля M является прямым слагаемым M .

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть U = g(X), где g = g2 ∈ End(X). Существует такой идемпотент
f ∈ EndM , что g(X)∩u(M) = uf(M). Тогда u−1(U)∩M = f(M)— прямое слагаемое модуля M .

(2)⇒(1). Пусть g = g2 ∈ End(X). Согласно п. (2), u−1(g(X))∩M — прямое слагаемое модуля M .

Пусть π :M → u−1(g(X))∩M — проекция. Тогда g(X)∩u(M) = uπ(M). Таким образом, M —X -
CS-модуль. �

Модуль M называется чисто бесконечным, если M = M ⊕M . Если модуль M не изоморфен

собственному прямому слагаемому, то он называется прямо конечным.

Предложение 3.24. Пусть M —X -идемпотентно инвариантный модуль и каждое прямое

слагаемое модуля M обладает X -оболочкой. Если u :M → X мономорфная X -оболочка, то

(1) модуль M чисто бесконечен в точности тогда, когда X — чисто бесконечный модуль;
(2) модуль M прямо конечен в точности тогда, когда X — прямо конечный модуль.

Доказательство. (1). Предположим, что M — чисто бесконечный модуль. Тогда существует такое

разложение M =M1⊕M2, что M1 ≃M2 ≃M . Пусть u1 :M1 → X1 и u2 :M2 → X2 —X -оболочки.
Тогда X ≃ X1 ⊕X2 и X ≃ X1 ≃ X2. Таким образом, X — чисто бесконечный модуль.

Предположим, что X = X1 ⊕X2 и X1 ≃ X2 ≃ X. По теореме 3.21 имеет место разложение

M = [M ∩ u−1(X1)]⊕ [M ∩ u−1(X2)].

Тогда модули M ∩ u−1(X1) и M ∩ u−1(X2) взаимно X -инъективны. Пусть M1 = M ∩ u−1(X1) и

M2 =M ∩ u−1(X2). Тогда M =M1 ⊕M2 и

u1 = u|M1
:M ∩ u−1(X1) → X1, u2 = u|X2

:M ∩ u−1(X2) → X2

—X -оболочки. Действительно, X1,X2 ∈ X . Пусть f : M1 → U — гомоморфизм и U ∈ X . Суще-
ствует гомоморфизм h : X → U , для которого выполнено равенство hu = fπ1, где π1 :M →M1 —
каноническая проекция. Пусть πX1

: X → X1 — каноническая проекция, ι1 : X1 → X — канони-

ческое вложение и k = hι1. Тогда ku1 = f . С другой стороны, предположим, что имеет место
равенство αu1 = u1, где α : X1 → X1. Положим

β = α⊕ idX2
: X → X.

Тогда βu = u и, следовательно, β — изоморфизм. Тогда α является изоморфизмом. Таким об-
разом, u1 : M1 → X1 —X -оболочка. Аналогично показывается, что u2 : M2 → X2 является X -

оболочкой. Несложно заметить, что Mi —X -M -инъективный модуль. Тогда, согласно лемме 3.3,
M1 ≃M2 ≃M . Таким образом, модуль M чисто бесконечен.

(2). Предположим, что модуль M не является прямо конечным. Тогда M =M1⊕M2 и M1 ≃M .
Тогда X ≃ X1 ⊕X2 и X1 ≃ X. Таким образом, модуль X не является прямо конечным.

Предположим, что модуль X не является прямо конечным. Тогда существуют такие подмодули
X1 и X2 модуля X, что X = X1 ⊕X2 и X ≃ X1. Следовательно,

M = (M ∩ u−1(X1))⊕ (M ∩ u−1(X2)).
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Из доказательства п. (1) следует, что u1 = u|M1
: M ∩ u−1(X1) → X1 —X -оболочка и M ≃ M1.

Тогда модуль M не является прямо конечным. �

Следствие 3.25. Пусть M —X -идемпотентно-инвариантный модуль и каждое прямое сла-

гаемое модуля M обладает X -оболочкой. Если u : M → X — мономорфная X -оболочка и X яв-

ляется прямой суммой чисто бесконечного модуля и прямо конечного модуля, то модуль M
обладает разложением M = M1 ⊕M2, где M1 — прямо конечный модуль, M2 — чисто бесконеч-

ный модуль, и модули M1, M2 взаимно X -инъективны.

Лемма 3.26. Пусть X — класс правых R-модулей, замкнутый относительно изоморфных об-

разов, M — правый R-модуль, A 6 M , uA : A → XA и u : M → X — мономорфные X -оболочки.

Если uA(A) 6
e XA, то существует такая мономорфная X -оболочка v : A→ Y , что u|A = v.

Доказательство. Так как uA —X -оболочка, то существует гомоморфизм h : XA → X, для кото-

рого выполнено равенство huA = u|A. Гомоморфизм h может быть представлен в виде h = w ◦ p,
где p : XA → Y — эпиморфизм и w : Y → X — мономорфизм. Так как uA — существенный мо-
номорфизм, то p : XA → Y является изоморфизмом. Таким образом, v = puA : A → Y —X -

оболочка. �

До конца настоящего пункта будем предполагать, что все рассматриваемые модули M обла-
дают C-оболочками p :M → X, где C — некоторый класс модулей, удовлетворяющий следующим

условиям:

(1) класс C замкнут относительно изоморфизмов и конечных прямых сумм;
(2) каждый подмодуль A модуля M обладает C-оболочкой uA : A→ XA, где uA — существенный

мономорфизм;

(3) если A 6 B 6 M и u1 : A → X1, u2 : B → X2 — C-оболочки, то X1 является прямым
слагаемым модуля X2.

Теорема 3.27. Следующие условия для модуля M равносильны:

(1) M — C-идемпотентно-инвариантный модуль;

(2) M — C-CS-модуль и для каждого разложения M =M1 ⊕M2 модуля M подмодули M1 и M2

взаимно C-инъективны.

Доказательство. (1)⇒(2). Следует из лемм 3.20(1) и 3.16.
(2)⇒(1). Пусть u : M → X — C-оболочка и g ∈ I(X). Поскольку модуль M является C-CS-

модулем, то, по теореме 3.23, u−1((1 − g)(X)) ∩M — прямое слагаемое M . Пусть

A1 = u−1(g(X)) ∩M, B1 = u−1((1− g)(X)) ∩M.

Тогда A1 ∩B1 = 0 и M = B1 ⊕B2 для некоторого B2 6M .
Покажем, что существует такой подмодуль M ′ модуля M , что M = B1 ⊕M ′ и A1 6M ′.
Пусть π1 : M → B1, π2 : M → B2 — проекции. Тогда A′

1 := π2(A1) ≃ A1 и отображение
π′1 : π2(A1) → B1, действующее по правилу π′1(π2(a1)) = π1(a1) для каждого a1 ∈ A1, является

гомоморфизмом. Пусть u|A′

1
: A′

1 → X ′
1 — C-оболочка и X = X ′

1 ⊕ X ′
2. Обозначим через πX′

1
:

X ′
1 ⊕X ′

2 → X ′
1 естественную проекцию. Тогда для некоторого гомоморфизма h : X ′

1 → X1 имеет

место коммутативная диаграмма

A
′

1

π
′

1

��

u|A′

1 // X
′

1

h

��✍
✍

✍

✍

✍

✍

✍

✍

X
π
X

′

1oo X2
oo

B1

u|B1

��

X1

,
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где u|B1
: B1 → X1, u|B2

: B2 → X2 — C-оболочки и X1, X2 — прямые слагаемые модуля X.

Пусть k = (hπX′

1
)|X2

. Поскольку модуль B2 — C-B1-инъективен, то для некоторого гомомор-
физма v : B2 → B1 коммутативна диаграмма

B2 X2

B1 X1

✲
u|B2

❄

v

❄
k

✲
u|B1

.

Пусть M ′ = {b2 + v(b2) | b2 ∈ B2}. Для каждого a1 ∈ A1 имеют место равенства

a1 = π1(a1) + π2(a1),

uv(π2(a1)) = ku(π2(a1)) = hπX′

1
u(π2(a1)) = hu(π2(a1)) = uπ′1(π2(a1)) = u(π1(a1)).

Тогда v(π2(a1)) = π1(a1) и, следовательно, a1 ∈M ′. Таким образом, A1 6M ′ и M = B1 ⊕M ′.

Покажем, что для некоторого гомоморфизма f2 = f ∈ EndM имеет место равенство uf = gu.
Существует такой гомоморфизм π : M → M , что π = π2, π(B1) = 0 и π(M) = M ′. Пусть
u(m1) = uπ(m2)− gu(m2) ∈ u(M) ∩ (uπ − gu)(M), где m1,m2 ∈M . Тогда

π(m2)−m1 ∈ A1 6M ′ (∗)

u(m1 − π(m2) +m2) = (1− g)u(m2).

Следовательно,

m1 − π(m2) +m2 ∈ B1.

Тогда

0 = π(m1 − π(m2) +m2) = π(m1)− π(m2) + π(m2) = π(m1).

Поэтому

m1 ∈ B1. (∗∗)

Из (∗) и (∗∗) следует равенство m1 = 0. Следовательно, u(M) ∩ (uπ − gu)(M) = 0. Так как
u(M) 6e X, то uπ = gu. Таким образом, модуль M является C-идемпотентно инвариантным. �

Следствие 3.28. Следующие условия равносильны для правого R-модуля M :

(1) M — квазинепрерывный модуль;
(2) M —CS-модуль и для всякого разложения M = M1 ⊕M2 модуля M подмодули M1 и M2

взаимно инъективны.

Доказательство. Следствие 3.28 вытекает из теоремы 3.27, если в ней в качестве C взять класс

всех инъективных правых R-модулей. �

3.3. X -Идемпотентно коинвариантные модули. Модуль M называется модулем со свой-

ством подъема, если для каждого подмодуля N модуля M существуют такие подмодули M1,M2

модуля M , что выполнены условия

M =M1 ⊕M2, M1 6 N, M2 ∩N ≪M2.

Модуль M называется D3-модулем, если X ∩ Y — прямое слагаемое в M для любых таких
прямых слагаемых X и Y в M , что X + Y = M . Модуль M называется квазидискретным, если

он является одновременно модулем со свойством подъема и D3-модулем.

Предложение 3.29 (см. [51, предложение 4.45]). Пусть R— совершенное справа кольцо, M —

правый R-модуль и π : P →M — проективное накрытие модуля M . Тогда следующие утвержде-

ния эквивалентны:

(1) M — квазидискретный модуль;
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(2) M — идемпотентно-коинвариантный модуль, т.е. e(Ker(π)) ⊆ Ker(π) для каждого идемпо-

тентного эндоморфизма e модуля P .

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть e— идемпотентный эндоморфизм модуля P . Тогда

P = e(P ) + (1− e)(P ), M = πe(P ) + π(1− e)(P ).

Так как модуль M является квазидискретным, то для некоторого идемпотентного эндоморфизма

f ∈ EndM имеем

f(M) 6 πe(P ), (1− f)(M) 6 π(1− e)(P ).

Тогда

π−1(f(M)) = e(P ) ∩ π−1(f(M)) + Ker(π),

π−1((1− f)(M)) = (1− e)(P ) ∩ π−1((1− f)(M)) + Ker(π),

P = π−1(f(M)) + π−1((1 − f)(M)) =

= e(P ) ∩ π−1(f(M)) + (1− e)(P ) ∩ π−1((1− f)(M)) + Ker(π) =

= e(P ) ∩ π−1(f(M)) + (1− e)(P ) ∩ π−1((1− f)(M)).

Следовательно,

e(P ) ∩ π−1(f(M)) = e(P ),

(1− e)(P ) ∩ π−1((1− f)(M)) = (1− e)(P ).

Тогда

f(M) = πe(P ), (1− f)(M) = π(1− e)(P )

и, следовательно,

Ker(π) = e(P ) ∩Ker(π) + (1− e)(P ) ∩Ker(π).

(2)⇒(1). Пусть M0 — подмодуль модуля M . Хорошо известно, что всякий проективный мо-

дуль над совершенным справа кольцом является квазидискретным модулем. Следовательно, для
некоторого идемпотента e ∈ EndP имеем

e(P ) 6 π−1(M0), (1− e)(P ) ∩ π−1(M0) ≪ P.

Так как

Ker(π) = e(P ) ∩Ker(π) + (1− e)(P ) ∩Ker(π),

то M = πe(P ) ⊕ π(1− e)(P ). Несложно заметить, что

πe(P ) 6M0, π((1− e)(P ) ∩ π−1(M0)) ≪M

и имеет место равенство

M0 = πe(P ) + π((1 − e)(P ) ∩ π−1(M0)).

Таким образом, модуль M является модулем со свойством подъема.

Пусть M1, M2 — прямые слагаемые модуля M , для которых имеет место равенство M =
M1 + M2. Из приведенных выше рассуждений следует, что каждое прямое слагаемое модуля
M является образом некоторого прямого слагаемого модуля P . Следовательно, для некоторых

прямых слагаемых P1 и P2 модуля P имеют место равенства π(P1) = M1, π(P2) = M2. Так
как P — квазидискретный модуль, то для некоторых подмодулей P ′

1 и P ′
2 модуля P имеют место

равенства

P1 = P ′
1 ⊕ P1 ∩ P2, P2 = P ′

2 ⊕ P1 ∩ P2.

Тогда

P = P1 + P2 = P ′
1 ⊕ P ′

2 ⊕ P1 ∩ P2.
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Из п. (2) следует равенство

M = π(P ) = π(P ′
1)⊕ π(P ′

2)⊕ π(P1 ∩ P2).

Поскольку

M1 = π(P1) = π(P ′
1)⊕ π(P1 ∩ P2), M2 = π(P2) = π(P ′

2)⊕ π(P1 ∩ P2),

то M1∩M2 = π(P1 ∩P2). Таким образом, модуль M является D3-модулем и, следовательно, M —
квазидискретный модуль. �

Пусть M — правый R-модуль. Модуль M называется X -идемпотентно-коинвариантным, если

существует такое X -накрытие u : X →M , что для каждого идемпотента g ∈ End(X) существует
эндоморфизм f :M →M , для которого коммутативна диаграмма

X M

X M

✲p

❄

g

❄
f

✲p

Лемма 3.30. Пусть X — некоторый класс правых R-модулей, M — правый R-модуль и p :
X → M — эпиморфное X -накрытие модуля M . Тогда для каждого идемпотента g ∈ End(X)
существует такой однозначно определенный гомоморфизм f ∈ EndM , что fp = pg и f2 = f .

Доказательство. Существуют гомоморфизмы f, f ′ ∈ EndM , для которых выполнены равенства

fp = pg, f ′p = p(1− g).

Тогда f ′fp = f ′pg = 0. Поскольку p— эпиморфизм, то f ′f = 0. Так как

p = pg + p(1− g) = f ′p+ fp = (f ′ + f)p,

то id = f ′ + f . Таким образом, f = f2 ∈ EndM . Причем, поскольку p— эпиморфизм, то гомо-
морфизм f однозначно определен. �

Лемма 3.31. Пусть p : X → M — эпиморфное X -накрытие модуля M . Тогда M —X -идем-

потентно коинвариантный модуль в точности тогда, когда g(Ker(p)) 6 Ker(p) для каждого

идемпотентного эндоморфизма модуля X.

Доказательство. (⇒) Пусть M —X -идемпотентно коинвариантный модуль и g— идемпотентный

эндоморфизм модуля X. Существует такой эндоморфизм f ∈ End(M), что p ◦ g = f ◦ p. Для
каждого элемента x ∈ Ker p имеем p(x) = 0 и pg(x) = fp(x) = 0. Следовательно, g(x) ∈ Ker(p).
Таким образом, g(Ker(p)) 6 Ker(p).

(⇐) Предположим, что g = g2 ∈ End(X). Тогда g(Ker(p)) 6 Ker(p). Рассмотрим гомоморфизм
ψ : X/g(Ker(p)) → M , определенный согласно правилу ψ(x + g(Ker(p)) = p(x) для всех x ∈ X.
Поскольку p— эпиморфизм, то для каждого m ∈ M существует такой элемент x ∈ X, что m =

p(x). Рассмотрим отображение

φ :M → X/g(Ker(p)), m 7→ g(x) + g(Ker(p)).

Легко видеть, что φ— гомоморфизм. Пусть f = ψ ◦ φ :M →M . Тогда для каждого x ∈ X имеем

fp(x) = ψ ◦ φ(p(x)) = ψ(g(x) + g(Ker(p)) = pg(x).

Следовательно, f ◦ p = p ◦ g. �

Следствие 3.32. Пусть p : X →M — эпиморфное X -накрытие модуля M . Тогда следующие

условия равносильны:

(1) M —X -идемпотентно коинвариантный модуль;

(2) если X = ⊕IXi, то Ker(p) = ⊕I(Xi ∩Ker(p));
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(3) если X = X1 ⊕X2, то Ker(p) = (X1 ∩Ker(p))⊕ (X2 ∩Ker(p));

(4) если e ∈ End(X) — идемпотент, то Ker(p) = e(Ker(p))⊕ (1− e)(Ker(p)).

Теорема 3.33. Пусть M =M1 ⊕M2 — модуль и модули M1, M2 и M обладают X -накрыти-

ями. Если модуль M является X -идемпотентно коинвариантным, то Mi —X -Mj-проективен

для каждого i 6= j.

Следствие 3.34. Пусть M = M1 ⊕M2 — правый модуль над совершенным справа кольцом.

Если модуль M является квазидискретным, то модули M1 и M2 взаимно проективны.

Теорема 3.35. Пусть M —X -идемпотентно коинвариантный модуль и p : X → M — эпи-

морфное X -накрытие модуля M . Следующие условия равносильны:

(1) модуль M чисто бесконечен в точности тогда, когда X — чисто бесконечный модуль;

(2) если X — прямо конечный модуль, то модуль M является прямо конечным;
(3) если X — класс проективных модулей и модуль M не является прямо конечным, то для

модуля M имеет место разложение M =M1 ⊕M2 ⊕M3, где M1
∼=M2 6= 0.

Пусть M — правый R-модуль. Модуль M называется X -модулем со свойством подъема, если
существует такое X -накрытие p : X → M модуля M , что для любого идемпотента g ∈ End(X)

найдется идемпотент f :M →M , для которого выполнено равенство g(X)+Ker(p) = p−1(f(M)).
Следующее утверждение проверяется непосредственно.

Предложение 3.36. Пусть p : X → M — эпиморфное X -накрытие. Если M —X -идемпо-

тентно коинвариантный модуль, то M —X -модуль со свойством подъема.

Предложение 3.37. Пусть N — прямое слагаемое модуля M . Если модуль M является X -

модулем со свойством подъема, обладающим эпиморфным X -накрытием, и модуль N обладает

X -накрытием, то N -- X -модуль со свойством подъема.

Доказательство. Пусть p1 : X1 → N —X -накрытие. Легко видеть, что X1 изоморфно такому
прямому слагаемому K модуля X, что p|K : K → N —X -накрытие N . Таким образом, мы можем
предполагать, что p1 = p|X1

: X1 → N —X -накрытие N и X1 — прямое слагаемое модуля X.

Пусть g : X1 → X1 — идемпотентный эндоморфизм модуля X1. Рассмотрим гомоморфизм g′ =
ι ◦ g ◦ π : X → X, где ι : X1 → X — вложение и π : X → X1 — вложение. Тогда g′2 = g′. Так
как модуль M является X -модулем со свойством подъема, то существует такой гомоморфизм

f ′2 = f ′ :M →M , что
g′(X) + Ker(p) = p−1(f ′(M)).

Тогда f ′(M) = p(g(X1)) = p1(g(X1)) 6 N и, следовательно, f ′(M)— прямое слагаемое модуля

N . Существует такой идемпотентный гомоморфизм f : N → N , что p1(g(X1)) = f ′(M) = f(N).
Тогда

g(X1) + Ker(p1) = p−1
1 (f(N)).

Таким образом, модуль N является X -модулем со свойством подъема. �

Пусть p : X → M —X -накрытие модуля M и A— подмодуль модуля M . Подмодуль A назы-
вается X -козамкнутым в M , если для некоторого идемпотентного эндоморфизма g ∈ End(X)
выполнено равенство A = p(g(X)).

Теорема 3.38. Пусть p : X →M — эпиморфное X -накрытие. Следующие условия равносиль-

ны:

(1) M —X -модуль со свойством подъема;

(2) каждый X -козамкнутый подмодуль модуля M является прямым слагаемым M .

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть U = p(g(X)), где g2 = g ∈ End(X). Тогда существует такой

эндоморфизм f2 = f ∈ EndM , что

g(X) + Ker(p) = p−1(f(M)).
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Следовательно, U = p(g(X)) = f(M)— прямое слагаемое M .

(2)⇒(1). Пусть g— идемпотентный элемент из кольца End(X). Согласно предположению U =
p(g(X)) — прямое слагаемое модуля M . Существует гомоморфизм f2 = f ∈ EndM , для которого
выполнено равенство p(g(X)) = f(M). Тогда

g(X) + Ker(p) = p−1(f(M)).

Таким образом, модуль M является X -модулем со свойством подъема. �

До конца настоящего пункта будем предполагать, что все рассматриваемые модули M облада-
ют C-накрытиями p : X → M , где C — некоторый класс модулей, удовлетворяющая следующим
условиям:

(1) класс модулей C замкнут относительно изоморфизмов;

(2) каждый фактор-модуль M/A модуля M обладает эпиморфным C-накрытием pM/A : XM/A →
M/A, у которого Ker(pM/A) ≪ XM/A;

(3) для каждого прямого слагаемого N модуля M и каждого естественного гомоморфизма

π : N → N/A существует расщепляющийся эпиморфизм ψ : XN → XN/A, для которого
коммутативна диаграмма

XN XN/A

N N/A

✲ψ

❄

pN

❄

pN/A

✲π

Предложение 3.39. Пусть M =M1 ⊕M2 — модуль. Если модуль M2 является M1-C-проек-

тивным, то M2 является M1-проективным.

Теорема 3.40. Следующие условия эквивалентны для модуля M :

(1) M — C-идемпотентно коинвариантный модуль;

(2) M — C-модуль со свойством подъема и для каждого разложения M = M1 ⊕M2 модули M1

и M2 взаимно C-проективны;
(3) M — C-модуль со свойством подъема и для каждого разложения M = M1 ⊕M2 модули M1

и M2 взаимно проективны.

Следствие 3.41. Пусть R— совершенное справа кольцо. Для правого R-модуля M следующие

условия равносильны:

(1) M — квазидискретный модуль;
(2) M — модуль со свойством подъема и для каждого разложения M = M1 ⊕M2 модули M1 и

M2 взаимно проективны.

3.4. X -Дискретные и X -непрерывные модули. ПустьM — правый R-модуль, p : X →M —
X -накрытие модуля M , S = End(X) и f — произвольный элемент из S. Если для некоторых го-
моморфизмов g1, g2 ∈ S, f ∈ EndM имеет место равенство pg1 = fp = pg2, то для каждого

h ∈ S имеем p(g1 − g2)h = 0 и, следовательно, p = p(1 − (g1 − g2)h). Тогда из определения
накрытия следует, что 1 − (g1 − g2)h— автоморфизм. Таким образом, g1 − g2 ∈ J(S) и, сле-
довательно, определен кольцевой гомоморфизм Φ : EndM → S/J(S), действующий по правилу

Φ(f) = f ′+J(S), где f ′ : X → X — гомоморфизм, для которого выполнено равенство p◦f ′ = f ◦p.
Пусть ∇(M) = Ker(Φ). Тогда имеет место вложение Φ̄ :M/∇(M) → S/J(S). Отождествляя коль-
цо EndM/∇(M) с кольцом Im(Φ), мы можем считать, что EndM/∇(M) является подкольцом

кольца S/J(S).
Модуль M называется дискретным, если M — квазидискретный модуль и каждый подмодуль

X модуля M , для которого фактор-модуль M/X изоморфен прямому слагаемому модуля M , —

прямое слагаемое в M .
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Лемма 3.42. Пусть M — квазидискретный модуль и p : P → M — проективное накрытие

модуля M . Тогда следующие условия равносильны:

(1) M — дискретный модуль;
(2) всякий малый эпиморфизм f :M →M является изоморфизмом;
(3) если для идемпотентов e1, e2 ∈ EndP , e′1, e

′
2 ∈ EndM выполнены равенства pei = e′ip (i =

1, 2), для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма

e1(P ) e2(P )

e′1(M) e′2(M)

✲α

❄

p

❄

p

✲α
′

и α является изоморфизмом, то α′ — изоморфизм.

Доказательство. Эквивалентность (1)⇔(3) проверяется непосредственно. Эквивалентность

(1)⇔(2) следует из [51, лемма 5.1]. �

Пусть p : X → M —X -накрытие модуля M . Модуль M называется X -дискретным, если вы-
полнены следующие условия:

(1) M —X -идемпотентно коинвариантный модуль;

(2) если для идемпотентов e1, e2 ∈ EndP , e′1, e
′
2 ∈ EndM выполнены равенства pei = e′ip (i = 1, 2),

для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма

e1(P ) e2(P )

e′1(M) e′2(M)

✲α

❄

p

❄

p

✲α
′

и α является изоморфизмом, то α′ — изоморфизм.

Далее будем предполагать, что X — класс правых R-модулей, замкнутый относительно изо-
морфных образов и прямых слагаемых, p : X →M — эпиморфное X -накрытие правого R-модуля

M и End(X)— полурегулярное кольцо.

Теорема 3.43. Если M —X -дискретный модуль, то кольцо EndM является полурегуляр-

ным и J(EndM) = ∇(M).

Следствие 3.44. У каждого неразложимого X -дискретного модуля кольцо эндоморфизмов

является локальным.

Следствие 3.44 непосредственно вытекает из теоремы 3.43.

Теорема 3.45. Если M —X -дискретный модуль, то M является конечно заменяемым мо-

дулем.

Теорема 3.45 непосредственно следует из теоремы 3.43 и [53, предложение 1.6].

Теорема 3.46. Если M —X -идемпотентно-коинвариантный модуль, то модуль M являет-

ся X -дискретным в точности тогда, когда ∇(M) = J(EndM) и EndM/∇(M)— регулярное

кольцо.

Кольцо R называется чистым, если каждый элемент r из R представим в виде r = e+ u, где
e2 = e ∈ R и u— обратимый элемент из R. Модуль M называется чистым, если EndM — чистое

кольцо.
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Теорема 3.47. Если M —X -дискретный модуль и End(X) — чистое кольцо, то кольцо

EndM является чистым.

Лемма 3.48. Пусть M — квазинепрерывный модуль и u :M → E(M)— инъективная оболоч-

ка модуля M . Тогда следующие условия равносильны:

(1) M — непрерывный модуль;

(2) каждый существенный мономорфизм M →M является изоморфизмом;
(3) если для идемпотентов e1, e2 ∈ End(E), e′1, e

′
2 ∈ EndM выполнены равенства eiu = ue′i

(i = 1, 2), для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма

e′1(M) e′2(M)

e1(E) e2(E)

✲α
′

❄

u

❄

u

✲α

и α— изоморфизм, то α′ — изоморфизм.

Доказательство. Эквивалентность (1)⇔(3) проверяется непосредственно. Эквивалентность (1)⇔

(2) следует из [51, лемма 3.14]. �

Модуль M называется непрерывным, если M — квазинепрерывный модуль и каждый подмо-
дуль модуля M , изоморфный замкнутому подмодулю в M , — прямое слагаемое в M .

Пусть u : M → Y —Y-оболочка модуля M . Модуль M называется Y-непрерывным, если вы-

полнены следующие условия:

(1) M —Y-идемпотентно-инвариантный модуль;
(2) если для идемпотентов e1, e2 ∈ End(E), e′1, e

′
2 ∈ EndM выполнены равенства eiu = ue′i (i =

1, 2), для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма

e′1(M) e′2(M)

e1(E) e2(E)

✲α
′

❄

u

❄

u

✲α

и α— изоморфизм, то α′ — изоморфизм.

До конца настоящего пункта будем предполагать, что Y — класс правых R-модулей, замкнутый
относительно изоморфных образов и прямых слагаемых, u :M → Y — мономорфная Y-оболочка
правого R-модуля M и EndR Y — полурегулярное кольцо. Имеет место кольцевой гомоморфизм

Φ : EndM → S/J(S), определенный согласно правилу Φ(f) = f̄ + J(S), где f̄ : Y → Y —
гомоморфизм, для которого выполнено равенство f̄ ◦ u = u ◦ f . Пусть ∆(M) = Ker(Φ). Тогда
имеем мономорфизм колец Φ̄ :M/∆(M) → S/J(S).

Следующие четыре утверждения являются двойственными аналогами соответственно тео-
рем 3.43, 3.45, 3.46 и 3.47.

Теорема 3.49. Пусть M — Y-непрерывный модуль. Тогда кольцо EndM является полурегу-

лярным и J(EndM) = ∆(M).

Теорема 3.50. Если M —Y-непрерывный модуль, то модуль M является конечно заменяе-

мым.

Теорема 3.51. Пусть M — Y-идемпотентно-инвариантный модуль. Модуль M является Y-

непрерывным в точности тогда, когда ∆(M) = J(EndM) и кольцо EndM/∆(M) регулярно.
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Теорема 3.52. Если M —Y-непрерывный модуль и End(Y )— чистое кольцо, то кольцо

EndM является чистым.

Из приведенных выше результатов следуют следующие хорошо известные свойства дискретных
и непрерывных модулей.

Следствие 3.53. Пусть M — правый R-модуль. Имеют место следующие утверждения:

(1) если M — непрерывный модуль, то

(a) EndM — полурегулярное кольцо;
(b) M — конечно заменяемый модуль;

(c) EndM — чистое кольцо;
(2) если M — дискретный модуль и R— совершенное справа кольцо, то

(a) EndM — полурегулярное кольцо;

(b) M — конечно заменяемый модуль;
(c) EndM — чистое кольцо;

(3) если M — конечно порожденный дискретный модуль и R— полусовершенное кольцо, то

(a) EndM — полурегулярное кольцо;
(b) M — конечно заменяемый модуль;
(c) EndM — чистое кольцо.

Доказательство. (1) следует из теорем 3.49, 3.50 и 3.52, если в этих теоремах положить Y равным

классу всех инъективных правых R-модулей.
Пункты (2) и (3) следуют из теорем 3.43, 3.45 и 3.47, если в этих теоремах положить X равным

классу всех проективных правых R-модулей. �

Замечание 3.54. Изложение последних двух пунктов основано на неопубликованных резуль-

татах, полученых А. Н. Абызовым, П. А. Гиль Асенсио, Ч. К. Куинем и Р. Х. Тином.
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Введение

Одной из центральных проблем о кольцах эндоморфизмов является вопрос о том, насколько
кольцо эндоморфизмов определяет абелеву группу или модуль. В самой простой формулиров-
ке результаты, положительно решающие эту проблему (их обычно называют теоремами изо-

морфизма для колец эндоморфизмов), имеют следующий вид: если EndA ∼= EndB, то A ∼= B.
Более сильная формулировка теоремы об изоморфизме выглядит так: данный кольцевой изомор-
физм ψ : EndA → EndB индуцируется некоторым групповым или модульным изоморфизмом
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ϕ : A→ B, т.е. ψ(h) = ϕhϕ−1, h ∈ EndA. (В случае модулей, как правило, возникают полулиней-

ные изоморфизмы модулей.) Теоремы подобного рода связаны со следующей задачей: для каких
модулей все автоморфизмы их колец эндоморфизмов являются внутренними автоморфизмами?

На кольце эндоморфизмов можно задать конечную топологию и рассматривать непрерывные

изоморфизмы колец эндоморфизмов. Они несут больше информации об исходных модулях. В
таком случае говорят о теоремах топологического изоморфизма.

Данная статья носит обзорный характер. Ее цель — дать подробное изложение нескольких

характерных теорем изоморфизма для колец эндоморфизмов модулей и абелевых групп. Что
примечательно, для доказательства этих теорем применяется та или иная модификация метода
Капланского.

Разделы 1 и 2 содержат некоторые необходимые сведения об абелевых группах и их кольцах
эндоморфизмов. Здесь же принимаются соглашения об обозначениях и терминах.

В разделе 3 рассматривается конечная топология на кольце эндоморфизмов. Оставшиеся раз-

делы 4–7 посвящены теоремам изоморфизма для колец эндоморфизмов, причем в разделе 4 рас-
сматривается классический случай векторных пространств над телами и полями. Здесь возни-
кает наиболее прозрачная ситуация для данной проблемы. В разделе 5 доказана теорема Бэра—

Капланского для p-групп. Она может служить эталоном для теорем подобного рода. В разделе 6
доказана одна теорема топологического изоморфизма. В последнем разделе показано, что для
p-групп с неограниченными базисными подгруппами в теореме Бэра—Капланского можно огра-
ничиться изоморфизмом между радикалами Джекобсона колец эндоморфизмов.

1. Некоторые определения и обозначения в теории абелевых групп

Под словом «группа» будем понимать аддитивно записанную абелеву группу, за исключением

случая группы автоморфизмов. Чаще всего обозначаем группу буквой A или G.
В теории абелевых групп исключительно важная роль принадлежит прямым суммам и прямым

произведениям. Прямую сумму групп A1, A2, . . . , An обозначаем A1 � A2 � . . . � An или
n
⊕

i=1
Ai.

Символ
⊕

i∈I

Ai обозначает прямую сумму множества групп Ai, i ∈ I.

Порядком o(a) элемента a группы A называется наименьшее число n ∈ N, для которого na = 0.

Если такого n не существует, то полагают o(a) = ∞ и говорят, что элемент a имеет бесконечный

порядок.
Каждая абелева группа относится к одному из следующих трех классов групп: периодические

группы, группы без кручения и смешанные группы. В периодической группе всякий элемент
имеет конечный порядок, в группе без кручения, напротив, все ненулевые элементы имеют бес-
конечный порядок. Смешанная группа содержит как ненулевые элементы конечного порядка,

так и элементы бесконечного порядка. В смешанной группе A подгруппа t(A), состоящая из всех
элементов конечного порядка, называется периодической частью или периодической подгруппой

группы A.

Примарной группой или p-группой называется группа, порядки элементов которой являют-
ся степенями фиксированного простого числа p. Периодическая группа A равна прямой сумме
p-групп tp(A) для различных p, называемых p-компонентами группы A. Если A— смешанная

группа, то ее p-компонентой называется p-компонента ее периодической части t(A).
Существует несколько известных классов групп, являющихся прямыми суммами циклических

групп. Группа называется ограниченной, если порядки всех ее элементов ограничены некото-

рым натуральным числом. Ограниченная группа есть прямая сумма циклических p-групп. Если
всякий элемент периодической группы A имеет порядок, не делящийся на квадрат, то A называ-
ется элементарной группой. Элементарная группа является прямой суммой циклических групп

простых порядков.
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Подгруппа H группы A называется вполне инвариантной, если αH ⊆ H для каждого эндо-

морфизма α группы A. Периодическая часть группы, ее p-компоненты суть вполне инвариантные
подгруппы. Для каждого n ∈ N положим

nA = {na | a ∈ A}, A[n] = {a ∈ A | na = 0}.

Подгруппы nA и A[n] вполне инвариантны в A.

Пусть p— некоторое простое число, A— группа и a ∈ A. Наибольшее неотрицательное целое

число k, для которого уравнение pkx = a имеет решение в A, называется p-высотой hAp (a) элемен-

та a в группе A. Если уравнение pkx = a разрешимо при любом натуральном k, то a называется

элементом бесконечной p-высоты, hAp (a) = ∞. Если ясно, о каких A и p идет речь, то пишем hp(a)
и h(a) и называем h(a) высотой элемента a.

Говорят, что подгруппа B группы A чиста (в A), если уравнение nx = b ∈ B, имеющее решение

в группе A, имеет решение и в подгруппе B. Подгруппа B будет чистой в точности тогда, когда
B ∩ nA = nB для всех n ∈ Z.

Приведем некоторые факты о свободных и делимых группах. Свободная группа является пря-
мой суммой некоторого числа копий группы Z. Делимая группа D есть прямая сумма квазицик-
лических групп Zp∞ для различных p и копий группы Q,

D =
⊕

p

⊕

mp

Zp∞ �

⊕

m0

Q.

Кардинальные числа m0 и mp по всем p составляют полную и независимую систему инвариантов
делимой группы D. Группа называется редуцированной, если она не имеет делимых подгрупп,

отличных от нуля. Любая группа представима в виде A = D � V , где D— делимая, а V — ре-
дуцированная группы. Подгруппа D определяется однозначно; ее называют делимой частью

группы A. Подгруппа V называется редуцированной частью группы A. Она определяется одно-

значно с точностью до изоморфизма. Всякую группу A можно вложить в качестве подгруппы в
делимую группу E, причем в E нет собственных делимых подгрупп, содержащих A. Такая группа
E называется делимой оболочкой группы A. Любые две делимые оболочки E1 и E2 изоморфны

над A, т.е. существует изоморфизм E1 → E2, оставляющий элементы из A на месте.
Подгруппа B p-группы A называется базисной, если выполнены следующие три условия:

1) B — прямая сумма циклических групп;
2) B есть чистая подгруппа группы A;
3) фактор-группа A/B является делимой группой.

Всякая p-группа содержит базисные подгруппы. Любые две базисные подгруппы изоморфны
между собой.

Пусть B — базисная подгруппа группы A. Запишем

B = B1 ⊕B2 ⊕ . . .⊕Bn ⊕ . . . , где Bn =
⊕

mn

Zpn .

Имеют место прямые разложения

A = B1 ⊕B2 ⊕ . . .⊕Bn ⊕An и An = Bn+1 �An+1

для каждого n. При этом группа An не содержит циклических прямых слагаемых порядков 6pn.

Для p-групп большое значение имеют следующие классические результаты Куликова.

Теорема 1.1 (см. [7, теорема 27.5, следствие 27.2]). Всякая ограниченная чистая подгруппа

является прямым слагаемым. Каждый элемент порядка p и конечной высоты некоторой p-
группы можно вложить в ее циклическое прямое слагаемое.

Отсюда можно вывести, что если элемент x p-группы A имеет конечную высоту, то существует

такое разложение A = 〈y〉 � Y , что элемент x имеет ненулевую компоненту в 〈y〉.
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В теории абелевых групп часто используются Z-адическая и p-адическая топологии. Базис

окрестностей нуля группы A в Z-адической топологии образуют подгруппы nA, n ∈ N. В p-
адической топологии в качестве базиса берут подгруппы pkA, k > 0. Строение полных в этих
топологиях групп известно (см. [7, гл. 7], [3, секция 11]). Они обладают полной и независимой си-

стемой инвариантов, состоящей из кардинальных чисел. Класс полных в Z-адической топологии
групп совпадает с классом редуцированных алгебраически компактных групп.

Рангом r(A) группы без кручения A называется мощность некоторой максимальной линейно

независимой системы элементов группы A, а p-рангом rp(A) группы A называется размерность
векторного пространства A/pA над полем Zp:

rp(A) = dimZp(A/pA).

Справедливо неравенство

rp(A) 6 r(A).

Рангом без кручения смешанной группы A называют ранг фактор-группы A/t(A). Обычно вместо

«ранг без кручения» говорят просто «ранг». Группа без кручения имеет ранг 1 в точности тогда,
когда она изоморфна некоторой подгруппе группы Q.

Тензорное произведение групп без кручения — снова группа без кручения. Для группы без

кручения A тензорное произведение A� Q есть Q-пространство, причем

r(A) = dimQ(A� Q).

Имеется вложение групп A→ A�Q, a 7→ a�1, a ∈ A. Группа A�Q является делимой оболочкой
группы A.

Для групп без кручения исключительно полезны понятия, связанные с делимостью элементов

на простые числа. Пусть p1, p2, . . . , pn, . . .— последовательность всех простых чисел, упорядочен-
ных по возрастанию. Последовательность p-высот

χ(a) =
(

hp1(a), hp2(a), . . . , hpn(a), . . .
)

называется характеристикой элемента a группы без кручения A. Пишут χA(a), если нужно
указать группу, в которой вычисляются p-высоты и характеристики.

Под характеристикой (k1, k2, . . . , kn, . . .) подразумеваем любую упорядоченную последова-

тельность целых неотрицательных чисел и символов ∞. Характеристики можно сравнивать.
Именно, считаем

(

k1, k2, . . . , kn, . . .
)

6
(

l1, l2, . . . , ln, . . .
)

,

если kn 6 ln для всех n ∈ N. Это отношение 6 превращает множество всех характеристик в

полную решетку.
Введем теперь отношение эквивалентности на множестве всех характеристик, что при-

ведет к основному понятию для групп без кручения — понятию типа. Две характеристики

(k1, k2, . . . , kn, . . .) и (l1, l2, . . . , ln, . . .) считаем эквивалентными, если kn 6= ln лишь для конечного
числа номеров n, причем для таких n символы kn и ln конечны.

Класс эквивалентности в множестве характеристик называется типом. Если χ(a) ∈ t для

некоторого типа t, то говорят, что элемент a имеет тип t и пишут t(a) = t или tA(a) = t. Если
χ(a) = (k1, k2, . . . , kn, . . .), то пишут

t(a) =
[

(k1, k2, . . . , kn, . . .)
]

=
[

(ki)
]

,

т.е. тип представляется характеристикой, принадлежащей этому типу. Порядок на множестве
характеристик индуцирует порядок на множестве типов.

Группа без кручения A, в которой все ненулевые элементы имеют один и тот же тип t, на-
зывается однородной типа t. При этом пишут t(A) = t. Группа ранга 1 является однородной.
По одной из теорем Бэра группы без кручения A и B ранга 1 изоморфны в том и только в том

случае, когда t(A) = t(B).
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Группа без кручения A называется вполне разложимой, если она является прямой суммой

групп ранга 1. Любые два разложения вполне разложимой группы в прямую сумму групп ранга 1
изоморфны. Пусть A =

⊕

i∈I
Ai — вполне разложимая группа без кручения, r(Ai) = 1, i ∈ I. Для

всякого типа t обозначим через At прямую сумму всех групп Ai типа t (если таких нет, то
At = 0). Ранги r(At), где t пробегает множество всех типов, образуют полную и независимую

систему инвариантов группы A. Введем обозначение Ω(A) = {t(Ai) | i ∈ I}. Разложение

A =
⊕

t∈Ω(A)

At

называется каноническим разложением группы A.
Более широкий класс по сравнению с вполне разложимыми группами составляют сепарабель-

ные группы. Группа без кручения A называется сепарабельной, если каждое конечное подмноже-
ство элементов из A содержится в некотором вполне разложимом прямом слагаемом группы A.

Абелевы группы и модули над кольцом целых чисел Z можно не различать, это суть одни
и те же объекты. Теорию абелевых групп можно считать ветвью теории модулей, в которой

используется специфика кольца Z. Все понятия и конструкции теории модулей применимы к
абелевым группам.

В теории абелевых групп встречаются и различные другие кольца, кроме кольца Z. Взгляд

на абелевы группы как на модули над какими-то кольцами иногда бывает полезным. Так, дели-
мые группы без кручения — это в точности векторные пространства над полем Q. Модули над
кольцом классов вычетов Zpn — это такие ограниченные p-группы, порядки элементов которых

не превосходят pn.
Важнейшим с точки зрения теории абелевых групп кольцом является кольцо целых p-

адических чисел ̂Zp. Известно, что p-группы и примарные ̂Zp-модули совпадают. Полные в p-

адической топологии группы естественным образом являются ̂Zp-модулями. Кольцо ̂Zp является

примером полной области дискретного нормирования. Теории абелевых групп и модулей над
областями дискретного нормирования — родственные теории. Последняя довольно подробно из-
ложена в книге [3].

2. Первичные свойства эндоморфизмов абелевых групп

Если A и B — абелевы группы, то Hom(A,B)— группа всех гомоморфизмов из A в B, EndA
(иногда End(A)) — кольцо эндоморфизмов группы A.

Приведем некоторые элементарные свойства колец эндоморфизмов. Все они справедливы для
колец эндоморфизмов произвольных модулей.

Пусть A = B � C — некоторое прямое разложение группы A. Проекцией группы A на прямое

слагаемое B с ядром C называется гомоморфизм π : A→ B, определяемый следующим образом.
Если a ∈ A и a = b+c, где b ∈ B и c ∈ C, то π(a) = b. Обозначим через i : B → A вложение группы
B в группу A. Тогда iπ ∈ EndA и (iπ)2 = iπ, т.е. iπ— идемпотент кольца EndA. Он называется

идемпотентным эндоморфизмом группы A. Введем обозначение ε = iπ. Будем отождествлять ε
с π. Таким образом, считаем проекцию π эндоморфизмом группы A, действующим на B тожде-
ственно и аннулирующим C. Понятно, что 1− ε— тоже идемпотент, ортогональный к ε. Кроме

того, B = εA, C = (1 − ε)A = ker ε; таким образом, A = εA � (1 − ε)A. Полученное разложение
справедливо для любого идемпотента ε кольца EndA.

Более общим образом, если A = A1 �A2 � . . .�An — некоторое прямое разложение группы A,

то, обозначив через εi проекцию A → Ai с ядром
⊕

j 6=i

Aj , получим Ai = εiA ((i = 1, 2, . . . , n), а

{εi | i = 1, 2, . . . , n}— полная ортогональная система идемпотентных эндоморфизмов группы A.

Предложение 2.1. Соответствие

A = ε1A� . . .� εnA 7→ EndA = (EndA)ε1 � . . .� (EndA)εn,
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где {εi | i = 1, 2, . . . , n}— полная ортогональная система идемпотентов кольца EndA, между

конечными прямыми разложениями группы A и разложениями кольца EndA в прямые суммы

левых идеалов является взаимно однозначным.

Доказательство. Мы уже показали, что для данного прямого разложения A = A1�A2� . . .�An
существует такая полная система {εi | i = 1, 2, . . . , n} ортогональных идемпотентов кольца EndA,

что Ai = εiA при всех i. Эта система дает разложение EndA = (EndA)ε1 � (EndA)ε2 � . . . �
(EndA)εn кольца EndA в прямую сумму левых идеалов.

Обратно, если EndA = L1�L2 � . . .�Ln, где Li — левые идеалы кольца EndA, то, записав 1 =

ε1+ε2+. . .+εn, εi ∈ Li, получим полную ортогональную систему {εi | i = 1, 2, . . . , n} идемпотентов
кольца EndA. Нетрудно убедиться, что имеет место разложение A = ε1A � ε2A � . . . � εnA.
Построенное соответствие является взаимно однозначным. �

Рассмотрим несколько стандартных соотношений между группой и ее кольцом эндоморфизмов,
связанных с идемпотентными эндоморфизмами. Из предложения 2.1 непосредственно вытекают
следующие свойства.

(a) Если ε— идемпотент кольца EndA, то εA будет неразложимым прямым слагаемым группы

A тогда и только тогда, когда ε— примитивный идемпотент.

(b) Пусть ε, ω— идемпотенты кольца EndA. Существуют канонические изоморфизмы групп

Hom(ωA, εA) ∼= ε(EndA)ω и колец End(εA) ∼= ε(EndA)ε.

Действительно, пусть ϕ : ωA→ εA— некоторый гомоморфизм. Продолжим ϕ до эндоморфиз-
ма ϕ группы A, считая, что ϕ аннулирует дополнительное слагаемое (1 − ω)A к ωA. Искомый

изоморфизм f : Hom(ωA, εA) → ε(EndA)ω получается сопоставлением ϕ
f

7−→ εϕω. В самом де-

ле, если εψω ∈ ε(EndA)ω для некоторого ψ ∈ EndA, то εψω|ωA есть гомоморфизм ωA → εA и
f : εψω|ωA 7→ εψω. При ε = ω имеем изоморфизм End(εA) ∼= ε(EndA)ε, причем это кольцевой
изоморфизм.

Пусть A = B � C и ε : A → B — проекция с ядром C. Можно считать EndB подкольцом
кольца EndA, если отождествить EndB с ε(EndA)ε при помощи построенного в свойстве (b)
изоморфизма.

Рассмотрим два первичных факта о соотношении между изоморфизмами групп и изоморфиз-
мами их колец эндоморфизмов.

(c) Если группы A и C изоморфны, то их кольца эндоморфизмов изоморфны. Более точно, вся-

кий групповой изоморфизм ϕ : A→ C индуцирует кольцевой изоморфизм ψ : EndA→ EndC,

действующий по закону ψ : η 7→ ϕηϕ−1, η ∈ EndA.

Для η1, η2 ∈ EndA имеем равенства

ψ(η1 + η2) = ψ(η1) + ψ(η2), ψ(η1η2) = ψ(η1)ψ(η2), ψ(idA) = idC .

Следовательно, ψ— гомоморфизм колец. Далее, если 0 6= η ∈ EndA, то ясно, что ϕηϕ−1 6= 0, т.е.
kerψ = 0. Пусть теперь ξ ∈ EndC; тогда ψ(ϕ−1ξϕ) = ξ, а значит, ψ— кольцевой изоморфизм.

(d) Пусть даны группы A = A1�A2 и C. Если ψ : EndA→ EndC — изоморфизм колец, то группа

C обладает разложением C = C1�C2, причем ψ индуцирует изоморфизмы EndAi → EndCi,
i = 1, 2.

Обозначим через ε проекцию A→ A1 с ядром A2. Тогда ω = ψ(ε) — идемпотент кольца EndC.
Получаем равенство C = C1 � C2, где C1 = ωC и C2 = kerω. Изоморфизм ψ индуцирует изо-

морфизм колец ε(EndA)ε → ω(EndC)ω и, значит, изоморфизм колец EndA1 → EndC1 (см.
свойство (b)). Второй изоморфизм EndA2 → EndC2 устанавливается аналогично.

В ряде случаев кольцо эндоморфизмов можно легко вычислить. Например, EndZ ∼= Z,

EndZn ∼= Zn, EndQp
∼= Qp, где Qp = {s/t ∈ Q | (t, p) = 1}, EndQ ∼= Q, EndZp∞ ∼= End ̂Zp ∼= ̂Zp.
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Рассматривая прямые суммы групп, можно получать примеры колец эндоморфизмов в мат-

ричной форме. Прежде рассмотрим соответствующую конструкцию.

Пусть дана прямая сумма групп A =
n
⊕

i=1
Ai. Составим квадратную матрицу

(

αji
)

=









α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn









с элементами αji ∈ Hom(Ai, Aj). Для таких матриц можно определить обычные матричные опе-
рации сложения и умножения. Нетрудно убедиться, что сложение и умножение матриц всегда

выполнимы и приводят к матрицам этого же вида. В результате получаем кольцо матриц ука-
занного вида (такие кольца называют кольцами формальных или обобщенных матриц, см. [4–6]).
Стандартный изоморфизм кольца операторов конечномерного векторного пространства кольцу

матриц в случае абелевых групп (и модулей) принимает следующий вид.

Предложение 2.2. Кольцо эндоморфизмов группы A =
n
⊕

i=1
Ai изоморфно кольцу всех матриц

(

αji
)

порядка n, где αji ∈ Hom(Ai, Aj).

Теперь можно продолжить список колец эндоморфизмов. Именно, справедливы изоморфизмы:

End(Z � Q) ∼=

(

Z 0
Q Q

)

, End(Zn � Z) ∼=

(

Zn Zn
0 Z

)

,

End(Zpn � Zpm) ∼=

(

Zpn Zpn

Zpn Zpm

)

(n < m), End(Zp∞ � Q) ∼=

(

̂Zp ̂Qp

0 Q

)

,

где ̂Qp — поле p-адических чисел.

Область, изучающую кольца эндоморфизмов абелевых групп, можно отнести и к теории абеле-
вых групп и к теории колец эндоморфизмов произвольных модулей. Книга [2] целиком посвящена
различным аспектам теории колец эндоморфизмов абелевых групп.

3. Конечная топология

На кольце эндоморфизмов любого модуля можно задать одну весьма полезную топологию.
Это так называемая конечная топология, являющаяся примером линейной топологии. Линейная

топология на модуле (кольце) — это такая топология, при которой имеется базис окрестностей
нуля, состоящий из подмодулей (левых идеалов), причем соответствующие смежные классы об-
разуют базис открытых множеств. Примерами линейных топологий также являются Z-адическая

и p-адическая топологии на абелевых группах.

Пусть M — правый модуль над некоторым кольцом, EndM — его кольцо эндоморфизмов. Ко-

нечная топология на кольце EndM задается с помощью следующего подбазиса окрестностей
нуля:

Ux = {α ∈ EndM | α(x) = 0},

где x пробегает все элементы модуля M . Понятно, что Ux — левые идеалы кольца EndM . Базис
окрестностей нуля составляют идеалы

UX = {α ∈ EndM | αX = 0},

где X пробегает все конечные подмножества модуля M . Поскольку верно равенство UX =
⋂

x∈X
Ux,

то базис окрестностей элемента α ∈ EndM составляют смежные классы α+UX для всех конечных
подмножеств X модуля M . Конечная топология всегда хаусдорфова. Сформулируем основную

теорему о конечной топологии.
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Теорема 3.1. Кольцо эндоморфизмов любого модуля M является полным топологическим

кольцом в конечной топологии.

Доказательство. Поскольку Ux — левые идеалы, непрерывность сложения и вычитания в кольце

EndM очевидна. Проверим непрерывность умножения. Возьмем произвольные эндоморфизмы
α, β ∈ EndM , и пусть αβ + Ux — окрестность элемента αβ. Так как Uβ(x)β ⊆ Ux, то справедливо
включение

(α+ Uβ(x))(β + Ux) ⊆ αβ + Ux,

что дает требуемую непрерывность.
Итак, EndM — топологическое кольцо. Покажем его полноту. Предположим, что {αi}i∈I — по-

следовательность Коши в кольце EndM . Согласно определениям конечной топологии и после-

довательности Коши, множество индексов I упорядочено с помощью порядка, двойственного к
порядку на конечных подмножествах модуля M . Тогда для данного x ∈ M существует такой
i0 ∈ I, что αi − αj ∈ Ux при всех i, j > i0. Это означает, что αi(x) = αj(x) при достаточно боль-

ших индексах i и j. Определим эндоморфизм α модуля M , взяв в качестве α(x) общее значение
всех таких αi(x). Тогда α − αi ∈ Ux при i > i0. Таким образом, α является пределом данной
последовательности Коши {αi}i∈I . Получили, что всякая последовательность Коши сходится в

кольце EndM , что означает его полноту. �

При применении конечной топологии наиболее важны полнота кольца эндоморфизмов и непре-
рывные изоморфизмы между кольцами эндоморфизмов.

Иногда конечную топологию можно определить в терминах самого кольца эндоморфизмов.

Предложение 3.2. Справедливы следующие утверждения:

1. Пусть V — векторное пространство над некоторым телом. Конечная топология кольца опе-

раторов EndV пространства V будет определена, если в качестве подбазиса окрестностей

нуля взять совокупность левых аннуляторов примитивных идемпотентов.

2. Пусть G— редуцированная p-группа. Конечную топологию кольца EndG можно задать, взяв

в качестве подбазиса окрестностей нуля совокупность левых аннуляторов элементов αε, где

α ∈ EndG и ε— примитивный идемпотент. Если группа G не имеет элементов бесконечной

высоты, то достаточно взять лишь левые аннуляторы примитивных идемпотентов.

3. Если G— сепарабельная группа без кручения, то конечную топологию кольца EndG можно

аналогично задать, взяв в качестве подбазиса окрестностей нуля совокупность левых анну-

ляторов примитивных идемпотентов.

Доказательство. 1. Пусть x— произвольный вектор пространства V , X — подпространство, по-
рожденное вектором x, и ε : V → X — проекция. Равенство Ux = (EndV )(1 − ε) означает, что
Ux — левый аннулятор примитивного идемпотента ε.

2. Для каждого элемента x ∈ G существует такое циклическое прямое слагаемое 〈y〉 группы G,
что o(x) 6 o(y). Следовательно, существует α ∈ EndG, переводящий y в x. Пусть ε : G → 〈y〉—
проекция. Тогда Ux — это в точности левый аннулятор элемента αε, причем ε— примитивный

идемпотент. Если группа G не имеет элементов бесконечной высоты, то подбазисом окрестностей
нуля для конечной топологии является совокупность левых идеалов Ux, где элемент x пробегает
только такие элементы, что 〈x〉— прямое слагаемое группы G. Если ε : G → 〈x〉— проекция, то,

как и в п. 1, Ux = (EndV )(1− ε).
3. Как и в п. 2, подбазис окрестностей нуля может быть задан как совокупность левых идеалов

Ux, где x пробегает только такие элементы, что 〈x〉∗ — прямое слагаемое группы G (где 〈x〉∗ —

чистая подгруппа, порожденная элементом x). �
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4. Случай векторных пространств

Изоморфные группы, конечно, имеют изоморфные кольца эндоморфизмов. Обратная задача,
в общем случае, намного более трудна. В самом общем виде ее можно сформулировать следую-
щим образом: как связаны две группы, если их кольца эндоморфизмов изоморфны? Будут ли,

например, эти группы изоморфны? Естественную формулировку этой проблемы подсказывает
свойство (c) из раздела 2. Будет ли данный кольцевой изоморфизм ψ : EndA → EndB индуци-
роваться некоторым групповым изоморфизмов ϕ : A → B, т.е. верна ли формула ψ(η) = ϕηϕ−1

для всех η ∈ EndA?
При переходе к модулям возникают новые варианты формулировки указанной проблемы. Так,

можно рассматривать модули над разными кольцами. В этой ситуации используются полули-

нейные изоморфизмы модулей. Пусть R и S — некоторые кольца, A— правый R-модуль, а B —
правый S-модуль. Аддитивный изоморфизм ϕ : A → B называется полулинейным изоморфиз-

мом модулей A и B, если имеется такой кольцевой изоморфизм τ : R→ S, что ϕ(ar) = ϕ(a)τ(r)
для всех a ∈ A и r ∈ R. При этом говорят, что изоморфизм колец (или алгебр) эндоморфизмов

ψ : EndRA→ EndS B индуцируется полулинейным изоморфизмом ϕ : A→ B, если ψ(η) = ϕηϕ−1,
η ∈ EndRA.

Этот и следующие два раздела непосредственно связаны с проблемой определяемости группы
(модуля) ее кольцом эндоморфизмов. Прежде всего мы обратимся к случаю векторных про-
странств и их колец операторов. В силу простого (с точки зрения теории модулей) строения век-

торных пространств ряд идей и методов, которые мы будем далее применять, предстают здесь в
довольно простом и непосредственном виде.

Будем рассматривать правые векторные пространства над телами.

Теорема 4.1 (Бэр [9]). Пусть V и W — векторные пространства над телами D и F со-

ответственно. Тогда всякий кольцевой изоморфизм между кольцами операторов EndD V и

EndF W индуцируется некоторым полулинейным изоморфизмом между V и W .

Доказательство. Пусть ψ : EndD V → EndF W — некоторый кольцевой изоморфизм. Далее для
удобства будем писать α∗ вместо ψ(α), где α ∈ EndD V . Зафиксируем ненулевой вектор a ∈ V .

Пусть ε : V → aD— проекция, где aD— одномерное подпространство, порожденное вектором a.
Тогда aD = εV . Так как ε— идемпотент кольца EndD V , то ε∗ — идемпотент кольца EndF W . Сле-
довательно, ε∗W — одномерное прямое слагаемое пространства W . Пусть b— некоторый ненуле-

вой вектор из ε∗W . Тогда bF = ε∗W . Согласно свойству (b) из раздела 2 отождествляем кольца
EndD(aD) и ε(EndD V )ε, а также EndF (bF ) и ε∗(EndF W )ε∗. Следовательно, ψ индуцирует изо-
морфизм колец EndD(aD) → EndF (bF ).

Теперь заметим следующее. Для фиксированного элемента d ∈ D существует единственный

оператор σd ∈ EndD(aD), действующий по правилу σd(ad
′) = add′, где d′ ∈ D. В частности,

σd(a) = ad. Соответствие d 7→ σd задает кольцевой изоморфизм D → EndD(aD). Существует
аналогичный изоморфизм F → EndF (bF ). Композицию изоморфизмов

D → EndD(aD)
ψ

−→ EndF (bF ) → F

обозначим через τ . При этом верно равенство σ∗d(b) = bτ(d).

Построим искомый полулинейный изоморфизм между V и W . Для произвольного вектора x ∈
V выберем такой оператор α пространства V , что x = α(a). Определим отображение ϕ : V → W ,

полагая ϕ(x) = α∗(b). Отображение ϕ задано корректно, т.е. не зависит от выбора оператора α.
Действительно, если x = α1(a) (α1 ∈ EndD(V )), то (α− α1)(a) = 0 и (α− α1)ε = 0. Отсюда

(

(α− α1)ε
)∗

= (α∗ − α∗
1)ε

∗ = 0;

следовательно, (α∗ − α∗
1)(b) = 0 и α∗(b) = α∗

1(b).
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Возьмем еще один вектор y ∈ V и выберем β ∈ EndD V со свойством y = β(a). Тогда x + y =

(α+ β)(a); значит,

ϕ(x+ y) = (α+ β)∗(b) = α∗(b) + β∗(b) = ϕ(x) + ϕ(y).

Итак, ϕ— аддитивный гомоморфизм.
Покажем, что ϕ— полулинейное отображение, т.е. убедимся в справедливости равенства

ϕ(xd) = ϕ(x)τ(d) для любых x ∈ V и d ∈ D. Пусть как и выше x = α(a). Тогда xd = α(a)d = α(ad).

Поскольку ϕ(x) = α∗(b), то
ϕ(x)τ(d) = α∗(b)τ(d) = α∗

(

bτ(d)
)

.

С другой стороны, из xd = α(ad) = ασd(a) находим

ϕ(xd) = (ασd)
∗(b) = α∗(σ∗d(b)) = α∗

(

bτ(d)
)

.

Таким образом, ϕ(xd) = ϕ(x)τ(d).

Если ϕ(x) = α∗(b) = 0 для какого-то x ∈ V , то (αε)∗ = α∗ε∗ = 0. Отсюда следует, что αε = 0 и

x = αε(a) = 0, т.е. kerϕ = 0. Для каждого вектора z ∈W существует такой оператор γ ∈ EndF W ,
что z = γ(b). Пусть γ = α∗ для какого-то α ∈ EndD V ; тогда z = γ(b) = α∗(b) = ϕ(x), где x = α(a).
Получили, что ϕ— биекция, иными словами, ϕ— полулинейный изоморфизм.

Возьмем произвольный оператор µ ∈ EndD V и вектор z ∈ W . Выберем далее вектор x ∈ V

со свойством z = ϕ(x) и оператор α ∈ EndD V , для которого x = α(a). Тогда z = ϕ(x) = α∗(b).
Теперь можно записать равенства

µ∗(z) = (µα)∗(b) = ϕ
(

µα(a)
)

= ϕµ(x) = (ϕµϕ−1)(z).

Таким образом, ψ(µ) = µ∗ = ϕµϕ−1, т.е. изоморфизм ψ индуцируется изоморфизмом ϕ. �

Если пространство V имеет конечную размерность m, то кольцо EndD V изоморфно кольцу
матриц Mm(D) порядка m над телом D. Тогда можно записать следующий частный случай
теоремы 4.1.

Следствие 4.2. Если кольца Mm(D) и Mn(F ) изоморфны, то m = n и изоморфны тела D

и F .

Рассмотрим ситуацию, когда D и F являются полями. Отождествим любой элемент d ∈ D с
его действием на V . Говоря короче, будем считать, что D— это центр кольца EndD V . Аналогич-
ным образом отождествляем поле F с центром кольца EndF W . При изоморфизме колец центр

переходит в центр, поэтому в условиях теоремы 4.1 можно считать, что V и W — пространства
над одним и тем же полем, скажем, F . Однако и в этом случае удается лишь доказать, что изо-
морфизм колец ψ : EndF V → EndF W индуцируется некоторым полулинейным изоморфизмом

F -пространств V → W .
Поскольку кольца EndF V и EndF W являются F -алгебрами, то естественно пойти дальше

и считать, что ψ— изоморфизм F -алгебр, т.е. ψ(sα) = sψ(α) для всех s ∈ F и α ∈ EndF V .

При таком предположении, учитывая равенства ψ(s · idV ) = sψ(idV ) = s · idW , получаем, что
изоморфизм F -алгебр EndF V и EndF W действует на F тождественно. И вообще, изоморфизмы
между алгебрами эндоморфизмов EndF V и EndF W — это в точности кольцевые изоморфизмы,

оставляющие элементы из центра на месте. Учитывая это, можно записать следующий результат.

Следствие 4.3. Пусть V и W — векторные пространства над полем F . Тогда всякий изо-

морфизм алгебр эндоморфизмов EndF V и EndF W индуцируется некоторым изоморфизмом про-

странств V и W .

Теоремы изоморфизма имеют одно важное применение. Пусть ψ— автоморфизм F -алгебры

EndF V . Согласно следствию 4.3 найдется такой автоморфизм (обратимый оператор) ϕ простран-
ства V , что ψ(α) = ϕαϕ−1 для всякого α ∈ EndF V . Поскольку автоморфизмы пространства V —
это в точности обратимые элементы алгебры EndF V , то последнее равенство означает, что ψ

является внутренним автоморфизмом алгебры EndF V .
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Следствие 4.4. Справедливы следующие утверждения:

1. Всякий автоморфизм алгебры эндоморфизмов векторного пространства над полем является

внутренним.

2 (Сколем, Нетер). Всякий автоморфизм алгебры матриц Mn(F ) является внутренним.

Доказательство Бэра теоремы 4.1 в [9] носит, можно сказать, геометрический характер. Ме-
тод, использованный нами в доказательстве теоремы 4.1, будем называть методом Капланского.

Соответствующие рассуждения впервые появились в его книге [21]. Суть метода Капланского в
следующем. Примитивные идемпотенты кольца операторов соответствуют неразложимым (т.е.
в этом случае одномерным) подпространствам. Чтобы построить изоморфизм пространства V

на пространство W , используется перенос свойств таких слагаемых при помощи операторов с
целью получить нужные элементы пространства W . В том или ином виде метод Капланского мы
применим еще несколько раз в оставшихся разделах этой статьи.

5. Теорема Бэра—Капланского

Сформулируем и докажем, пожалуй, самый известный результат на тему определяемости абе-

левой группы или модуля своим кольцом эндоморфизмов. Речь идет о следующей замечательной
теореме.

Теорема 5.1 (Бэр [8], Капланский [21]). Если A и C — периодические группы с изоморфны-

ми кольцами эндоморфизмов, то всякий кольцевой изоморфизм EndA → EndC индуцируется

некоторым изоморфизмом групп A→ C.

Доказательство. Можно ограничиться случаем p-групп. В самом деле, запишем

A =
⊕

p∈P

tp(A), C =
⊕

p∈P

tp(C),

где tp(A) и tp(C)— p-компоненты групп A и C соответственно. Тогда

EndA =
∏

p∈P

End tp(A), EndC =
∏

p∈P

End tp(C).

Так как

End tp(A) =
⋂

(n, p)=1

nEndA, End tp(C) =
⋂

(n, p)=1

nEndC,

то всякий кольцевой изоморфизм EndA → EndC должен переводить End tp(A) в End tp(C).

Поэтому достаточно предполагать, что A и C являются p-группами, что и будем делать.
Работаем далее с фиксированным кольцевым изоморфизмом ψ : EndA→ EndC. Для всякого

η ∈ EndA пишем ψ(η) = η∗.

Если A— циклическая или квазициклическая p-группа, то нетрудно понять, что A ∼= C (см. в
разделе 2 о строении колец эндоморфизмов таких групп). Далее разобьем доказательство на три
случая.

Случай 1: A— ограниченная группа. Тогда A является прямой суммой циклических p-групп.
Пусть g— один из образующих элементов некоторого циклического прямого слагаемого группы
A наибольшего порядка pk. Если ε : A→ 〈g〉 — проекция, то ε— идемпотент кольца EndA, а ε∗ —

идемпотент кольца EndC. Следовательно, ε∗C — прямое слагаемое группы C. Ввиду свойства (d)
из раздела 2 изоморфизм ψ индуцирует изоморфизм колец End〈g〉 → End(ε∗C). Значит, ε∗C —
циклическая группа 〈h〉 порядка pk. Теперь можем построить искомый изоморфизм ϕ : A → C.

Для произвольного элемента a ∈ A выберем эндоморфизм η ∈ EndA, при котором a = η(g),
и определим отображение ϕ : A → C так, что ϕ(a) = η∗(h). Проверка корректности задания
отображения ϕ, того, что ϕ— изоморфизм и, наконец, того, что ϕ индуцирует ψ, аналогична

тому, как это делалось в доказательстве теоремы 4.1.
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Случай 2: A = B �D, где B — ограниченная, а D— ненулевая делимая группы. Пусть 〈g〉—

циклическое прямое слагаемое максимального порядка pk в группе B, E — прямое слагаемое груп-
пы D, изоморфное группе Zp∞ , и пусть

E = 〈d1, d2, . . . , dn, . . .〉, pd1 = 0, pdn+1 = dn при n > 1.

Обозначим соответствующие проекции через ε : A → 〈g〉 и π : A → E. Так же, как и в первом

случае, получаем, что ε∗C — циклическое прямое слагаемое группы C, а π∗C — прямое слагаемое
группы C, изоморфное группе Zp∞ . Зададим группы ε∗C и π∗C через их образующие:

ε∗C = 〈h〉, π∗C = 〈e1, e2, . . . , en, . . .〉, pe1 = 0, pen+1 = en при n > 1.

Произвольный элемент a ∈ A запишем в виде a = a1 + a2, где a1 ∈ B, a2 ∈ D, и возьмем такой
эндоморфизм η ∈ EndA, что η(g) = a1, η(dn) = a2 при некотором n. Построим отображение
ϕ : A → C, положив ϕ(a) = η∗(h + en). Покажем сначала, что ϕ не зависит от выбора η и n.

Возьмем такой η1 ∈ EndA, что η1(g) = a1 и η1(dm) = a2, причем можно считать, что m > n.
Тогда получаем равенства

(η − η1)(g) = 0, (pm−nη − η1)(dm) = 0.

Значит, (η − η1)ε = 0, а эндоморфизм (pm−nη − η1)π аннулирует E[pm]. Последнее означает, что
эндоморфизм (pm−nη− η1)π делится на pm. Тогда эндоморфизм

(

(pm−nη− η1)π
)∗

также делится
на pm, следовательно, он аннулирует элемент em. Таким образом, получаем, что η∗(h) = η∗1(h) и
η∗(en) = pm−nη∗(em) = η∗1(em), откуда η∗(h+ en) = η∗1(h+ em).

Относительно проверки того, что ϕ— изоморфизм, индуцирующий изоморфизм ψ, как и в
первом случае, отсылаем к доказательству теоремы 4.1.

Случай 3: A имеет неограниченную базисную подгруппу. По свойствам базисных подгрупп

(см. раздел 1) существуют такие разложения

A = 〈a1〉 � 〈a2〉 � . . .� 〈ak〉 �Ak, k ∈ N,

что Ak = 〈ak+1〉 � Ak+1 и o(ak) = pnk , где 1 6 n1 < n2 < . . . < nk < . . .. Пусть εk : A → 〈ak〉—

проекция. Для несовпадающих индексов j и k определим эндоморфизм γjk группы A следующим
образом. Эндоморфизм γjk отображает прямое слагаемое в указанном выше разложении группы
A дополнительное к 〈ak〉 в 0. Кроме того, он переводит ak в aj (соответственно, в pnj−nkaj), если

j < k (соответственно, j > k). Тогда

(1) γjkεk = γjk = εjγjk при всех j 6= k;

(2) γkjγjk = p|nj−nk|εk при всех j 6= k;
(3) γijγjk = γik, если i < j < k или i > j > k.

Эндоморфизмы ε∗k и γ∗jk группы C также удовлетворяют условиям (1)–(3). Подгруппы ε∗kC —

циклические прямые слагаемые группы C тех же порядков, что и группы εkA (по свойству (d) из
раздела 2). Ввиду условия (2) эндоморфизм γ∗k,k+1 отображает ε∗k+1C в ε∗kC. Положим ε∗kC = 〈ck〉

и покажем, что образующие ck можно выбрать таким образом, чтобы γ∗k,k+1(ck+1) = ck при всех k.

Действительно, если элементы c1, c2, . . . , ck уже выбраны и элемент c′k+1 порождает подгруппу

ε∗k+1C, то γ∗k,k+1(c
′
k+1) = tck для некоторого t ∈ Z. Далее из (2) находим γ∗k+1,k(tck) = pnk+1−nkc′k+1,

и рассмотрение порядков элементов показывает, что (p, t) = 1. Возьмем элемент ck+1 = sc′k+1, где
st ≡ 1(modpnk). Тогда γ∗k,k+1(ck+1) = ck. Более того, по свойству (3) имеем γ∗jk(ck) = cj для всех

j < k.
Для произвольного элемента a ∈ A выберем такой эндоморфизм η ∈ EndA, что η(ak) = a

при некотором k ∈ N. Определим отображение ϕ : A → C, полагая ϕ(a) = η∗(ck). Убедимся, что

отображение ϕ задано корректно. Пусть η1(aj) = a, где η1 ∈ EndA и j > k. Тогда (ηγkj−η1)εj = 0,
откуда (η∗γ∗kj − η∗1)ε

∗
j = 0, что означает η∗(ck) = η∗1(cj).

Наконец, как и в теореме 4.1 проверяется, что построенное отображение ϕ является изомор-

физмом, индуцирующим изоморфизм ψ. �
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Как и в случае векторных пространств получаем следствие об автоморфизмах периодических

групп.

Следствие 5.2. Всякий автоморфизм кольца эндоморфизмов периодической группы являет-

ся внутренним.

6. Топологические изоморфизмы колец эндоморфизмов

На кольце эндоморфизмов существует конечная топология, поэтому естественно рассмотреть

непрерывные в обе стороны изоморфизмы колец эндоморфизмов. Они более точно определя-
ют строение исходного модуля. Такие изоморфизмы будем называть топологическими и го-
ворить о теоремах топологического изоморфизма. Итак, под топологическим изоморфизмом

ψ : EndA → EndC понимаем такой кольцевой изоморфизм ψ, что ψ и ψ−1 непрерывны от-
носительно конечной топологии. Непосредственно проверяется, что всякий групповой изомор-
физм A → C индуцирует топологический кольцевой изоморфизм EndA → EndC. Обратим еще

внимание на то, что кольцевые изоморфизмы, фигурирующие в теоремах 4.1 и 5.1, являются
топологическими. Это вытекает из предложения 3.2.

В этом разделе все группы не имеют кручения. Большинство встречающихся здесь понятий,

связанных с группами без кручения, определяются в разделе 1. Дополнительно напомним, что
тип называется идемпотентным, если он содержит характеристику, состоящую из символов 0 и
∞. Идемпотентность типа группы без кручения A ранга 1 равносильна тому, что A изоморфна

аддитивной группе некоторого подкольца поля рациональных чисел Q.
Каждая абелева группа A естественным образом является левым модулем над своим кольцом

эндоморфизмов. Пусть A не имеет кручения. В таком случае Q-алгебра EndA � Q называется

кольцом квазиэндоморфизмов или алгеброй квазиэндоморфизмов группы A. Действие кольца
EndA на группе A продолжается до действия кольца EndA � Q на делимой оболочке A � Q

группы A. Таким образом получаем левый (EndA� Q)-модуль A� Q.

Считаем группу A вложенной в Q-пространство A�Q, отождествляя элемент a ∈ A с элементом
a� 1. Такое же соглашение принимаем и относительно EndA и EndA� Q.

Чистые вполне инвариантные подгруппы группы A кратко будем называть pfi-подгруппами.

Нетрудно проверить, что соответствия

H 7→ H � Q, W 7→W ∩A

являются взаимно обратными изоморфизмами между решеткой pfi-подгрупп группы A и решет-
кой подмодулей (EndA� Q)-модуля A� Q.

Напомним, что группа A называется неприводимой, если она не имеет собственных pfi-

подгрупп. Неприводимость группы A равносильна неприводимости (EndA� Q)-модуля A� Q.

Определение 6.1. Группа без кручения G называется вполне транзитивной, если для любых
ее элементов a, b 6= 0, удовлетворяющих условию χ(a) 6 χ(b), существует такой эндоморфизм

α ∈ EndG, что α(a) = b.

Простейшими примерами вполне транзитивных групп являются однородные сепарабельные
группы и алгебраически компактные группы.

Лемма 6.2. Однородная вполне транзитивная группа без кручения G является неприводи-

мой. Если дополнительно G имеет идемпотентный тип, то всякая ее чистая подгруппа содер-

жит образующий элемент EndG-модуля G.

Доказательство. Предположим, что H — ненулевая pfi-подгруппа группы G. Пусть a ∈ H и

b ∈ G— некоторые ненулевые элементы. Выберем натуральное число n так, что χ(a) 6 χ(nb).
Тогда α(a) = nb для некоторого α ∈ EndG. Отсюда в силу вполне инвариантности подгруппы H
получаем, что nb ∈ H, а в силу ее чистоты — что b ∈ H. Следовательно, H = G и, значит, G не

содержит собственных pfi-подгрупп.
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Если группа G имеет идемпотентный тип, то всякая ее ненулевая чистая подгруппа содержит

элемент a 6= 0 с характеристикой χ(a), состоящей из 0 и ∞. Тогда χ(a) 6 χ(b) для любого
ненулевого элемента b ∈ G. Отсюда b ∈ (EndG)a и (EndG)a = G, т.е. элемент a порождает
EndG-модуль G. �

Теорема 6.3 (см. [1]). Пусть G и H — однородные вполне транзитивные группы без круче-

ния, типы которых идемпотентны. Тогда всякий топологический кольцевой изоморфизм меж-

ду EndG и EndH индуцируется некоторым групповым изоморфизмом между G и H.

Доказательство. Пусть ψ : EndG → EndH — некоторый топологический кольцевой изомор-
физм. Для удобства введем следующие обозначения:

V = G� Q, W = H � Q, R = EndG� Q, S = EndH � Q.

Тогда V — точный неприводимый R-модуль, W — точный неприводимый S-модуль (по лемме 6.2).
Положим далее

D = EndR V, F = EndSW, K = EndD V, L = EndF W.

Здесь D и F — тела согласно лемме Шура. По известной теореме плотности Джекобсона—

Шевалле для неприводимых модулей кольцо R плотно в конечной топологии кольца K, а кольцо
S плотно в конечной топологии кольца L.

Кольцо EndG (соответственно, EndH) отождествляем с его образом при каноническом вло-

жении EndG → R (соответственно, EndH → S). Тогда конечная топология кольца EndG (со-
ответственно, EndH) совпадает с топологией, индуцированной конечной топологией кольца K
(соответственно, L). Поэтому ψ� idQ будет топологическим изоморфизмом колец R и S, который

также будем обозначать ψ. Так как R (соответственно, S) плотно в полном кольце K (соот-
ветственно, L), то ψ однозначно продолжается до изоморфизма колец K → L, который снова
обозначим через ψ. Как и ранее, условимся писать η∗ вместо ψ(η).

Пусть g— некоторый фиксированный образующий элемент EndG-модуля G (существующий по
лемме 6.2). Обозначим через A подпространство D-пространства V , порожденное элементом g, и
рассмотрим проекцию π : V → A. Тогда π ∈ K и π2 = π. Отсюда (π∗)2 = π∗ и π∗ : W → π∗W —

проекция. Кроме того,

D ∼= EndD A ∼= πKπ ∼= π∗Lπ∗ ∼= EndF (π
∗W )

и, следовательно, dimF (π
∗W ) = 1 (по поводу изоморфизма EndD A ∼= πKπ и аналогичного изо-

морфизма для кольца L см. свойство (b) из раздела 2). Выберем в π∗W ∩H некоторый элемент h,
порождающий EndH-модуль H.

Определим отображение ϕ : G → H следующим образом. Для произвольного элемента a ∈ G

возьмем эндоморфизм η ∈ EndG со свойством a = η(g). Положим ϕ(a) = η∗(h). Проверим, что
действие ϕ не зависит от выбора эндоморфизма η. Если a = η1(g), где η1 ∈ EndG, то (η−η1)(g) =
0. Следовательно, (η − η1)π = 0 ввиду одномерности D-пространства A. Отсюда (η∗ − η∗1)π

∗ = 0

и (η∗ − η∗1)(h) = 0, т.е. η∗(h) = η∗1(h). Таким образом, отображение ϕ задано корректно.
Осталось проверить, что ϕ— изоморфизм, индуцирующий изоморфизм ψ. В целом она повто-

ряет соответствующие места в доказательстве теоремы 4.1. �

Конечно, в опосредованном виде доказательство теоремы 6.3 опирается на метод Капланского.
Применение теоремы 6.3 к самой однородной вполне транзитивной группе дает результат, по-

добный следствиям 4.4 и 5.2.

Следствие 6.4. Всякий топологический автоморфизм кольца эндоморфизмов однородной

вполне транзитивной группы без кручения идемпотентного типа является внутренним.

Применим теорему 6.3 к однородным сепарабельным группам без кручения (определенным в

разделе 1). В качестве легкого упражнения читателю предлагается доказать, что такая группа
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вполне транзитивна. Кроме того, из п. 3 предложения 3.2 получается, что всякий изоморфизм

между кольцами эндоморфизмов двух сепарабельных групп без кручения является топологиче-
ским. Тогда получаем следующий результат.

Следствие 6.5. Если G и H — однородные сепарабельные группы без кручения идемпотент-

ных типов, то всякий изоморфизм EndG → EndH индуцируется некоторым изоморфизмом

G→ H.

Справедливо также следующее утверждение.

Следствие 6.6. Пусть G и H — такие вполне разложимые группы без кручения, что типы

всех однородных компонент этих групп идемпотентны. Тогда каждый изоморфизм EndG →

EndH индуцируется некоторым изоморфизмом G→ H.

Доказательство. Пусть канонические разложения групп G и H имеют вид

G =
⊕

t∈Ω(G)

Gt, H =
⊕

t∈Ω(H)

Ht,

где Gt и Ht — так называемые однородные компоненты групп G и H соответственно. Пусть ψ :

EndG → EndH — некоторый кольцевой изоморфизм. Для каждого t ∈ Ω(G) обозначим через εt
проекцию G→ Gt. Имеют место изоморфизмы

EndGt
∼= εt(EndG)εt ∼= ψ(εt)(EndH)ψ(εt) ∼= End

(

ψ(εt)H
)

.

Так как Gt — однородная группа идемпотентного типа, то ψ(εt)H — тоже однородная группа
идемпотентного типа. По следствию 6.5 получаем изоморфизм Gt

∼= ψ(εt)H, поэтому Ω(G) ⊆

Ω(H). По симметрии получаем обратное включение. Таким образом, Ω(G) = Ω(H).
Теперь можно построить изоморфизм из группы G в группу H методом Капланского. Для

каждого типа t ∈ Ω(G) зафиксируем прямое слагаемое At ранга 1 группы Gt. Возьмем ненуле-

вой элемент at ∈ At, характеристика которого состоит из символов 0 и ∞. Пусть πt : G → At —
проекция; тогда ψ(πt)H — прямое слагаемое ранга 1 группы Ht. Выберем в ψ(πt)H ненулевой
элемент bt с характеристикой, состоящей из символов 0 и ∞. Тогда {at}t∈Ω(G) — система обра-

зующих EndG-модуля G и {bt}t∈Ω(H) — система образующих EndH-модуля H. Любой элемент a
группы G может быть записан в виде

a = αt1
(at1) + αt2

(at2) + . . .+ αtk
(atk),

где αt1
, αt2

, . . . , αtk
∈ EndG. Тогда положим

ϕ(a) = ψ(αt1
)(bt1) + ψ(αt2

)(bt2) + . . . + ψ(αtk
)(btk).

Как и в теоремах 4.1, 5.1 и 6.3, можно проверить, что отображение ϕ задано корректно и является
изоморфизмом, индуцирующим изоморфизм ψ. �

В конце раздела, используя топологические изоморфизмы, распространим теорему Бэра—

Капланского (теорему 5.1) на случай произвольных групп.
Отметим следующий полезный факт. Пусть A— группа, ε— некоторый идемпотент кольца

EndA. Тогда канонический изоморфизм End(εA) ∼= ε(EndA)ε, указанный в свойстве (b) раз-

дела 2, является топологическим, если считать, что на End(εA) задана конечная топология, а на
ε(EndA)ε— топология, индуцированная конечной топологией кольца EndA.

Напомним, что периодическая часть смешанной группы G (т.е. ее наибольшая периодическая

подгруппа) обозначается t(G). Кроме того, если G— периодическая группа, то t(G) = G; t(G) = 0
для группы без кручения G.

Теорема 6.7 (Мэй [23]). Справедливы следующие утверждения:

1. Пусть G и H — группы и ψ : EndG→ EndH — топологический изоморфизм. Тогда существу-

ет такой изоморфизм ϕ : t(G) → t(H), что ψ(η) и ϕηϕ−1 совпадают на t(H) для всякого

η ∈ EndG.
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2. Пусть T — периодическая, а H — произвольная группы. Тогда всякий топологический изомор-

физм EndT → EndH индуцируется изоморфизмом T → H.

Доказательство. 1. Требуемый изоморфизм ϕ можно построить методом Капланского, ограни-
чившись при этом периодическими частями групп G и H. Нужно лишь уточнить следующий

момент. Если ε— идемпотент кольца EndG, причем εG ∼= Zpk (k > 1), то ясно, что ψ(ε)H ∼= Zpk .

Пусть εG ∼= Zp∞; тогда End(εG) ∼= ̂Zp (̂Zp — кольцо или группа целых p-адических чисел) и, следо-

вательно, End
(

ψ(ε)H
)

∼= ̂Zp. Из этого вытекает, что ψ(ε)H ∼= Zp∞ или ψ(ε)H ∼= ̂Zp. Как замечено

перед теоремой, кольца End(εG) и End
(

ψ(ε)H
)

топологически изоморфны. Однако конечные то-

пологии на кольцах EndZp∞ и End ̂Zp различны (первая — p-адическая, вторая — дискретная).
Поэтому возможно лишь ψ(ε)H ∼= Zp∞ . Теперь путь к применению метода Капланского открыт.

2. Пусть ψ : EndT → EndH — некоторый топологический изоморфизм. В силу непрерывности
ψ для произвольного элемента y ∈ H найдутся такие элементы x1, x2, . . . , xn ∈ T , что если

α ∈ EndT и α(xi) = 0 (i = 1, 2, . . . , n), то ψ(α)(y) = 0. Существует такое натуральное число m,
что mxi = 0 для всех i. Отсюда получаем ψ(m · idT )(y) = (m · idH)(y) = my = 0. Следовательно,
H — периодическая группа, и можно применить теорему 5.1. �

7. Определяемость p-группы радикалом кольца эндоморфизмов

Можно поставить вопрос об определяемости группы не всем кольцом эндоморфизмов, а какой-
то его частью. Из теоремы 7.1 вытекает, что p-группа с неограниченной базисной подгруппой
определяется радикалом Джекобсона своего кольца эндоморфизмов (как кольцом без единицы).
Другие подобные результаты приводятся в замечаниях. Раздел основан на статье [20]. Различные

факты о радикалах колец эндоморфизмов приводятся в [2, гл. 4].
Сделаем одно терминологическое замечание. Групповые термины, примененные к кольцу, иде-

алу или модулю, относятся к их аддитивным группам; то же касается и отдельных элементов этих

объектов. Так, например, под порядком элемента кольца (идеала или модуля) подразумевается
его порядок как элемента соответствующей аддитивной группы.

Пусть G— некоторая группа. Тогда J(EndG)— радикал Джекобсона ее кольца эндоморфизмов,

K(G)— периодическая подгруппа идеала J(EndG). Ясно, что K(G)— идеал в EndG и кольцо без
единицы. Часто вместо K(G) будем просто писать K.

Теорема 7.1. Пусть G— p-группа, базисная подгруппа которой является неограниченной

группой, и G′ — произвольная p-группа. Тогда всякий кольцевой изоморфизм ψ : K(G) → K(G′)

индуцируется некоторым групповым изоморфизмом ϕ : G → G′, т.е. ψ(η) = ϕηϕ−1 для любого

η ∈ K(G).

Предварительно докажем ряд вспомогательных утверждений. Сначала отметим, что любой

кольцевой изоморфизм EndG → EndG′, конечно, индуцирует кольцевой изоморфизм K(G) →
K(G′).

До конца раздела G— некоторая p-группа, N(EndG)— нильрадикал кольца EndG, т.е. сумма

сумма всех его нильидеалов. Определим также идеал Пирса P(G) группы G, а именно, положим

P(G) =
{

α ∈ EndG | x ∈ G[p], h(x) <∞ ⇒ h(x) < h
(

α(x)
)}

.

Нетрудно убедиться, что P(G)— идеал кольца EndG. Также верно равенство

P(G) =
{

α ∈ EndG | α
(

(pnG)[p]
)

⊆
(

pn+1G
)

[p] для всех n > 0
}

.

Различные факты о идеале Пирса можно найти в [2, § 20]. Самый важный из них — это включение
J(EndG) ⊆ P(G). Следовательно, имеют место вложения

N(EndG) ⊆ J(EndG) ⊆ P(G). (∗)
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Далее мы докажем, что периодические части этих идеалов совпадают. Прежде заметим, что если

I — идеал некоторого кольца, то t(I)— также идеал. Кроме того, в нашем случае t(EndG) есть
p-группа.

Лемма 7.2. Справедливы равенства

t
(

N(EndG)
)

= t
(

J(EndG)
)

= t
(

P(G)
)

.

Доказательство. Ввиду (∗) достаточно показать, что каждый элемент из t
(

P(G)
)

нильпотентен.

Пусть α ∈ t
(

P(G)
)

; тогда pnα = 0 для некоторого n ∈ N и αG ⊆ G[pn]. Пусть α′ = α|G[pn+1]. Так

как α ∈ P(G), то ясно, что (α′)m = 0 для некоторого m ∈ N. Тогда αm+1 = 0. �

Напомним, что идеал K(G) мы обозначаем одной буквой K.

Лемма 7.3. Идеал K является неограниченным тогда и только тогда, когда группа G имеет

неограниченную базисную подгруппу.

Доказательство. Допустим, имеется разложение G = 〈a〉 � 〈b〉 � H, o(a) < o(b). Определим
эндоморфизм α группы G, полагая α(b) = a и α

(

〈a〉 � H
)

= 0. Тогда α ∈ K и o(α) = o(a). Это

доказывает, что K— неограниченный идеал, если G имеет неограниченную базисную подгруппу.
Для доказательства обратного допустим, что G = A � D, где pnA = 0 для некоторого n и D—
делимая группа. Пусть β ∈ K. Тогда pnβ = 0, поскольку делимая группа не имеет ненулевых

эндоморфизмов конечного порядка. Следовательно, pnK = 0. �

Будем использовать следующее обозначение. Для эндоморфизма η ∈ K и подмножества L ⊆ K

под L · η понимаем множество {λη | λ ∈ L}. Аналогично определяется η · L.

Лемма 7.4. Пусть группа G имеет неограниченную базисную подгруппу, t— положительное

целое число и η ∈ K. Равенство K[pt] · η = 0 справедливо в точности тогда, когда ηG ⊆ ptG.

Доказательство. Пусть α ∈ K. Ясно, что ptα = 0 ⇔ (ptα)G = 0. Поэтому, если ηG ⊆ ptG,

то K[pt] · η = 0. Для доказательства обратного предположим, что ηG * ptG. Построим такой
эндоморфизм λ ∈ K[pt], что λη 6= 0. Выберем элемент x ∈ ηG, обладающий свойством x /∈ ptG.
Тогда h(x) < t и, следовательно, существует разложение G = 〈y〉 � Y , причем x = psy + u,

где psy 6= 0, s < t и u ∈ Y (см. раздел 1). Пусть o(y) = pn и пусть m = min{n, t}; тогда
m > s. Поскольку базисная подгруппа группы G неограниченная, то Y имеет прямое слагаемое
〈z〉 порядка pk с k > m. Определим эндоморфизм λ, положив λ(y) = pk−mz и λY = 0. Тогда

λ ∈ K[pt] и λ(x) = pk−(m−s)z 6= 0. Следовательно, λη 6= 0, как и утверждалось. �

Предложение 7.5. Пусть выполняются условия леммы 7.4 и η ∈ K[pt]. Тогда K[pt]·pt−1η 6= 0

в том и только том случае, когда группа G имеет такие разложения G = 〈y〉�Y = 〈η(y)〉�X,

что o(η(y)) = pt.

Доказательство. Считаем сначала, что K[pt] · pt−1η 6= 0. Тогда по лемме 7.4 (pt−1η)G * ptG.
Следовательно, существует прямое слагаемое 〈y〉 вG, для которого η(pt−1y) /∈ ptG. Отсюда делаем
вывод, что элемент η(pt−1y) имеет порядок p и высоту t− 1. Можно заключить, что 〈η(y)〉 есть

прямое слагаемое в G (см. раздел 1). Ясно также, что o(η(y)) = pt.
Для доказательства обратного предположим, что группа G имеет указанные разложения. То-

гда элемент pt−1η(y) имеет высоту меньшую, чем t, что влечет (pt−1η)G * ptG. Далее на основа-

нии леммы 7.4 получаем K[pt] · pt−1η 6= 0. �

Введем одно новое понятие.

Определение 7.6. Правый K-модуль T будем называть сильно однородным, если T — перио-
дическая группа и для любых ненулевых σ, τ ∈ T пересечение σK ∩ τK содержит такой элемент

α, что o(α) = min{o(σ), o(τ)}.
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Предложение 7.7. Пусть выполняются условия леммы 7.4 и η ∈ K[pt] таков, что K[pt] ·

pt−1η 6= 0. Подгруппа ηG является циклической в точности тогда, когда ηK— сильно однород-

ный K-модуль.

Доказательство. Согласно предложению 7.5 существуют разложения

G = 〈y〉 � Y = 〈x〉 �X

со свойствами η(y) = x и o(x) = o(η) = pt.
Предположим сначала, что ηG— циклическая группа. Тогда обязательно имеет место ηG = 〈x〉.

Пусть эндоморфизмы τi ∈ K таковы, что ητi 6= 0, i = 1, 2. Далее, пусть o(ητi) = pni . Тогда ni 6 t,

i = 1, 2, и не уменьшая общности можно считать, что n1 6 n2. Существуют элементы gi ∈ G, i =
1, 2, для которых ητi(gi) = pt−nix. Имеется такое разложение G = 〈z〉�Z, что порядок элемента z
превышает порядки элементов g1 и g2. Выберем эндоморфизмы σi ∈ K, обладающие свойствами

σi(z) = gi и σiZ = 0, i = 1, 2. Положим λi = ητiσi, i = 1, 2. Тогда λiZ = 0 и λi(z) = pt−nix, так
что o(λi) = pni = o(ητi), i = 1, 2. Далее находим, что pn2−n1λ2 = λ1 и λ1 ∈ (ητ1)K∩(ητ2)K. Кроме
того, порядок элемента λ1 равен минимальному из порядков элементов ητ1 и ητ2.

Для доказательства обратного допустим, что ηG 6= 〈x〉. Тогда существует такой элемент g,
что η(g) = w для некоторого w /∈ 〈x〉. Если o(w) = ps, то ясно, что s 6 t. Опять выберем
разложение G = 〈z〉 � Z, обладающее тем свойством, что порядок элемента z строго превышает

порядки элементов y и g. В такой ситуации найдутся эндоморфизмы σ, τ ∈ K, для которых
σ(z) = y, τ(z) = g и σZ = 0 = τZ. Далее получаем ησ(z) = x, ητ(z) = w, o(ησ) = pt и
o(ητ) = ps. Мы утверждаем, что пересечение (ησ)K∩(ητ)K не содержит элементов порядка ps.

Допустим противное, т.е. предположим, что найдутся такие α, β ∈ K, что элемент ησα = ητβ
имеет порядок ps. Пусть a— произвольный элемент группы G. Запишем α(a) = mz + z′ и β(z) =
nz + z′′ для некоторых целых чисел m, n и элементов z′, z′′ ∈ Z. Теперь находим ησα(a) = mx,

ητβ(a) = nw и mx = nw. Так как w /∈ 〈x〉, то p делит n. Но тогда ps−1ητβ(a) = 0 и ps−1ητβ = 0.
Полученное противоречие завершает доказательство. �

Сформулируем основной вспомогательный результат.

Предложение 7.8. p-Группа G имеет неограниченную базисную подгруппу в точности то-

гда, когда существуют такая последовательность 1 < n1 < n2 < . . . натуральных чисел и

такие элементы η1, η2, . . . из K, что для каждого i > 1 выполняются следующие условия:

(1) o(ηi) = pni ;
(2) K[pni ] · pni−1ηi 6= 0;
(3) ηiK— сильно однородный K-модуль;

(4) отображение fi : K ηi → K ηi+1, αηi 7→ αηiηi+1, α ∈ K, является мономорфизмом.

Кроме того, для данной последовательности 1 < n1 < n2 < . . . и данных эндоморфизмов ηi ∈ K,

обладающих свойствами (1)–(4), существуют такие элементы d1, d2, . . . в G, что для каждого

i > 1 верно следующее:

o(di) = pni , ηi(di+1) = di, ηiG = 〈di〉, 〈di〉— прямое слагаемое группы G.

Доказательство. Пусть G имеет неограниченную базисную подгруппу. Тогда для любого i > 1
существует элемент ai ∈ G порядка pni , где 1 < n1 < n2 < . . ., и верны равенства

G = 〈ai〉 � 〈a2〉 � . . .� 〈at〉 �Ht, Ht = 〈at+1〉 �Ht+1.

Определим эндоморфизмы ηi, положив ηi(ai+1) = ai и считая, что ηi аннулирует все допол-

нительные слагаемые к 〈ai+1〉. Ясно, что ηi имеет порядок pni . Предложения 7.5 и 7.7 влекут
справедливость условий (2) и (3). Условие (4) проверяется непосредственно.

Для доказательства обратного достаточно заметить, что по лемме 7.3 из условия (1) уже вы-

текает, что G имеет неограниченную базисную подгруппу.
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Теперь предположим, что условия (1)–(4) выполняются, и убедимся в существовании элементов

di с указанными свойствами. Согласно предложению 7.5 для каждого i > 1 существуют такие
разложения G = 〈yi〉�Yi = 〈xi〉�Xi, что ηi(yi) = xi и o(xi) = pni . На основании предложения 7.7
имеем также ηiG = 〈ηi(yi)〉. Это влечет равенство G = 〈yi〉�ker ηi. Следовательно, можно записать

xi+1 = kiyi + zi, где ki — целое число и ηi(zi) = 0.
Допустим, что p делит ki; тогда

pni−1ηiηi+1G = pni−1〈ηi(xi+1)〉 = pni−1〈kixi〉 = 0.

С другой стороны, pni−1ηiηi+1 = fi(p
ni−1ηi) и fi — инъекция. Получили противоречие. Таким

образом, ki взаимно просто с p.
Пусть d1 = x1; предположим, что t— такое положительное целое число, что для всех i =

1, 2, . . . , t элемент di уже определен, причем таким образом, что di = mixi, где целое число mi

взаимно просто с p и ηi(di+1) = di для каждого i < t. Из равенства xt+1 = ktyt + zt (см. выше)
выводим, что ηt(xt+1) = ktxt. Поскольку kt и mt взаимно просты с p, найдется целое число mt+1,
также взаимно простое с p, такое что справедливы равенства

ηt(mt+1xt+1) = mt+1ktxt = mtxt = dt.

Положим dt+1 = mt+1xt+1. Таким образом, для каждого i группа 〈di〉 = 〈xi〉 является прямым
слагаемым группы G порядка pni , как и утверждалось. Остальные свойства элементов di верны

по их выбору. �

Доказательство теоремы 7.1. Договоримся, что символ K′ будет обозначать идеал K(G′), а K,

как и раньше, обозначает K(G). Пусть ψ : K → K′ — некоторый кольцевой изоморфизм (колец
без единицы). Для эндоморфизма α ∈ K полагаем α′ = ψ(α) ∈ K′. На основании предложе-
ния 7.8 существуют натуральные числа n1 < n2 < . . . и эндоморфизмы ηi ∈ K, удовлетворяющие

условиям (1)–(4) из этого предложения. Соответствующие свойства сохраняются при кольцевых
изоморфизмах, поэтому эндоморфизмы η′i ∈ K′ удовлетворяют аналогичным условиям (1′)–(4′).
Применяя предложение 7.8, еще раз получаем, что существуют элементы di ∈ G и d′i ∈ G′, обла-

дающие следующими свойствами: данные элементы порождают прямые слагаемые порядка pni

и ηi(di+1) = di, ηiG = 〈di〉, η
′
i(d

′
i+1) = d′i, η

′
iG

′ = 〈d′i〉.
Определим отображение ϕ : G → G′ следующим образом. Для элемента x ∈ G выбе-

рем такое натуральное число k, что o(x) < pnk . Пусть ε— такой эндоморфизм группы G, что
ε(dk) = x и ε аннулирует дополнительное слагаемое к 〈dk〉. Тогда ε ∈ t

(

P(G)
)

= K (по лем-
ме 7.2). Полагаем ϕ(x) = ε′(d′k). Отображение ϕ задано корректно. Действительно, допустим,

что x = ω(dj) для некоторых j > k и ω ∈ K. Тогда dk = (ηkηk+1 · . . . · ηj−2ηj−1)dj , что влечет
(εηk · . . . · ηj−2ηj−1 − ω)dj = 0. Поэтому

(εηk · . . . · ηj−2ηj−1 − ω)ηjηj+1G = 〈(εηk · . . . · ηj−2ηj−1 − ω)dj〉 = 0.

Условие (4) влечет (εηk · . . . · ηj−2ηj−1−ω)ηj = 0 и далее ε′η′k · . . . · η
′
j−1η

′
j = ω′η′j . В итоге приходим

к равенству ω′(d′j) = ε′(d′k), которое означает, что действие ϕ не зависит от выбора элемента dk
и эндоморфизма ε.

Наконец, как и в теореме 4.1, прямо проверяется, что ϕ есть изоморфизм, индуцирующий
изоморфизм ψ. �

Замечания 1. Примечательный факт: группа с достаточно богатой делимой подгруппой

определяется своим топологическим кольцом эндоморфизмов в классе всех групп. Именно,
Мэй доказал следующее утверждение (см. [22]). Пусть группа G содержит копии групп Q и

Zp∞ для каждого простого p. Тогда для любой группы H всякий топологический изоморфизм

EndG→ EndH индуцируется некоторым изоморфизмом G→ H (ср. с теоремой 6.7).

Не так много работ, посвященных определяемости групп без кручения кольцами эндомор-

физмов. Очень содержательна работа Баззони и Метелли [10]. Они доказали, что сепарабельная
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группа без кручения G определяется своим кольцом эндоморфизмов в классе всех таких групп

тогда и только тогда, когда каждое прямое слагаемое ранга 1 группы G делится почти на все

простые числа. Следует отметить, что группы без кручения часто бедны эндоморфизмами, а
кольцо эндоморфизмов, вообще говоря, слабо влияет на исходную группу. Для групп без круче-

ния теоремы изоморфизма — весьма редкое явление.
Для смешанных групп, наоборот, имеется довольно богатая литература по теоремам изомор-

физма. Но сразу укажем на то, что даже для таких смешанных групп G, что G/t(G) ∼= Q, два

центральных вопроса имеют отрицательный ответ. Имеются в виду следующие вопросы:

(i) Будет ли из изоморфизма EndG ∼= EndH вытекать изоморфизм G ∼= H?

(ii) Является ли всякий автоморфизм кольца EndG внутренним?

Соответствующие примеры есть в статье Мэя и Тубасси [31].
Если теорема изоморфизма не верна для каких-то групп, то можно расширить проблему и

пытаться для двух данных групп G и H найти условия изоморфизма их колец эндоморфизмов.
Мэй и Тубасси [35] сделали это для смешанных групп ранга 1 с тотально проективными перио-
дическими частями.

Различные другие результаты, связанные с определяемостью смешанных групп их кольцами
эндоморфизмов, содержатся в статьях Мэя и Тубасси [23, 29, 30].

В конце раздела 1 указывалось на тесные связи абелевых групп с модулями над областями

дискретного нормирования. Кольцо Qp рациональных чисел со знаменателями, взаимно просты-
ми с p, дает пример такой области. Qp-Модули — это, собственно, такие группы G, что nG = G
для всех целых чисел n, обладающих свойством (n, p) = 1.

̂Zp — это полная область дискретного нормирования. Она является пополнением кольца Qp в

p-адической топологии. ̂Zp-Модули называют еще p-адическими модулями.

Значительное число работ посвящено теоремам изоморфизма для колец (или алгебр) эндо-
морфизмов смешанных модулей над областями дискретного нормирования. Понятно, что все

получаемые при этом результаты применимы, в частности, к Qp-модулям и ̂Zp-модулям. К со-
жалению, даже если принять самые сильные предположения, т.е. считать область дискретного

нормирования R полной и рассматривать топологические изоморфизмы R-алгебр эндоморфиз-
мов, то даже для смешанных модулей ранга 1 два сформулированных выше центральных вопроса
имеют отрицательное решение (см., например, [28]).

Большинство результатов по проблеме изоморфизма в случае смешанных модулей относят-
ся к модулям с тотально проективными периодическими подмодулями или же к модулям Уор-
филда. Характерным здесь результатом является следующая теорема Мэя и Тубасси (см. [32]).

Пусть M — смешанный модуль ранга 1 над областью дискретного нормирования R с тоталь-

но проективным периодическим подмодулем. Если N — модуль ранга 1, то всякий изоморфизм

EndRM → EndRN индуцируется некоторым изоморфизмом M → N . Из результатов работы Гё-

беля и Мэя [18] следует, что указанный результат нельзя перенести на смешанные модули других
конечных рангов, даже если предполагать делимость их фактор-модулей без кручения. Правда,
это можно сделать, если считать область R полной (см. [24]).

Другие результаты по данной тематике можно найти в [11–13, 25–27]. Отметим, что в этих
и других статьях построены весьма неожиданные примеры. В частности, они показывают, что
существуют разного рода серьезные препятствия для поиска теорем изоморфизма для колец

эндоморфизмов смешанных модулей над областями дискретного нормирования, в том числе и
при условии их полноты.

Что касается теоремы 7.1, то в [19, 34] полностью выяснено, когда для двух p-групп G и H

всякий изоморфизм колец J(EndG) → J(EndH) индуцируется некоторым изоморфизмом G→ H.
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В работах М.Флэгг [14–17] исследуется определяемость модуля над областью дискретного нор-

мирования радикалом своего кольца эндоморфизмов. В [16] ей удалось заменить кольцо эндомор-
физмов на радикал кольца эндоморфизмов в известных теоремах об определяемости смешанных
модулей с тотально проективными периодическими подмодулями и модулей Уорфилда.

С некоторыми результатами об изоморфизмах колец эндоморфизмов модулей можно познако-
миться по обзору [33].
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Введение

Смешанные группы образуют один из трех важнейших классов абелевых групп вместе с пе-
риодическими группами и группами без кручения. Относительно простыми кажутся смешанные
группы, которые естественным образом вкладываются в качестве чистых подгрупп в прямые

произведения своих p-компонент. Так как такие группы лежат между прямыми суммами и пря-
мыми произведениями своих p-компонент, мы называем их sp-группами; термин происходит от
слов «sum» и «product». Самомалые sp-группы конечного ранга и их эндоморфизмы обладают

разнообразными замечательными свойствами и допускают содержательное изучение.
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Похожим образом определяются sp-кольца. Эти кольца обладают многими специфическими

свойствами. Представляет интерес как изучение самих sp-колец, так и изучение модулей над sp-
кольцами. Более того, эти кольца можно эффективно использовать для изучения sp-групп. При
этом данная sp-группа обладает структурами модуля над различными sp-кольцами.

В разделах 1 и 2 вводятся и исследуются sp-группы и прежде всего — самомалые sp-группы.
Разделы 3 и 4 посвящены кольцам Kχ и Kχ-модулям (здесь χ— некоторая характеристика).
Кольца Kχ можно считать «наименьшими» среди sp-колец. Теорема 3.6 раскрывает соотношение

между sp-группами и Kχ-модулями. В оставшихся разделах 5–8 решается ряд задач о кольцах
эндоморфизмов самомалых sp-групп конечного ранга.

Как правило, мы используем стандартные обозначения и термины. Буква p обозначает неко-

торое простое число, а буква P — множество всех простых чисел. Символы Zpk и ̂Zp обозначают

циклическую группу порядка pk и кольцо целых p-адических чисел соответственно. Далее, J(R)—
радикал Джекобсона кольца R, Mn(R)— кольцо всех матриц порядка n над кольцом R.

Слово «группа» всегда означает «абелева группа». Элементарная p-группа — это группа, у
которой каждый ненулевой элемент имеет порядок p. Такая группа является прямой суммой
циклических групп порядка p.

Пусть A— группа. Тогда t(A)— ее периодическая часть, т.е. подгруппа, образованная всеми

элементами конечного порядка, tp(A)— p-компонента группы A, т.е. tp(A)— наибольшая под-
группа в A, являющаяся p-группой. Имеет место равенство t(A) =

⊕

p∈P
tp(A). Наконец, End(A)

и Hom(A,B)— это кольцо эндоморфизмов группы A и группа гомоморфизмов из группы A в
группу B соответственно.

1. Самомалые смешанные группы

Рассмотрим несколько фактов общего характера о самомалых смешанных группах. Введем

основной объект изучения этой статьи — sp-группы.
Напомним, что группа A называется самомалой, если образ каждого гомоморфизма A→

⊕

i∈I
Ai,

где все группы Ai изоморфны A и I — произвольное индексное множество, содержится в сумме

конечного числа некоторых групп Ai.
Основные факты о самомалых группах содержатся в [59, раздел 31]. В частности, доказано

следующее предложение.

Предложение 1.1. Всякая периодическая самомалая группа конечна.

Далее мы неоднократно встретимся со следующей стандартной ситуацией. Пусть для группы

A существуют разложения

A = C1 ⊕ C2 ⊕ . . . ⊕Cn ⊕An, An = Cn+1 ⊕An+1, n ∈ N,

и εi : A → Ci — соответствующие проекции (i ∈ N). Существует гомоморфизм f : A →
∞
∏

i=1
Ci, где

f(a) =
(

εi(a)
)

i∈N
, a ∈ A. При этом образ гомоморфизма f содержит

∞
⊕

i=1
Ci, а ker f =

∞
⋂

i=1
Ai.

Подгруппа B группы A называется существенной, если B∩C = 0 для любой подгруппы C 6= 0

группы A. Подгруппу без кручения F смешанной группы A будем называть квазисущественной,
если A/F — периодическая группа. Последнее равносильно тому, что образ F в фактор-группе
A/t(A) является существенной подгруппой.

Предложение 1.2. Пусть A— самомалая смешанная группа.

1. Любая p-компонента tp(A) группы A конечна.

2. Если F — квазисущественная подгруппа без кручения группы A, то p-компонента группы

A/F — делимая группа почти при всех простых p, удовлетворяющих условию tp(A) 6= 0.
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3. Образ всякого гомоморфизма A → t(A) содержится в сумме конечного числа p-компо-

нент tp(A).

Доказательство. Прежде заметим, что для любых редуцированных p-групп X и Y существуют
ненулевые гомоморфизмы X → Y .

1. Прямое слагаемое самомалой группы есть самомалая группа, поэтому на основании предло-

жения 1.1 все p-компоненты tp(A)— редуцированные группы. Допустим, что нашлась бесконечная
p-компонента tp(A) группы A. В таком случае существуют разложения

A = C1 ⊕C2 ⊕ . . .⊕ Cn ⊕An, An = Cn+1 ⊕An+1

для каждого n > 1, где Cn — циклические группы. Пусть f : A→
∞
∏

i=1
Ci — гомоморфизм, постро-

енный в замечании перед предложением. С помощью факторгруппы (fA)/p(fA) можно получить
эпиморфизм g из A на бесконечную элементарную p-группу E. Понятно также, что имеется го-
моморфизм

h : E →
∞
⊕

i=1

Ai,

Ai = A, образ которого не содержится в сумме конечного числа групп Ai. Но существование
гомоморфизма hg противоречит самомалости группы A. Итак, все tp(A)— конечные группы.

2. Предположим, что A/F содержит бесконечное число неделимых p-компонент, для которых
tp(A) 6= 0. Для каждой такой p-компоненты обозначим через Gp ее редуцированную часть. Тогда
существует гомоморфизм

⊕

p

Gp →
⊕

p

tp(A),

образ которого не содержится в сумме конечного числа p-компонент tp(A). Учитывая, что суще-

ствует эпиморфизм

A→
⊕

p

Gp,

как и выше получаем, что существует гомоморфизм

A→

∞
⊕

i=1

Ai,

Ai = A, образ которого не лежит в сумме конечного числа групп Ai. Получили противоречие.
3. Допустим существование такого α : A→ t(A), что группа αA не содержится в сумме конеч-

ного числа p-компонент tp(A). Возьмем композицию гомоморфизма

α : A→
⊕

p

tp(A)

с очевидным образом определенным мономорфизмом

γ :
⊕

p

tp(A) →
∞
⊕

i=1

Ai,

Ai = A. Но существование гомоморфизма γα невозможно ввиду самомалости группы A. �

Следствие 1.3 (см. [25]). Пусть A— смешанная группа конечного ранга. Группа A является

самомалой в точности тогда, когда каждая p-компонента tp(A) конечна и образ любого гомо-

морфизма A→ t(A) содержится в сумме конечного числа p-компонент tp(A).

Доказательство. Достаточно убедиться в самомалости группы A при условии, что все tp(A)
конечны и образ любого гомоморфизма A→ t(A) содержится в сумме конечного числа p-компо-

нент tp(A).
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Предположим, что существует гомоморфизм ϕ : A →
∞
⊕

i=1
Ai, Ai = A, образ которого не содер-

жится в сумме конечного числа слагаемых Ai. Удаляя «лишние» слагаемые Ai, можно добиться
следующего. Для каждого i > 1 найдется элемент ai ∈ A такой, что ϕ(ai) имеет ненулевую

проекцию в Ai. Гомоморфизм ϕ индуцирует гомоморфизм

A/t(A) →
∞
⊕

i=1

Ai/t
(

∞
⊕

i=1

Ai

)

.

Группа A/t(A) имеет конечный ранг, следовательно, является самомалой. Поэтому можно допол-
нительно считать, что элемент ϕ(ai) имеет ненулевую проекцию в какой-то p-компоненте группы

Ai. При этом ϕA не лежит в подгруппе суммы копий группы A вида tp1(A)⊕ tp2(A)⊕ . . .⊕ tpk(A).
Это связано с тем, что p-ранг группы A конечен. Теперь в каждой группе Ai возьмем одну p-ком-
поненту tp(A), в которой элемент ϕ(ai) имеет ненулевую проекцию (причем в разных Ai берем

разные p-компоненты). Пусть ε :
∞
⊕

i=1
Ai →

⊕

p
tp(A)— проекция. Таким образом, мы построили

гомоморфизм εϕ : A → t(A), образ которого не содержится в сумме конечного числа слагаемых
tp(A). Получили противоречие, следовательно, A— самомалая группа. �

Пусть A— такая смешанная группа, что для всякого простого p верно разложение
A = tp(A)⊕Bp для некоторой подгруппы Bp (в силу предложения 1.2 самомалые группы об-
ладают этим свойством). Тогда имеет место канонический гомоморфизм

f : A→
∏

p

tp(A),

образ которого содержит
⊕

p
tp(A) (см. замечание перед предложением 1.2). В дальнейшем, говоря

о вложении A ⊆
∏

p
tp(A), будем подразумевать, что f — мономорфизм и отождествлять A с f(A).

Основным объектом нашего рассмотрения в настоящей статье являются такие самомалые сме-

шанные группы A, что A/t(A)— делимая группа конечного ранга. Причем будем считать, что A
имеет бесконечное число p-компонент, отличных от нуля. Дело в том, что если tp1(A), tp2(A), . . .,
tpk(A)— все ненулевые p-компоненты группы A, то A = tp1(A)⊕ tp2(A)⊕ . . .⊕ tpk(A)⊕D, где D—

делимая группа. Строение таких групп полностью известно, и нет нужды здесь в дополнительном
их изучении.

В следующем предложении появляются смешанные группы, с которыми мы будем иметь дело

до конца статьи.

Предложение 1.4. Пусть A— редуцированная смешанная группа с бесконечным числом

ненулевых p-компонент. Следующие свойства группы A равносильны:

(1) для каждого простого p имеет место прямое разложение A = tp(A) ⊕ Bp для некоторой

группы Bp с pBp = Bp;
(2) справедливы вложения

⊕

p

tp(A) ⊂ A ⊆
∏

p

tp(A),

причем A чиста в
∏

p
tp(A);

(3) справедливы вложения из п. (2), причем A/t(A) — делимая группа;
(4) p-компонента tp(A) есть прямое слагаемое группы A для каждого простого p и A/t(A) —

делимая группа.

Доказательство. Заметим вначале, что при условии (1) любое уравнение вида px = b, b ∈ Bp,

имеет единственное решение в Bp.
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(1)⇒(2). Пусть f : A →
∏

p
tp(A)— гомоморфизм, указанный выше. Если a ∈ ker f и a 6= 0,

то a ∈ Bp для каждого простого p. Значит, a— элемент бесконечного порядка и бесконечной

p-высоты для каждого p. Поэтому a принадлежит делимой части группы A, что невозможно.
Таким образом, ker f = 0 и A ⊆

∏

p
tp(A), причем A— чистая подгруппа. Действительно, возьмем

произвольный ненулевой элемент a ∈ A и зафиксируем такое простое p, что tp(A) 6= 0. Запишем
a = c+ b, где c ∈ tp(A) и b ∈ Bp. Тогда hp(a) = hp(c) как в группе A, так и в группе

∏

p
tp(A). Это

и влечет нужную чистоту.
(2)⇒(3). Пусть имеют место вложения

⊕

p

tp(A) ⊂ A ⊆
∏

p

tp(A).

Нетрудно проверяется, что чистота A равносильна делимости факторгруппы A/t(A).

Далее непосредственно проверяется, что (2)⇒(1) и (3)⇒(4).
(4)⇒(1). Выберем такое простое число p, что tp(A) 6= 0. Имеем A = tp(A) ⊕ B для некоторой

группы B. Нужно показать, что pB = B. Пусть b ∈ B. Так как A/t(A)— делимая группа, то

найдется c ∈ A, для которого b+ t(A) = pc+ t(A) или b− pc = a1 + a2 + . . . + ak, где ai ∈ tpi(A),
причем pi 6= p. Запишем разложение

A = tp1(A)⊕ tp2(A) ⊕ . . . ⊕ tpk(A)⊕G

для некоторой группы G. Можно считать выше, что c, ai ∈ B. Тогда легко понять следующее.

Если записать

b = b′ + b′′, c = c′ + c′′,

где b′, c′ ∈ tp1(A)⊕ tp2(A)⊕ . . .⊕ tpk(A) и b′′, c′′ ∈ G, то b′′ = pc′′. А из этого следует, что b делится
на p. �

Редуцированную группу A с бесконечным числом ненулевых p-компонент, удовлетворяющую
эквивалентным условиям предложения 1.4, будем называть sp-группой.

В теории абелевых групп часто встречаются группы похожие на sp-группы. А именно, такие

группы A, что имеются чистые вложения
⊕

p

Ap ⊂ A ⊆
∏

p

Ap,

где Ap — p-адический модуль, т.е. модуль над кольцом целых p-адических чисел ̂Zp.
Похожим образом определим sp-кольцо K, заменив выше p-адический модуль Ap на p-адиче-

скую алгебру Kp (т.е. Kp — ̂Zp-алгебра). Итак, если K — sp-кольцо, то справедливы чистые вло-
жения колец

⊕

p

Kp ⊂ K ⊆
∏

p

Kp,

где Kp — p-адическая алгебра для каждого простого p.

Класс всех sp-групп необозрим. Мы сосредоточим внимание на самомалых sp-группах конеч-
ного ранга. Но прежде получим несколько характеризаций произвольной самомалой sp-группы.

Введем еще одно условие конечности для sp-групп. Будем говорить, что sp-группа A удовлетво-

ряет условию на проекции, если для каждой квазисущественной свободной подгруппы F группы
A ограничение проекции εp : A → tp(A) на F совпадает с tp(A) для почти всех простых p (т.е.
εpF = tp(A) почти при всех p). Если A имеет конечный ранг, то в условии на проекции вместо

слова «каждой» можно писать «некоторой».
Договоримся для sp-группы A через εp всегда обозначать проекцию A → tp(A) с ядром Bp

относительно разложения A = tp(A)⊕Bp из п. (1) предложения 1.4.

В связи с введенным условием на проекции окажется полезной следующая лемма.
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Лемма 1.5. Пусть F — квазисущественная свободная подгруппа sp-группы A. Тогда дели-

мость p-компоненты факторгруппы A/F равносильна делимости факторгруппы tp(A)/εpF .

Доказательство. Делимость указанной p-компоненты равносильна справедливости равенства

pn(A/F ) = A/F или pnA+ F = A или pntp(A) +Bp + F = tp(A) +Bp

для любого n. Делимость же факторгруппы tp(A)/εpF равносильна выполнению равенства

pntp(A) + εpF = tp(A)

для всех n. Несложно проверить, что из каждого из этих равенств выводится другое. �

Отметим еще, что существует эпиморфизм

π : tp(A/F ) → tp(A)/εpF, π(a+ F ) = εp(A) + εpF, a ∈ A.

Запишем основной результат раздела. Он содержит различные характеризации самомалой sp-
группы.

Теорема 1.6. Следующие свойства sp-группы A равносильны:

(1) A— самомалая группа;
(2) идеал Hom(A, t(A)) кольца EndA состоит из эндоморфизмов, чьи образы содержатся в сум-

ме конечного числа p-компонент tp(A), и каждая p-компонента tp(A)— конечная группа;

(3) если M — периодический эпиморфный образ группы A, то M есть прямая сумма делимой и

конечной группы;

(4) если F — квазисущественная свободная подгруппа группы A, то A/F — прямая сумма дели-

мой и конечной группы;

(5) A удовлетворяет условию на проекции и каждая tp(A)— конечная группа.

Доказательство. Импликация (1)⇒(2) вытекает из предложения 1.2.
(2)⇒(3). Пусть F — такая подгруппа без кручения группы A, что A/F — периодическая группа.

Учитывая предложение 1.2, можно записать

A/F = D ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mk,

где D— делимая группа, M1,M2, . . . ,Mk — редуцированные p-группы для различных p с tp(A) 6=

0. Уточним, что если tp(A) = 0, то A— p-делимая группа. Следовательно, A/F — также p-делимая
группа, т.е. её p-компонента является делимой группой.

Имеют место изоморфизмы

(F ⊕ t(A))/F ∼= t(A), (A/F )/(F ⊕ t(A))/F ∼= A/(F ⊕ t(A)).

Последняя факторгруппа является периодической делимой группой. Так как все группы tp(A) ко-
нечны, то редуцированные части p-компонент группы A/F , т.е. группы M1,M2, . . . ,Mk, должны

быть конечными.
Импликация (3)⇒(4) верна всегда.
(4)⇒(5). Для произвольного простого p с tp(A) 6= 0 запишем A = tp(A) ⊕ Bp. Пусть F —

некоторая квазисущественная свободная подгруппа, лежащая в Bp. Свойство (4), примененное к
A/F , влечет конечность tp(A).

Пусть теперь F — произвольная квазисущественная свободная подгруппа группы A. Из п. (4)

и леммы 1.5 следует, что почти все tp(A)/εpF делимы, т.е. в данной ситуации являются нулевыми
группами. Таким образом, tp(A) = εpF для почти всех простых p, таких что tp(A) 6= 0.

(5)⇒(2). Допустим, что существует такой гомоморфизм α : A → t(A), что образ αA не со-

держится в сумме конечного числа p-компонент tp(A). То же верно и для A/ kerα. Подгруппа
kerα содержит некоторую квазисущественную свободную подгруппу F группы A. Понятно, что
факторгруппа A/F должна содержать бесконечное число ненулевых неделимых p-компонент. Но

это противоречит лемме 1.5 и условию п. (5).
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(2)⇒(1). Можно повторить рассуждения из доказательства следствия 1.3. Требует уточнения

только факт, почему образ ϕA не лежит в сумме копий подгруппы группы A вида tp1(A)⊕tp2(A)⊕
. . . ⊕ tpk(A). Действительно, имеет место разложение

A = tp1(A)⊕ tp2(A)⊕ . . .⊕ tpk(A)⊕B,

где подгруппа B делится на все pi, i ∈ {1, 2, . . . , k}. Поэтому ϕB = 0 и ϕA— конечная группа,
что невозможно. �

Пусть A— sp-группа. Возьмем некоторое разложение A = tp(A)⊕Bp. Так как pBp = Bp (пред-

ложение 1.4), то tp(A) и Bp — вполне инвариантные подгруппы группы A. Следовательно, для
кольца эндоморфизмов группы A имеет место разложение

EndA = End tp(A)⊕ EndBp.

Условие самомалости оказалось не слишком ограничительным и в то же время весьма есте-
ственным условием конечности для групп. С тем, как оно используется в разных ситуациях,

можно познакомиться, например, в [23, 26, 34–36,41, 45].

2. Самомалые sp-группы конечного ранга

Сначала применим теорему 1.6 к sp-группам конечного ранга. Затем привлечем к их изучению
так называемую категорию Уокера. Во всяком случае мы получим интерпретацию различных

свойств самомалых sp-групп конечного ранга в привычных категорных терминах.
Из предложений 1.2 и 1.4 можно вывести «внешнюю» характеризацию самомалых sp-групп

конечного ранга.

Следствие 2.1. Группа A является самомалой sp-группой конечного ранга в точности то-

гда, когда A— самомалая смешанная группа с бесконечным числом ненулевых p-компонент и

A/t(A) — делимая группа конечного ранга.

Теорема 2.2. Пусть A— sp-группа конечного ранга. Следующие утверждения равносильны:

(1) A— самомалая группа;
(2) идеал Hom(A, t(A)) кольца EndA состоит из эндоморфизмов, образы которых содержатся в

сумме конечного числа p-компонент tp(A), и каждая p-компонента tp(A)— конечная группа;

(3) A удовлетворяет условию на проекции и каждая tp(A)— конечная группа;
(4) кольцо EndA дискретно в конечной топологии.

Доказательство. Равносильность утверждений (1)–(3) показана в теореме 1.6.

(3)⇒(4). Пусть F — некоторая квазисущественная свободная подгруппа в A. Нужно найти та-
кое конечное подмножество X в A, что из αX = 0 следует, что α = 0 для любого α ∈ EndA. Из
условия на проекции следует, что верно равенство εpF = tp(A) почти при всех простых p, где

εp : A→ tp(A)— проекция. Пусть Y — сумма тех p-компонент, для которых записанное равенство
не выполняется. Если Z — базис группы F , то X = Y ∪ Z — искомое множество.

(4)⇒(3). Пусть X = {x1, x2, . . . , xn}— такое множество элементов группы A, что αX = 0 влечет

α = 0 для любого α ∈ EndA. Можно считать, что все элементы в X имеют бесконечный порядок
и что они линейно независимы (т.е. из равенства m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn = 0, mi ∈ Z, следует,
что m1 = m2 = . . . = mn = 0). Пусть F — свободная группа, порожденная X. Тогда справедливо

равенство εpF = tp(A) для почти всех простых p. �

Далее введем категорию Уокера Walk абелевых групп (см. [60]). Категория Walk отличается от
«обычной» категории абелевых групп морфизмами и приспособлена для исследования смешан-
ных групп «с точностью до периодических групп». Фактически, периодические группы в новой

категории становятся нулевыми объектами.
Объектами категории Walk служат все абелевы группы. Для любых объектов A,B ∈ Walk мно-

жество морфизмов HomW (A,B) совпадает с множеством Hom(A,B)/Hom(A, t(B)). Произволь-

ный морфизм f : A→ B — это смежный класс f+Hom(A, t(B)) с представителем f ∈ Hom(A,B).
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Композиция морфизмов в Walk индуцируется композицией представителей, т.е. gf = gf для

f : A → B и g : B → C. Понятно, что композиция ассоциативна и для всякого A ∈ Walk суще-
ствует единичный морфизм idA ∈ HomW (A,A), idA = idA+Hom(A, t(B)), т.е. Walk действительно
образует категорию. Более того, Walk является аддитивной категорией с ядрами и бесконечными

суммами.
Изоморфизмы в Walk легко характеризуются. Если группы A и B изоморфны в категории

Walk, то будем писать A ∼=W B.

Предложение 2.3. Группы A и B изоморфны в Walk в точности тогда, когда существуют

такие периодические группы T и S, что A⊕ T ∼= B ⊕ S.

Доказательство. Пусть существуют такие T и S, что A ⊕ T ∼= B ⊕ S. Вложение A → A ⊕ T и

проекция A ⊕ T → A являются взаимно обратными изоморфизмами в Walk. То же верно и для
B ⊕ S. Поэтому получаем A ∼=W A⊕ T и B ∼=W B ⊕ S, а значит, A ∼=W B.

Предположим, что A ∼=W B и f : A → B, g : B → A— взаимно обратные изоморфизмы.

Тогда для некоторых e ∈ Hom(A, t(A)) и h ∈ Hom(B, t(B)) можно написать gf = idA + e и
fg = idB + h. Положим S = e(A) и T = h(B). Далее зададим гомоморфизмы α : A⊕ T → B ⊕ S
и β : B ⊕ S → A⊕ T по формулам

α(a, t) =
(

f(a)− t, e(a)− g(t)
)

, β(b, s) =
(

g(b)− s, h(b)− f(s)
)

для любых a ∈ A, t ∈ T , b ∈ B и s ∈ S. Несложные вычисления с использованием равенств
fe = hf и gh = eg подтверждают, что α и β — взаимно обратные изоморфизмы. �

Пусть W — полная подкатегория категории Walk, состоящая из самомалых sp-групп конечного
ранга. Из предложения 2.3 очевидным образом выводится равносильность следующих утвержде-

ний:

(1) A ∼=W B;
(2) A⊕ Y ∼= B ⊕X, где X и Y — конечные группы;

(3) A ∼= C ⊕X, B ∼= C ⊕ Y , где C ∈ W, X и Y — конечные группы.

Можно сделать вывод о том, что работая в категории W, мы фактически изучаем группы «с

точностью до конечных прямых слагаемых». Смысл этого высказывания неоднократно проявится
в дальнейшем.

На протяжении всей статьи для группы A ∈ W будем использовать следующие обозначения:

R = EndA, Rp = End tp(A), Rt = Hom(A, t(A)), S = R/Rt.

Из теоремы 2.2(2) следует, что Rt =
⊕

p∈P
Rp.

Говорят, что идемпотенты расщепляются в аддитивной категории C, если для всякого e2 =
e ∈ EndC A существуют такие объект B ∈ C и морфизмы g ∈ HomC(B,A), h ∈ HomC(A,B), что

gh = e и hg = idB .

Лемма 2.4. В категории W расщепляются идемпотенты.

Доказательство. Пусть дана группа A ∈ W и идемпотент e = e+Rt кольца S, где e ∈ R. Тогда
e2 = e + r, где r ∈ Rt. Можно записать A = C ⊕ X, где rC = 0, X — конечная группа, причем
ненулевые p-компоненты групп C и X соответствуют различным p. Определим f ∈ R, полагая

f(c) = e(c) при c ∈ C и fX = 0. Тогда f2 = f и A = B ⊕ ker f , где B = fA. Если g : B → A—
вложение, h : A → B — проекция, то hg = idB , gh = f , откуда hg = idB , gh = e = f (верхняя
черта означает смежный класс относительно Rt). Итак, нашлись группа B и морфизмы g, h с

требуемыми свойствами. Значит, e расщепляется. �

Лемма 2.5. Если A ∈ W, то всякое полное ортогональное множество идемпотентов кольца

S можно поднять до полного ортогонального множества идемпотентов кольца R.
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Доказательство. Как видно из доказательства леммы 2.4 множество идемпотентов кольца S

можно представить в виде e1 + Rt, e2 + Rt, . . ., en + Rt, где e1, e2, . . . , en — идемпотенты кольца
R. Для любых различных индексов i, j имеем eiej ∈ Rt. Поэтому существует такое разложение
A = Cij ⊕Xij , что eiejCij = 0 и Xij — конечная группа. При этом ненулевые p-компоненты групп

Cij и Xij соответствуют различным p. Пусть X — сумма всех Xij , C — дополнительное слагаемое
к X, т.е. A = C ⊕ X. Считаем, что все ei аннулируют X; тогда e1, e2, . . . , en — ортогональная
система идемпотентов кольца R. Полнота системы идемпотентов в S означает, что

(e1 +Rt) + (e2 +Rt) + . . .+ (en +Rt) = 1S .

Так как X — конечная группа, то несложно добиться того, чтобы e1 + e2 + . . . + en = 1R. �

Зафиксируем группу A ∈ W. Дополнительно к обозначениям, введенным перед леммой 2.4,

договоримся через V обозначать факторгруппу A/t(A). Тогда V — конечномерное Q-простран-
ство, V = A ⊗ Q, dimQ V = r(A), а S —Q-алгебра. Кольцо S является кольцом эндоморфизмов
группы A в категории W, поэтому его также можно обозначать EndW A. Так как S = R ⊗Q, то

по аналогии с группами без кручения можно называть S кольцом или алгеброй квазиэндомор-
физмов группы A. Далее, Q-пространство V есть левый R-модуль, аннулятор которого равен Rt.
Поэтому V является левым модулем над S с модульным умножением sv = rv, где v ∈ V , r ∈ R

и s = r + Rt. Кроме того, Q-алгебра S вкладывается в EndQ V , а значит, S — конечномерная Q-
алгебра.

Понятию прямой суммы в категории W можно дать теоретико-групповую интерпретацию, а

также получить критерии неразложимости группы в W.
Напомним, что кольцо K называется локальным, если все его необратимые элементы образуют

идеал. Или, что равносильно, факторкольцо K/J(K) является телом.

Следствие 2.6. Справедливы следующие утверждения.

1. Группа A является прямой суммой групп A1, A2, . . . , An в категории W в точности тогда,

когда A = B1 ⊕B2 ⊕ . . .⊕Bn, где Bi ∈ W и Ai
∼=W Bi, i = 1, 2, . . . , n.

2. Следующие свойства группы A ∈ W равносильны:
(a) A неразложима в категории W;

(b) в любом разложении A = B ⊕ C одно из слагаемых — конечная группа;
(c) кольцо эндоморфизмов EndW A локально.

Поскольку W — аддитивная категория с расщепляющимися идемпотентами, то в ней выполня-

ется теорема Крулля—Шмидта о единственности разложения объекта в прямую сумму объектов
с локальными кольцами эндоморфизмов. Таким образом, получаем следующее утверждение.

Следствие 2.7. Если B1 ⊕B2 ⊕ . . .⊕Bm = A = C1 ⊕C2 ⊕ . . .⊕Cn — два разложения группы

A ∈ W, где все Bi, Cj — неразложимые в W группы, то m = n и после перенумерации Bi
∼=W Ci

для всех i = 1, 2, . . . , n.

Выполняются также стандартные соотношения между группой A и ее кольцом эндоморфизмов

S в категории W. В частности, опираясь на известное строение артинова полупростого кольца,
можно получить ряд результатов.

Сначала напомним, что кольцо называется полупростым, если его радикал Джекобсона равен

нулю. Вполне приводимый модуль — это модуль, который порождается своими минимальными
подмодулями, или, по другому, он равен прямой сумме неприводимых модулей. Так как V —
точный S-модуль, то первые два утверждения в следствии 2.8 равносильны всегда.

Следствие 2.8. Следующие утверждения о группе A ∈ W равносильны:

(1) V — вполне приводимый S-модуль;

(2) S — полупростая алгебра;
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(3) A =
n
⊕

i=1
Ai, где Hom(Ai, Aj) = Hom(Ai, t(Aj)) для всех i 6= j, Ai =

ni
⊕

k=1

Aik, Aik
∼=W Ail и

EndW Aik — тело (i = 1, 2, . . . , n; k, l = 1, 2, . . . , ni).

В связи со следствием 2.7 сделаем некоторые замечания о бесконечных прямых суммах нераз-

ложимых в категории W групп.
К категории W применимы некоторые известные теоремы об изоморфизме и уплотнении бес-

конечных прямых сумм в аддитивных категориях, например, теоремы 27.8 и 27.10 из книги [60].
Условия этих теорем выполняются поскольку неразложимые в категории W группы являются

малыми объектами и имеют локальные кольца эндоморфизмов.

Теорема 2.9. Пусть A =
⊕

i∈I
Bi, где Bi — неразложимая в W группа для каждого i ∈ I.

1. Если A =
⊕

j∈J
Cj, где Cj — неразложимая в W группа для каждого j ∈ J , то существует

такая биекция θ : I → J , что Bi
∼=WCθ(i) для всех i ∈ I.

2. Каждое прямое слагаемое группы A изоморфно в W прямой сумме
⊕

j∈J
Bj для некоторого

подмножества J ⊆ I. Следовательно, любые два прямых разложения группы A имеют изо-

морфные в W уплотнения.

В качестве групп Bi можно взять, в частности, группы ранга 1. Можно также оформить след-
ствие 2.7 и теорему 2.9, учитывая предложение 2.3, без использования категории W.

Переход от «обычной» категории абелевых групп к категории Walk иногда делает исследуемую

задачу более прозрачной и допускающей понятную категорную формулировку. Категория Walk
используется в [23, 26, 32].

Различные свойства прямых сумм sp-групп, а также свойства подстановки и сокращения ис-

следуются в [21, 41].

3. Кольца Kχ и модули над ними

К изучению sp-групп можно привлечь модули. Именно, всякая sp-группа является модулем
над различными sp-кольцами. Среди этих sp-колец можно выделить в определенном смысле
«минимальные» sp-кольца Kχ. Здесь мы рассмотрим ряд свойств колец Kχ и модулей над ними.

Теорема 3.6 иллюстрирует возможные связи свойств sp-групп с их свойствами как Kχ-модулями.
Пусть χ = (kp1 , kp2 , . . . , kpn , . . .) = (kp)— некоторая характеристика, т.е. последовательность,

состоящая из целых неотрицательных чисел и символа ∞. Считаем все время, что характеристика

χ содержит бесконечно много ненулевых компонент kp. Поставим χ в соответствие набор колец

Kp, где Kp = ̂Zp или Kp = Zpkp соответственно при kp = ∞ и kp < ∞. Кольцо
∏

p∈P
Kp будем

обозначать через Zχ. Если χ = (∞,∞, . . .), то кольцо Zχ =
∏

p∈P

̂Zp является пополнением в Z-

адической топологии кольца целых чисел Z. Его обычно обозначают ̂Z и называют кольцом целых

полиадических чисел. Алгебраические свойства кольца ̂Z и модулей над ним рассматриваются в

книге А. А. Фомина [14].
Возьмем некоторое кольцо Zχ, а в нем идеал Tχ =

⊕

p∈P
Kp. ПустьKχ — такое подкольцо в Zχ, что

Tχ ⊂ Kχ и Kχ/Tχ ∼= Q. Если χ = (∞,∞, . . .), то кольцо Kχ называют кольцом псевдорациональ-

ных чисел. Кольцо Kχ можно также определить как подкольцо Zχ чисто порожденное идеалом
Tχ и единицей этого кольца. Кольца Kχ дают простейшие примеры sp-колец, определенных в

предыдущем разделе.
Различные кольца Kχ связаны между собой следующим образом. Если χ и ϕ— характеристи-

ки, то χ 6 ϕ в том и только том случае, когда существует сюръективный гомоморфизм колец

Kϕ → Kχ.
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Остановимся на некоторых свойствах колец Kχ. В частности, найдем вид элементов и опишем

строение идеалов. Для упрощения записи условимся, что буква K будет обозначать какое-то
кольцо Kχ, а T — соответствующий идеал Tχ. Если нужно указать на конкретную характеристику
χ, то пишем Kχ и Tχ.

Далее будем постоянно использовать следующее очевидное свойство. Если записать K = Kp1⊕
Kp2⊕. . .⊕Kps⊕S, то любой элемент дополнительного слагаемого S однозначно делится на каждое
из простых чисел p1, p2, . . . , ps.

Если e2 = e ∈ K и e 6= 0, 1, то один из идемпотентов e, 1 − e является суммой единичных
элементов конечного числа некоторых колец Kp.

Пусть r ∈ K и r 6= 0; тогда в факторкольце K/T имеем mr̄ = n1̄, где m,n— ненулевые целые

числа. Переходя к кольцу K, получаем mr = t + n1, t ∈ T . Запишем теперь K = L ⊕ S, где
L— сумма конечного числа колец Kp, причем t ∈ L и Kp ⊆ L для всех простых p, делящих m
и n. Тогда mS = S = nS. Пусть далее 1 = e + (1 − e) и r = x + y, где e, x ∈ L и y ∈ S. Тогда

y = (n/m)(1 − e) и, значит, r = er + (n/m)(1 − e). Рациональное число |r| = n/m определяется
элементом r однозначно. При этом для любых r, s ∈ K справедливы равенства

|r + s| = |r|+ |s|, |r · s| = |r| · |s|.

Если отождествить K/T с Q, то, собственно, |r|— это образ элемента r при каноническом гомо-

морфизме K → K/T .
Выясним строение идеалов кольца K. Каждый ненулевой идеал кольца Kp является главным

и имеет вид pmpKp, где mp < kp. Пусть I — некоторый ненулевой идеал кольца K. Возможны два

случая.
Случай 1: I ⊆ T . Тогда I =

⊕

p∈P
(I ∩Kp), где I ∩Kp — идеал в Kp.

Случай 2: I 6⊆ T . Выберем элемент r ∈ I \T . Пусть, как выше, K = L⊕S и r = er+(n/m)(1−e).
Тогда I = (I ∩ L)⊕ (I ∩ S) и er ∈ I ∩ L, (n/m)(1 − e) ∈ I ∩ S. Так как nS = S, то (1− e) ∈ I ∩ S,

а значит, I ∩ S = S. Итак, имеем I = (I ∩ L) ⊕ S, где I ∩ L— идеал из случая 1, причем он
равен прямой сумме конечного числа идеалов колец Kp. В частности, получаем, что I — конечно
порожденный идеал, а значит, справедливо следующее утверждение.

Предложение 3.1. Любой конечно порожденный идеал кольца K является главным, т.е.

K — кольцо Безу.

Учитывая строение идеалов кольца Kχ, можно сделать вывод, что наследственность этого

кольца равносильна тому, что характеристика χ состоит только из символов 0, 1 и ∞. Единствен-
ными регулярными будут кольца Kχ, где χ содержит только 0 и 1. (Регулярные и наследственные
кольца определяются в разделах 6 и 7.)

Нетрудно найти строение гомоморфных образов кольца K, т.е. циклических K-модулей.
Мы убедимся позже, что sp-группы тесно связаны с модулями над кольцом K. Поэтому име-

ет смысл получить некоторую информацию о K-модулях. Уточним, что по прежнему K — это

кольцо Kχ для какой-то характеристики χ.
Пусть M — такой K-модуль, что TM = 0. Тогда M есть K/T -модуль, т.е. Q-пространство. При

этом верно равенство rm = |r|m для любых r ∈ K и m ∈M .

Предложение 3.2. Всякий K-модуль D такой, что TD = 0 (т.е. являющийся Q-простран-

ством) инъективен.

Доказательство. Воспользуемся известным критерием инъективности — леммой Бэра. Пусть I —

некоторый идеал кольца K и ϕ : I → D—K-гомоморфизм. Нужно показать, что ϕ продолжается
до гомоморфизма K → D. Если I ⊆ T , то, очевидно, ϕ = 0, и доказывать нечего. Если же I 6⊆ T ,
то K = L⊕S и I = (I ∩L)⊕S. Опять ϕ(I ∩L) = 0 и, очевидно, ϕ имеет требуемое продолжение.

�
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Если D—K-модуль, являющийся Q-пространством, причем rm = |r|m для любых r ∈ K и

m ∈ D, то будем называть D делимым K-модулем.K-модуль, не содержащий ненулевых делимых
подмодулей, будем называть редуцированным.

Следствие 3.3. Всякий K-модуль M раскладывается в сумму A⊕D, где A— редуцированный

K-модуль, а D— делимый K-модуль.

Доказательство. Достаточно заметить, что D = {x ∈ M | Tx = 0}— наибольший делимый
подмодуль K-модуля M . �

Пусть M — редуцированный K-модуль. Для каждого простого p имеет место разложение K =
Kp ⊕ L(p), причем pL(p) = L(p). Отсюда получаем модульное разложение M = KpM ⊕ L(p)M , где
KpM —Kp-модуль. Обозначим KpM через Mp и назовем по аналогии с группами p-компонентой

модуля M . Тогда TM =
⊕

p∈P
Mp и M/TM —Q-пространство. Итак, M = Mp ⊕N (p) для каждого

простого p, где pN (p) = N (p). Поэтому имеет место канонический гомоморфизм f :M →
∏

p∈P

Mp,

аналогичный описанному перед предложением 1.4. Как и там, говоря о вложении M ⊆
∏

p∈P
Mp,

имеем в виду, что f — мономорфизм и мы отождествляем M с f(M).

Предложение 3.4. Пусть M — редуцированный K-модуль. Тогда справедливы следующие

утверждения.

1. Существуют вложения K-модулей
⊕

p∈P
Mp ⊆M ⊆

∏

p∈P
Mp.

2. M — чистый подмодуль в
∏

p∈P
Mp (чистота относится к аддитивным группам данных моду-

лей).

Доказательство. В п. 1 достаточно заметить, что модуль ker f =
⋂

p∈P
N (p) является Q-простран-

ством, следовательно, ker f = 0. По поводу п. 2 скажем, что, как и в предложении 1.4, чистота
модуля M равносильна тому, что M/TM —Q-пространство. �

Каждая p-компонента Mp редуцированного K-модуля M является p-адическим модулем (т.е.
̂Zp-модулем). Поэтому, если M имеет бесконечное число ненулевых p-компонент Mp, то как груп-
па, M относится к тому классу групп (более широкому по отношению с sp-группами), указанному

после доказательства предложения 1.4. Верно и обратное. В частности, на всякой sp-группе мож-
но задать структуру модуля над различными кольцами Kχ.

Напомним, что любая p-группа C является ̂Zp-модулем. Если C — ограниченная группа и pm —
точная верхняя грань порядков ее элементов, то C есть Zpn-модуль для всякого n > m.

Пусть теперь дана sp-группа A. Составим характеристику χm = (kp) следующим образом.
Полагаем kp = 0 при tp(A) = 0 и kp = ∞, если tp(A)— неограниченная p-группа, в противном

случае пусть pkp — точная верхняя грань порядков элементов группы tp(A). Зафиксируем ха-
рактеристику χ с χ > χm. Зададим на группе A структуру Kχ-модуля. Возьмем произвольный

элемент r ∈ Kχ и запишем как ранее Kχ = L⊕S и r = er+ (n/m)(1− e). Можно также записать
A = LA ⊕ SA. Элемент er действует на LA обычным (т.е. единственным возможным) спосо-
бом, а (n/m)(1− e) умножает SA на n/m. Итак, A—Kχ-модуль. Понятно, что это единственная

структура модуля над Kχ, которая существует на A.
Задавая на sp-группе структуру модуля над некоторым кольцом K, мы на самом деле не

слишком «удаляемся» от ее групповых свойств. Этому высказыванию можно придать строгий

смысл, привлекая понятия E-модуля и T -модуля. Приведем определения этих объектов (подроб-
нее см. [31, 71]).

Пусть R— коммутативное кольцо. R-модуль M называется E-модулем, если имеет место ра-

венство HomR(R,M) = Hom(R,M). Если R-модуль R является E-модулем, то R называется
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E-кольцом. Говорят, что M — T -модуль, если каноническое отображение R ⊗R M → R ⊗ M ,

r⊗m 7→ r⊗m, r ∈ R и m ∈M , является изоморфизмом. Применяя это определение к R-модулю
R, приходим к понятию T -кольца. Известно, что T -кольцо является E-кольцом, всякий модуль
над T -кольцом является E-модулем и T -модулем (см. [61]).

Хорошо известно, что ̂Zp —E-кольцо, а Zpn —E-кольцо и T -кольцо.

Теорема 3.5. Справедливы следующие утверждения.

1. Всякое кольцо Kχ является E-кольцом.

2. Если характеристика χ не содержит ∞, то Kχ — T -кольцо.

3. Если A— sp-группа, являющаяся K-модулем, то A—E-модуль и T -модуль.

Доказательство. Начнем с доказательства п. 3. Пусть f : K → A— произвольный аддитивный

гомоморфизм, где K = Kχ. Нужно проверить, что f —K-модульный гомоморфизм, т.е. f(rx) =
rf(x) для любых r, x ∈ K. Запишем опять K = L ⊕ S, A = LA ⊕ SA и r = er + (n/m)(1 − e),
x = y + z, где y ∈ L, z ∈ S. Гомоморфизм f отображает L в LA и S в SA. Кольцо L есть прямая

сумма конечного числа колец вида Zpn и ̂Zp. Поэтому LA как L-модуль будет E-модулем. Тогда,

учитывая, что rz = (n/m)(1 − e)z = (n/m)z, получаем

f(rx) = f(ery) + f((n/m)(1− e)z) = erf(y) + (n/m)(1 − e)f(z) =

= erf(x) + (n/m)(1 − e)f(x) = rf(x).

Следовательно, A—E-модуль.
Докажем, что A является T -модулем. Всегда имеет место эпиморфизм

K ⊗A→ K ⊗K A, x⊗ a 7→ x⊗ a, x ∈ K, a ∈ A.

Покажем, что это отображение обладает обратным. Достаточно убедиться, что в K ⊗A справед-

ливо равенство xr⊗a = x⊗ra для всех x, r ∈ K, a ∈ A. Это сделать несложно, воспользовавшись
еще раз разложениями K = L ⊕ S и A = LA ⊕ SA, и учесть, что LA как L-модуль является T -
модулем.

Утверждение 1 доказывается аналогично тому, что A есть E-модуль.
Утверждение 2 вытекает из 3 и [31, Proposition 1.10] или [61, Proposition 2.1]. �

По отношению к sp-группе будем употреблять параллельно как групповую, так и модульную
терминологию. Конкретную sp-группу A будем считать модулем над некоторым кольцом Kχ. Для
определенности можно, например, взять в качестве χ наименьшую возможную характеристику

χm (см. выше). Либо, наоборот, в качестве χ взять характеристику (∞,∞, . . . ,∞, . . .) (и тогда

Kp = ̂Zp для всех простых p). В любом случае K будет обозначать, как и раньше, одно из таких
колец Kχ.

Использование теории модулей дает дополнительные средства для изучения sp-групп. Харак-

терным здесь результатом можно считать следующую теорему.

Теорема 3.6. sp-Группа A является самомалой группой конечного ранга в точности тогда,

когда A— конечно порожденный K-модуль.

Доказательство. Воспользуемся равносильностью утверждений 1 и 3 теоремы 2.2. Как и ранее,

через εp будем обозначать проекцию A→ tp(A). Будем учитывать также разложение K = Kp⊕Lp.
Предположим сначала, что A— самомалая группа конечного ранга. Пусть F — такая квазису-

щественная свободная подгруппа в A, что εp(F ) = tp(A) для почти всех простых p с tp(A) 6= 0.

Если {x1, x2, . . . , xn}— базис группы F , то {x̄1, x̄2, . . . , x̄n}— базис Q-пространства A/t(A), где
x̄i = xi + t(A). Теперь напомним, что K/T = Q. Далее, {εp(x1), εp(x2), . . . , εp(xn)}— система
образующих группы tp(A) как Z-модуля и как Kp-модуля. После всего сказанного ясно, что

{x1, x2, . . . , xn}— система образующих K-модуля A, т.е. A— конечно порожденный K-модуль.



SP-ГРУППЫ И ИХ КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ 81

Считаем теперь, что A— конечно порожденный K-модуль. Из соотношений

K = Kp ⊕ Lp, A = KpA⊕ LpA = tp(A)⊕ LpA

вытекает конечная порожденность Kp-модуля tp(A). Это означает, что tp(A)— конечная p-группа.
Возьмем некоторую систему образующих X = {x1, x2, . . . , xn} K-модуля A. Можно считать,

что все xi имеют бесконечный порядок и что они линейно независимы. После чего ясно, что
x̄1, x̄2, . . . , x̄n, где x̄i = xi + t(A), образуют базис Q-пространства A/t(A). В частности, A имеет
конечный ранг. Пусть F — свободная подгруппа в A, порожденная множеством X. Тогда tp(A) =

εp(F ) для всех простых p. Итак, A удовлетворяет условию на проекции, значит, A— самомалая
группа. �

В конце раздела получим исчерпывающее описание двух важных и взаимосвязанных классов
K-модулей. Речь идет о плоских и инъективных модулях.

Правый модуль M над некоторым кольцом R называется плоским, если всякий мономорфизм
левых R-модулей α : A→ B индуцирует мономорфизм групп

1⊗ α :M ⊗R A→M ⊗R B, x⊗ a 7→ x⊗ α(a), x ∈M, a ∈ A.

Плоскостность модуля M равносильна тому, что для любого [конечно порожденного] левого иде-
ала I кольца R канонический эпиморфизм

M ⊗R I →MI, x⊗ r → xr, x ∈M, r ∈ R,

является изоморфизмом.
Пусть K — одно из колец Kχ. Нам известно строение идеалов кольца K, поэтому мы легко

найдем строение плоских K-модулей. Но прежде напомним строение плоских Kp-модулей. ̂Zp —
это кольцо главных идеалов и плоские модули над ним суть модули без кручения. Плоские модули

над кольцом Zpk совпадают со свободными модулями.

Теорема 3.7. K-Модуль M является плоским в точности тогда, когда p-компонента Mp —

плоский Kp-модуль для каждого простого p.

Доказательство. Плоскостность сохраняется при переходе к прямым слагаемым. Предположим

теперь, что каждая p-компонента Mp — плоский Kp-модуль, и установим плоскостность K-модуля
M . Конечно порожденный идеал I кольца K может иметь вид I =

⊕

p∈P
(I ∩ Kp), причем I ∩Kp

отлично от нуля лишь для конечного числа простых p. Запишем K = L⊕S, где I ⊆ L и L— сумма

конечного числа колец Kp. Имеем равенство M = LM ⊕ SM . Собственно, задача заключается
в проверке того, что LM — плоский L-модуль. Но это, очевидно, так, если учесть абзац перед
теоремой. Вторая возможность для идеала I состоит в том, что I = (I ∩ L) ⊕ S, где L и S

имеют тот же смысл, что и выше. Поскольку S — прямое слагаемое кольца K, то все сводится к
разобранному первому случаю. �

Перейдем к инъективным K-модулям. Инъективный ̂Zp-модуль равен прямой сумме копий

модулей Zp∞ и ̂Qp (̂Qp — поле p-адических чисел; см. [60, раздел 6]). Инъективные Zpk -модули
совпадают со свободными модулями.

Теорема 3.8. K-Модуль M инъективен в точности тогда, когда он имеет вид

M =
∏

p∈P

Dp ⊕D,

где D— делимый K-модуль и Dp — инъективный Kp-модуль для каждого простого p.

Доказательство. В предложении 3.2 установлено, чтоD является инъективным K-модулем. Пря-
мое произведение инъективных модулей есть инъективный модуль. С учетом следствия 3.3 оста-

лось убедиться, что инъективный редуцированный K-модуль M имеет вид M =
∏

p∈P
Dp, где Dp —
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инъективный Kp-модуль. В силу предложения 3.4 можно считать, что M ⊆
∏

p∈P

Mp, где Mp — p-

компонента модуля M . Эта p-компонента как прямое слагаемое инъективного модуля есть инъ-

ективный K-модуль и, значит, инъективный Kp-модуль. Обозначим Mp через Dp, тогда M есть
прямое слагаемое модуля

∏

p∈P
Dp. Поскольку

∏

p∈P
Dp/M — делимый K-модуль (предложение 3.4),

то модуль M должен совпасть с
∏

p∈P
Dp. �

4. Конечно порожденные K-модули

Рассмотрим строение нескольких классов конечно порожденных K-модулей. Как и в разделе 3,

K обозначает одно из колец Kχ, а T = Tχ =
⊕

p∈P
Kp.

Пусть M — некоторый конечно порожденный K-модуль. Согласно следствию 3.3 имеет место
равенство M = A⊕D, где A— редуцированный, а D— делимый K-модули. Для редуцированного
модуля A согласно предложению 3.4 справедливы чистые вложения

⊕

p∈P

Ap ⊆ A ⊆
∏

p∈P

Ap,

где Ap = KpA— p-компонента модуля A (понятие p-компоненты K-модуля введено перед предло-
жением 3.4). Каждая p-компонента Ap — конечно порожденный Kp-модуль. Следовательно, Ap —

прямая сумма конечного числа циклических Kp-модулей. В связи с этим разумно исключить из
рассмотрения модули A, совпадающие с

⊕

p∈P
Ap. Итак, считаем, что A 6=

⊕

p∈P
Ap и A— чистый

подмодуль в
∏

p∈P
Ap. Такие модули A будем по аналогии с sp-группами называть sp-модулями. В

этом разделе, как правило, под K-модулем понимаем sp-модуль.

Пусть A— sp-модуль. Так как K = Kp ⊕ L(p), то A = KpA ⊕ L(p)A = Ap ⊕ A(p) для каждого

простого p. Проекцию A→ Ap с ядром A(p) будем обозначать εp.

Итак, пусть A— конечно порожденный sp-модуль. Удобно иметь в распоряжении некоторую
«хорошую» его систему образующих.K-Модуль A назовем стандартным, если он обладает такой
системой образующих x1, x2, . . . , xn, что x̄1, x̄2, . . . , x̄n — базис Q-пространства A/TA, где x̄i =

xi+TA, i = 1, 2, . . . , n. В этом случае систему x1, x2, . . . , xn будем называть стандартным базисом

модуля A. Стандартность модуля A на групповом языке равносильна тому, что имеется такая
свободная подгруппа F в A, что F ∩ TA = 0 и εp(F ) = Ap для всех простых p. Докажем один

полезный критерий стандартности.

Лемма 4.1. Пусть A— конечно порожденный sp-модуль, dimQ(A/TA) = n. Стандартность

модуля A эквивалентна существованию короткой точной последовательности 0 → C → Kn →
A→ 0, в которой C — прямая сумма циклических Kp-модулей для некоторых p. Если модуль A
стандартен, то в любой такой последовательности модуль C имеет указанное строение.

Доказательство. Пусть A— стандартный модуль и x1, x2, . . . , xn — его стандартный базис. Так
как он является системой образующих для модуля A, то существует точная последовательность

0 → C → Kn g
−→ A → 0. Q-Пространства Kn/T n и A/TA имеют одинаковую размерность,

следовательно, g индуцирует изоморфизм этих пространств. Таким образом, ker g ⊆ T n и, значит,

C = ker g имеет требуемое строение. Справедливость всего оставшегося очевидна из проведенных
выше рассуждений. �

Естественно теперь свести изучение конечно порожденных K-модулей к изучению стандартных
K-модулей.

Предложение 4.2. Произвольный конечно порожденный K-модуль A имеет вид A = B⊕C,

где B — стандартный K-модуль, а C — прямая сумма конечного числа циклических Kp-модулей

для некоторых простых p.
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Доказательство. Существование указанного разложения можно вывести из доказательства тео-

ремы 3.6. Нужно выбрать квазисущественную свободную подгруппу F с F ∩ TA = 0, затем с
помощью ее базиса определить модуль B.

Дадим немного иное доказательство. Пусть a1, a2, . . . , ak — некоторая система образующих K-

модуля A, т.е. A = Ka1 +Ka2 + . . . +Kak. Понятно, что размерность Q-пространства A/TA не
превосходит k. Можно считать, что элементы a1, a2, . . . , an образуют базис пространства A/TA,
где āi = ai + TA, n 6 k. Выразим элементы ān+1, . . . , āk через этот базис. Тогда, возвращаясь к

элементам модуля A, получим равенства

ai =

n
∑

j=1

rijaj + ci,

в которых rij ∈ K, ci ∈ TA и i = n+ 1, . . . , k. Подмодуль Kcn+1 + . . . +Kck содержится в сумме
конечного числа p-компонент Ap, которую обозначим через C. Тогда запишем A = B ⊕ C, где

B — дополнительное к C прямое слагаемое. Нетрудно видеть, что B и C — подмодули искомого
вида. �

Следствие 4.3. Если A— такой конечно порожденный K-модуль, что dimQ(A/TA) = 1, то

A ∼= Kχ ⊕ C для некоторой характеристики χ и модуля C такого как в предложении 4.2.

Доказательство. Запишем A = B⊕C как в предложении 4.2. Получается, что B — стандартный
циклический K-модуль. Такой модуль изоморфен Kχ, как следует из результатов раздела 3. �

Используя стандартные базисы, можно сформулировать некоторые условия разложимости ко-
нечно порожденного K-модуля в прямую сумму определенных модулей.

Если A— конечно порожденный K-модуль, то каждая p-компонента Ap есть прямая сумма
конечного числа циклических Kp-модулей. Это число является инвариантом модуля A; будем его
обозначать r(Ap).

Предложение 4.4. Конечно порожденный стандартный K-модуль A является прямой сум-

мой циклических модулей в точности в том случае, когда A имеет такой стандартный базис

a1, a2, . . . , an, что εp(a1), εp(a2), . . . , εp(an)— базис модуля Ap для каждого простого p (некоторые

из εp(ai) могут равняться нулю).

Доказательство. Предположим, что a1, a2, . . . , an — такой стандартный базис модуля A, что

εp(a1), εp(a2), . . . , εp(an)— базис модуля Ap для каждого простого p. Предполагая Ci = Kai,
i = 1, 2, . . . , n, убедимся, что

A =
n

⊕

i=1

Ci.

Пусть x ∈ Ck ∩
∑

i 6=k

Ci для некоторого k. Тогда

x = rkak =
∑

i 6=k

riai

для каких-то rk, ri ∈ K. Отсюда для любого простого p имеем

rkεp(ak) =
∑

i 6=k

riεp(ai).

Но тогда по предположению εp(rkak) = 0 для всех p и x = rkak = 0. �

Предложение 4.5. Конечно порожденный K-модуль A свободен в точности тогда, когда он

стандартен, r(Ap) = dimQ(A/TA) и Ap — свободный Kp-модуль для всех таких простых p, что

Ap 6= 0.
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Доказательство. Нуждается в доказательстве только достаточность условия. Запишем точную

последовательность из леммы 4.1:

0 → C → Kn → A→ 0.

Тогда из предположений легко выводим, что C = 0 и A ∼= Kn. �

Модуль M над произвольным кольцом S называется конечно представимым, если существует
точная последовательность 0 → N → Kn → M → 0, в которой N — конечно порожденный

модуль. Хорошо известно, что если M конечно представим, то в любой такой последовательности
модуль N будет конечно порожденным.

Предложение 4.6. Стандартный K-модуль A с dimQ(A/TA) = n является конечно пред-

ставимым в точности тогда, когда найдется такой идемпотент e ∈ K, являющийся суммой

конечного числа единичных элементов колец Kp, что (1− e)A ∼= (1− e)Kn.

Доказательство. Если A— конечно представимый K-модуль, то в точной последовательности

0 → C → Kn → A → 0 из леммы 4.1 модуль C является прямой суммой конечного числа
циклических Kp-модулей для некоторых p. Тогда найдется такой идемпотент e ∈ K (e есть
сумма конечного числа единичных элементов колец Kp), что Kn = (1− e)Kn ⊕ eKn, C ⊆ eKn и

A = (1− e)A⊕ eA. Теперь ясно, что (1− e)A ∼= (1− e)Kn.
Обратно, пусть существует идемпотент e ∈ K, обладающий свойством (1 − e)A ∼= (1 − e)Kn.

Так как существует эпиморфизм Kn → A, то имеется точная последовательность

0 → C → (1− e)Kn ⊕ eKn → (1− e)A⊕ eA→ 0.

Поскольку C ⊆ eKn, модуль C такой же, как и выше. Таким образом, A— конечно представимый

K-модуль. �

Получается, что конечно представимый модуль имеет вид P ⊕C, где P — проективный модуль,
а C — прямая сумма конечного числа циклических Kp-модулей для некоторых p.

Найдем строение конечно порожденных проективных модулей.

Предложение 4.7. Конечно порожденный K-модуль P проективен в точности тогда, когда

существуют такие проективные K-модули C и C1, являющиеся прямыми суммами конечного

числа циклических Kp-модулей для некоторых простых p, что P ⊕C ∼= Kn⊕C1 для какого-либо

n ∈ N.

Доказательство. Пусть P — конечно порожденный проективный K-модуль. Запишем как в пред-

ложении 4.2, P = P1 ⊕ C1, где P1 — стандартный K-модуль, а C1 — такой модуль, как указано в
условии. Применяя к P1 лемму 4.1, получаем Kn ∼= P1 ⊕C, где C — такой модуль, как в условии.
Тогда имеет место изоморфизм P ⊕ C ∼= Kn ⊕ C1. Обратное утверждение очевидно. �

Обратим внимание на два равенства P = P1⊕C1 и Kn = P1⊕C, полученные в доказательстве

последнего предложения.

Следствие 4.8. Пусть P — конечно порожденный проективный K-модуль.

1. P ∼= (1 − e)Kn ⊕ C, где e— некоторый идемпотент, n ∈ N, и C — прямая сумма конечного

числа циклических Kp-модулей.

2. P разлагается в прямую сумму подмодулей, изоморфных идеалам кольца K.

Доказательство. Заметим, что утверждение 2 вытекает из 1. Докажем утверждение 1. Согласно

предложению 4.2, P = P1 ⊕ C1, где P1 — стандартный K-модуль, а C1 — прямая сумма конеч-
ного числа циклических Kp-модулей для некоторых простых p. Модуль P1 конечно представим,
поэтому согласно предложению 4.6 имеем изоморфизм (1 − e)P1

∼= (1 − e)Kn для некоторого

идемпотента e. Итак, получаем

P1 = (1− e)P1 ⊕ eP1
∼= (1− e)Kn ⊕ eP1, P ∼= (1− e)Kn ⊕ eP1 ⊕C1.
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Следствие 4.8 доказано. �

Утверждение 2 из следствия 4.8 справедливо для любых проективных модулей. Именно,
Е. А. Тимошенко (см. [9, 10]) доказал следующее утверждение: всякий проективный K-модуль

разлагается в прямую сумму подмодулей, изоморфных идеалам кольца K.

Известно, что указанная теорема верна для проективных модулей над любым наследственным
кольцом. В связи с этим отметим, что если K = Kχ, где характеристика χ состоит только из
0, 1 и ∞, то K — наследственное кольцо. В [9, 10] также найдена полная система инвариантов

проективного K-модуля, состоящая из кардинальных чисел.
По аналогии с категорией Walk абелевых групп, определенной в разделе 2, можно рассмотреть

похожую категорию K-модулей; обозначим ее тоже Walk. Эта новая категория Walk состоит

из K-модулей, множество морфизмов HomW (A,B) есть HomK(A,B)/HomK(A,TB). Введенная
категория Walk — это аддитивная категория с ядрами и бесконечными суммами. В этой категории
предложение 2.3 принимает следующий вид: K-модули A и B изоморфны в Walk в точности

тогда, когда существуют такие модули M = TM и N = TN , что A⊕M ∼= B ⊕N .

Пусть W — полная подкатегория категории Walk, состоящая из конечно порожденных K-мо-
дулей. Эта категория имеет те же свойства, что и категория W абелевых групп из раздела 2.

Так, в новой категории W расщепляются идемпотенты. Неразложимость модуля A в категории
W равносильна локальности его кольца эндоморфизмов EndW A в W. Затем справедлива тео-
рема Крулля—Шмидта о единственности разложения объекта в прямую сумму неразложимых

объектов (т.е. верен аналог следствия 2.7). Имеет место также аналог теоремы 2.9 для прямых
разложений вида M =

⊕

i∈I
Ai, где Ai — неразложимый в W конечно порожденный K-модуль. От-

метим, что циклические K-модули неразложимы в W.

5. Аддитивные задачи в кольцах эндоморфизмов sp-групп

Начиная с этого раздела и до конца статьи основное внимание мы сосредоточим на кольцах
эндоморфизмов самомалых sp-групп конечного ранга.

Пусть R— некоторое кольцо. Элемент r ∈ R называется чистым (clean), если его можно пред-
ставить в виде r = u + e, где u— обратимый элемент, а e— идемпотент кольца R. Кольцо R
называетсячистым, если всякий его элемент является чистым. Основные факты о чистых коль-

цах изложены в [13].
Как и раньше, радикал Джекобсона кольца R обозначаем J(R). Если r ∈ J(R), то r = (r−1)+1,

где r−1— обратимый элемент, следовательно, r— чистый элемент. Получаем, что локальное коль-

цо является чистым. Свойство быть чистым кольцом сохраняется при образовании матричных
колец.

Лемма 5.1 (см. [54]). Пусть e— такой идемпотент кольца R, что оба кольца eRe и (1 −
e)R(1 − e) являются чистыми. Тогда R— чистое кольцо.

Доказательство. Уточним, что eRe (соответственно, (1−e)R(1−e)) является кольцом с единицей

e (соответственно, 1− e).
Кольцо R можно отождествить с кольцом формальных матриц

(

eRe eR(1 − e)
(1− e)Re (1− e)R(1− e)

)

, x 7→

(

exe ex(1− e)
(1− e)xe (1− e)x(1− e)

)

,

x ∈ R (это известное пирсовское разложение кольца R).
Возьмем теперь матрицу

A =

(

a x

y b

)

∈ R.

Запишем a = u + f , где u— обратимый элемент в eRe и f2 = f ∈ eRe. Тогда b − yu−1x ∈

(1− e)R(1− e), так что можно записать b− yu−1x = v+ g, где v— обратимый, g— идемпотентный
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элемент в (1− e)R(1 − e). Имеем равенства

A =

(

u+ f x

y v + g + yu−1x

)

=

(

f 0

0 g

)

+

(

u x

y v + yu−1x

)

.

Достаточно убедиться в обратимости последней матрицы. Вычисления подтверждают справед-

ливость равенств
(

e 0
−yu−1 1− e

)(

u x
y v + yu−1x

)(

e −u−1x
0 1− e

)

=

(

u x
0 v

)(

e −u−1x
0 1− e

)

=

(

u 0
0 v

)

.

Поскольку в этих равенствах первая и две последних матрицы обратимы, то доказательство

закончено. �

Доказанная лемма и несложная индукция немедленно дают следующий результат.

Предложение 5.2. Если e1, e2, . . . en — полная ортогональная система идемпотентов коль-

ца R и каждое кольцо eiRei чистое, то и R— чистое кольцо.

С помощью предложения 5.2 получаются следующие утверждения.

Следствие 5.3. Если R— чистое кольцо, то таким же будет и кольцо матриц Mn(R) для

любого n ∈ N.

Следствие 5.4. Если M = M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mn — прямое разложение модуля M и EndMi —

чистое кольцо для каждого i, то EndM — чистое кольцо.

Доказательство. Пусть εi : M → Mi — проекция с ядром
⊕

j 6=i

Mj. Тогда элементы ε1, ε2, . . . , εn

образуют полную ортогональную систему идемпотентов кольца EndM . Учитывая далее соотно-
шения

εi(EndM)εi ∼= End(εiM) = EndMi,

получаем справедливость доказываемого утверждения. �

Из следствия 5.3 вытекает, что артиново полупростое кольцо, т.е. конечное прямое произведе-
ние колец матриц над телами, является чистым. Известен следующий общий факт (см. [39, 65]):

кольцо R является чистым в точности в том случае, когда R/J(R)— чистое кольцо и идем-

потенты можно поднимать по модулю радикала J(R). Теперь заключаем, что артиново (слева
или справа) кольцо R является чистым. Это можно вывести и из предложения 5.2. В самом деле,

если записать 1 = e1 + e2+ . . .+ en, причем все ei — примитивные идемпотенты, то, как известно,
кольца eiRei являются локальными, а значит, чистыми.

Применяя изложенное к кольцам эндоморфизмов получаем, в частности, что кольцо эндо-

морфизмов конечной группы является чистым кольцом. Но основным применением является
следующая теорема.

Будем использовать обозначения, принятые нами в разделе 2: R = EndA, Rt = Hom(A, t(A))

и S = R/Rt.

Теорема 5.5. Кольцо эндоморфизмов самомалой sp-группы A конечного ранга есть чистое

кольцо.

Доказательство. Напомним, что каждая p-компонента tp(A)— конечная p-группа, а S — конеч-
номерная Q-алгебра (это установлено в разделе 2). Поэтому S и все кольца End tp(A) чистые.

Пусть f ∈ R. В кольце S имеет место равенство f̄ = ū + ē, где ū— обратимый, ē— идемпо-
тентный элемент кольца S (черта означает смежный класс относительно идеала Rt). Переходя к
элементам кольца R, получаем равенства

f = u+ e+ h1, uv = vu+ h2 = idA + h3, e2 − e = h4,

где hi ∈ Rt (i = 1, 2, 3, 4), а v̄ — обратный к ū элемент. Возьмем такое разложение A = B ⊕ C,

что hi(B) = 0 (i = 1, 2, 3, 4) и C — сумма конечного числа p-компонент tp(A). Пусть f1, u1, e1 —
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ограничения эндоморфизмов f , u, e на слагаемое B, а f2 — ограничение f на слагаемое C. Тогда

f = f1 + f2 и f1 = u1 + e1, где u1 — обратимый, e1 — идемпотентный элементы кольца EndB. Так
как EndC — чистое кольцо, то аналогично f2 = u2 + e2, где u2 — обратимый, e2 — идемпотентный
элементы кольца EndC. В итоге получаем искомое представление f = (u1 + u2) + (e1 + e2). �

Проведенное доказательство демонстрирует технику работы с эндоморфизмами sp-группы A.
Ее приблизительно можно разбить на следующие этапы. Сначала делаем переход к элементам

Q-алгебры S и используем свойства этой алгебры. Затем возвращаемся в кольцо R. При этом
дополнительно появляются эндоморфизмы из идеала Rt. На последнем этапе работаем с эти-
ми эндоморфизмами, что фактически сводится к работе с эндоморфизмами p-компонент tp(A).

Подобная техника будет неоднократно нами использоваться далее.
Пусть снова R— произвольное кольцо, k— натуральное число. Элемент a ∈ R называется k-

хорошим (k-good), если a есть сумма k обратимых элементов кольца R. Говорят, что кольцо R—

k-хорошее, если каждый его элемент k-хороший. В основном, мы будем иметь дело с 2-хорошими
кольцами.

Почти очевидно, что R— k-хорошее кольцо в точности тогда, когда R/J(R)— k-хорошее коль-
цо. Кроме того, если R— k-хорошее кольцо, то и кольцо матриц Mn(R) k-хорошее. Теперь также

без труда можно убедиться в справедливости следующих фактов:

(i) конечномерная алгебра над полем характеристики 6= 2 является 2-хорошей;

(ii) кольцо эндоморфизмов конечной p-группы (p 6= 2)— 2-хорошее кольцо.

Пусть A— самомалая sp-группа конечного ранга с нулевой 2-компонентой. Тогда кольца
End tp(A) для всех простых p и S будут 2-хорошими. Рассуждая по той же схеме, что и при

доказательстве теоремы 5.5, можно показать, что EndA— 2-хорошее кольцо. Но мы, используя
интересную связь между чистыми и 2-хорошими кольцами, прямо выведем из теоремы 5.5 более
сильный результат.

Напомним, что элемент s ∈ R называется инволюцией, если s2 = 1. Говоря, что 2 обратима
в R, имеем в виду, что 2 · 1R — обратимый элемент кольца R. Вместо r · 2−1 будем писать r/2.

Предложение 5.6 (см. [39]). Пусть 2 обратима в R. Тогда чистота кольца R равносильна

тому, что каждый элемент из R представим в виде суммы обратимого элемента и инволюции.

Доказательство. Предположим, что R— чистое кольцо и x— произвольный элемент из R. Тогда

(x + 1)/2 = u + e, где u— обратимый элемент и e2 = e. Отсюда находим x = 2u + (2e − 1), где
элемент 2u обратим и (2e− 1)2 = 1.

Обратно, пусть каждый элемент из R представим в виде суммы обратимого элемента и инво-

люции. Для данного x ∈ R запишем 2x−1 = u+s, где u обратим и s2 = 1. Тогда x = u/2+(s+1)/2,
где u/2— обратимый, а (s+ 1)/2 — идемпотентный элементы. �

Из теоремы 5.5 и предложения 5.6 вытекает следующий результат.

Теорема 5.7. Пусть A— самомалая sp-группа конечного ранга с нулевой 2-компонентой. То-

гда каждый эндоморфизм группы A есть сумма двух автоморфизмов, один из которых имеет

мультипликативный порядок 2. Таким образом, EndA— 2-хорошее кольцо.

Распространим теоремы 5.5 и 5.7 еще на один класс sp-групп. Для этого сформулируем неко-
торое обобщение условия на проекции (последнее определено перед леммой 1.5).

Пусть A— sp-группа конечного ранга. Как и в разделе 1, через εp обозначим проекцию
A → tp(A) относительно разложения A = tp(A) ⊕ Bp. Будем говорить, что A удовлетворяет
слабому условию на проекции, если найдется такая квазисущественная свободная подгруппа F

в A, что εpF — существенная подгруппа в tp(A) для почти всех простых p. Отметим, что здесь
существенность подгруппы εpF в tp(A) равносильна тому, что A[p] ⊆ εpF .

Пусть A— такая sp-группа конечного ранга, что все p-компоненты tp(A)— циклические груп-

пы. Тогда можно доказать, что A имеет вид A = B ⊕ C, где B — sp-группа, удовлетворяющая
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слабому условию на проекции, C — периодическая группа, причем B и C не имеют ненулевых p-

компонент для одних и тех же простых p.

Теорема 5.8. Пусть A— sp-группа конечного ранга, удовлетворяющая слабому условию на

проекции. Для любого эндоморфизма α ∈ EndA верно следующее:

1. Если αA ⊆ t(A), то существует такое разложение A = B ⊕ tp1(A) ⊕ . . . ⊕ tpk(A), что огра-

ничение эндоморфизма idA − α на B является автоморфизмом.

2. Если дополнительно R/Rt — тело и αA * t(A), то существует такое разложение, как в п. 1,
для которого ограничение α на B является автоморфизмом.

Доказательство. 1. Пусть F — квазисущественная свободная подгруппа группы A из определе-

ния слабого условия на проекции. Удаляя, если нужно, конечное число p-компонент tp(A), можно
добиться того, что εpF — существенная подгруппа в tp(A) для всякого простого p с tp(A) 6= 0. От-
сюда получается, что все tp(A)— конечные группы. Возьмем свободный базис c1, c2, . . . , cn груп-

пы F . Учитывая, что αA ⊆ t(A), и опять отбрасывая некоторое число p-компонент tp(A), можно
считать, что α(ci) = 0, i = 1, 2, . . . , n. После чего, ввиду слабого условия на проекции заключаем,
что α(A[p]) = 0 для всех простых p. Из этого следует, что idA−α имеет нулевое ядро. Более того,

поскольку все tp(A)— конечные группы, то ограничение idA − α на t(A) есть автоморфизм.
Проверим, что idA−α— эпиморфизм. Прежде заметим, что αF = 0 и F + t(A)— существенная

подгруппа группы A. Пусть x— элемент бесконечного порядка в A. Выберем m ∈ N так, что

mx = c+y, где c ∈ F и y ∈ t(A). Тогда c = (idA−α)(c) и y = (idA−α)(z) для некоторого z ∈ t(A).
И далее имеем

mx = (idA − α)(c + z) = (idA − α)(b), b = c+ z.

Возьмем прямое разложение A = C ⊕ D, в котором C — сумма конечного числа p-компонент
tp(A), D— дополнительное слагаемое, причем mD = D. Запишем x = x1 + x2 и b = b1 + b2, где
x1, b1 ∈ C, x2, b2 ∈ D. Выберем элемент c′ ∈ C, для которого x1 = (idA − α)(c′), и еще запишем

b2 = mc′′, c′′ ∈ D. Теперь из mx2 = (idA − α)(b2) находим x2 = (idA − α)(c′′). В итоге получаем
равенство

x = x1 + x2 = (idA − α)(c′ + c′′).

Таким образом, idA − α— эпиморфизм и, значит, автоморфизм.
2. Элемент ᾱ = α+Rt, очевидно, отличен от нуля в кольце R/Rt; следовательно,

ᾱβ̄ = β̄ᾱ = īdA

для некоторого β ∈ R. В кольце R получаем равенство αβ = idA+γ, где γ ∈ Rt. Удаляя несколько

p-компонент tp(A), на основании п. 1 можно считать, что idA + γ — автоморфизм прямого слага-
емого B. В таком случае α обратим справа на B. Аналогично рассуждая, можно показать, что
α обратим слева на той же группе B. �

Следствие 5.9. Пусть A— sp-группа конечного ранга, удовлетворяющая слабому условию на

проекции, p-компонента tp(A) конечна для любого простого p и R/Rt — тело.

1. EndA— чистое кольцо.

2. Если дополнительно 2-компонента группы A равна нулю, то каждый эндоморфизм группы

A есть сумма двух автоморфизмов, один из которых имеет порядок 2.

Доказательство. 1. Каждая группа tp(A) конечная, следовательно, все кольца End tp(A) чистые.

Поэтому опять можно рассуждать «с точностью до конечного числа p-компонент tp(A)».
Пусть α ∈ EndA, тогда реализуется либо п. 1, либо п. 2 из предыдущей теоремы. Допустим,

что αA ⊆ t(A). Тогда idA − α— автоморфизм группы B и α = (α − idA) + idA, что дает чистоту

элемента α. Если же αA * t(A), то α— автоморфизм группы B и α = α + 0 и опять получаем
чистоту элемента α.

Утверждение 2 вытекает из 1 и предложения 5.6. �
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Следствие 5.10. Пусть A— sp-группа ранга 1, все p-компоненты которой — циклические

группы. Тогда для A верны утверждения из пп. 1 и 2 следствия 5.9.

Доказательство. Для группы A имеем R/Rt
∼= Q. Осталось напомнить, что группу A можно

представить в виде A = B ⊕ C, где B и C — такие группы, как указано перед теоремой 5.8. �

Интерес к вопросу о том, каким образом обратимые элементы кольца могут порождать его

аддитивно, восходит к середине XX в. К. Вольфсон [80] и Д. Зелинский [82] независимо доказа-
ли, что всякий линейный оператор векторного пространства V над телом D есть сумма двух

обратимых операторов, за исключением очевидного случая, когда dimD V = 1 и D = Z2. В связи

с этим результатом Скорняков сформулировал такой вопрос: «Нельзя ли каждый элемент регу-

лярного кольца с единицей представить в виде суммы обратимых элементов?» (см. [72, пробле-
ма 31]). Регулярные (в смысле Неймана) кольца определяются ниже. Вопрос Скорнякова иници-

ировал ряд статей. С историей соответствующих исследований можно познакомиться по обзору
А. Сривастава [73], работам М. Хенриксена [56], Р. Рафаэля [69], П. Вамоша [76], Б. Голдсмита,
С. Пабста и А. Скотта [52]. Имеются как различные классы регулярных колец, каждый элемент

которых может быть записан в виде суммы обратимых элементов (т.е. k-хороших колец), так и
такие классы, в которых это не верно.

Более детально остановимся на матричных кольцах. М. Хенриксен [56] доказал, что всякая

матрица над произвольным кольцом R есть 3-хорошая. Более точно, любая матрица есть сумма
диагональной и обратимой матрицы (лемма Капланского). Всякая диагональная матрица есть
2-хорошая. Отметим, что не всегда можно представить матрицу в виде суммы двух обратимых

матриц. Так, пусть R = F [x1, x2, . . . , xn], n > 1, F — произвольное поле. Тогда кольцо Mn(R) не
является 2-хорошим.

Кольца R, для которых кольцо Mn(R) есть 2-хорошее для любого n > 1, конечно, существу-
ют. Кольцо R называется кольцом с диагонализируемыми квадратными матрицами, если для

всякого n любая матрица A ∈ Mn(R) эквивалентна некоторой диагональной матрице D, т.е.
UAV = D для каких-либо обратимых матриц U, V ∈ Mn(R). Хенриксен доказал, что если R—

кольцо с диагонализируемыми квадратными матрицами, то Mn(R)— 2-хорошее кольцо. Кольца

главных идеалов, кольца нормирования дают примеры колец с диагонализируемыми квадратны-
ми матрицами.

Представляет интерес выяснить, какие формальные матрицы будут 2-хорошими (о формаль-

ных матрицах см. [62]). Любая формальная матрица, как и обычная, представима в виде суммы
диагональной и обратимой матриц. Но не верно, что всякая диагональная формальная матрица
является 2-хорошей.

Другая и, по видимому, независимая линия исследования хороших колец появилась в 1963 г.
после того, как Л. Фукс (см. [47]) сформулировал следующий вопрос: когда автоморфизмы абе-

левой группы порождают (аддитивно) ее кольцо эндоморфизмов? В настоящее время известно,

что следующие группы имеют 2-хорошие кольца эндоморфизмов: периодически полные p-груп-
пы, p 6= 2, тотально проективные (в частности, счетные) p-группы, p 6= 2 (см. [57]), локальные
группы Уорфилда (см. [50]). Прямые суммы абелевых групп и модулей с хорошими кольцами

эндоморфизмов рассматривались в [2,64,76]. Ряд классов модулей с 2-хорошими кольцами эндо-
морфизмов указан в [58].

Понятие чистого кольца было предложено Николсоном в 1977 г., как пример кольца, в котором

идемпотенты поднимаются по модулю любого правого (левого) идеала (см. [65]), т.е. каждое
чистое кольцо является заменяемым кольцом. Николсон также доказал, что заменяемое кольцо

с центральными идемпотентами является чистым.

Элемент r кольца R называется регулярным, если найдется такой элемент x ∈ R, что r = rxr;
кольцо R называется регулярным (в смысле Неймана), если каждый его элемент регулярен.
Элемент r ∈ R называется обратимо-регулярным, если найдется такой обратимый элемент

v ∈ R, что r = rvr, или, что равносильно, r = ue, где u— обратимый элемент кольца R,
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e— идемпотент. Кольцо R называется обратимо-регулярным, если всякий его элемент является

обратимо-регулярным. Таким образом, чистые кольца являются аддитивным аналогом обратимо-
регулярных колец.

Доказано, что обратимо-регулярное кольцо является чистым (см. [37, 39]). В то же время су-

ществуют регулярные кольца, не являющиеся чистыми. Бергман (см. [55]) сконструировал регу-
лярное кольцо с обратимой 2, в которых не всякий элемент представим в виде суммы обратимых
элементов. В силу предложения 5.6 такое кольцо не может быть чистым. Поскольку регуляр-

ные кольца являются заменяемыми, из [65] следует, что класс чистых колец есть собственный
подкласс класса заменяемых колец.

Камилло и Ю (см. [39]) доказали, что кольцо является полусовершенным в точности тогда,

когда оно чистое и не содержит бесконечных семейств ортогональных идемпотентов. Еще раз
получаем, что артиново кольцо является чистым.

Отдельное направление в изучение чистых колец составляют строго чистые (strongly clean)

кольца: в этом случае каждый элемент кольца должен быть представим в виде суммы обратимого
и идемпотентного элементов, которые коммутируют между собой (см. [66]).

Довольно много работ посвящено строгой чистоте колец формальных матриц и обычных мат-

риц, например, [29, 30, 63, 81].
Вопрос о чистоте колец эндоморфизмов абелевых групп и модулей также привлекал к себе вни-

мание. Мощный результат получен в [38]: кольцо эндоморфизмов непрерывного модуля является

чистым. К непрерывным модулям, например, относятся квазиинъективные модули. В [38] так-

же доказано, что кольцо эндоморфизмов плоского копериодического модуля (в частности, чисто
инъективного модуля) есть чистое кольцо. Чистота колец эндоморфизмов абелевых групп иссле-
довалась в [7, 53]. В [53] установлено, что кольцо эндоморфизмов периодически полной группы

чистое, а кольцо эндоморфизмов тотально проективной группы A (например, счетной) чистое в
точности тогда, когда A— ограниченная группа.

6. Идеалы колец эндоморфизмов sp-групп

Для произвольного кольца R, по-прежнему, J(R)— радикал Джекобсона кольца R, а N(R)—
нильрадикал кольца R, т.е. сумма всех его нильидеалов.

Будем использовать идеал Пирса P(A) для p-группы A. Это идеал кольца EndA, состоящий

из всех эндоморфизмов, повышающих высоту каждого элемента порядка p группы A. Справед-
ливо включение J(EndA) ⊆ P(A), которое превращается в равенство, если A— конечная группа
(см. [59, раздел 20]).

Для sp-группы введем аналог идеала Пирса. Если A— sp-группа, то положим

P(A) =
{

α ∈ EndA
∣

∣

∣
α
∣

∣

tp(A)
∈ P(tp(A)) для каждого p

}

,

где P(tp(A))— идеал Пирса p-группы tp(A). Поскольку J(End tp(A)) ⊆ P(tp(A)) для всякого про-
стого p, то J(EndA) ⊆ P(A). Если A— самомалая sp-группа, то tp(A)— конечная группа (пред-

ложение 1.2) и, значит, J(End tp(A)) = P(tp(A)).
Для sp-группы A снова фиксируем обозначения (впервые мы их использовали в разделе 2):

R = EndA, Rp = End tp(A), Rt = Hom(A, t(A)) и S = R/Rt. Если дополнительно A— самомалая

группа, то справедливо равенство Rt =
⊕

p∈P
Rp.

Будем постоянно использовать приемы работы с sp-группами, о которых говорилось после
доказательства теоремы 5.5.

Теорема 6.1. Если A— самомалая sp-группа конечного ранга, то имеют место равенства

J(EndA) = N(EndA) = P(A).

Доказательство. Пусть α ∈ J(R); тогда α+Rt ∈ J(S). Поскольку S — конечномерная Q-алгебра,

то αk ∈ Rt для некоторого k ∈ N. Можно считать, что A = B ⊕ C, где C — сумма конечного
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числа p-компонент tp(A), B — дополнительное слагаемое, причем αk(B) = 0, а
(

α
∣

∣

C

)k
∈ J(EndC).

Поскольку кольцо EndC конечное, то αkm = 0, где m ∈ N, и, следовательно, α— нильпотентный
элемент. Таким образом, J(EndA) = N(EndA).

Уже замечено, что J(EndA) ⊆ P(A). Чтобы доказать обратное включение, возьмем некоторый

эндоморфизм α ∈ P(A). Для каждого простого числа p имеем αp ∈ P(tp(A)) = J(Rp), где αp —
ограничение α на tp(A). Тогда idtp(A) − αp является обратимым элементом кольца End tp(A) и
автоморфизмом группы tp(A). В таком случае β = idA − α— мономорфизм группы A и левый

неделитель нуля в EndA. Допустим, что β̄δ̄ = 0 для некоторого δ ∈ R (черта обозначает смежный
класс относительно Rt). Тогда βδ ∈ Rt. Запишем A = B ⊕ C, где C — сумма конечного числа
p-компонент tp(A), B — дополнительное слагаемое и βδ(B) = 0. Можно выбрать δ так, чтобы

δC = 0. Тогда βδ = 0, откуда δ̄ = 0. Следовательно, элемент īdA− ᾱ является левым неделителем
нуля в S и, значит, обратимым элементом (поскольку алгебра S конечномерна).

Возьмем такой элемент γ ∈ R, что

(īdA − ᾱ)γ̄ = γ̄(īdA − ᾱ) = īdA

в кольце S. Можно так подобрать разложение A = B⊕C (C — сумма конечного числа p-компонент

tp(A)), что выполняется равенство

(idB − α)γ = γ(idB − α) = idB

на дополнительном слагаемом B. Тогда сужение (idA−α)|B является автоморфизмом группы B.
Поскольку idtp(A) − αp будет автоморфизмом группы tp(A) при любом простом p, то idA − α—
автоморфизм группы A и обратимый элемент кольца EndA. Так как P(A)— идеал в EndA, то

P(A) ⊆ J(EndA) и эти идеалы равны. �

Пусть A— конечная p-группа. Наименьшее натуральное число m со свойством pmA = 0 назы-

вается экспонентой e(A) группы A. Используя равенство J(EndA) = P(A), можно показать, что
индекс нильпотентности идеала J(EndA) не превосходит 2e(A) − 1 (см. [67]). Опираясь на этот
факт, из доказательства теоремы 6.1 получаем следующее утверждение.

Следствие 6.2. Радикал J(EndA) для группы A из теоремы 6.1 нильпотентен в точности

тогда, когда множество экспонент e(tp(A)) всех групп tp(A) имеет точную верхнюю грань.

Иногда мы будем использовать sp-кольца, введенные в разделе 1. Повторим, что для данного

sp-кольца K можно считать, что имеются чистые вложения колец
⊕

p∈P

Kp ⊂ K ⊆
∏

p∈P

Kp,

где Kp — ̂Zp-алгебра для каждого простого p. При этом предполагается, что Kp 6= 0 для бесконеч-
ного множества простых чисел p. В частности, Kp может быть p-кольцом (аддитивная группа ко-

торого — p-группа). Для каждого p имеем прямую сумму колец K = Kp⊕L
(p), причем pL(p) = L(p)

и деление на p в L(p) производится однозначно. Кольцо эндоморфизмов любой sp-группы и его

центр являются sp-кольцами.
Будем называть sp-группу A элементарной, если каждая ее p-компонента tp(A)— элементар-

ная группа (все ненулевые элементы элементарной p-группы имеют порядок p). Кольцо K назо-

вем элементарным sp-кольцом, если его аддитивная группа является элементарной sp-группой.
Определение регулярного кольца приводится в разделе 5.

Лемма 6.3. Регулярность sp-кольца K эквивалентна регулярности колец K/t(K) и Kp для

всех простых p.

Доказательство. Факторкольцо регулярного кольца является регулярным кольцом. Предполо-

жим поэтому, что все кольца K/t(K) и Kp регулярны. Пусть x ∈ K. Найдутся такие элементы



92 П. А. КРЫЛОВ, А. А. ТУГАНБАЕВ, А. В. ЦАРЕВ

a ∈ K и c ∈ t(K), что xax = x + c. Рассмотрим разложение K = M ⊕ L, где M — сумма конеч-

ного числа p-компонент Kp, причем c ∈M , L— дополнительное слагаемое. Запишем x = x1 + x2,
a = a1 + a2, где x1, a1 ∈ M и x2, a2 ∈ L. Тогда x2a2x2 = x2 (учитывая, что LM = 0 = ML). По
условию M является регулярным кольцом; следовательно, x1bx1 = x1 для некоторого элемента

b ∈M . Легко видеть, что x(a2 + b)x = x; значит, K — регулярное кольцо. �

Пусть A— некоторая sp-группа, J — такой идеал кольца EndA, что Rt ⊆ J и J/Rt = J(R/Rt) =

J(S). Очевидно, J(R) ⊆ J и, значит, J(R) +Rt ⊆ J .

Теорема 6.4. Пусть A— произвольная самомалая sp-группа конечного ранга. Тогда EndA/J(EndA)—

элементарное sp-кольцо; оно регулярно в точности тогда, когда J(R) +Rt = J .

Доказательство. Для каждого простого p имеем равенство R = Rp ⊕ L(p), где Rp — конечное p-

кольцо и pL(p) = L(p). Следовательно,

J(R) = J(Rp)⊕ J(L(p)), R/J(R) = Rp/J(Rp)⊕ L(p)/J(L(p)),

причем

p(L(p)/J(L(p))) = L(p)/J(L(p)).

Из предложения 1.4 вытекает, что R/J(R) является sp-кольцом. Поскольку

p(tp(A)) ⊆ P(tp(A)) = J(Rp),

то Rp/J(Rp)— элементарное кольцо. Следовательно, R/J(R)— элементарное sp-кольцо.
Установим равенство

t(R/J(R)) = (J(R) +Rt)/J(R).

Из Rt =
⊕

p∈P
Rp следует, что правая часть рассматриваемого равенства лежит в левой. Пусть

теперь mα ∈ J(R), где m ∈ N и α ∈ R. Существует прямое разложение A = B ⊕ C, в котором
C — сумма конечного числа p-компонент tp(A), B — дополнительное слагаемое, причем mB = B.
Для колец эндоморфизмов получаем EndA = EndB ⊕ EndC. Если α = β + γ — представление

относительно этого разложения, то δ = mβ ∈ J(EndA). Ввиду равенства mB = B существует
эндоморфизм 1/m ∈ EndB. Отсюда получаем, что

β = (1/m)δ ∈ J(EndB) ⊆ J(R).

Итак, имеем α = β + γ ∈ J(R) +Rt, и проверяемое равенство справедливо.

Все кольца Rp конечны, поэтому кольца Rp/J(Rp) регулярны. На основании первой части дока-
зательства и леммы 6.3 кольца R/J(R) и (R/J(R))/t(R/J(R)) регулярны или нет одновременно.
Второе из них, учитывая только что полученное равенство, изоморфно кольцу R/(J(R) + Rt).

Это кольцо является конечномерной Q-алгеброй, поэтому его регулярность равносильна его по-
лупростоте. Радикал кольца R/(J(R) +Rt) равен J/(J(R) +Rt), и его полупростота равносильна
тому, что J(R) +Rt = J . �

Выделим два класса групп A, для которых EndA/J(EndA)— регулярное кольцо.

Предложение 6.5. Пусть A— самомалая sp-группа конечного ранга. Равенство J(R)+Rt =
J выполняется в каждом из следующих случаев:

(1) S — полупростая Q-алгебра;

(2) p-компонента tp(A)— циклическая группа для любого простого p.

Доказательство. (1) В этом случае J = Rt, откуда J(R) +Rt = J . Отметим, что здесь

J(R) =
⊕

p∈P

J(Rp).

(2) Кольцо R в данном случае коммутативно и радикал J(R) совпадает с множество всех

нильпотентных элементов кольца R. Если α ∈ J , то αk ∈ Rt при некотором k ∈ N. Пусть
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A = B ⊕ C, где C — сумма конечного числа p-компонент tp(A), B — дополнительное слагаемое

и αk ∈ EndC. Пусть α = β + γ, где β ∈ EndB и γ ∈ EndC. Тогда βk = 0 и β ∈ J(R). Значит,

α = β + γ ∈ J(R) +Rt и верно равенство J(R) +Rt = J . �

Можно получить весьма содержательную информацию о строении односторонних идеалов ко-

лец эндоморфизмов рассматриваемых групп.

Теорема 6.6. Пусть A— самомалая sp-группа конечного ранга и I — правый идеал кольца R.

Тогда I = eR ⊕ P , где e2 = e ∈ R, P — правый идеал кольца R, лежащий в идеале J , и P =
I ∩ (1− e)R. Аналогичное утверждение справедливо для левых идеалов кольца R.

Доказательство. Рассмотрим сначала некоторое артиново справа кольцо T и его правый идеал
I. Убедимся, что I = eT ⊕X, где e2 = e ∈ T , X — правый идеал, X ⊆ J(T ) и X = I ∩ (1 − e)T .
Можно считать, что I * J(T ). Как хорошо известно, существует ненулевой идемпотент e1 ∈ I.

Следовательно,

T = e1T ⊕ (1− e1)T = e1T ⊕ L1, I = e1T ⊕ (I ∩ L1) = e1T ⊕X1.

Если X1 * J(T ), то найдется идемпотент 0 6= e2 ∈ X1. Тогда

T = e1T ⊕ e2T ⊕ (1− e1 − e2)T = e1T ⊕ e2T ⊕ L2, I = e1T ⊕ e2T ⊕X2,

где X2 = I ∩ L2. В силу артиновости кольца T через несколько шагов придем к равенству

I = e1T ⊕ e2T ⊕ . . . ⊕ ekT ⊕X,

в котором e1, e2, . . . , ek — ортогональная система идемпотентов, X ⊆ J(T ) и

X = I ∩ (1− e1 − . . .− ek)T.

Осталось положить e = e1 + e2 + . . . + ek и заметить, что e2 = e и I = eT ⊕X.
Вернемся к кольцу R. Считаем, что I * J . По доказанному выше I = ēS⊕X, где I = (I+Rt)/Rt,

ē2 = ē ∈ S, X ⊆ J(S) и X = I ∩ (1 − ē)S. Согласно лемме 2.5 идемпотент ē поднимается до

некоторого идемпотента e кольца R. В частности, e ∈ I + Rt и e = f + x, где f ∈ I, x ∈ Rt.
Запишем разложение R = R1 ⊕R2, где R2 — сумма конечного числа колец Rp и x ∈ R2. Возьмем
теперь представление f = e1+y относительно разложения I = (I∩R1)⊕(I∩R2). Имеем e = e1+z,

z = y+x ∈ R2. Ясно, что e1 — идемпотент, причем e1 ∈ I∩R1. Достаточно проверить утверждение
для идеала I ∩R1. Считаем поэтому, что e ∈ I. В таком случае I = eR⊕P , где P = I ∩ (1− e)R.
Из X = I ⊕ (1− ē)S следует, что (P +Rt)/Rt = X. Поскольку X ⊆ J(S) = J/Rt, то P ⊆ J , что и

требовалось. �

Если Q-алгебра S является полупростой, то идеал J совпадает с Rt. Отсюда вытекает следу-

ющее утверждение.

Следствие 6.7. Пусть, дополнительно к условиям теоремы 6.6, S — полупростая Q-алгебра.

Тогда идеал P из равенства I = eR⊕ P лежит в Rt.

Теорема 6.6 и следствие 6.7 расширяют информацию о строении идеалов колец Kχ.

7. Регулярные и наследственные кольца эндоморфизмов sp-групп

Тематику этого раздела можно назвать «кольцевые свойства колец эндоморфизмов» или

«кольца эндоморфизмов со специальными свойствами». Регулярность (в смысле Неймана) и на-
следственность являются важнейшими кольцевыми свойствами. Естественно исследовать абеле-
вы группы с регулярными или наследственными кольцами эндоморфизмов. Они обладают раз-

нообразными интересными свойствами.
Ниже мы увидим, что при изучении групп с регулярными кольцами эндоморфизмов можно

ограничиться элементарными sp-группами (они, а также элементарные sp-кольца определены в

предыдущем разделе).
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Получим несколько полезных фактов об элементарных sp-группах. Мы вернемся здесь к точ-

ке зрения на sp-группы, как на модули над кольцами Kχ, изложенной в разделе 3. Пусть A—
элементарная sp-группа и χm = (mp)— характеристика, указанная в разделе 3. Именно, mp = 1
либо mp = 0 в зависимости от того, tp(A) 6= 0 или tp(A) = 0. Тогда A—Kχm-модуль, причем

χm — наименьшая характеристика среди таких характеристик χ, что A есть Kχ-модуль. Устра-
ним здесь зависимость от конкретных характеристик χm. Пусть χ = (kp)— такая характеристика,
что kp = 1 для всех p. В таком случае любая элементарная sp-группа является Kχ-модулем. Бу-

дем без дополнительных пояснений считать все элементарные sp-группы модулями над кольцом
Kχ и использовать для них модульную терминологию и методы. Так, согласно теореме 3.6 эле-
ментарная sp-группа A является самомалой группой конечного ранга в точности в том случае,

когда A— конечно порожденный Kχ-модуль.
Заметим, что p-компонента кольца Kχ есть поле вычетов Zp. Отсюда ясно, что любая элемен-

тарная группа является проективным Kχ-модулем.

Предложение 7.1. Справедливы следующие утверждения.

1. Элементарная sp-группа A является самомалой в точности тогда, когда она не имеет бес-

конечных периодических прямых слагаемых.

2. Пусть A— элементарная sp-группа конечного ранга. Тогда A = C⊕E, где C — самомалая sp-

группа, E — элементарная группа.

Доказательство. 1. Прямое слагаемое самомалой группы является самомалой группой. Поэто-
му с учетом предложения 1.1 достаточно показать, что если группа A не имеет бесконечных
периодических прямых слагаемых, то A— самомалая группа. Предположим противное. В силу

теоремы 1.6 найдется гомоморфизм α : A → t(A), образ которого является бесконечной груп-
пой. Так как imα— проективный Kχ-модуль, то получаем прямое разложение A = kerα ⊕ G, в
котором G ∼= imα. Полученное противоречие подтверждает, что A— самомалая группа.

2. Для каждого простого p запишем A = tp(A) ⊕ Bp, где tp(A)— p-компонента группы A,
Bp — дополнительное прямое слагаемое. Обозначим через εp проекцию A → tp(A) с ядром Bp.
Выберем свободную подгруппу F группы A с базисными элементами c1, c2, . . . , cn, где n— ранг

группы A. Любая подгруппа элементарной группы является прямым слагаемым. Следовательно,
для каждого простого p имеем tp(A) = εpF ⊕ Ep для некоторой подгруппы Ep. Положим

A =
∏

p∈P

tp(A).

Группу A можно считать чистой подгруппой в A. Тогда A = X ⊕ Y , где

X =
∏

p∈P

εpF, Y =
∏

p∈P

Ep.

Положим C = A ∩ X, E =
⊕

p∈P
Ep и проверим, что A = C ⊕ E. По построению C ∩ E = 0 и

T = t(A) ⊂ C⊕E. Из (C+E)/T = (X+T )/T ∩A/T заключаем, что подгруппа (C+E)/T чиста в
A/T . Кроме того, она содержит базис c1+T, c2+T, . . . , cn+T Q-пространства A/T . Следовательно,

A = C⊕E. Тогда верно равенство tp(A) = Cp⊕Ep. Поэтому ограничение проекции εp на C будет
проекцией C → Cp. Так как Cp = εpF , то Cp — конечная группа, а C удовлетворяет условию на
проекции и, значит, C — самомалая группа (теорема 1.6).

Другой путь доказательства состоит в проверке равенства A = KχF ⊕ E, где KχF —Kχ-под-
модуль, порожденный элементами c1, c2, . . . , cn. По теореме 3.6, KχF — самомалая sp-группа. На
самом деле группы KχF и C совпадают. �

Перейдем к группам с регулярными кольцами эндоморфизмов. Хорошо известен следующий

факт и несложно убедиться в его справедливости (см. [59, предложение 18.1]).
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Лемма 7.2. Кольцо эндоморфизмов модуля M над произвольным кольцом регулярно в точ-

ности тогда, когда образы и ядра всех эндоморфизмов модуля M служат прямыми слагаемыми

для M .

Сразу можно заключить, что кольца эндоморфизмов векторных пространств над телами, эле-
ментарных p-групп (т.е. Zp-пространств) и делимых групп без кручения (т.е. Q-пространств)
регулярны. Кольцо эндоморфизмов периодической группы A регулярно в точности тогда, когда
A— элементарная группа.

Соберем вместе основную имеющуюся информацию о группах, кольца эндоморфизмов которых
регулярны (см. [48, 68], а также [59, теорема 18.4]).

Теорема 7.3. Справедливы следующие утверждения.

1. Если A— нередуцированная группа, то кольцо EndA регулярно в точности тогда, когда A—

прямая сумма делимой группы без кручения и элементарной группы.

2. Если A— редуцированная группа и EndA— регулярное кольцо, то t(A)— элементарная груп-

па, A/t(A) — делимая группа и выполняются включения
⊕

p∈P

tp(A) ⊆ A ⊆
∏

p∈P

tp(A).

Итак, строение sp-группы A с регулярным кольцом EndA остается неясным, если мы нахо-

димся в ситуации п. 2 и A 6= t(A), т.е., говоря точнее, когда A— элементарная sp-группа. Наша
ближайшая цель — выяснить это строение при условии конечности ранга группы A.

Пусть A— sp-группа. Напомним некоторые обозначения из раздела 2 (они употреблялись так-

же в разделах 5 и 6). Именно,

R = EndA, Rp = End tp(A), Rt = Hom(A, t(A)), S = R/Rt = EndW A,

где EndW A— кольцо эндоморфизмов объекта A в категории Уокера Walk (см. абзац после дока-
зательства леммы 2.5). Если ранг группы A конечен, то S — конечномерная Q-алгебра.

Следствие 7.4. Если A— самомалая элементарная sp-группа, то справедливы следующие

утверждения.

1. Регулярность кольца EndA равносильна регулярности алгебры S.

2. Если ранг группы A конечен, то EndA— регулярное кольцо тогда и только тогда, когда S —

полупростая алгебра (см. [49]) .

Доказательство. 1. Во-первых, заметим, что EndA— элементарное sp-кольцо. Каждая p-компо-

нента tp(A) является элементарной группой. Следовательно, кольцо End tp(A) регулярно. Далее
имеем Hom(A, t(A)) = t(EndA) ввиду самомалости группы A (предложение 1.2, теорема 1.6).
Осталось сослаться на лемму 6.3.

2. Достаточно заметить, что регулярность конечномерной алгебры S равносильна ее полупро-
стоте. �

Теорема 7.5. Пусть A— элементарная sp-группа конечного ранга. Тогда следующие утвер-

ждения равносильны:

(1) кольцо EndA регулярно;
(2) A = C ⊕ E, где C — самомалая элементарная sp-группа с регулярным кольцом EndC, E —

элементарная группа, причем C и E не имеют ненулевых p-компонент для одних и тех

же p;
(3) S — конечномерная полупростая Q-алгебра и A = C ⊕ E, где C — самомалая элементарная

sp-группа, E — элементарная группа, причем C и E не имеют ненулевых p-компонент для

одних и тех же p.
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Доказательство. (1)⇒(2). Запишем A = C ⊕ E как в предложении 7.1. Допустим, что E имеет

ненулевые p-компоненты tp(E) для таких p, что p-компонента tp(C) отлична от нуля. Если таких
p-компонент конечное число, то, взяв соответствующие p-компоненты tp(C) и присоединив их
к E, получим новые группы C и E с требуемым в (2) свойством. Пусть указанных p-компонент

tp(E) имеется бесконечное множество. Построим эндоморфизм α группы A следующим образом.
Полагаем α(C) = 0. Затем для каждого простого p выбираем некоторый ненулевой гомоморфизм
tp(E) → tp(C), если tp(E) 6= 0 и tp(C) 6= 0, и считаем, что α(tp(E)) = 0 при tp(C) = 0. Поскольку

кольцо EndA регулярно, то образ αA должен быть прямым слагаемым группы C. Но это проти-
воречит предложению 7.1. Итак, имеем равенства Hom(C,E) = 0 = Hom(E,C). Следовательно,
EndA = EndC ⊕ EndE и EndC — регулярное кольцо.

(2)⇒(3). Согласно следствию 7.4, EndW C — конечномерная полупростая Q-алгебра. Алгебры
EndW A и EndW C можно отождествить. Это становится понятным, если рассмотреть матричные
представления кольца EndA и идеала Hom(A, t(A)):

EndA =

(

EndC Hom(E,C)
Hom(C,E) EndE

)

, Hom(A, t(A)) =

(

Hom(C, t(C)) Hom(E,C)
Hom(C,E) EndE

)

.

(3)⇒(1). Как только что было отмечено, EndW A = EndW C, поэтому EndW C — конечномер-
ная полупростая алгебра. Следовательно, EndC — регулярное кольцо (следствие 7.4). Регулярно

также кольцо EndE на основании элементарности группы E. Так что EndA = EndC ⊕ EndE —
регулярное кольцо. �

Ничего определенного о sp-группах бесконечного ранга, имеющих регулярные кольца эндомор-
физмов, сказать нельзя. Подтвердим это высказывание одним примером.

Введем обозначения

J =
∏

p∈P

Zp, T =
⊕

p∈P

Zp.

Тогда J — регулярное E-кольцо (по поводу E-колец см. [59, раздел 6]). E-Кольцом будет и любое
чистое кольцо R, лежащее между T и J . Действительно, пусть α— эндоморфизм группы R+.

Группа J+ алгебраически компактна, поэтому α однозначно продолжается до эндоморфизма α̂
группы J+. Тогда найдется элемент r ∈ J со свойством α̂(x) = rx для всех x ∈ J . Но α(1) =
α̂(1) = r · 1 = r ∈ R. Отсюда получаем, что α(x) = α̂(x) = rx для всякого x ∈ R, а значит, R

является E-кольцом.
Модуль называется суперразложимым, если каждое его ненулевое прямое слагаемое разложи-

мо в нетривиальную прямую сумму. Некоторое кольцо R назовем суперразложимым (справа),

если RR — суперразложимый модуль.

Предложение 7.6. Существует регулярное E-кольцо R такое, что R/t(R)— суперразло-

жимая Q-алгебра.

Доказательство. Сохраняем обозначения J и T , введенные выше. Искомое кольцо R построим
как некоторое чистое подкольцо кольца J , содержащее T . Обозначим через e00 = (εp)p∈P ∈ J , где

εp — единичный элемент поля Zp. Запишем e00 = e10 + e11, где e10, e11 — некоторые ортогональ-
ные идемпотенты кольца J , каждый из которых содержит бесконечное число отличных от нуля
компонент εp. Далее, если идемпотент enm уже определен, то выберем некоторые ортогональные

идемпотенты en+1,2m и en+1,2m+1 в J , содержащие бесконечное число отличных от нуля компо-
нент, и такие, что enm = en+1,2m + en+1,2m+1. В результате получим ортогональные множества
идемпотентов

E = {enm | n = 0, 1, 2, . . . ; 0 6 m < 2n}, E = {enm | n = 0, 1, 2, . . . ; 0 6 m < 2n}.

Здесь и далее черта обозначает смежный класс относительно идеала t(R).
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Пусть B — подгруппа в J/T , порожденная множеством E. Тогда B — подкольцо в J/T . Для

проверки этого возьмем произвольные элементы b, c ∈ B,

b =

k
∑

i=1

sienimi , c =

l
∑

j=1

tjen′

jm
′

j
,

где si, tj ∈ Z. Можно считать, что все элементы enimi и en′

jm
′

j
имеют одинаковый первый индекс.

Если это не так, то выберем натуральное число

n > max{n1, . . . , nk, n
′
1, . . . , n

′
l}.

Выразим все enimi и en′

jm
′

j
через элементы enm, где 0 6 m < 2n, и положим q = 2n. Тогда можно

записать

b =

q
∑

m=0

smenm, c =

q
∑

m=0

tmenm, sm, tm ∈ Z.

Значит, bc ∈ B, так как при фиксированном n множество {enm | 0 6 m < 2n} состоит из попарно
ортогональных идемпотентов. Пусть R—Q-алгебра в J/T , порожденная подкольцом B, или, что
все равно, множеством E. Для любого элемента r ∈ R найдется число k ∈ N со свойством kr ∈ B.

Пусть R— такое чистое подкольцо кольца J , которое содержит T и R/T = R.
Установим регулярность кольца R. В силу леммы 6.3 достаточно проверить регулярность Q-

алгебры R. Для элемента x ∈ R выберем k ∈ N так, что kx ∈ B. Запишем далее

kx =
t

∑

m=0

smenm, sm ∈ Z.

Регулярность любого элемента smenm сразу видна из равенства

(smenm)(s−1
m enm)(smenm) = smenm.

Учитывая ортогональность системы идемпотентов enm, 0 6 m < 2n, заключаем, что kx— регу-
лярный элемент. Значит, существует x′ ∈ R для которого (kx)x′(kx) = kx. Отсюда x(kx′)x = x и

x— регулярный элемент.
Убедимся в суперразложимости алгебры R. Покажем, что всякий ненулевой идемпотент e ∈ R

равен сумме каких-либо идемпотентов enm, откуда получим требуемое. Выберем n ∈ N и qm ∈ Q,
0 6 m < 2n, так, что

e =

t
∑

m=0

qmenm.

Поскольку e2 = e, то q2menm = qmenm и q2m = qm для всех m. Выводим, что qm = 0 или qm = 1.
Следовательно, идемпотент e равен сумме некоторых enm при фиксированном n, что и утвер-

ждалось. �

Обращаясь к алгебре R, получаем следующее утверждение.

Следствие 7.7. Существует суперразложимая регулярная Q-алгебра.

Так как для E-кольца R можно считать, что EndR+ = R, то имеем также следующий резуль-

тат.

Следствие 7.8. Существует sp-группа A такая, что EndA— регулярное кольцо, а

EndW A— суперразложимое кольцо.

Последнее следствие наводит на мысль о необозримости класса групп с регулярными кольцами
эндоморфизмов.

Кольцо T называется наследственным справа (слева), если каждый его правый (левый) иде-

ал является проективным правым (левым) T -модулем. Ограничившись конечно порожденными
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идеалами, приходим к такому обобщению наследственных колец. Кольцо T называется полуна-

следственным справа (слева) при условии, что каждый его конечно порожденный правый (левый)
идеал проективен. Заметим, что всякое регулярное кольцо является полунаследственным справа
и слева.

Пусть T — наследственное справа кольцо. Хорошо известно, что кольцо матриц Mn(T ) наслед-
ственно справа. Наследственным справа является также кольцо eTe для любого идемпотента
e ∈ T . Аналогичные свойства имеют наследственные слева кольца.

Для колец эндоморфизмов теперь можно вывести следующее. Во-первых, прямое слагаемое
группы с наследственным справа (слева) кольцом эндоморфизмов имеет такое же кольцо эндо-
морфизмов. В самом деле, пусть группа A имеет наследственное справа (слева) кольцо эндомор-

физмов и A = B ⊕ C. Вспомним, что если ε : A → B — проекция, то EndB ∼= ε(EndA)ε. Теперь
заметим, что группа Zpk имеет наследственное кольцо эндоморфизмов только при k = 1. Заклю-
чаем, что p-компонента tp(A) редуцированной группы A, кольцо эндоморфизмов которой наслед-

ственно справа или слева, является элементарной группой. Следовательно, A = tp(A) ⊕ Bp для
некоторой группы Bp. При этом нельзя утверждать, что pBp = Bp, т.е. редуцированная смешан-
ная группа с наследственным кольцом эндоморфизмов не обязана быть sp-группой. В [59, гл. 6]

представлены многие результаты о наследственных кольцах эндоморфизмов групп без кручения.
Кратко рассмотрим сейчас sp-группы, кольца эндоморфизмов которых наследственны. Ес-

ли A— такая группа, то, как замечено выше, каждая ее p-компонента — элементарная группа.
Значит, A— элементарная sp-группа. Ее p-компонента tp(A) является Zp-пространством. Кольцо

операторов End tp(A) будет наследственным справа и слева только тогда, когда tp(A)— конечно-
мерное Zp-пространство, т.е. tp(A)— конечная группа.

Модуль M будем называть элементарным, если M как группа есть элементарная группа.

Пусть A— элементарная самомалая sp-группа конечного ранга. Тогда любой элементарный R-
модуль M (где, как обычно, R = EndA) проективен. Действительно, имеет место R-модульное
разложение M =

⊕

p∈P

Mp. Проективность R-модуля Mp равносильна его проективности как Rp-

модуля, где Rp = End tp(A). Ввиду предложения 1.2 или теоремы 1.6 кольцо Rp является полным

матричным кольцом над Zp. Следовательно, все модули Mp и модуль M проективны.
Дополним теорему 6.6 следующим результатом.

Предложение 7.9. Справедливы следующие утверждения.

1. Пусть A— элементарная самомалая sp-группа конечного ранга. Тогда всякий правый (левый)
идеал I кольца R равен L ⊕ E, где L— конечно порожденный, а E — элементарный правый

(левый) идеалы.

2. Для идеала I из п. 1 найдется такой элементарный правый (левый) J такой, что I ∩ J = 0
и Rt ⊆ I ⊕ J .

Доказательство. Рассмотрим правый случай.
1. Положим X = I ∩ Rt, где Rt = Hom(A, tp(A)), и рассмотрим R-модуль I/X. Его можно

считать S-модулем, учитывая, что (I/X)Rt = 0. Имеет место вложение

I/X → S = R/Rt, где α+X 7→ α+Rt, α ∈ I.

Следовательно, I/X — конечно порожденный S-модуль. Выберем некоторую его систему образу-

ющих α1+X, α2+X, . . ., αk+X. Тогда верно равенство I = L+X, где L = α1R+α2R+ . . .+αkR.
Далее, из соотношений

I/L = (L+X)/L ∼= X/(L ∩X)

делаем вывод, что I/L— элементарный и, значит, проективный R-модуль. Поэтому I = L ⊕ E,
где L— конечно порожденный, а E — элементарный правые идеалы.

2. Принимая во внимание, что Rp — простое артиново кольцо, для каждого простого p можно

записать Rp = (I ∩ Rp)⊕ Jp, где Jp — некоторый правый идеал кольца Rp. Положим J =
⊕

p∈P
Jp.
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Ясно, что Rt ⊆ I + J . Пусть α ∈ I ∩ J и 1p — единица кольца Rp. Тогда α · 1p ∈ I ∩Rp ∩ J = 0 для

всякого простого p, а значит, α = 0. Таким образом, I ∩ J = 0. �

Элементарные R-модули проективны; значит, справедлив следующий результат.

Следствие 7.10. Правая (левая) наследственность кольца эндоморфизмов элементарной sp-

группы конечного ранга равносильна его правой (левой) полунаследственности.

Заключительный результат раздела содержит все основное, что нам известно о наследственных

кольцах эндоморфизмов sp-групп.

Следствие 7.11. Пусть A— элементарная самомалая sp-группа конечного ранга.

1. Если алгебра S = R/Rt является полупростой, то R— наследственное справа и слева кольцо.

2. Если группа A неразложима в категории W, то R наследственно справа или слева в точно-

сти тогда, когда S — тело.

Доказательство. 1. Рассмотрим произвольный правый идеал I кольца R. Согласно следствию 6.7
имеем I = eR⊕P , где P — некоторый правый идеал, лежащий в Rt. Осталось заметить, что P —
элементарный идеал; следовательно, он проективен.

2. Предположим, что кольцо R является наследственным справа (или слева). Пусть I = I/Rt —
произвольный правый (или левый) идеал алгебры S. Если отождествить алгебру S с R ⊗ Q

(см. раздел 2), то получим также равенство I = I ⊗ Q. Теперь ясно, что I — проективный S-

модуль. В частности, радикал J(S)— проективный идеал и поэтому свободный идеал, если учесть
локальность алгебры S (следствие 2.6). Из этого вытекает, что J(S) = 0, т.е. S — тело. Обратное
утверждение получается из 1. �

При дальнейшем исследовании элементарных самомалых sp-групп A конечного ранга с наслед-
ственными справа или слева кольцами эндоморфизмов можно считать, что A = A1⊕A2⊕. . .⊕Ak,
где каждое слагаемое Ai неразложимо в W и EndW Ai — тело.

8. sp-Группы как модули над своими кольцами эндоморфизмов

Всякая группа A естественным образом является левым модулем над своим кольцом эндо-

морфизмов EndA. Изучение этого модуля помогает лучше понять строение конкретных групп.
Обратим внимание на три важнейших класса модулей: плоские, проективные и образующие мо-
дули. Мы протестируем роль этих классов на примере самомалых sp-групп как модулей над

своими кольцами эндоморфизмов. В [59] эти и другие модульные свойства рассмотрены для p-
групп и групп без кручения.

Группу плоскую (соответственно, проективную, образующую) как модуль над своим коль-

цом эндоморфизмов будем называть эндоплоской (соответственно, эндопроективной, эндообра-

зующей).
Будем неоднократно применять хорошо известный критерий Чейза плоскостности модуля.

Для удобства приведем его.
Пусть R— кольцо и M — левый R-модуль. Следующие утверждения равносильны:

(a) M — плоский R-модуль;
(b) если λ1a1 + λ2a2 + . . . + λrar = 0, где ak ∈ M и λk ∈ R, то существуют такие элементы

b1, b2, . . . , bn ∈M и {µik} ⊆ R, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , r, что

ak =

n
∑

i=1

µikbi,

r
∑

k=1

λkµik = 0.

Согласно теореме Ричмена—Уокера (см. [70], [59, теорема 10.2]) p-группа A является эндоплос-

кой в точности тогда, когда, когда либо A— ограниченная группа, либо A имеет неограниченную
базисную подгруппу.

Следующий результат обобщает теорему Ричмена—Уокера. Идея доказательства та же, что и

в [70], но ее реализация проще. Как и выше R— кольцо эндоморфизмов некоторой группы A.
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Теорема 8.1. Пусть A— произвольная группа. Периодическая подгруппа t(A) является плос-

ким R-модулем тогда и только тогда, когда каждая p-компонента tp(A) либо является огра-

ниченной группой, либо имеет неограниченную базисную подгруппу.

Доказательство. Считаем, что t(A)— плоский R-модуль. Тогда все p-компоненты tp(A)— плос-

кие R-модули. Допустим, что какая-либо группа tp(A) равна B ⊕ D, где B — ограниченная, а
D— ненулевая делимая p-группа. Значит, tp(A) не является ограниченной группой и не обладает
неограниченной базисной подгруппой. Если pmB = 0, m ∈ N, то выберем элемент d ∈ D так, что

pm+1d = 0 и pmd 6= 0. По критерию Чейза существуют элементы bi ∈ tp(A) и αi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n,
обладающие свойствами d = α1(b1)+α2(b2)+ . . .+αn(bn) и pm+1αi = 0. Группа A обладает разло-
жением A = tp(A)⊕G для некоторой подгруппы G. Имеем pm+1αi = 0 на tp(A). Но, как следует из

строения tp(A), всякий эндоморфизм группы tp(A) конечного порядка аннулируется числом pm.
Таким образом, все pmαi действуют на tp(A) как нулевой эндоморфизм, откуда

pmd =

n
∑

i=1

pmαi(bi) = 0.

Получили противоречие с выбором элемента d. Следовательно, группа tp(A) либо ограниченная,
либо tp(A) = C ⊕ D, где C — редуцированная неограниченная группа, а D— делимая группа.
Вторая возможность равносильна наличию у группы tp(A) неограниченной базисной подгруппы.

Пусть теперь каждая p-компонента tp(A) либо ограниченная группа, либо имеет неограни-
ченную базисную подгруппу. Достаточно доказать, что все p-компоненты — плоские R-модули.
Предположим сначала, что tp(A)— ограниченная группа (в этом случае A = tp(A)⊕G). Запишем

A = 〈c〉⊕X, где образующий элемент c имеет наибольший порядок среди порядков всех элементов
группы tp(A). Ясно, что Rc = tp(A). Возьмем проекцию e : A → 〈c〉 с ядром X. Сопоставление
α(c) 7→ αe, α ∈ R, задает изоморфизм R-модулей Rc и Re. Из равенства R = Re ⊕ R(1 − e)

заключаем, что Re— проективный и, в частности, плоский R-модуль. Значит, и tp(A)— плоский
(даже проективный) R-модуль.

Пусть группа tp(A) имеет неограниченную базисную подгруппу B. Запишем B =
⊕

n>1
Bn, где

Bn — прямая сумма циклических слагаемых одинакового порядка pn (для некоторых n таких
слагаемых может не быть, и тогда Bn = 0). По известному свойству базисных подгрупп для
всякого n существуют разложения

A = B1 ⊕ . . .⊕Bn ⊕An, An = Bn+1 ⊕An+1.

В каждой ненулевой группе Bn фиксируем некоторое циклическое прямое слагаемое 〈cn〉, Bn =
〈cn〉 ⊕Xn. Обозначим через en проекцию группы A на 〈cn〉, аннулирующую Xn, Bi, i 6= n, и An.
По-прежнему, Ren — проективный R-модуль и отображение α(cn) 7→ αen, α ∈ R, является изомор-

физмом R-модулей Rcn и Ren. Но Rcn = A[pn], следовательно, A[pn]— проективный R-модуль.
Поскольку tp(A) есть предел прямого спектра, состоящего из подмодулей A[pn], n > 1 (фактиче-
ски tp(A) является их объединением), то tp(A)— плоский R-модуль. �

Следствие 8.2. Справедливы следующие утверждения.

1. Если A— редуцированная группа, то t(A)— плоский R-модуль.

2. все p-компоненты tp(A) — ограниченные группы, то t(A)— проективный R-модуль.

Доказательство. 1. Все p-компоненты tp(A) являются редуцированными группами. Осталось за-

метить, что базисные подгруппы неограниченных групп сами являются неограниченными груп-
пами.

2. Если tp(A)— ограниченная группа, то, как установлено в доказательстве теоремы 8.1, tp(A)—

проективный R-модуль. Тогда из равенства t(A) =
⊕

p∈P
tp(A) получаем проективность модуля t(A).

�
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Обратимся теперь к sp-группам. Как и раньше, для sp-группы A полагаем

R = EndA, Rt = Hom(A, t(A)), S = R/Rt, V = A/t(A).

Естественным образом V считаем левым S-модулем.
В [3] получены различные результаты о плоской и проективной размерностях R-модуля A.

Если M — модуль над кольцом T , то fdTM и pdTM обозначают соответственно его плоскую и

проективную размерности.

Теорема 8.3 (см. [3]). Пусть A— самомалая sp-группа. Тогда

(1) fdRA = fdSV ;

(2) справедливы неравенства pdSV 6 pdRA 6 pdSV + 1.

Сразу получаем, что эндоплоскостность самомалой sp-группы A равносильна плоскостности S-

модуля V . Этот факт можно независимо доказать с помощью критерия Чейза. Прежде отметим,
что теорема 8.3 и предложение 8.4 справедливы для такой sp-группы A, что образ всякого гомо-
морфизма A→ t(A) содержится в сумме конечного числа p-компонент tp(A) (см. теорему 1.6).

Предложение 8.4. Самомалая sp-группа A является эндоплоской в точности тогда, когда

V — плоский S-модуль.

Доказательство заключается в рутинном применении критерия Чейза. При этом используются
хорошо знакомые нам приемы работы с эндоморфизмами sp-группы A, о которых говорится

после теоремы 5.5. В данном случае нужно переходить от R-модуля A к S-модулю V и обратно.
Причем на определенном этапе придется применять критерий Чейза к p-компонентам tp(A) (это
можно делать в силу следствия 8.2). �

Следствие 8.5. Самомалая sp-группа A конечного ранга с полупростой алгеброй S является

эндоплоской.

Важную роль в некоторых областях теории абелевых групп играют точные группы. Группа
A называется точной, если для любого собственного правого идеала I кольца R справедливо

IA 6= A. Особо важными свойствами обладают точные эндоплоские группы. Они применяются
для отыскания эквивалентностей между категориями групп и категориями модулей над кольцами
эндоморфизмов, для классификации различных свойств кольца EndA в терминах групповой

структуры группы A и для других вопросов (см. [59, раздел 34]).
Приведем два свойства точных групп.

Свойство 1. Прямое слагаемое точной группы является точной группой.

Доказательство. Пусть A— точная группа и A = B⊕C. Обозначим через ε : A→ B и π : A→ C

проекции относительно данного разложения. Допустим, что JB = B для некоторого собственного
правого идеала J кольца EndB. Тогда для правого идеала I = JR+πR кольца R = EndA верно
IA = A и I 6= R, что невозможно. �

Свойство 2. Точная группа не может раскладываться в бесконечную прямую сумму нену-

левых групп.

Доказательство. Пусть A— точная группа и A =
⊕

j∈J
Bj , где Bj 6= 0 и множество J бесконечное.

Обозначим через I правый идеал кольца EndA, порожденный всеми проекциями A→ Bj. Тогда

IA = A и I 6= R. �

Следствие 8.6. Среди p-групп точными являются только конечные прямые суммы цикли-

ческих групп одного порядка.
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Доказательство. Пусть A— точная p-группа. Так как группа Zp∞ не является точной, то A—

редуцированная группа. С учетом свойств 1 и 2 достаточно доказать, что группа C = Zpm ⊕Zpn ,
где m < n, не является точной. Пусть ε : C → Zpn — проекция и γ : Zpn → Zpm — некоторый
эпиморфизм. Возьмем теперь правый идеал J кольца EndC, порожденный ε и γ. Тогда JC = C

и J 6= EndC, что и требовалось. �

Для sp-группы A будем обозначать через J такой идеал кольца R, что Rt ⊆ J и J/Rt = J(S)
(идеал J уже встречался в разделе 6). Отметим, что требование смешанности слагаемого D в

следующей теореме равносильно его нетривиальности в категории Walk.

Теорема 8.7. Самомалая sp-группа A конечного ранга точна в точности тогда, когда каж-

дая p-компонента tp(A) — прямая сумма циклических групп одного порядка, и A не имеет сме-

шанных прямых слагаемых D со свойством D ⊆ JA.

Доказательство. Пусть A— точная группа. Утверждение о p-компонентах tp(A) вытекает из
свойства 1 и следствия 8.6. Перейдем к слагаемым группы A. Предположим, что группа A об-

ладает прямым разложением A = B ⊕ D, в котором D ⊆ JA и D— смешанная группа. Рас-
смотрим проекцию e : A→ B с ядром D. Для правого идеала I = eR+ J имеет место равенство
IA = eA+JA ⊇ B⊕D = A. Если I = R, то найдутся такие α ∈ R и γ ∈ J , что eα = 1−γ. Элемент

γ+Rt лежит в J(S), следовательно, элемент (1−γ)+Rt обратим в S, откуда (1−γ)β = 1+ψ для
некоторых β ∈ R и ψ ∈ Rt. Итак, eαβ = 1+ψ; значит, (1− e)(1 +ψ) = 0 и 1− e = −(1− e)ψ ∈ Rt.
Отсюда и из D = (1 − e)A вытекает периодичность группы D, что невозможно. Таким образом,

IA = A и I 6= R, что противоречит точности группы A. Следовательно, указанных в условиях
теоремы слагаемых D не существует.

Предположим, что все p-компоненты группы A являются прямыми суммами циклических

групп одного порядка, и A не имеет смешанных прямых слагаемых D со свойством D ⊆ JA.
Если группа A не точна, то существует собственный правый идеал I кольца R, для которого
IA = A.

Быстрее всего можно получить противоречие с помощью теоремы 6.6 о строении односторонних
идеалов кольца R. По этой теореме существуют такие идемпотент e ∈ R и правый идеал P кольца
R, лежащий в J , что I = eR⊕P и P ⊆ (1− e)R. Тогда имеет место равенство A = IA = eA⊕PA,

которое влечет (1 − e)A = PA ⊆ JA. Положим D = PA и заметим, что (1 − e)A не является
периодической группой. В противном случае из PA = (1 − e)A следовало бы, что P = (1 − e)R
(ввиду условия и следствия 8.6) и затем I = R. Итак, получили D = (1 − e)A ⊆ JA, и D—

смешанная группа, что противоречит предположению. Следовательно, A— точная группа. �

Следствие 8.8. Пусть A— самомалая sp-группа конечного ранга, причем каждая p-компо-

нента tp(A)— прямая сумма циклических групп одного порядка. Группа A будет точной, если

либо A неразложима в категории Walk, либо алгебра S полупроста.

Доказательство. Случай неразложимой группы сразу вытекает из теоремы 8.7. Если же S —
полупростая алгебра, то J = Rt и включение D ⊆ JA влечет D ⊆ t(A). �

Введем один специальный класс sp-колец. Будем называть sp-кольцо K моногенным, если каж-
дая ненулевая p-компонента Kp изоморфна либо некоторому кольцу вычетов Zpn , либо кольцу

целых p-адических чисел ̂Zp. У моногенного кольца K факторгруппа K/〈1〉 делимая. Следова-
тельно, K является E-кольцом. В разделе 3 определены E-модули над кольцом K или, кратко,

E(K)-модули, как K-модули M , для которых отображение Φ : Hom(K,M) → M , действующее
по закону Φ(f) = f(1), является изоморфизмом. Иными словами справедливо равенство

Hom(K,M) = HomK(K,M).

Если K — моногенное sp-кольцо, то любой редуцированный K-модуль является E-модулем. Что-

бы в этом убедиться, можно рассуждать примерно так же, как в доказательстве теоремы 3.5. Все
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кольца Kχ, определенные в разделе 3, являются моногенными. Моногенное кольцо K содержит

наибольшее подкольцо вида Kχ; оно чисто порождается единицей кольца и всеми p-компонентами
Kp кольца K.

В дальнейшем центр кольца эндоморфизмов R sp-группы A будем обозначать через C, а центр

произвольного кольца T — через C(T ).

Лемма 8.9. Справедливы следующие утверждения.

1. Центр кольца эндоморфизмов ограниченной p-группы A изоморфен Zpk, где pk — точная верх-

няя грань порядков ее элементов.

2. Центр C кольца эндоморфизмов sp-группы A является моногенным кольцом, а A является

E(C)-модулем.

3. Самомалая sp-группа A конечного ранга является конечно порожденным C-модулем.

Доказательство. 1. Эндоморфизмы из центра C(R) оставляют каждое прямое слагаемое группы
A на месте, поскольку они перестановочны с проекциями. Группа A имеет прямое слагаемое 〈a〉

порядка pk. Если γ ∈ C(R), то γ(a) = ma, где 0 6 m < pk. Для произвольного элемента x ∈ A
найдется такой η ∈ EndA, что η(a) = x. Следовательно, верно равенство

γ(x) = γ(η(a)) = η(γ(a)) = m(η(a)) = mx.

Таким образом, эндоморфизм γ действует на группе A как умножение на число m. Тогда соот-
ветствие γ 7→ m = m+ pkZ определяет изоморфизм между кольцами C(R) и Zpk .

2. Если tp(A) 6= 0, то A = tp(A) ⊕ Bp, pBp = Bp и C = C(End tp(A)) ⊕ C(EndBp). Здесь

C(End tp(A))— некоторое кольцо вычетов, как установлено в п. 1. Так как C есть sp-кольцо, то
получаем, что C — моногенное кольцо. Выше замечено, что A—E(C)-модуль.

3. Группа A является конечно порожденным Kχ-модулем для некоторой характеристики χ

(теорема 3.6) и, кроме того, A—E(Kχ)-модуль (теорема 3.5). Следовательно, R = EndKχ A. От-
сюда и из равенства C = EndRA заключаем, что Kχ канонически вкладывается в кольцо C. Это
влечет конечную порожденность C-модуля A. �

Приведем несколько известных определений и фактов. Пусть T — некоторое кольцо и M —
правый T -модуль. Идеал кольца T , равный сумме образов всех T -гомоморфизмов M → T , на-
зывается идеалом следа модуля M . Модуль M называется образующим, если его идеал следа
совпадает с T . Модуль M является образующим в точности тогда, когда Mn ∼= T ⊕X для неко-

торого n ∈ N и T -модуля X.
Будем также использовать следующий хорошо известный результат.

Теорема (теорема Мориты). Если M — образующий T -модуль, то M — конечно порожден-

ный проективный левый L-модуль, где L = EndT M , причем T ∼= EndLM канонически. Верно и

обратное утверждение.

Применение этой теоремы возможно к группе A как R-модулю и как C-модулю (по преж-
нему, C — центр кольца эндоморфизмов R = EndA). В первом случае EndRA = C, во втором
EndC A = R.

Полезен следующий более специальный результат.

Теорема. Пусть T — коммутативное кольцо и P — конечно порожденный проективный T -

модуль. Тогда T = I⊕AnnP , где I — идеал следа модуля P и AnnP — аннулятор модуля P . При

этом P является образующим модулем в точности тогда, когда P — точный модуль.

Из теоремы Мориты и равенств R = EndC A, C = EndRA непосредственно вытекает следую-
щая лемма.

Лемма 8.10. Группа A является конечно порожденным проективным R-модулем в точно-

сти в том случае, когда A— образующий C-модуль.
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Теорема 8.11. Следующие утверждения о самомалой sp-группе A конечного ранга равно-

сильны:

(1) A— эндопроективная группа;
(2) A ∼= C ⊕M , где M — некоторый C-модуль;

(3) R-модуль A изоморфен прямому слагаемому модуля RR.

Доказательство. (1)⇒(2). На основании леммы 8.9 заключаем, что A— конечно порожденный
R-модуль, а из леммы 8.10 следует, что A— образующий C-модуль. Следовательно, An ∼= C ⊕B,
где n ∈ N, B — некоторый C-модуль. Кольцо C моногенно, а значит, оно является E-кольцом

и EndC ∼= C (лемма 8.9). Записав теперь C = C1 ⊕ C2 ⊕ . . . ⊕ Ck, где все Ci — неразложимые
в категории W группы, получаем, что Hom(Ci, Cj) = 0 при i 6= j. По следствию 2.7 каждая
группа Ci изоморфна в категории W некоторому прямому слагаемому группы A, причем разным

группам соответствуют разные прямые слагаемые. Таким образом, вся группа C изоморфна в
категории W некоторому прямому слагаемому группы A. Поэтому A⊕ Y ∼= C ⊕M ⊕X, где M —
некоторая группа, X,Y — конечные группы. Убедимся, что любая p-компонента tp(Y ) изоморфна

какому-нибудь слагаемому группы M ⊕X; таким образом, ее можно вычеркнуть из записанного
изоморфизма. Действительно, имеет место изоморфизм

tp(A)⊕ tp(Y ) ∼= tp(C)⊕ tp(M)⊕ tp(X).

При tp(A) = 0 также tp(C) = 0, и доказывать нечего. Считаем, что tp(A) 6= 0 и tp(C) 6= 0. Кольцо
tp(C) изоморфно некоторому прямому слагаемому G группы tp(A) как центр кольца End tp(A)

(ввиду леммы 8.9). Следовательно, группы G и tp(C) сокращаются в последнем изоморфизме, и
группа tp(Y ) оказывается изоморфной какому-либо прямому слагаемому H группы tp(M)⊕tp(X).
Группы tp(Y ) и H можно сократить в изоморфизме tp(A)⊕ tp(Y ) ∼= tp(C)⊕ tp(M)⊕ tp(X). В итоге

группа Y вычеркивается из изоморфизма A⊕ Y ∼= C ⊕M ⊕X. Переобозначая, если нужно, для
некоторой группы M получаем, что A ∼= C ⊕M . Группа C ⊕M является C-модулем, причем это
E(C)-модуль. Значит, разложение C ⊕M модульное и M —C-модуль.

(2)⇒(3). Группы A и C ⊕ M изоморфны как C-модули, поскольку мы имеем дело с E(C)-
модулями. Отсюда R = EndC A ∼= HomC(C,A)⊕HomC(M,A). Здесь HomC(C,A) и A изоморфны
как R-модули.

Импликация (3)⇒(1) очевидна. �

Прежде чем описать эндообразующие sp-группы, сформулируем и докажем лемму 8.12 и пред-
ложение 8.13.

Лемма 8.12. Пусть P — конечно порожденный проективный модуль над E-кольцом T , L—

его идеал следа. Тогда P есть E(T )-модуль, E(L)-модуль и точный конечно порожденный проек-

тивный образующий L-модуль, а L—E-кольцо, канонически изоморфное центру кольца EndP .

Доказательство. Сначала отметим, что E-кольцо всегда коммутативно (об этом см., например,
в [59, раздел 6]).

Имеем T = L ⊕ M , где M = AnnP (см. теорему перед леммой 8.10). Выберем n ∈ N и T -
модуль X так, что T n = Ln ⊕Mn = P ⊕X. В силу определения идеала следа HomT (P,M) = 0.
Поэтому ограничение проекции T n → Mn на модуль P равно нулю. Это означает, что P ⊆ Ln

и Ln = P ⊕ (Ln ∩X). Отсюда находим, что P — точный конечно порожденный проективный L-
модуль. Затем, P — образующий L-модуль.

Покажем, что L является E-кольцом. Пусть α— эндоморфизм группы L. Продолжим его на

группу T , полагая αM = 0. Так как T —E-кольцо, то найдется элемент t ∈ T , для которого
α(x) = tx при всех x ∈ T . Записав t = l + m, где l ∈ L, m ∈ M , найдем α(x) = tx = lx +mx.
Для x ∈ L имеем mx = 0 и α(x) = lx, т.е. α действует на L как умножение на элемент l ∈ L.

Следовательно, L—E-кольцо. Поскольку Ln = P⊕(Ln∩X), то Ln и P являются E(L)-модулями.
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Верно также равенство EndP = EndL P . Подобным образом из T n = P ⊕ X следует, что P —

E(T )-модуль.
L-Модуль P является образующим, поэтому кольцо L канонически изоморфно кольцу EndK P ,

где K = EndL P . Так как EndP = EndL P , то EndK P совпадает с центром кольца EndP . Таким

образом, установленный изоморфизм L ∼= EndK P является искомым. �

По-прежнему C обозначает центр кольца эндоморфизмов R группы A.

Предложение 8.13. Следующие утверждения о произвольной группе A равносильны:

(1) A— эндообразующая группа;
(2) A— конечно порожденный проективный C-модуль;

(3) A— эндопроективная точная группа.

Доказательство. Равносильность условий (1) и (2) вытекает из теоремы Мориты (см. лемму 8.10
и текст перед ней).

(1)⇒(3). В силу условия (2), A— точный конечно порожденный проективный модуль над ком-

мутативным кольцом C. Следовательно, A— образующий C-модуль (по замечанию перед лем-
мой 8.10) и проективный R-модуль (по лемме 8.10). Убедимся в точности группы A. Пред-
положим, что IA = A для некоторого правого идеала I кольца R. Поскольку A— образу-

ющий R-модуль, то существует n ∈ N и R-модуль M со свойством An = R ⊕ M . Тогда
IAn = IR⊕IM = I⊕IM . С другой стороны, IAn = (IA)n = An = R⊕M . Отсюда R⊕M = I⊕IM
и I = R, т.е. A— точная группа.

(3)⇒(1). Пусть I — идеал следа R-модуля A. Тогда IA = A в силу проективности R-модуля A.
Из точности группы A получаем, что I = R и A— образующий R-модуль. �

Теорема 8.14. Следующие утверждения о самомалой sp-группе A конечного ранга равно-

сильны:

(1) A— эндообразующая группа;

(2) A ∼= C ⊕ J2 ⊕ . . .⊕ Jn, где J2, . . . , Jn — некоторые прямые слагаемые кольца C;
(3) A ∼= J1 ⊕ J2 ⊕ . . . ⊕ Jn, где J1, J2, . . . , Jn — некоторые проективные идеалы кольца C.

Доказательство. (1)⇒(2). На основании предложения 8.13, A— эндопроективная группа и ко-
нечно порожденный проективный образующий C-модуль. Мы имеем аддитивный изоморфизм

E(C)-модулей A ∼= C ⊕M (теорема 8.11). Следовательно, он является C-модульным и M — ко-
нечно порожденный проективный C-модуль. Пусть T — его идеал следа. По лемме 8.12 кольцо
T изоморфно центру кольца EndM , а M — конечно порожденный проективный образующий T -

модуль. В силу леммы 8.10, M — эндопроективная группа. К M также возможно применение
теоремы 8.11. В результате получим M ∼= J2 ⊕M1, A ∼= C ⊕ J2 ⊕M1, где J2 = T , M1 — конечно
порожденный проективный T -модуль. Для M1 повторяем рассуждения, проведенные выше отно-

сительно M . Через несколько шагов получим A ∼= C ⊕ J2 ⊕ . . . ⊕ Jn, где J2, . . . , Jn — некоторые
прямые слагаемые кольца C.

Импликация (2)⇒(3) проверяется непосредственно.

(3)⇒(1). Изоморфизм в п. (3) является модульным. Следовательно, A— проективный C-мо-
дуль. Кроме того, модуль A конечно порожден (лемма 8.9). Тогда по предложению 8.13 A—
эндообразующая группа. �

Замечание 8.15. За дополнительной информацией о sp-группах можно обратиться к ста-
тьям [3–6, 20, 21, 24, 25, 32, 40, 42, 44, 45, 49, 77, 78]. Попутно укажем, что есть работы, специ-
ально посвященные самомалым группам (в некоторых из них встречаются sp-группы), напри-

мер, [23, 24, 33–36,41].

Существуют более общие классы групп, чем класс всех sp-групп или какой-то его подкласс.

Один такой класс состоит из групп, удовлетворяющих записанным ниже условиям (1)–(3).
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Для редуцированной смешанной группы A с бесконечным числом p-компонент следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) для каждого простого p с tp(A) 6= 0 имеет место прямое разложение A = tp(A) ⊕ Bp для

некоторой такой группы Bp, что pBp = Bp;
(2) справедливы вложения

⊕

p

tp(A) ⊂ A ⊆
∏

p

tp(A),

причем A является p-чистой в
∏

p
tp(A) для каждого простого p с tp(A) 6= 0;

(3) справедливы вложения из п. (2), причем A/t(A) — p-делимая группа для каждого простого

p, tp(A) 6= 0.

Данным условиям удовлетворяют аддитивные группы T -колец (см. [31]) и редуцированные
смешанные группы G без ненулевых элементов бесконечной p-высоты для всех p с tp(G) 6= 0 с

коммутативным кольцом EndG ( [59, теорема 19.4]).
С sp-группами тесно связаны факторно делимые группы1. А именно, А. А. Фомин доказал

(см. [43]), что всякая факторно делимая группа чисто вкладывается в некоторый конечно порож-

денный модуль над кольцом псевдорациональных чисел. В силу теоремы 3.6 здесь естественным
образом появляются самомалые sp-группы конечного ранга. Более того, если редуцированная
факторно делимая группа A такова, что A/t(A)— делимая группа, то A— самомалая sp-группа

конечного ранга. Факторно делимые группы изучаются в [19, 22, 26, 43, 46, 74, 75, 79].
Кольца Kχ (в частности, кольцо псевдорациональных чисел, см. раздел 3) ввели А. А. Фомин

(см. [42, 43]) и П. А. Крылов (см. [3]). Эти же авторы стали рассматривать sp-группы как Kχ-

модули. Уточним, что в случае, когда характеристика χ состоит только из символов 0 и 1, коль-
ца Kχ ранее уже использовались в [48]. Модули над кольцами Kχ и, в частности, sp-группы как
Kχ-модули исследуются в [1, 3–6, 9, 10, 42, 43]. Особенно систематическими в этом направлении
были работы А. В. Царева [15–19,74, 75].

sp-Кольца представляют интерес и как самостоятельные объекты. В разделе 8 определены
моногенные sp-кольца. Моногенное sp-кольцо K называется csp-кольцом, если K/T — поле, где
T =

⊕

p∈P

Kp. Это поле называется базовым полем csp-кольца. Эти кольца можно охарактеризовать

следующим образом.

Теорема 8.16 (Е. А. Тимошенко). Для кольца R следующие условия эквивалентны:

(1) кольцо R изоморфно некоторому csp-кольцу ;
(2) кольцо R содержит такой идеал I, что R/I — поле, причем существует такая характери-

стика χ, что I и Tχ изоморфны как абелевы группы (об идеале Tχ см. начало раздела 3).

Неожиданно сложным и интересным оказался вопрос о том, какие абстрактные поля могут
быть изоморфны базовому полю некоторого csp-кольца. Этот вопрос можно отнести к проблеме

реализации для колец эндоморфизмов. Говорят также о представлении колец кольцами эндомор-
физмов или о теоремах реализации для колец эндоморфизмов. Это важное направление частично
отражено в [59,60]. Второй том книги Р. Гёбеля и Дж. Трлифая [51] целиком посвящен проблеме

реализации для колец эндоморфизмов.
Проблема реализации заключается в нахождении критериев того, чтобы абстрактное кольцо

было изоморфно кольцу эндоморфизмов некоторого модуля в подходящей категории. Например,

исследовалось представление колец кольцами эндоморфизмов в категории Уокера Walk. Теоре-
мы, позволяющие представить заданное поле F как базовое поле какого-нибудь csp-кольца K,

1Группа A называется факторно делимой, если она не содержит периодических делимых подгрупп, но содержит

такую свободную подгруппу F конечного ранга, что A/F — периодическая делимая группа.
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относятся к теоремам реализации. Действительно, так как всякое csp-кольцо является E-коль-

цом, то такие теоремы позволяют построить такое csp-кольцо K, что кольцо эндоморфизмов в
категории Walk аддитивной группы K+ будет изоморфно полю F .

Кратко изложим основные результаты Е. А. Тимошенко (см. [8, 11, 12]) о реализации полей

базовыми полями csp-колец. Что характерно, в работах Е. А. Тимошенко применяются различные
кардинальные характеристики континуума (подробнее см. [27, 28]).

Если L— бесконечное подмножество множества N, то зададим на произведении KL =
∏

p∈L

Zp

отношение ≈, полагая (rp)p∈L ≈ (dp)p∈L в том и только том случае, когда rp = dp для бесконечного
множества значений p ∈ L. Через ieL обозначается наименьшая мощность множества B ⊆ KL,

удовлетворяющего условию

для всякого r ∈ KL существует такое d ∈ B, что r ≈ d.

Зададим на множестве NN всех функций N → N строгий порядок ≺ следующим образом: z′ ≺ z
в точности тогда, когда соотношению z′(i) < z(i) удовлетворяют почти все i ∈ N.

Назовем множество E, входящее в NN, ограниченным, если существует функция z ∈ NN с

тем свойством, что z′ ≺ z для произвольной функции z′ ∈ E; в противном случае мы скажем,
что E — неограниченное множество. Символом b обозначим наименьшую возможную мощность
неограниченного множества E ⊆ NN.

В следующей теореме для характеристики χ = (kp) через Lχ обозначается множество таких

простых чисел p, что kp 6= 0.

Теорема 8.17. Для каждой характеристики χ и каждого кардинального числа m 6

max{ieLχ , b} найдется такое подкольцо K кольца Zχ, что Tχ ⊂ K и K/Tχ — чисто трансцен-

дентное расширение Q(m) поля Q степени трансцендентности m.

Теорема 8.18. Всякое поле F характеристики 0 и мощности 6 b является базовым полем

некоторого csp-кольца.

Следствие 8.19. Если b = c, то для поля F равносильны условия:

(1) charF = 0 и |F | 6 c;
(2) F служит базовым полем некоторого csp-кольца.

Условия (1) и (2) следствия 8.19 будут равносильными, если мы принимаем обобщенную
континуум-гипотезу (ОКГ), континуум-гипотезу (КГ) или аксиому Мартина; это следует из спра-

ведливости импликаций

ОКГ ⇒ КГ ⇒ аксиома Мартина ⇒ b = c.

Таким образом, существует достаточно много csp-колец.

В связи с записанными теоремами сообщим, что в [25] доказано, что каждое конечное алгебра-
ическое расширение поля Q изоморфно алгебре квазиэндоморфизмов некоторой самомалой sp-
группы.
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Аннотация. Ассоциативное кольцо R называется E-кольцом, если имеет место канонический

изоморфизм R ∼= E(R+). Аддитивные группы E-колец называются E-группами. Другими слова-

ми, абелева группа A является E-группой в том и только в том случае, когда A ∼= EndA и кольцо

эндоморфизмов E(A) коммутативное. В работе приводится обзор основных результатов о E-груп-

пах и E-кольцах, а также рассматриваются некоторые их обобщения: E-замкнутые группы, T -

кольца, A-кольца, группы, допускающие только коммутативные умножения и др.

Ключевые слова: абелева группа, E-замкнутая группа, E-группа, E-кольцо, T -кольцо, фактор-

но делимая группа, A-кольцо, кольцо эндоморфизмов.

E-GROUPS AND E-RINGS

c© 2019 P. A. KRYLOV, A. A. TUGANBAEV, A. V. TSAREV

Abstract. An associative ring R is called an E-ring if the canonical homomorphism R ∼= E(R+) is

an isomorphism. Additive groups of E-rings are called E-groups. In other words, an Abelian group

A is an E-group if and only if A ∼= EndA and the endomorphism ring E(A) is commutative. In

this paper, we give a survey of the main results on E-groups and E-rings and also consider some

of their generalizations: E-closed groups, T -rings, A-rings, the groups admitting only commutative

multiplications, etc.
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эндоморфизмов) внутри своего класса. Еще в 1973 г. П. Шультц обратил внимание на то, что

изучение E-замкнутых групп разбивается на два принципиально разных случая, в зависимости от
того, коммутативны их кольца эндоморфизмов или нет. E-Замкнутые группы с коммутативными
кольцами эндоморфизмов он назвал E-группами, а ассоциативные кольца с единицей, аддитив-

ные группы которых являются E-группами, он назвал E-кольцами.
Начальную историю изучения E-групп и E-колец проследить одновременно и легко, и сложно.

С одной стороны, хорошо известно, что E-группы и E-кольца были введены П. Шультцем в [33]).

С другой стороны, еще Коши в начале XIX в. знал, что кольца Z и Q являются E-кольцами.
Он использовал этот факт при исследовании действительных функций, являющихся решениями
функционального уравнения f(x + y) = f(x) + f(y), которое в настоящее время известно как

уравнение Коши. Кроме того, Коши умел доказывать, что над полем R всякое непрерывное
решение уравнения Коши также имеет вид f(x) = f(1) · x.
E-Группы и E-кольца не попали в знаковую монографию Л. Фукса «Бесконечные абелевы

группы» (второй том которой вышел в 1973 г.), однако, почти во всех более поздних книгах по
теории абелевых групп (в том числе и в последней редакции 2015 г. книги Фукса) E-группам и
E-кольцам посвящены разделы и даже статьи. Кроме того, в 2002 г. Ч. Винсонхалер опубликовал

солидный обзор [35] по E-кольцам и близким к ним алгебраическим структурам.
В этой статье мы познакомимся с уже ставшими классическими результатами о E-группах и

E-кольцах и с современным развитием данной тематики. Мы почти целиком оставим вне поля
нашего внимания модульное направление, ограничившись лишь определениями E-модулей и T -

модулей и кратким литературным обзором (это направление достаточно обширно и заслуживает
отдельного внимания).

В первом разделе статьи вводятся основные понятия и раскрывается соотношение между E-

замкнутыми группами и E-группами. В следующих двух разделах в основном приводятся клас-
сические результаты Р. Боушелла и П. Шультца о E-кольцах без кручения конечного ранга и
о T -кольцах, дополненные некоторыми новыми результатами. Четвертый раздел посвящен обоб-

щениям E-колец, введенным М. Дугасом и С. Фейгельштоком, —A-кольцам и AA-кольцам. В по-
следнем разделе статьи применяется подход к изучению E-групп, основанный на рассмотрении
свойств умножений, задаваемых на группе. При этом исследуется обобщение E-групп — группы,

допускающие только коммутативные умножения.
Как правило, мы используем стандартные обозначения и термины. Буква p обозначает неко-

торое простое число, а буква P — множество всех простых чисел. Символы Zpk и ̂Zp обозначают

циклическую группу порядка pk и кольцо целых p-адических чисел соответственно, а Zp∞ — ква-
зициклическую группу (группу типа p∞).

Слово «группа» всегда означает «абелева группа», под «кольцом» мы всегда понимаем «ассоци-

ативное кольцо». Групповая терминология, применяемая к кольцам, относится к их аддитивным
группам.

Пусть A— группа. Тогда t(A)— ее периодическая часть, т.е. подгруппа, образованная всеми

элементами конечного порядка, tp(A)— p-примарная компонента группы A, т.е. tp(A)— наиболь-
шая подгруппа в A, являющаяся p-группой. Имеет место равенство

t(A) =
⊕

p∈P

tp(A).

Наконец, End(A) и Hom(A,B)— это группа эндоморфизмов группы A и группа гомоморфизмов
из группы A в группу B соответственно, E(A)— кольцо эндоморфизмов группы A.

1. E-Замкнутые группы

В известной монографии [25] Л. Фукса «Абелевы группы» сформулирована проблема 45 о ха-
рактеризации колец R, удовлетворяющих условию R ∼= E(R+). Аналогом данной проблемы, сфор-

мулированной на языке абелевых групп, является следующая задача: описать абелевы группы A,
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для которых имеет место изоморфизм A ∼= EndA. Группы, удовлетворяющие данному условию,

называются E-замкнутыми; такие группы также называются обобщенными E-группами, слабы-

ми E-группами и E+-группами. Первой работой, посвященной систематическому исследованию
E-замкнутых групп, была статья П. Шультца [34].

Изоморфизм A ∼= EndA индуцирует на E-замкнутой группе A структуру ассоциативного коль-
ца с единицей (A, ·). В связи с этим мы можем рассмотреть эндоморфизмы левого и правого
умножения:

λa : A→ A, x 7→ ax; ρa : A→ A, x 7→ xa,

с помощью которых возможно получить некоторую информацию о строении группы EndA. Рас-
смотрим группы Aℓ = {λa | a ∈ A} и Ar = {ρa | a ∈ A}.

Лемма 1.1. Отображения θℓ : A→ Aℓ, a 7→ λa, и θr : A→ Ar, a 7→ ρa, являются изоморфиз-

мами групп.

Доказательство. Тот факт, что θℓ и θr — сюръективные гомоморфизмы, очевиден. Инъектив-
ность следует из наличия единицы в кольце (A, ·): θℓ(a) = 0 влечет a · 1 = a = 0; θr(a) = 0 влечет

1 · a = a = 0. �

Лемма 1.2. Для группы A (аддитивной группы ассоциативного кольца с единицей) имеют

место прямые разложения:

EndA = Aℓ ⊕ U1 = Ar ⊕ U1,

где U1 = {ϕ ∈ EndA | ϕ(1) = 0}.

Доказательство. Покажем, что EndA = Aℓ⊕U1. Пусть ψ— произвольный эндоморфизм группы
A; тогда ψ − λψ(1) ∈ U1, а значит, EndA = Aℓ + U1. Учитывая, что Aℓ ∩ U1 = 0, получаем, что
EndA = Aℓ ⊕ U1. Аналогично показывается, что EndA = Ar ⊕ U1. �

Изучение E-замкнутых групп разбивается на два принципиально различных случая, в зависи-
мости от того равно нулю множество U1 = {ϕ ∈ EndA | ϕ(1) = 0}, или нет.

Лемма 1.3. Для E-замкнутой группы A следующие утверждения равносильны:

(1) E(A)— коммутативное кольцо;

(2) отображение a 7→ λa задает изоморфизм групп A и EndA;
(3) если ϕ— произвольный эндоморфизм группы A и ϕ(1) = 0, то ϕ = 0.

Доказательство. (1)⇒(2). Пусть ψ ∈ U1, тогда для любого a ∈ A имеем

ψ(a) = ψ(λa(1)) = λa(ψ(1)) = λa(0) = 0,

т.е. U1 = 0 и EndA = Aℓ.
Импликация (2)⇒(3) проверяется непосредственно.
(3)⇒(1). Поскольку U1 = 0, то EndA = Aℓ = Ar. Тогда для любого a из A найдется такой

b из A, что λa = ρb. Так как a = λa(1) = ρb(1) = b, то λa = ρa. Следовательно, кольцо E(A)
коммутативное. �

Замечание. Нетрудно видеть, что в лемме 1.3 условие «A— E-замкнутая группа» можно за-

менить на более слабое условие «A— аддитивная группа ассоциативного кольца с единицей».

Группы, удовлетворяющие равносильным условиям леммы 1.3, называются E-группами.

Теорема 1.4. Пусть A— произвольная E-группа.

1. Если (A, ·) — ассоциативное кольцо с единицей, то для всякого умножения ∗ ∈ MultA най-

дется такой элемент a ∈ A, что x ∗ y = a · x · y для всех x, y ∈ A.

2. На группе A существует единственное (с точностью до изоморфизма) ассоциативное коль-

цо с единицей.
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Доказательство. 1. Пусть 1— единица кольца (A, ·) и 1 ∗ 1 = a; тогда

x ∗ y = λ∗x(ρy(1)) = ρy(λ
∗
x(1)) = (x ∗ 1)y = (ρ∗1(ρx(1)))y = (ρx(ρ

∗
1(1)))y = (1 ∗ 1)xy = axy.

2. Пусть изоморфизм A ∼= EndA индуцирует на группе A структуру ассоциативного кольца

с единицей (A, ·). Тогда из леммы 1.3 следует, что (A, ·) — коммутативное кольцо. Рассмотрим
на группе A произвольную мультипликативную операцию ∗ такую, что (A, ∗) — ассоциативное
кольцо с единицей. В соответствии с п. 1 найдется элемент a ∈ A, такой что x ∗ y = a · x · y

для всех x, y ∈ A. Обозначим через 1 и 1′ единицы колец (A, ·) и (A, ∗) соответственно. Тогда
из равенства 1′ ∗ 1 = 1 вытекает равенство a · 1′ · 1 = a · 1′ = 1, а значит, элемент a обратим в
кольце (A, ·). Покажем, что отображение f : (A, ·) → (A, ∗), действующее по закону f(x) = a−1 ·x,

является изоморфизмом колец:

f(x+ y) = a−1(x+ y) = a−1x+ a−1y = f(x) + f(y),

f(x) ∗ f(y) = (a−1x) ∗ (a−1y) = a · a−1 · x · a−1 · y = a−1(x · y) = f(x · y).

Наконец, поскольку a−1 ∗ x = a · a−1 · x = x для любого x ∈ A, то a−1 = 1′, и следовательно,
f(1) = a−1 = 1′. �

Ассоциативные кольца с единицей, аддитивные группы которых являются E-группами, назы-
ваются E-кольцами.

Из предыдущего определения и теоремы 1.4 следует, что для E-кольца R имеет место изомор-
физм R ∼= E(R+), а значит, по лемме 1.3 все E-кольца коммутативны.

Приведем некоторые примеры E-замкнутых групп, естественно возникающие в теории абеле-

вых групп.

Пример 1.5 (см. [34]). Периодическая группа E-замкнута в точности тогда, когда она цикли-
ческая.

Пример 1.6 (см. [34]). Группа с ненулевой делимой частью E-замкнута в точности тогда, ко-
гда она имеет вид Q⊕ Zm.

Пример 1.7. Пусть A— группа без кручения ранга 1. Хорошо известно (см., например, [12, § 1]
или [27, § 85]), что условие A ∼= EndA выполняется в точности тогда, когда группа A имеет идем-

потентный тип, т.е. в точности тогда, когда факторгруппа A/〈a〉 при некотором (произвольном)
a 6= 0 является прямой суммой делимой периодической группы и конечной группы.

Пример 1.8. Пусть χ = (mp)— произвольная характеристика (т.е. последовательность целых

неотрицательных чисел и символов ∞, занумерованная простыми индексами). Рассмотрим коль-

цо Zχ =
∏

p∈P
Rp, где Rp = Zpmp — кольцо классов вычетов по модулю pmp при mp <∞ и Rp = ̂Zp —

кольцо целых p-адических чисел при mp = ∞. Тогда для каждого сервантного подкольца R (со-
держащего единицу) кольца Zχ справедливо E(R+) ∼= R, т.е. R+ является E-замкнутой группой.

Во всех приведенных выше примерах E-замкнутые группы являются E-группами. Более то-

го, проблема существования E-замкнутых групп с некоммутативными кольцами эндоморфизмов
(т.е. не являющихся E-группами) долгое время оставалась открытой, пока не была положитель-
но решена Р. Гёбелем, С. Шелахом и Л. Штрюнгманном в 2003 г. В частности, они получили
следующий результат.

Теорема 1.9 (см. [28]). Пусть λ— бесконечное кардинальное число, удовлетворяющее усло-

вию λℵ0 = λ. Тогда существует такое некоммутативное кольцо R мощности λ, что E(R+) ∼=
R.

Вопрос соотношения E-замкнутых групп и E-групп является одним из центральных при изу-
чении E-замкнутых групп. Во многих хороших классах групп эти понятия совпадают. Например,
С. Фейгельшток, Дж. Хаусен и Р. Рафаэль доказали, что любая E-замкнутая группа без кручения

конечного ранга является E-группой (см. [23]). Рассмотрим обобщение этого результата.
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Предложение 1.10. Если для E-замкнутой группы A выполняется хотя бы одно из следу-

ющих условий, то E(A)— коммутативное кольцо (т.е. A—E-группа).

1. A— неразложимая группа.

2. rp(A) <∞ для любого простого p.

Доказательство. 1. Так как A— неразложимая группа, то из

A ∼= EndA = Aℓ ⊕ U1 = Ar ⊕ U1

следует, что U1 = 0 и EndA = Aℓ = Ar, а значит, кольцо E(A) коммутативно.
2. Так как A ∼= EndA = Aℓ ⊕ U1, где Aℓ ∼= A, то для каждого n ∈ N имеет место прямое

разложение

A = B1 ⊕ . . . ⊕Bn ⊕An, где An = Bn+1 ⊕An+1,

причем Bi ∼= U1 и Ai ∼= A при всех i. Тогда из условия rp(A) <∞ при любом простом p вытекает,
что rp(U1) = 0 при любом простом p. Следовательно, U1 = 0 или U1 — ненулевая делимая группа.
В первом случае получаем, что EndA = Aℓ = Ar, а значит, кольцо E(A) коммутативно. Во втором
же случае (если он возможен) получаем, что A— нередуцированная E-замкнутая группа, следо-

вательно, A ∼= Q ⊕ Zm (см. пример 1.6). Очевидно, что тогда кольцо E(A) снова коммутативно.
�

С E-замкнутыми группами непосредственно связана проблема 18.3 из книги Л. Фукса [?].

Проблема. Для группы A определим последовательность групп (An) по следующему прави-
лу: A0 = A и An+1 = EndAn. На каком шаге может стабилизироваться эта последовательность?

Используя лемму 1.2, для групп без кручения конечного ранга легко показать, что последо-
вательность (An) из проблемы Фукса стабилизируется не позднее A1, т.е. в случае стабилизации
рассматриваемой последовательности всегда имеет место изоморфизм EndA1

∼= A1. Отметим без

доказательства, что аналогичное утверждение будет справедливо и для более широкого класса
групп, а именно, справедлива следующая теорема.

Теорема 1.11 (см. [1]). Пусть A— группа, все p-ранги которой конечны. Тогда для последо-

вательности (An) следующие утверждения равносильны:

(1) Ai+1
∼= Ai хотя бы для одного i;

(2) Ai —E-группа хотя бы для одного i;
(3) E(Ai)— коммутативное кольцо хотя бы для одного i;
(4) A1

∼= A2
∼= . . . ∼= Ai ∼= . . ..

E-Замкнутые группы с некоммутативными кольцами эндоморфизмов в настоящее время сла-
бо изучены. Нам известны только некоторые сложно устроенные примеры таких групп и ряд
их свойств довольно общего характера. Продвижение в данной области может быть достигнуто

привлечением теории ID-групп и использованием конечной топологии.
Напомним, что группа, содержащая собственное прямое слагаемое изоморфное самой группе,

называется ID-группой. Р. Бьюмонт и Р. Пирс показали в [15], что A является ID-группой в

точности тогда, когда существуют ϕ,ψ ∈ E(A), такие что ψϕ = 1 и ϕψ 6= 1. В силу этого для
изучения ID-групп возможно использовать теорию модулей над кольцом Z{x, y}/(xy − 1), где
Z{x, y}— кольцо целочисленных многочленов от двух неперестановочных переменных.

С другой стороны, на E-замкнутой группе A с некоммутативным кольцом эндоморфизмов зада-
ется структура кольца, полного в недискретной топологии, индуцированной конечной топологией
на кольце E(A).

В отличие от E-групп, классу E-замкнутых групп в целом посвящено сравнительно мало работ.
Отметим, прежде всего, статью Шультца [34], в которой отмечается принципиальное различие
коммутативного и некоммутативного случаев. Имеется еще ряд работ, посвященных изучению

EE-групп (используется также термин E-группы), обобщающих E-замкнутые группы. Группа A



116 П. А. КРЫЛОВ, А. А. ТУГАНБАЕВ, А. В. ЦАРЕВ

называется EE-группой, если существует эпиморфизм из A на EndA. С. Фейгельшток, Дж. Хау-

сен и Р. Рафаэль в [23] показали, что в классе групп без кручения конечного ранга понятия EE-
группа, E-замкнутая группа и E-группа равнозначны. В [28] Р. Гёбель, С. Шелах и Л. Штрюнг-
манн показали существование EE-групп, не являющихся E-замкнутыми группами.

2. E-Кольца

В соответствии с теоремой 1.4 на E-группе существует и притом единственная структура ас-
социативного кольца с единицей, называемая E-кольцом. Верно и обратное: аддитивная группа

E-кольца всегда является E-группой. В связи с этим теории E-групп и E-колец тесно переплете-
ны. Например, нетрудно видеть, что любое прямое слагаемое E-группы A вполне инвариантно,
а значит, является прямым слагаемым E-кольца (A, ·).

Лемма 2.1. Ассоциативное кольцо с единицей R является E-кольцом в точности тогда,

когда любой эндоморфизм группы R+ является R-модульным.

Доказательство. Пусть R—E-кольцо и пусть ϕ ∈ EndR+, k, s ∈ R. Тогда в силу коммутативно-
сти кольца E(R+) имеем

ϕ(k · s) = ϕ(λk(s)) = λk(ϕ(s)) = k · ϕ(s).

Обратно, пусть EndR+ = EndRR
+. Рассмотрим произвольный эндоморфизм ϕ ∈ EndR+. Для

него справедливо

ϕ(k) = ϕ(k · 1) = k · ϕ(1)

при любом k ∈ R. Тогда из ϕ(1) = 0 следует, что ϕ = 0, а значит, R+ —E-группа (согласно
леммам 1.2 и 1.3), т.е. R—E-кольцо. �

В классе колец без кручения конечного ранга задача характеризации E-колец допускает при-
емлемое решение, основанное на структурных теоремах Бьюмонта—Пирса (см. [14]), которые

можно сформулировать следующим образом:

(i) если R— ассоциативное кольцо без кручения конечного ранга, то в R существует такое

полупервичное подкольцо S, что R
.
= S ⊕N(R), где N(R)— нильрадикал кольца R;

(ii) полупервичное кольцо S квазиравно прямому произведению первичных колец S1×S2×. . .×Sk;
(iii) первичное кольцо Si квазиизоморфно полному матричному кольцу Mni

(Di), где Di — неко-

торая область.

Лемма 2.2. Справедливы следующие утверждения.

1. Эндоморфный образ E-группы является E-группой; в частности, прямое слагаемое E-группы

является E-группой.

2. Если R и S — квазиизоморфные ассоциативные кольца без кручения с единицей и R—E-коль-

цо, то S — тоже E-кольцо.

3. Нильрадикал E-кольца без кручения конечного ранга равен нулю.

Доказательство. 1. Пусть A—E-группа и (A, ·) —E-кольцо. Тогда эндоморфный образ группы
A имеет вид aA. Определим умножение ∗ на группе aA по закону ax ∗ ay = axy. Тогда (aA, ∗) —
коммутативное кольцо с единицей a. Если ϕ ∈ E(aA), то λaϕ ∈ E(A), и значит, для любого ax ∈ aA

имеем

ϕ(ax) = (λaϕ)(x) = λ(λaϕ)(1)(x) = ϕ(a)x = ayx,

где ay = ϕ(a) ∈ aA. Следовательно, ϕ(ax) = ay ∗ ax, т.е. ϕ является умножением на элемент ay.

Таким образом, по лемме 1.3 группа aA является E-группой.
2. Достаточно рассмотреть квазиравные кольца R и S, где R—E-кольцо, и показать, что S —

тоже E-кольцо. Так как R
.
= S, то mR ⊆ S и nS ⊆ R при некоторых m,n ∈ N. Пусть ϕ—

произвольный эндоморфизм группы S+; тогда по лемме 1.2 он имеет вид ϕ = λϕ(1) + α, где
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α(1) = 0. С другой стороны, mnϕ ∈ E(R+). Следовательно, mnϕ = λk, причем k ∈ R ∩ S. Таким

образом,

mnϕ = λk = mnλϕ(1) +mnα.

Поскольку EndS+ = Sℓ⊕U1, то из последнего равенства получаем, что mnα = 0. Следовательно,
α = 0 и ϕ = λϕ(1). Учитывая лемму 1.3, получаем, что S+ —E-группа, а значит, S —E-кольцо.

3. Пусть R—E-кольцо без кручения конечного ранга. Тогда по первой теореме Бьюмонта—

Пирса R
.
= S ⊕N , где S — полупервичное кольцо, а N — нильрадикал кольца R. По доказанному

выше, T = S ⊕ N тоже является E-кольцом. Предположим, что N 6= 0. Поскольку в E-груп-
пе всякое прямое слагаемое является вполне инвариантной подгруппой, то S является идеалом

кольца T , а значит, T/S — кольцо с единицей. Получили противоречие. �

Теорема 2.3 (см. [17]). Кольцо без кручения R конечного ранга является E-кольцом в точ-

ности тогда, когда R
.
= R1 × R2 × . . . × Rn, где каждое Ri является сильно неразложимым

подкольцом некоторого поля алгебраических чисел и Hom(Ri, Rj) = 0 при всех i 6= j.

Доказательство. В силу леммы 2.2 кольцо R полупервично. Тогда из теорем Бьюмонта—Пирса
и коммутативности кольца R получаем, что

R
.
= R1 ×R2 × . . .×Rn,

где каждое Ri — область, а значит, является целым подкольцом некоторого поля алгебраических
чисел.

Кольцо R1 × R2 × . . . × Rn является E-кольцом (по лемме 2.2); следовательно, все Ri тоже

являются E-кольцами. Тогда каждое кольцо квазиэндоморфизмов

E(R+
i ) = Q⊗ E(R+

i )
∼= Q⊗Ri

является полем, поэтому все Ri сильно неразложимы.

Наконец, поскольку все прямые слагаемые E-колец вполне инвариантны, то Hom(Ri, Rj) = 0
при i 6= j.

Обратно, пусть R— сильно неразложимое подкольцо поля алгебраических чисел F = Q ⊗

R. Тогда, в соответствии с [13, Theorem 4.1], алгебра квазиэндоморфизмов E(R+) изоморфна
полной матричной алгебре Mm(S), где S — подполе поля F и [F : S] = m. Поскольку R+ —
сильно неразложимая группа, то кольцо E(R+) не содержит нетривиальных идемпотентов, а

значит, m = 1 и E(R+) ∼= S. Из этого следует, что E(R+)— коммутативное кольцо (так как оно
вкладывается в поле E(R+) ∼= S). Тогда, учитывая лемму 1.3 и замечание после нее получаем,
что R—E-кольцо.

Далее, пусть R
.
= R1×R2× . . .×Rn, где R1, R2, . . . , Rn — сильно неразложимые кольца, удовле-

творяющие условиям доказываемой теоремы. Тогда для кольца L = R1×R2× . . .×Rn, очевидно,
справедливо

E(L+) ∼= E(R+
1 )× E(R+

2 )× . . . × E(R+
n ),

причем по вышедоказанному все кольца E(R+
i ) коммутативны. Следовательно, L—E-кольцо, а

значит, и R—E-кольцо (по лемме 2.2). �

Подкольца полей алгебраических чисел поддаются характеризации на языке простых идеалов

колец целых алгебраических чисел (см. [13]). Пусть J — кольцо всех целых элементов поля ал-
гебраических чисел F . Для простого идеала P кольца J рассмотрим локализацию JP = {x/y |
x, y ∈ J, y /∈ P}. Далее, для некоторого множества Π простых идеалов кольца J определим коль-

цо JΠ =
⋂

P∈Π
JP . Тогда для всякого подкольца R поля алгебраических чисел F существует ровно

одно такое множество простых идеалов Π кольца J , что R квазиравно JΠ. В связи с теоремой 2.3
заслуживает внимания вопрос об условиях на множество простых идеалов Π кольца J , при ко-

торых JΠ сильно неразложимо. Некоторые такие условия найдены в [13,29].
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Полезным обобщением E-колец являются E-модули, введенные Р. Боушеллом и П. Шультцем

в [17, Sec. 2] под неприжившимся названием «R-группы». Модуль M над кольцом с единицей R
называется E-модулем (или E(R)-модулем), если отображение Φ : HomZ(R

+,M) →M , действу-
ющее по закону Φ(f) = f(1), является изоморфизмом. Начальные сведения о E-модулях можно

найти в [30, Section 6]. Подробнее с теорией периодических E-модулей можно познакомиться по
работе Р. Пирса [32], а с теорией E-модулей без кручения над кольцами без кручения конечного
ранга — по работе А. Мадера и Ч. Винсонхалера [31].

Нетрудно проверить, что R-модуль M является E(R)-модулем в точности тогда, когда
HomR(R

+,M) = HomZ(R
+,M). В связи с этим возникает еще более общая конструкция, вве-

денная в работах П. А. Крылова и М. А. Приходовского. Пусть e : S → R— гомоморфизм колец,

тогда R-модуль M называется E(e)-модулем, если HomR(R
+,M) = HomS(R

+,M) (подробнее о
E(e)-модулях см. [2, 6]).

3. T -Кольца и факторно делимые группы

Наряду с E-кольцами без кручения конечного ранга хорошему описанию поддаются и так

называемые T -кольца, введенные Р. Боушеллом и П. Шультцем в [17].
Кольцо R называется T -кольцом, если отображение

m : R⊗R→ R, m(a⊗ b) = ab,

является изоморфизмом.
Рассмотрим другие эквивалентные формулировки для T -колец.

Теорема 3.1 (см. [17]). Следующие утверждения равносильны:

(1) R— T -кольцо;

(2) отображение d : R → R⊗R, действующее по закону d(a) = 1⊗ a, является изоморфизмом

обратным к m;
(3) R—E-кольцо и R⊗R = R⊗R R;

(4) a⊗ b = b⊗ a для любых a, b ∈ R.

Доказательство. (1)⇒(2). Очевидно, что md— тождественное отображение множества R. По-
скольку m— инъекция, то d— изоморфизм, обратный к отображению m.

(2)⇒(3). Рассмотрим такой эндоморфизм ϕ ∈ E(R+), что ϕ(1) = 0. Определим аддитивный

гомоморфизм Φ : R ⊗ R → R, действующий по закону Φ(r ⊗ s) = ϕ(r)s. Тогда Φd = 0. Следова-
тельно, Φ = 0, и значит, ϕ = 0. Учитывая лемму 1.3, получаем, что R—E-кольцо.

Пусть a, b и c— произвольные элементы кольца R. Тогда m(ab⊗c) = m(a⊗bc). Следовательно,

ab⊗ c = a⊗ bc, R⊗R = R⊗R R.

(3)⇒(4). Так как R— коммутативное кольцо, то

a⊗ b = 1⊗ ab = 1⊗ ba = b⊗ a.

(4)⇒(1). Для произвольных элементов a, b ∈ R справедливо

a⊗ b = (a⊗ 1)(1 ⊗ b) = (1⊗ a)(1 ⊗ b) = 1⊗ ab = 1⊗m(a⊗ b).

Следовательно, x = 1⊗m(x) для всех x ∈ R⊗R. Таким образом, m— инъективное отображение,

а значит, m— изоморфизм, т.е. R— T -кольцо. �

Лемма 3.2. Если R и L— T -кольца, то R⊗ L— тоже T -кольцо.

Доказательство. Пусть k1 ⊗ l1 и k2 ⊗ l2 — произвольные элементы кольца R⊗ L; тогда

(k1 ⊗ l1)⊗ (k2 ⊗ l2)
ε
7→ (k1 ⊗ k2)⊗ (l1 ⊗ l2) = (k2 ⊗ k1)⊗ (l2 ⊗ l1)

ε
7→ (k2 ⊗ l2)⊗ (k1 ⊗ l1),



E-ГРУППЫ И E-КОЛЬЦА 119

где ε : (R ⊗ L) ⊗ (R ⊗ L) → (R ⊗ R) ⊗ (L ⊗ L)— естественный изоморфизм. Так как ε2 = id—

тождественное отображение, то

(k1 ⊗ l1)⊗ (k2 ⊗ l2) = (k2 ⊗ l2)⊗ (k1 ⊗ l1).

Учитывая теорему 3.1(4), получаем, что R⊗ L— T -кольцо. �

Теорема 3.3 (см. [17]). Следующие утверждения равносильны:

(1) R— T -кольцо;

(2) R/t(R) изоморфно подкольцу поля Q и если tp(R) 6= 0, то tp(R)— циклическая группа и

R/t(R) делится на p.

Доказательство. (1)⇒(2). Так как R и Q— T -кольца, то R⊗Q— T -кольцо, а значит, и E-кольцо
по теореме 3.1(3). Таким образом, R⊗Q— делимое E-кольцо без кручения. Следовательно,

R⊗Q ∼= (R/t(R))⊗Q ∼= Q.

Значит, R/t(R) изоморфно некоторому подкольцу поля Q.
Учитывая, что E(R+)— коммутативное кольцо, получаем, что tp(R)— циклическая группа и

R/t(R) делится на p при tp(R) 6= 0 (см., например, [30, Sec. 19]).
(2)⇒(1). Пусть S — множество таких простых p, что tp(R) 6= 0, и пусть U — подкольцо поля Q,

изоморфное R/t(R). Рассмотрим коммутативную диаграмму

0 −−−−→ t(R) −−−−→ R −−−−→ U −−−−→ 0




yd′





y
d





y
d∗

0 −−−−→ R⊗ t(R) −−−−→ R⊗R −−−−→ R⊗ U −−−−→ 0

где d(a) = 1 ⊗ a d′, d∗ индуцируются отображением d. Так как верхняя строка диаграммы сер-
вантно точная, то и нижняя строка сервантно точная. Если p ∈ S, то tp(R)— циклическая группа,
а R/tp(R)— p-делимая группа. Следовательно,

R⊗ tp(R) ∼= tp(R)⊗ tp(R) ∼= tp(R).

Таким образом, d′ индуцирует изоморфизм tp(R) → tp(R)⊗ tp(R) для каждого p ∈ S, и следова-
тельно, d′ — изоморфизм.

Так как U — подкольцо поля Q, и U делится на все простые p ∈ S, то

R⊗ U ∼= (R/t(R))⊗ U ∼= U ⊗ U ∼= U.

Следовательно, d∗ — изоморфизм. Таким образом, d— изоморфизм, т.е. R— T -кольцо. �

Из доказанной теоремы следует, что примерами T -колец служат подкольца (с единицей) поля

Q и кольца классов вычетов. Кольцо целых p-адических чисел ̂Zp является E-кольцом, но не

является T -кольцом (так как r(̂Zp) > 1).
Пусть R— T -кольцо, тогда учитывая теорему 3.3(2) получаем, что rp(R) 6 1 для любого про-

стого p. Следовательно, Z-адическое пополнение ̂R кольца R имеет следующий вид:

̂R ∼= Zχ =
∏

p∈P

Rp, где Rp =











Zpmp , если tp(R) ∼= Zpmp ,
̂Zp, если tp(R) = 0 и R— не p-делимая группа,

0, если tp(R) = 0 и R— p-делимая группа.

Поскольку все p-ранги T -кольца R конечны, то его первая ульмовская подгруппа R1 =
⋂

n∈N

nR—

делимая группа без кручения. Таким образом, имеет место следующее предложение.

Предложение 3.4. Всякое редуцированное T -кольцо плотно и сервантно вкладывается в

некоторое кольцо Zχ.
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В [11] было замечено, что для описания T -колец удобно использовать язык факторно делимых

групп.
Группа A называется факторно делимой, если она не содержит периодических делимых под-

групп, но содержит такую свободную подгруппу F конечного ранга, что A/F — периодическая

делимая группа. Базисом факторно делимой группы A будем называть всякий базис свободной
группы F .

В случае групп без кручения факторно делимые группы были введены Р. Бьюмонтом и Р. Пир-

сом в [14]. Данная формулировка (включающая и смешанные группы) принадлежит А. А. Фомину
и У.. Уиклессу [24].

В силу теоремы 3.3 нас прежде всего будут интересовать факторно делимые группы ранга 1.

Теорема 3.5. Если R— бесконечное T -кольцо, то R+ — факторно делимая группа ранга 1.

Доказательство. Пусть R— бесконечное T -кольцо и пусть ̂R ∼= Zχ. Нетрудно видеть, что если
R+ не является редуцированной группой, то R ∼= Q⊕Zm (см., например, [34]), т.е. R+ — факторно
делимая группа ранга 1.

Пусть R+ — редуцированная группа, т.е. R— подкольцо кольца

Zχ =
∏

p∈P

Rp.

Рассмотрим факторгруппу R+/〈1〉, которая согласно теореме 3.3 является периодической. По-

кажем, что R+/〈1〉 — делимая группа. Возьмем элемент a = (αp) ∈ R+, где αp ∈ Rp. Для
каждого простого числа q 6= p элемент αp делится на q. Если 0 6 mp < ∞, то αp =
a0 + a1p + . . . + amp−1

pmp−1 ∈ Zpmp . Тогда αp − a0εp делится на p, где εp — единица кольца Zpmp .

Аналогично, если mp = ∞, то αp = a0 + a1p + · · · + asp
s + . . . ∈ ̂Zp, и тогда αp − a0εp делится

на p. Получаем, что a = pb+ a01, причем, поскольку R+ — плотная сервантная подгруппа в Zχ,
то b ∈ R. Следовательно, a + 〈1〉 делится на любое простое число p в группе R+, т.е. R+/〈1〉—
делимая группа.

Так как R ⊂
∏

p∈P
Rp, то R не содержит делимых периодических подгрупп. Следовательно, R+

является факторно делимой группой ранга 1. �

Лемма 3.6. Пусть a1, a2, . . . , an — произвольные элементы группы A и F = 〈a1, a2, . . . , an〉.
Следующие утверждения равносильны:

(1) факторгруппа A/F делимая;

(2) для каждого m ∈ N группа A/mA порождается элементами

a1 = a1 +mA, a2 = a2 +mA, . . . , an = an +mA ∈ A/mA,

т.е. A/mA = 〈a1, a1, . . . , an〉;
(3) для каждого простого p группа A/pA порождается элементами

a1 = a1 + pA, a2 = a2 + pA, . . . , an = an + pA ∈ A/pA,

т.е. A/pA = 〈a1, a1, . . . , an〉.

Доказательство. (1)⇒(2). Так как A/F — делимая группа, то для любого a ∈ A существует такой
b ∈ A, что a − mb ∈ F , т.е. a −mb = k1a1 + k2a2 + . . . + knan при некоторых k1, k2, . . . , kn ∈ Z.

Тогда a − (k1a1 + k2a2 + . . . + knan) = mb ∈ mA. Следовательно, a ∈ A/mA представи́м в виде
a = k1a1 + k2a2 + . . . + knan. Это означает, что A/mA = 〈a1, a2, . . . , an〉.

Импликация (2)⇒(3) проверяется непосредственно.

(3)⇒(1). Так как A/pA = 〈a1, a2, . . . , an〉, то для каждого элемента a ∈ A существуют такие
целые коэффициенты k1, . . . , kn, что a = k1a1 + k2a2 + . . . + knan. Это равносильно тому, что
a−(k1a1+k2a2+. . .+knan) = pc ∈ pA при некотором c ∈ A. Значит, a−pc = k1a1+k2a2+. . .+knan ∈

F . Таким образом, каждый элемент из группы A делится на p по модулю F , т.е. A/F = p(A/F ).
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Получили, что A/F — p-делимая группа, причем это верно при любом простом p. Следовательно,

A/F — делимая группа. �

Следствие 3.7. Если A— факторно делимая группа ранга n, то rp(A) 6 n для всех про-

стых p.

Рассмотрим кольцо Zχ. Если χ— характеристика ненулевого типа, то положим Rχ = 〈1〉∗ ⊆ Zχ,
т.е. Rχ — сервантная оболочка единицы в аддитивной группе кольца Zχ. Если же χ— характе-

ристика нулевого типа, то определим Rχ = Zm ⊕ Q, где Zm = Zχ — кольцо классов вычетов по
модулю m.

Нетрудно видеть, что всякая группа Rχ является коммутативным кольцом относительно умно-

жения, определенного в кольце Zχ.

Предложение 3.8. Каждая факторно делимая группа ранга 1 изоморфна группе Rχ при

некоторой характеристике χ.

Доказательство. Пусть A— факторно делимая группа ранга 1 и a— базисный элемент группы

A. Рассмотрим Z-адическое пополнение µ : A → ̂A. Так как rp(A) 6 1 для каждого простого p

(согласно следствию 3.7), то ̂A ∼= Zχ для некоторой характеристики χ. Более того, согласно

лемме 3.6 справедливо равенство ̂A = a◦Zχ, где a◦ = µ(a). Если χ— характеристика ненулевого
типа, то µ— инъективное отображение, а значит, задает изоморфизм между группой A и ее

образом µ(A) ⊂ ̂A. В силу плотности и сервантности подгруппы µ(A) в группе ̂A имеет место
равенство µ(A) = 〈a◦〉∗ ⊆ a◦Zχ. Следовательно, группа µ(A) изоморфна группе Rχ = 〈1〉∗ ⊆ Zχ.
Таким образом, A ∼= Rχ.

Если характеристика χ принадлежит нулевому типу, то Zχ = Zm для некоторого натурального

m. Тогда t(A) ∼= Zm и A ∼= Zm ⊕ B, где B — такая группа без кручения ранга 1, что ̂B = 0.
Следовательно, B ∼= Q, и значит, A ∼= Q⊕ Zχ = Rχ. �

Учитывая, что кольца Rχ удовлетворяют условиям п. 2 теоремы 3.3, получаем следующее

утверждение.

Следствие 3.9. На всякой факторно делимой группе ранга 1 существует (и единственная)

структура T -кольца.

Характеристика χ из предложения 3.8 называется кохарактеристикой факторно делимой

группы ранга 1. Так как
Rχ ∼= Rκ ⇔ χ = κ,

убеждаемся в справедливости следующего утверждения.

Теорема 3.10 (см. [4]). Две факторно делимые группы ранга 1 изоморфны в точности то-

гда, когда равны их кохарактеристики. Каждая характеристика является кохарактеристикой

некоторой факторно делимой группы ранга 1.

Таким образом, мы показали (теорема 3.5 и следствие 3.9), что аддитивные группы беско-
нечных T -колец — это в точности факторно делимые группы ранга 1 (оставшиеся вне нашего

внимания конечные T -кольца — это кольца классов вычетов). Иную характеризацию аддитив-
ных групп T -колец получил в 1987 г. Дж. Вилсон (см. [36]). При этом он использовал широко
применяемое при исследовании самомалых групп условие на проекции.

Отметим также, что, используя теорию T -колец, Р. Боушелл и П. Шультц в [17] доказали, что
класс колец Zχ совпадает с классом редуцированных копериодических E-колец.

В работах П. А. Крылова и М. А. Приходовского понятие T -кольца было обобщенно на случай

модулей. R-Модуль M называется T -модулем (или T (R)-модулем), если канонический эпимор-
физм R ⊗ M → M (r ⊗ m 7→ rm) является изоморфизмом. Пусть e : S → R— гомоморфизм
колец; тогда R-модуль M называется T (e)-модулем, если имеет место канонический изоморфизм

R⊗S M ∼= R⊗RM .
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Отметим, что понятие T -модуля является частным случаем понятия T (e)-модуля, когда S = Z

(при этом гомоморфизм e : Z → R определяется единственным образом и имеет место кано-
нический изоморфизм R ⊗ M ∼= R ⊗R M ∼= M). Более того, конструкция T -модуля является
«абсолютной» в том смысле, что всякий T -модуль M является и T (e)-модулем для любого гомо-

морфизма e : S → R.
Далее, пусть e : S → R— гомоморфизм колец, R0 = R/e(S) (если S = Z, то R0 = R/〈1〉) и M —

произвольный R-модуль. Тогда имеет место канонический изоморфизм S-модулей

R⊗S M ∼= (R ⊗RM)⊕ (R0 ⊗S M).

В связи с этим M является T (e)-модулем тогда и только тогда, когда R0 ⊗S M = 0.
Наиболее полно теория T (e)-модулей отражена в [2, 6, 7].

4. A-Кольца

Интересным обобщением E-колец являются A-кольца иAA-кольца, введенные и исследованные
М. Дугасом и С. Фейгельштоком в [18, 19].

Ассоциативное кольцо с единицей R называется A-кольцом, если для всякого автоморфизма
α ∈ AutR+ найдется такой элемент a ∈ R, что α = λa, т.е. α(x) = ax для любого x ∈ R.

Нетрудно видеть, что кольцо R является A-кольцом в том и только в том случае, когда
AutR+ = U(Rℓ), где U(Rℓ)— группа обратимых элементов кольца Rℓ = {λa | a ∈ R}. Из это-
го, в частности, следует, что всякое E-кольцо является A-кольцом.

Если ослабить равенство AutR+ = U(Rℓ) до равенства AutR+ = Rad(U(Rℓ)), то получим опре-
деление AA-кольца. Таким образом, ассоциативное кольцо с единицей R называется AA-кольцом,
если для всякого автоморфизма α ∈ AutR+ найдутся такие элемент a ∈ R и натуральное число

n, что αn = λa.
Из приведенных ниже примеров следует, что классы E-колец, A-колец и AA-колец попарно

различны.

Пример 4.1. Любое конечное кольцо является AA-кольцом. Действительно, если R— конеч-
ное кольцо, то AutR+ — конечная группа, а значит, для любого α ∈ AutR+ существует такое

натуральное n, что αn = idR = λ1.

Пример 4.2. Кольцо Zp × Zp не является A-кольцом при любом простом p. Это вытекает из

сравнения количества элементов в множествах U(Zp × Zp) и U(M2(Zp)).

Пример 4.3 (см. [19]). На группе Z2 ⊕ Z зададим умножение по правилу

(ε, z)(ε′, z′) = ((εz′ + ε′z) mod 2zz′),

где ε, ε′ ∈ Z2, z, z
′ ∈ Z и mod2 : Z → Z2 — естественный эпиморфизм. Несложные выкладки

(см. [19, пример 1.2]) показывают, что полученное таким образом кольцо является A-кольцом, но
не является E-кольцом.

Предложение 4.4. Пусть R—AA-кольцо. Для каждого u ∈ U(R) найдется такое нату-

ральное число n, что un ∈ C(R), где C(R)— центр кольца R. Кроме того, если R+ — группа без

кручения и v— нильпотентный элемент кольца R, то v ∈ C(R).

Доказательство. Рассмотрим правое умножение ρu на элемент u ∈ U(R). Так как ρu ∈ AutR+,
то найдется такое n ∈ N, что ρnu = ρun = λv для некоторого v ∈ U(R). Тогда xun = vx при любом
x ∈ R, а значит, взяв x = 1, получим un = v ∈ C(R).

Чтобы доказать второе утверждение, воспользуемся математической индукцией по индексу
нильпотентности. Если v1 = 0, то v = 0 ∈ C(R). Предположим, что все нильпотентные элементы
индекса 6 k лежат в центре кольца R. Рассмотрим произвольный элемент v ∈ R, для которого

vk+1 = 0.
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Поскольку v — нильпотентный элемент, то 1 + v ∈ U(R) и (1 + v)m ∈ C(R) при некотором

натуральном m, т.е.
m
∑

j=0

Cmj v
j ∈ C(R).

Так как jk > k+1 при j > 2, то (vj)k = vjk = 0 и, учитывая предположение индукции, получаем,
что v2, v3, . . . , vm ∈ C(R). Тогда Cm1 v ∈ C(R), т.е. xCm1 v = Cm1 vx для любого элемента x ∈ R.

Поскольку R+ — группа без кручения, то из последнего равенства получаем, что v ∈ C(R). �

Для A-колец предложение 4.4 может быть усилено, а именно, если R— произвольное A-кольцо,

то U(R) ⊆ C(R) и N(R) ⊆ C(R).

Предложение 4.5. Пусть R—AA-кольцо без кручения конечного ранга. Тогда его нильради-

кал N = N(R) состоит из всех нильпотентных элементов кольца R и N2 = 0.

Доказательство. В силу предложения 4.4 нильрадикал N = N(R) является множеством всех

нильпотентных элементов кольца R.
Далее, в соответствии с первой теоремой Бьюмонта—Пирса в R найдется такое подкольцо S,

что mR ⊆ S ⊕N ⊆ R для некоторого m ∈ N. Пусть u ∈ N ; построим отображение ϕ : R→ R как

композицию умножения на m, проекции с S ⊕N на N и умножения на u:

R
λm−−→ S ⊕N

πN−−→ N
λu−→ N.

Так как ϕ— нильпотентное отображение (как и λu), то α = idR + ϕ ∈ AutR+ и, следовательно,
αn = λv при некоторых n ∈ N и v ∈ R. Тогда

v = v1 = αn(1) =

n
∑

j=0

Cnj ϕ
j(1) = idR(1) = 1,

поскольку 1 ∈ S ⊆ Kerϕ. Из этого следует, что αn = idR и

n
∑

j=1

Cnj ϕ
j = 0 ⇒ nϕ = −

n
∑

j=2

Cnj ϕ
j .

Если ϕ 6= 0, то найдется такое натуральное k, что ϕk+1 = 0 6= ϕk. Тогда

(nϕ)k =
(

−
n
∑

j=2

Cnj ϕ
j
)k

= 0,

а значит, ϕk = 0; получили противоречие. Таким образом, ϕ = 0 и 0 = ϕ(N) = muN . Поскольку
R+ — группа без кручения, то uN = 0 при любом u ∈ N , т.е. N2 = 0. �

Пусть A и B — квазиравные группы без кручения конечного ранга. Тогда найдется такоеm ∈ N,
что mA ⊆ B ⊆ A. Если α ∈ AutA, то он индуцирует автоморфизм ᾱ конечной группы A/mA.
Следовательно, ᾱk = idA/mA для некоторого k ∈ N, а значит, найдутся такие ϕ,ψ : A→ mA, что

αk = idA+ϕ и α−k = idA+ψ. Пусть β = idB+ϕ ⇂B и β′ = idB+ψ ⇂B ; тогда ββ′ = idB = β′β. Таким
образом, некоторая степень автоморфизма группы A индуцирует автоморфизм на квазиравной

ей группе B.

Лемма 4.6. Пусть R—AA-кольцо без кручения конечного ранга.

1. Если S — такое кольцо с единицей, что S
.
= R, то S —AA-кольцо.

2. Если A, B — такие кольца с единицей, что R
.
= A×B, то A, B —AA-кольца и Hom(A+, B+) =

0 = Hom(B+, A+).

Доказательство. 1. Пусть nS ⊆ R ⊆ S для некоторого n ∈ N и α ∈ AutS+. Тогда найдутся такие

k,m ∈ N, что αk ⇂R∈ AutR+ и αkm ⇂R= λr ∈ Rℓ. Если s ∈ S, то nαkm(s) = αkm(ns) = αkm ⇂R
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(ns) = λr(ns) = nrs, следовательно, αkm(s) = rs. Таким образом, αkm = λr ∈ Sℓ, т.е. S —AA-

кольцо.
2. Из п. 1 следует, что A × B —AA-кольцо. Пусть 0 6= ϕ ∈ Hom(A+, B+); тогда рассмотрим

отображение ψ : A × B → A × B, действующее по закону ψ(a, b) = (a, b + ϕ(a)). Отображение

ψ является автоморфизмом аддитивной группы кольца A × B, причем ψ−1(a, b) = (a, b − ϕ(a)).
Заметим, что ψk(a, b) = (a, b + kϕ(a)), а значит, ψk /∈ (A × B)ℓ при любом k ∈ N. Получили
противоречие. Следовательно, Hom(A+, B+) = 0 = Hom(B+, A+).

Пусть α ∈ AutA+l тогда γ = α⊕ idB ∈ Aut(A×B)+. Следовательно, существует такое m ∈ N,
что γm = λa ⊕ λb ∈ (A×B)ℓ. Таким образом, αm = λa ∈ Aℓ, и значит, A—AA-кольцо. �

Предложение 4.7. Пусть R—AA-кольцо без кручения конечного ранга, N = N(R)— ниль-

радикал кольца R и S — такое подкольцо кольца R, что 1 ∈ S и R
.
= S ⊕N .

1. Hom(N+, S+) = 0.
2. Пусть AnnS(N) = {x ∈ S | xN = 0}. Если AnnS(N) = 0, то AutS+ — периодическая группа.

3. Если AutS+ — периодическая группа, то S ∼= Z и R ∼= Z⊕N .

Доказательство. 1. Пусть γ — произвольный гомоморфизм из Hom(N+, S+). Построим такой
эндоморфизм δ ∈ End(S⊕N)+, что δ ⇂N= γ и δ ⇂S= 0. Тогда δ2 = 0 и α = idS⊕N+δ ∈ Aut(S⊕N)+.
Поскольку R

.
= S⊕N , то по лемме 4.6 S⊕N является AA-кольцом. Следовательно, αk = λv при

некотором k ∈ N и v ∈ S ⊕N , а тогда

λv = αk =

k
∑

j=0

Ckj δ
j = idS⊕N + kδ ⇒ kδ = λv−1.

Учитывая, что N — идеал кольца R, получаем kδ(N) ⊆ S ∩ (v− 1)N ⊆ S ∩N = 0, а значит, δ = 0.
2. Ввиду предложений 4.4 и 4.5 имеет место включение N ⊂ C(R), N состоит из всех нильпо-

тентных элементов кольца R и N2 = 0. Пусть α ∈ AutS+; тогда γ = α⊕ idN ∈ Aut(S ⊕N)+. Так

как S ⊕ N —AA-кольцо, то γk = λv, где v = s + n, s ∈ S и n ∈ N , при некотором k ∈ N. Пусть
t+ x ∈ S ⊕N ; тогда

γk(t+ x) = αk(t) + x = v(t+ x) = (s + n)(t+ x) = st+ (sx+ nt).

Из данного равенства следует, что x = sx+ nt при любых x ∈ N и t ∈ S. В частности, при t = 0
получаем x = sx и, поскольку AnnS(N) = 0, то s = 1 ∈ S. Таким образом, αk = idS и AutS+ —

периодическая группа.
3. Так как S не содержит нильпотентных элементов, то в соответствии с теоремами Бьюмонта—

Пирса S
.
= S1×S2×. . .×Sm, где все Si — области, причем можно считать, что все Si — целозамкну-

тые подкольца полей алгебраических чисел (подробнее см. [14]). Из леммы 4.6 следует, что кольца
Si являются AA-кольцами, причем из периодичности группы AutS+ следует периодичность всех
групп AutS+

i .

В соответствии с результатами Бьюмонта—Пирса (см. [13]) целозамкнутое кольцо Si изоморф-
но локализации JΠ некоторого кольца целых алгебраических чисел J относительно множества
простых идеалов Π. Так как AutS+

i — периодическая группа, то группа обратимых элементов

U(JΠ) тоже периодическая. Предположим, что существует простой идеал P кольца J , не при-
надлежащий множеству Π. Тогда всякий ненулевой элемент a ∈ P обратим в JΠ, причем a имеет
бесконечный мультипликативный порядок (в противном случае am = 1 и 1 ∈ P ). Таким об-

разом, группа U(JΠ) не является периодической; получили противоречие. Следовательно, Π—
множество всех простых идеалов кольца J , а значит, JΠ = J — свободная группа. Таким обра-
зом, получили, что S+ — свободная группа. Но AutZm — периодическая группа в точности тогда,

когда m = 1, следовательно, S ∼= Z.
Наконец, заметим, что N — сервантная подгруппа в R+; следовательно, R/N — группа без кру-

чения, квазиизоморфная группе Z. Таким образом, R ∼= Z⊕N . �
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Лемма 4.8. Пусть R— ассоциативное кольцо с единицей, R+ — группа без кручения конечно-

го ранга и R
.
= S1×S2×. . .×Sk, где все Q⊗Si — тела. Если I — такой собственный идеал кольца R,

что I+ — сервантная подгруппа в R+, то существует такое разбиение E ∪ E′ = {1, 2, . . . , k},
что

I
.
=

∏×

i∈E

Si.

Кроме того, существует такое сервантное подкольцо S кольца R, что

S
.
=

∏×

i∈E′

Si

и R
.
= I × S. Более того, оба кольца I и S содержат единичные элементы.

Доказательство. Пусть nR ⊆ S1 × S2 × . . . × Sk ⊆ R и пусть E — подмножество множества
{1, 2, . . . , k}, состоящее из всех таких i, что естественная проекция из I на Q ⊗ Si отлична от

нуля. Возьмем некоторый индекс i ∈ E и такой элемент a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ I, что ai 6= 0. Тогда
0 6= nai ∈ Si. Пусть ei — единица кольца Si. Так как Q ⊗ Si — тело, то ma−1

i ∈ Si при некотором

m ∈ N. Тогда naeima
−1
i = nmei ∈ I и ei ∈ I (учитывая сервантность подгруппы I+ в группе R+).

В силу произвольности выбора i ∈ E получаем, что

nI ⊆
∏×

i∈E

Si ⊆ I

и e = (e1, e2, . . . , ek)— единица кольца I.
Пусть

S =
〈

∏×

i∈E′

Si

〉

∗
⊆ R

— сервантное подкольцо в кольце R, порожденное подкольцом
∏

i∈E′

×Si. Тогда, очевидно, S — коль-

цо с единицей и

nS ⊆
∏×

i∈E′

Si ⊆ S,

а значит, nR ⊆ I × S ⊆ R. �

Теорема 4.9 (см. [18]). Пусть R—AA-кольцо без кручения конечного ранга.

1. Если N = N(R) 6= 0, то R = Z⊕N и R не является A-кольцом.

2. Если N(R) = 0, то R—E-кольцо.

3. Если R—A-кольцо, то R—E-кольцо.

Доказательство. 1. В соответствии с первой теоремой Бьюмонта—Пирса существует такое под-
кольцо S кольца R, содержащее единицу из R, что nR ⊆ S ⊕N ⊆ R при некотором n ∈ N. Тогда

(по лемме 4.6) S ⊕N является AA-кольцом. Нетрудно видеть, что S тоже является AA-кольцом.
Предположим, что N 6= 0 и рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть I = AnnS(N) 6= 0. В соответствии со второй теоремой Бьюмонта—Пирса
S
.
= S1 ×S2 × . . .×Sk, где все Q⊗Si — простые Q-алгебры без нильпотентных элементов, т.е. все

Si — области. Заметим, что I — сервантный идеал кольца S. Тогда по лемме 4.8 найдется такое

подкольцо S′ кольца S, что 1 ∈ S′ и S
.
= I × S′. Из леммы 4.6(2) следует, что S′ —AA-кольцо, а

значит, и T = S′ ⊕ N —AA-кольцо, причем AnnS′(N) = 0. Тогда в соответствии с предложени-
ем 4.7 имеет место изоморфизм S′ ∼= Z. Следовательно,

Hom(S′+, I+) ∼= Hom(Z, I+) ∼= I+ = AnnS(N) 6= 0,

что противоречит лемме 4.6(2). Таким образом, данный случай невозможен.



126 П. А. КРЫЛОВ, А. А. ТУГАНБАЕВ, А. В. ЦАРЕВ

Случай 2. Пусть I = AnnS(N) = 0; тогда из предложения 4.7 вытекает равенство R = Z ⊕ N .

Далее рассмотрим автоморфизм α = idZ ⊕ (−idN ) ∈ AutR+. Очевидно, что α /∈ U(Rℓ), а значит,
R не является A-кольцом.

2. Так как N(R) = 0, то R
.
= S1 × S2 × . . . × Sk, где все Q ⊗ Si — простые Q-алгебры без

нильпотентных элементов, т.е. все Si — области. Из леммы 4.6 следует, что Hom(Si, Sj) = 0 при
всех i 6= j. Далее покажем, что каждая группа S+

i сильно неразложима. Предположим, что
n(A⊕B) ⊆ Si ⊆ A⊕B при некотором n ∈ N и пусть ϕ ∈ Hom(A,B). Тогда

α = idA ⊕ (idB + ϕ) ∈ Aut(A⊕B),

а значит, некоторая натуральная степень α индуцирует автоморфизм на группе S+
i , β = αm ⇂Si

∈

AutS+
i . Так как Si —AA-кольцо (по лемме 4.6), то βt = λs ∈ (Si)ℓ при некотором t ∈ N. Пусть

s = a+ b ∈ Si ⊆ A⊕B; тогда для любых x ∈ A, y ∈ B

βt(nx+ ny) = nx+ (ny + tmϕ(nx)) = (a+ b)(nx+ ny) = anx+ any + bnx+ bny.

При x = 0 получаем ny = nay+nby = (na+nb)y при всех y ∈ B, т.е. s = a+b = 1. Следовательно,

ϕ(x) = 0 при любом x ∈ A и Hom(A,B) = 0. Аналогично проверяется, что Hom(B,A) = 0. Из
этого вытекает, что nA · nB = 0. Но Si не содержит делителей нуля; следовательно, A = 0 или
B = 0, т.е. S+

i — сильно неразложимая группа. Таким образом, в соответствии с теоремой 2.3 по-

лучаем, что R—E-кольцо. Справедливость последнего утверждения теоремы очевидным образом
вытекает из пп. 1 и 2. �

Следствие 4.10 (см. [18]). Пусть R— кольцо без кручения конечного ранга с ненулевым

нильрадикалом N . R является AA-кольцом в том и только том случае, когда R = Z ⊕ N ,

где N+ — абелева группа без кручения конечного ранга без свободных слагаемых, такая что

N 6= 0 = NN и AutN+ — периодическая группа.

Доказательство. Пусть R—AA-кольцо без кручения конечного ранга с ненулевым нильрадика-

лом, N(R) = N 6= 0. Тогда по теореме 4.9 имеет место разложение R = Z ⊕ N , причем N2 = 0
и Hom(N+,Z) = 0 (согласно предложениям 4.5 и 4.7). Далее, U(Rℓ) ⇂N= {idN ,−idN}, следо-
вательно, AutN+ — периодическая группа. Несложная проверка показывает, что справедливо и

обратное утверждение. �

Помимо A-колец и AA-колец известны и другие обобщения E-колец. Например, двусторонние
E-кольца (кольцо R называется двусторонним E-кольцом, если E(R+) порождается как коль-

цо множеством Rℓ ∪ Rr). Этим кольцам посвящена работа М. Дугаса и Ч. Винсонхалера [20].
Двусторонние E-кольца могут быть некоммутативными (например, полные матричные кольца
над E-кольцами являются двусторонними E-кольцами). Более того, из определения следует, что

коммутативные двусторонние E-кольца — это в точности E-кольца. Наиболее близки к E-коль-
цам введенные С. Фейгельштоком TE-кольца (см. [21]). Кольцо R называется TE-кольцом, если
имеет место квазиравенство Rℓ

.
= E(R+). TE-Кольца и E-кольца очень похожи; фактически их

отличает только наличие единичного элемента (TE-кольцо с единицей является E-кольцом).

5. Умножения на группах

В силу определения E-групп ясно, что для их задания и исследования возможно использовать
язык умножений на группах.

Пусть на группе A задано такое умножение µ, что (A,µ)— ассоциативное кольцо с единицей.
Умножение ν, действующее на группе A по закону

ν(x, y) = µ(a, µ(x, y))

для некоторого a ∈ A, будем называть каноническим относительно умножения µ и обозна-

чать µa.
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Введем для группы A следующие обозначения:

Aµ = {µa | a ∈ A}, A⊥
µ = {ν ∈ Mult A | ν(1, 1) = 0},

где 1— единица кольца (A,µ). Нетрудно видеть, что множества Aµ и A⊥
µ являются подгруппами

группы MultA.

Лемма 5.1. MultA = Aµ ⊕A⊥
µ .

Доказательство. Пусть λ ∈ MultA— произвольное умножение. Рассмотрим умножение

ν(x, y) = λ(x, y)− µ(λ(1, 1), µ(x, y)).

Для него имеем

ν(1, 1) = λ(1, 1) − µ(λ(1, 1), 1) = λ(1, 1) − λ(1, 1) = 0.

Следовательно, ν ∈ A⊥
µ и

λ(x, y) = µ(λ(1, 1), µ(x, y)) + ν(x, y),

т.е. λ ∈ Aµ +A⊥
µ . Наконец, поскольку Aµ ∩A

⊥
µ = 0, то Mult A = Aµ ⊕A⊥

µ . �

Лемма 5.2. Пусть A— группа, допускающая структуру ассоциативного кольца с единицей.

Тогда следующие условия равносильны:

(1) A—E-группа;
(2) если ν ∈ MultA и ν(1, 1) = 0, то ν = 0.

Доказательство. (1)⇒(2). Предположим, что существует такое умножение ν ∈ MultA, что
ν(1, 1) = 0, и такие элементы a, b ∈ A, что ν(a, b) 6= 0. Если для любого y ∈ A имеет место равен-

ство ν(1, y) = 0, то рассмотрим эндоморфизм α ∈ E(A), действующий по правилу α(x) = ν(x, b).
Заметим, что α(1) = 0 и α(a) 6= 0, а значит, по лемме 1.3 группа A не является E-группой.

Если же найдется такой элемент c ∈ A, что ν(1, c) 6= 0, то рассмотрим эндоморфизм α ∈ E(A),

действующий по закону α(x) = ν(1, x). Тогда α(1) = 0 и α(c) 6= 0, т.е. A не является E-группой.
В обоих случаях получаем противоречие с условием (1), а значит, из ν(1, 1) = 0 всегда следует,
что ν = 0.

(2)⇒(1). Предположим, что A не является E-группой; тогда по лемме 1.3 найдутся такие эндо-
морфизм α ∈ E(A) и элемент a ∈ A, что α(1) = 0 и α(a) 6= 0. Рассмотрим умножение ν, заданное
следующим образом:

ν(x, y) = µ(x, α(y)).

Тогда ν(1, 1) = 0 и ν(1, a) 6= 0; противоречие. �

Теорема 5.3. Пусть группа A допускает структуру ассоциативного кольца с единицей

(A,µ). Тогда следующие условия равносильны:

(1) A—E-группа;

(2) все умножения на A ассоциативны;
(3) все умножения на A коммутативны.

Доказательство. Импликация (1)⇒(2) следует из теоремы 1.4 и коммутативности E-кольца
(A,µ).

(2)⇒(1). Пусть A не является E-группой. Тогда по лемме 1.3 существует такой ненулевой
эндоморфизм α, что α(1) = 0. Возможны два случая.

Случай 1: существует такой элемент a ∈ A, что α2(a) 6= 0. Рассмотрим умножение ν, действу-

ющее по правилу ν(x, y) = µ(x, α(y)). Тогда

ν(ν(1, 1), a) = ν(µ(1, α(1)), a) = ν(0, a) = 0,

ν(1, ν(1, a)) = ν(1, µ(1, α(a))) = ν(1, α(a)) = µ(1, α2(a)) = α2(a) 6= 0,

т.е. умножение ν неассоциативно.
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Случай 2: α2(x) = 0 для любого x ∈ A. Поскольку α— ненулевой эндоморфизм, существует та-

кой элемент a, что α(a) 6= 0. Рассмотрим эндоморфизм β, действующий по закону β(x) = x+α(x),
и умножение ν, действующее по правилу ν(x, y) = µ(x, β(y)). Покажем, что ν — неассоциативное
умножение:

ν(ν(1, 1), a) = ν(µ(1, β(1)), a) = ν(1 + α(1), a) = ν(1, a) = µ(1, β(a)) = β(a),

ν(1, ν(1, a)) = ν(1, µ(1, β(a))) = ν(1, a+ α(a)) = ν(1, a) + ν(1, α(a)) =

= β(a) + β(α(a)) = β(a) + α(a) + α2(a) = β(a) + α(a) 6= β(a).

В обоих случаях получили противоречие с тем, что все умножения на A ассоциативны, а значит,

A—E-группа.
Импликация (1)⇒(3) вытекает из теоремы 1.4.
(3)⇒(1) Предположим, что A не является E-группой. Тогда найдется такой эндоморфизм α ∈

E(A), что α(1) = 0 и α(a) 6= 0 для некоторого a ∈ A. Рассмотрим умножение ν, действующее
по правилу ν(x, y) = µ(x, α(y)). Тогда ν(a, 1) = µ(a, α(1)) = 0 и ν(1, a) = α(a) 6= 0, а значит,
умножение ν некоммутативно. �

В связи с теоремой 5.3 естественным обобщением E-групп (но не E-замкнутых групп) являются

группы, допускающие только коммутативные умножения.

Пример 5.4 (см. [5]). Делимая группа A допускает только коммутативные умножения в точ-
ности тогда, когда r0(A) 6 1.

Пример 5.5 (см. [22]). Периодическая группа A допускает только коммутативные умножения
в точности тогда, когда rp(A) 6 1 для любого простого p.

Пример 5.6. Любая группа без кручения A ранга 1 допускает только коммутативные умно-
жения, так как A является либо E-группой, либо нуль-группой.

Пример 5.7. Рассмотрим кольцо Zχ =
∏

p∈P
Zp3 . Возьмем элемент x = (pεp), где εp — единица

кольца Zp3 , и построим группу A = 〈x, x2〉∗ ⊂ Zχ. В силу [27, Theorem 119.3] всякое умножение на

группе A единственным образом продолжается до умножения на группе Z+
χ . Но Zχ —E-кольцо,

следовательно, всякое умножение на Zχ и на A коммутативно.

Отметим некоторые свойства групп, допускающих только коммутативные умножения.

(a) Если группа допускает только коммутативные умножение, то для любого ее прямого слагае-

мого верно то же самое.
(b) Если A и B — квазиизоморфные группы без кручения, причем группа A допускает только

коммутативные умножения, то B тоже допускает только коммутативные умножения.

(c) Если группа A допускает только коммутативные умножения, то для любого простого p

tp(A) ∼= Zpn ⊕
⊕

m

Zp∞,

где n = n(p)— некоторое целое неотрицательное число, а m = m(p)— некоторое кардинальное
число.

Пример 5.8. Пусть A— TE-группа без кручения конечного ранга (т.е. для группы A имеет
место квазиизоморфизм A ∼̇=EndA). Несложно показать, что E(A) является E-кольцом (см., на-
пример, [21]). Тогда группа A квазиизоморфна E-группе EndA, а значит, по свойству (b) группа

A допускает только коммутативные умножения.

Заметим, что примеры TE-групп без кручения конечного ранга, не являющихся E-группами,

приводятся в [16] (при рассмотрении жестких почти вполне разложимых групп кольцевого ти-
па с циклическим регуляторным фактором) и в [8, 9] (при рассмотрении групп со свободными
сервантными подгруппами и при рассмотрении групп со свободными подгруппами бесконечного

индекса).
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Теорема 5.9 (см. [22]). Пусть A =
⊕

i∈I

Ai, где все Ai — группы без кручения ранга 1. Тогда

следующие утверждения равносильны:

(1) группа A допускает только коммутативные умножения;

(2) Hom(Ai ⊗Aj , Ak) = 0 для всех i, j, k ∈ I, удовлетворяющих условию i 6= j;
(3) type(Ai) + type(Aj) 66 type(Ak) для всех i, j, k ∈ I, удовлетворяющих условию i 6= j.

Доказательство. (1)⇒(2). Предположим, что для некоторых i, j, k ∈ I, удовлетворяющих усло-
вию i 6= j, существует ненулевой гомоморфизм f ∈ Hom(Ai⊗Aj , Ak). Для произвольных a, b ∈ A
определим произведение a · b = f(ai ⊗ bj), где ai, bj — компоненты элементов a, b в группах Ai
и Aj соответственно. Выберем такие ai ∈ Ai и aj ∈ Aj , что ai · aj = f(ai ⊗ aj) 6= 0. Но тогда
aj · ai = f(0⊗ 0) = 0, что противоречит коммутативности кольца (A, ·).

(2)⇒(3). Пусть type(Ai) + type(Aj) 6 type(Ak) для некоторых i, j, k ∈ I, удовлетворяющих

условию i 6= j. Поскольку Ai ⊗ Aj — группа без кручения ранга 1 и type(Ai ⊗ Aj) = type(Ai) +
type(Aj), то Hom(Ai ⊗Aj , Ak) 6= 0— противоречие.

(3)⇒(1). Рассмотрим произвольное умножение · на группе A. Так как при i 6= j имеем нера-

венство type(Ai)+ type(Aj) 66 type(Ak), то type(πk(ai ·aj)) 6= type(Ak) для любых ai ∈ Ai, aj ∈ Aj
и проекции πk : A → Ak. Следовательно, ai · aj = 0 при всех i, j ∈ I, удовлетворяющих условию
i 6= j. Таким образом, умножение · задается умножениями ai · bi, где ai, bi ∈ Ai и i ∈ I. Выберем

для каждого i ∈ I произвольный ненулевой элемент ei ∈ Ai. Так как Ai — группа без кручения
ранга 1, то всякий элемент ai ∈ Ai представим в виде qiei, где qi ∈ Q. Следовательно, умножение
· на группе A вполне задается элементами e2i , i ∈ I, а значит, (A, ·) — коммутативное кольцо. �

Пример 5.10 (см. [22]). Пусть A = A1 ⊕ A2 — вполне разложимая группа без кручения ран-
га 2, type(A1) = (1, 0, 1, 0, . . .) и type(A2) = (∞, 0,∞, 0, . . .). Нетрудно проверить, что любое ассо-

циативное умножение на группе A коммутативно. Однако, по теореме 5.9 группа A допускает и
некоммутативные умножения.

Предложение 5.11. Если группа A допускает только коммутативные умножения и имеет

ненулевую делимую часть, то r0(A) 6 1.

Доказательство. Так как A имеет ненулевую делимую часть, то A = D ⊕ B, где D ∼= Q или
D ∼= Zp∞ . Предположим, что r0(A) > 2 и рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть D ∼= Q; тогда r0(B) > 1. Следовательно, существует ненулевой гомоморфизм
f : D ⊗B → D. Для произвольных элементов a1 = d1 + b1 и a2 = d2 + b2 (d1, d2 ∈ D и b1, b2 ∈ B)
определим произведение a1 · a2 = f(d1 ⊗ b2). Так как f — ненулевой гомоморфизм, то f(d⊗ b) 6= 0

для некоторых d ∈ D, b ∈ B. Но тогда d · b = f(d⊗ b) 6= 0, а b · d = f(0⊗ 0) = 0, что противоречит
коммутативности кольца (A, ·).

Случай 2. Пусть D ∼= Zp∞; тогда r0(B) > 2, и в группе B можно выбрать линейно независимые

элементы a, b. Следовательно, a ⊗ b и b ⊗ a— линейно независимые элементы группы B ⊗ B.
Построим такой гомоморфизм

f : 〈a⊗ b〉 ⊕ 〈b⊗ a〉 → Zp∞ ,

что

f(a⊗ b) = d 6= 0, f(b⊗ a) = 0.

Так как Zp∞ — инъективная группа, то гомоморфизм f можно расширить до гомоморфизма f :
B ⊗ B → Zp∞ . Теперь для произвольных элементов a1 = d1 + b1 и a2 = d2 + b2 (d1, d2 ∈ D и
b1, b2 ∈ B) группы A определим произведение a1 ·a2 = f(b1⊗ b2). При этом a · b = d 6= 0 и b ·a = 0,

что противоречит коммутативности кольца (A, ·).
В обоих случаях мы получили противоречие, следовательно, r0(A) 6 1. �

В связи с доказанным утверждением интерес представляют группы без кручения ранга 1,

допускающие только коммутативные умножения.
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Теорема 5.12. Пусть A— редуцированная нерасщепляющаяся смешанная группа без круче-

ния ранга 1 и S = s(A) = {p ∈ P | tp(A) 6= 0}. Тогда следующие условия равносильны:

(1) группа A допускает только коммутативные умножения;
(2) tp(A)— циклическая группа для каждого p ∈ S и A вкладывается в группу

∏

p∈S

tp(A) в каче-

стве S-сервантной подгруппы;
(3) tp(A)— циклическая группа для каждого p ∈ S и A сервантно вкладывается в группу

∏

p∈P
Rp,

где

Rp =











tp(A), p ∈ S,

0, p /∈ S и A является p-делимой,
̂Zp, p /∈ S и A не является p-делимой.

Доказательство. (1)⇒(2). Для произвольного простого числа p ∈ S рассмотрим разложение

A = tp(A) ⊕ Ap. Так как A— редуцированная группа, то tp(A)— циклическая группа. Покажем,
что Ap — p-делимая группа. Предположим противное, pAp 6= Ap. Пусть tp(A) = 〈a〉 ∼= Zpn; тогда
tp(A)⊗Ap ∼= Ap/p

nAp — нетривиальная прямая сумма циклических p-примарных групп порядка

6 pn. Следовательно, существует ненулевой гомоморфизм f : tp(A)⊗Ap → tp(A). Для элементов
a1 = t1+b1 и a2 = t2+b2 (t1, t2 ∈ tp(A) и b1, b2 ∈ Ap) группы A определим произведение по закону
a1 · a2 = f(t1 ⊗ b2). Выберем произвольно такие элементы t ∈ tp(A) и b ∈ Ap, что f(t ⊗ b) 6= 0.

Тогда t · b = f(t⊗ b) 6= 0 и b · t = f(0⊗ 0) = 0, что противоречит коммутативности кольца (A, ·).
Таким образом, Ap — p-делимая группа при любом p ∈ S.

Пусть a— произвольный элемент группы A; тогда для каждого p ∈ S имеет место разложение

A = tp(A)⊕Ap и, следовательно, a = ap + bp, где ap ∈ tp(A) и bp ∈ Ap. Рассмотрим гомоморфизм

ϕ : A→
∏

p∈S

tp(A), ϕ : a 7→ (ap)p∈S .

Очевидно, Kerϕ =
⋂

p∈S
Ap — группа без кручения ранга 6 1. Если r0(Kerϕ) = 1, то ϕ(A) = t(A),

и значит, t(A) выделяется в A прямым слагаемым, что противоречит нерасщепляемости группы
A. Следовательно, r0(Kerϕ) = 0 и Kerϕ = 0, т.е. ϕ— мономорфизм.

Так как все группы Ap (p ∈ S) p-делимые, то факторгруппа A/t(A) является p-делимой при

любом p ∈ S. Из этого следует, что ϕ(A) — p-сервантная подгруппа в
∏

p∈S
tp(A) для любого p ∈ S.

(2)⇒(3). Рассмотрим короткую сервантно точную последовательность

0 → t(A) → A→ A/t(A) → 0.

Она индуцирует короткую последовательность

0 → ̂t(A) → ̂A→ Â/t(A) → 0,

где ̂ — функтор взятия Z-адического пополнения. Хорошо известно (см., например, [27,

Theorem 39.8]), что вторая последовательность точна и расщепляется, т.е. ̂A ∼= ̂t(A) ⊕ Â/t(A).
При этом

̂t(A) ∼=
∏

p∈S

tp(A),

а поскольку A/t(A)— группа без кручения ранга 1, то

Â/t(A) ∼=
∏

p∈T

̂Zp,

где T = {p ∈ P | p(A/t(A)) 6= A/t(A)}. Учитывая, что A/t(A)— p-делимая группа при любом

p ∈ S, получаем, что S ∩ T = ∅, и значит, ̂A =
∏

p∈P

Rp, где группы Rp удовлетворяют условиям

п. (3).
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Если µ : A → ̂A— естественный гомоморфизм, то µ(A)— сервантная подгруппа в ̂A =
∏

p∈P
Rp,

причем

Kerµ =
⋂

n∈Z

nA ⊆
⋂

p∈S

Ap = 0.

Следовательно, группа A сервантно вкладывается в группу
∏

p∈P
Rp.

(3)⇒(1). Пусть (A, ·) — произвольное кольцо на группе A. Так как пополнение µ : A → ̂A

является вложением и, очевидно,
̂A ∼=

∏

p∈P

Rp,

то кольцевая структура на (A, ·) единственным образом продолжается до кольцевой структуры
на

∏

p∈P
Rp (см. [27, Sec. 119]). Но

∏

p∈P
Rp —E-группа, а значит, всякое умножение на ней коммута-

тивное. Таким образом, (A, ·) — коммутативное кольцо. �
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