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Аннотация. В работе получена явная формула решения аналога задачи Коши для неоднородно-

го многомерного поликалорического уравнения с оператором Бесселя. Для построения решения

применен многомерный оператор Эрдейи—Кобера дробного порядка.

Ключевые слова: задача Коши, поликалорическое уравнение, оператор Эрдейи—Кобера, диф-

ференциальный оператор Бесселя.

AMS Subject Classification: 35K25, 35K30

1. Введение. Постановка задачи. Сингулярные параболические уравнения с оператором
Бесселя относятся к классу уравнений, вырождающихся по пространственным переменным на
границе области; они часто встречаются в приложениях, например, в задачах теплопереноса в
неподвижной среде (твердом теле), в задачах диффузионного пограничного слоя (см. [14]), в
задачах распространения тепла при закачке горячей жидкости в нефтяной пласт (см. [18]) и др.

Вырождающиеся уравнения представляют собой один из важных разделов современной тео-
рии дифференциальных уравнений с частными производными; число опубликованных работ по
этой тематике весьма значительно. Особое место занимают начальные и краевые задачи для па-
раболических уравнений с оператором Бесселя. Теория классических решений задачи Коши для
сингулярных параболических уравнений второго порядка с оператором Бесселя разработана в
работах В. В. Крехивского и М. И. Матийчука [11,12], D. Colton [20], O. Arena [19], И. А. Кипри-
янова, В. В. Катрахова и В. М. Ляпина [9], В. В. Крехивского [10], И. И. Веренич [2], С. А. Тер-
сенова [17], С. Д. Ивасишена и В. П. Лавренчука [5], А. Б. Муравника [13] и др. Задача Коши
для сингулярных параболических уравнений в классах распределений и в классах обобщенных
функций типа S′ изучались Я. И. Житомирским [4], В. В. Городецким, И. В. Житарюком, и
В. П. Лавренчуком [3] и др. Однако начальные и краевые задачи для уравнений с оператором
Бесселя высокого порядка к настоящему времени остаются малоизученными.

Пусть x = (x1, x2, . . . , xn)— точка n-мерного евклидова пространства R
n, и R

n
+ =

{

x ∈ R
n :

xk > 0, k = 1, n
}

. В области Ω =
{

(x, t) : x ∈ R
n
+, t ∈ R

1
+

}

рассмотрим задачу нахождения
классического решения u(x, t) уравнения

Lm
γ (u) ≡

(

∂

∂t
−∆B

)m

u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (1)

удовлетворяющее начальным условиям

∂ku

∂tk

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕk(x), x ∈ R
n
+, k = 0,m− 1, (2)

и однородным граничным условиям

∂2k+1u

∂x2k+1
j

∣

∣

∣

∣

∣

xj=0

= 0, t > 0, j = 1, n, k = 0,m− 1, (3)
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4 Ш. Т. КАРИМОВ

где

∆B =

n
∑

k=1

Bxk
γk
, Bxk

γk
=

∂2

∂x2k
+

[

2γk + 1

xk

]

∂

∂xk

— оператор Бесселя, действующий по переменной xk, γ = (γ1, . . . , γn) ∈ R
n, γk ∈ R, γk > −1/2,

k = 1, n, m— натуральное число; f(x, t), ϕk(x), k = 0,m− 1— заданные дифференцируемые
функции.

Отметим, что в задачах общей теории дифференциальных уравнений с частными производны-
ми, содержащих оператор Бесселя по одной или нескольким переменным, основным аппаратом
исследования является соответствующее интегральное преобразование Фурье—Бесселя. В отли-
чие от традиционных методов для решения поставленной задачи применим многомерный опера-
тор Эрдейи—Кобера дробного порядка. Поэтому сначала рассмотрим некоторые свойства этого
оператора.

2. Многомерный оператор Эрдейи—Кобера дробного порядка. В теории и приложе-
ниях широко используются различные модификации и обобщения классических операторов ин-
тегрирования и дифференцирования дробного порядка. К таким модификациям относятся, в
частности, операторы Эрдейи— Кобера (см. [16]).

В [21] многомерный обобщенный оператор Эрдейи—Кобера был введен в виде

Jλ

(

α
η

)

f(x) =

= Jλ1,λ2,...,λn

(

α1, α2, . . . , αn

η1, η2, . . . , ηn

)

f(x) = Jx1

λ1
(η1, α1) J

x2

λ2
(η2, α2) · · · Jxn

λn
(ηn, αn) f(x) =

=

[

n
∏

k=1

2x
−2(αk+ηk)
k

Γ(αk)

] x1
∫

0

x2
∫

0

· · ·
xn
∫

0

n
∏

k=1

[

t2ηk+1
k

(

x2k − t2k
)αk−1

J̄αk−1

(

λ
√

x2k − t2k

)

]

×

× f(t1, t2, . . . , tn) dt1 dt2 . . . dtn, (4)

где λ, α, η ∈ R
n, αk > 0, ηk > −1/2, k = 1, n; Γ(α)— гамма-функция Эйлера, J̄ν(z)— функция

Бесселя—Клиффорда, которая выражается через функции Бесселя Jν(z) по формуле

J̄ν(z) = Γ(ν + 1)
(z

2

)−ν
Jν(z),

Jxk

λk
(ηk, αk)— частный интеграл Эрдейи—Кобера порядка αk по k-й переменной:

Jxk

λk
(ηk, αk)f(x) =

2x
−2(αk+ηk)
k

Γ(αk)

xk
∫

0

(x2k − t2)αk−1J̄αk−1

(

λk

√

x2k − t2
)

×

× t2ηk+1f
(

x1, x2, . . . , xk−1, t, xk+1, . . . , xn
)

dt.

В [21] также исследованы основные свойства оператора (4) и показано, что обратный оператор
имеет вид

J−1
λ

(

α
η

)

f(x) = Jiλ

(

−α
η + α

)

f(x) = 2n−|m|

[

n
∏

k=1

x−2ηk
k

Γ(mk − αk)

(

1

xk

∂

∂xk

)mk

]

×

×
x1
∫

0

x2
∫

0

· · ·
xn
∫

0

n
∏

k=1

[

t
2(ηk+αk)+1
k

(

x2k − t2k
)mk−1−αk Īmk−1−αk

(

λ
√

x2k − t2k

)

]

×

× f
(

t1, t2, . . . , tn) dt1 dt2 . . . dtn, (5)

где αk > 0, mk = [αk] + 1, ηk > −1/2, k = 1, n, Īν(z) = Γ(ν + 1)(z/2)−νIν(z), Iν(z)— функция
Бесселя мнимого аргумента; m = (m1,m2, . . . ,mn)— мультииндекс, а |m| = m1 +m2 + · · ·+mn —
его длина.
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Учитывая, что J̄ν(0) = 1 в пределе при λk → 0, k = 1, n, получим

J0

(

α
η

)

f(x) = J0,0,...,0

(

α1 α2 . . . αn

η1 η2 . . . ηn

)

f(x) =

=

n
∏

k=1

[

2x
−2(αk+ηk)
k

Γ(αk)

] x1
∫

0

x2
∫

0

· · ·
xn
∫

0

n
∏

k=1

[

t2ηk+1
k

(

x2k − t2k
)αk−1

]

f(t) dt1 dt2 . . . dtn. (6)

Этот оператор является многомерным аналогом обычного (не обобщенного) оператора Эрдейи—
Кобера. В этом случае обратный оператор (5) примет следующий вид:

J−1
0

(

α
η

)

f(x) = 2n−|m|

[

n
∏

k=1

x−2ηk
k

Γ(mk − αk)

(

1

xk

∂

∂xk

)mk

]

×

×
x1
∫

0

x2
∫

0

· · ·
xn
∫

0

n
∏

k=1

[

t
2(ηk+αk)+1
k

(

x2k − t2k
)mk−1−αk

]

f(t1, t2, . . . , tn) dt1 dt2 . . . dtn. (7)

Теорема 1 (см. [21]). Пусть αk > 0, ηk > −1/2, k = 1, n; f(x) ∈ C2(Ωn); функции

x2ηk+1
k Bxk

ηk
f(x) интегрируемы при xk → 0 и

lim
xk→0

x2ηk+1
k fxk

(x) = 0, k = 1, n.

Тогда
(

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

)

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

)

Bxk
ηk
f(x), k = 1, n.

В частности, если λk = 0, k = 1, n, то

Bxk
ηk+αk

J0

(

α
η

)

f(x) = J0

(

α
η

)

Bxk
ηk
f(x), k = 1, n,

где

Ωn =

n
∏

k=1

(0, bk) = (0, b1)× (0, b2)× · · · × (0, bn)

— декартово произведение, bk > 0, k = 1, n.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

) n
∑

k=1

[

Bxk
ηk

]

f(x).

В частности, если ηk = −1/2, k = 1, n, то

n
∑

k=1

[

Bxk

αk−1/2 + λ2
k

]

Jλ

(

α
−1/2

)

f(x) = Jλ

(

α
−1/2

)

∆f(x),

где

∆f(x) ≡
n
∑

k=1

[

∂2f(x)

∂x2k

]

— многомерный оператор Лапласа.

Докажем некоторые свойства многомерного обобщенного оператора Эрдейи—Кобера, которые
применяются при решении поставленной задачи.
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Теорема 2. Пусть αk > 0, ηk > −1/2, k = 1, n, f(x) ∈ C2n(Ωn), функции x2ηk+1
k Bxk

ηk
f(x)

интегрируемы в окрестности xk = 0 и

lim
xk→0

x2ηk+1
k fxk

(x) = 0, k = 1, n.

Тогда имеет место равенство

n
∏

k=1

(

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

)

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

) n
∏

k=1

Bxk
ηk
f(x).

В частности, если ηk = −1/2, k = 1, n, то

n
∏

k=1

[

Bxk

αk−(1/2) + λ2
k

]

Jλ

(

α
−1/2

)

f(x) = Jλ

(

α
−1/2

)

∂2nf(x)

∂x21∂x
2 . . . ∂x2n

.

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.

Пусть
[

Bxk
ηk

]0
= E, где E — единичный оператор,

[

Bxk
ηk

]mk

=
[

Bxk
ηk

]mk−1[

Bxk
ηk

]

=
[

Bxk
ηk

][

Bxk
ηk

]

· · ·
[

Bxk
ηk

]

—mk-я степень оператора Bxk
ηk

, k = 0, n.

Теорема 3. Пусть αk > 0, ηk > −1/2; f(x) ∈ C2m0(Ωn); функции x2ηk+1
k

[

Bxk
ηk

]pk+1
f(x) инте-

грируемы при xk → 0 и

lim
xk→0

x2ηk+1
k

(

∂

∂xk

)

[

Bxk
ηk

]pk
f(x) = 0, pk = 0,mk − 1, k = 1, n.

Тогда
[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]mk

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

)

[

Bxk
ηk

]mk

f(x), k = 1, n, (8)

где m0 = max{m1,m2, . . . ,mn}.
Заметим, что теорема 3 верна и в том случае, когда некоторые или все λk = 0, k = 1, n.

Доказательство. Теорему 3 можно доказать методом математической индукции по mk, k = 1, n.
Произвольно фиксируем k ∈ N, где N— множество натуральных чисел. Доказательство форму-
лы (8) при фиксированном k и mk = 1 приведено в теореме 1. Предположим, что равенство (8)
имеет место при mk = lk и докажем, что оно справедливо при mk = lk + 1. Из равенства

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]lk+1
Jλ

(

α
η

)

f(x) =
[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

][

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]lk
Jλ

(

α
η

)

f(x)

согласно предположению индукции при выполнении условий теоремы 3 имеем
[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

][

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]lk
Jλ

(

α
η

)

f(x) =
[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

Jλ

(

α
η

)

[

Bxk
ηk

]lk
f(x).

При выполнении условий

lim
xk→0

x2ηk+1
k

(

∂

∂xk

)

[

Bxk
ηk

]lk
f(x) = 0, k = 1, n,

теорема 1 применима к функциям
[

Bxk
ηk

]lk
f(x), откуда и получаем формулу (8). �

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]mk

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

) n
∑

k=1

[

Bxk
ηk

]mk

f(x).
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Кроме того, если f(x) ∈ C2|m|(Ωn), то

n
∏

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]mk

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

) n
∏

k=1

[

Bxk
ηk

]mk

f(x). (9)

Теорема 4. Пусть αk > 0, ηk > −1/2, k = 1, n, q ∈ N; f(x) ∈ C2q(Ωn); функции

x2ηk+1
k

[

Bxk
ηk

]l+1
f(x) интегрируемы в нуле и

lim
xk→0

x2ηk+1
k

(

∂

∂xk

)

[

Bxk
ηk

]l
f(x) = 0, l = 0, q − 1, k = 1, n.

Тогда имеет место равенство

(

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)

]qJλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

)

[

n
∑

k=1

Bxk
ηk

]q

f(x).

Теорема 4 доказывается с использованием полиномиальной формулы
(

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)q

=
∑

|m|=q

q!

m!

n
∏

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]mk

и равенства (9), где m! = m1!m2! . . . mn!.

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда при ηk = −1/2, k = 1, n, справед-

ливо равенство

(

n
∑

k=1

[

Bxk

αk−1/2 + λ2
k

]

)q

Jλ

(

α
−1/2

)

f(x) = Jλ

(

α
−1/2

)

∆qf(x).

В частности, при λk = 0 верно равенство

∆q
BJ0

(

α
−1/2

)

f(x) = J0

(

α
−1/2

)

∆qf(x),

где

∆B ≡
n
∑

k=1

Bxk

αk−1/2 =
n
∑

k=1

(

∂2

∂x2k
+

2αk

xk

∂

∂xk

)

.

Пусть L(y) — не зависящий от переменной x = (x1, x2, . . . , xn) линейный дифференциальный
оператор порядка l ∈ N по переменной y = (y1, y2, . . . , ys) ∈ R

s.

Теорема 5. Пусть αk > 0, ηk > −1/2, k = 1, n, q ∈ N; f(x, y) ∈ C2q,lq
x,y (Ωn × Ωs), функции

x2ηk+1
k

[

Bxk
ηk

]j+1
f(x, y) интегрируемы в окрестности начала координат и

lim
xk→0

x2ηk+1
k

(

∂

∂xk

)

[

Bxk
ηk

]j
f(x, y) = 0, j = 0, q − 1, k = 1, n.

Тогда
(

L(y) ±
n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)q

J
(x)
λ

(

α
η

)

f(x, y) = J
(x)
λ

(

α
η

)

(

L(y) ±
n
∑

k=1

Bxk
ηk

)q

f(x, y);

верхние индексы означают переменные, по которым действуют операторы.
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Доказательство. Используя биномиальную формулу, получим

(

L(y) ±
n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)q

J
(x)
λ

(

α
η

)

f(x, y) =

=

q
∑

j=0

Cj
q (±1)j

(

L(y)
)q−j

(

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)j

J
(x)
λ

(

α
η

)

f(x, y).

Далее, применяя теорему 4, имеем

J
(x)
λ

(

α
η

) q
∑

j=0

(

q
j

)

(±1)j
(

L(y)
)q−j

(

n
∑

k=1

Bxk
ηk

)j

f(x, y) = J
(x)
λ

(

α
η

)

(

L(y) ±
n
∑

k=1

Bxk
ηk

)q

f(x, y).

Теорема 5 доказана. �

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 5. Если

x = (x1, x2, . . . , xω), y = (xω+1, xω+2, . . . , xω+σ), ω + σ = n,

L(y) = −
ω+σ
∑

k=ω+1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

,

то

(

ω
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

−
ω+σ
∑

k=ω+1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)q

Jλ

(

α
η

)

f(x) =

= Jλ

(

α
η

)

(

ω
∑

k=1

Bxk
ηk

−
ω+σ
∑

k=ω+1

Bxk
ηk

)q

f(x),

где ω + σ = n. В частности, если L(y) ≡ 0, то
(

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)q

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

)

(

n
∑

k=1

Bxk
ηk

)q

f(x).

Пусть

[Dxk
ηk
]0 = E, Dxk

ηk
≡ x−2ηk

k

(

1

xk

∂

∂xk

)

x2ηkk ;

mk-ю степень оператора Dxk
ηk

можно представить в виде

Dxk
ηk
]mk =

[

Dxk
ηk

]mk−1
Dxk

ηk
= x−2ηk

k

(

1

xk

∂

∂xk

)mk

x2ηkk ,

(mk — неотрицательные целые числа, k = 1, n).

Теорема 6. Если αk > 0, ηk > −1/2, k = 1, n, f(x) ∈ Cm0(Ωn), функции x2ηk+1
xk

[

Dxk
ηk

]lk+1
f(x)

интегрируемы при xk → 0 и

lim
xk→0

x2ηkk

[

Dxk
ηk

]lk
f(x) = 0, lk = 0,mk − 1, k = 1, n,

то
[

Dxk
ηk+αk

]mk

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

)

[

Dxk
ηk

]mk

f(x), k = 1, n, (10)

где m0 = max{m1,m2, . . . ,mn}.
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Доказательство. Теорема 6 также доказывается с применением метода математической индук-
ции по mk, k = 1, n. Произвольно фиксируем k ∈ N. Доказательство формулы (10) при mk = 1,
k = 1, n, приведено в [7, 8]. Имеем

[

Dxk
ηk+αk

]

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

)

[

Dxk
ηk

]

f(x), k = 1, n. (11)

Предположим, что равенство (10) имеет место при mk = lk, и докажем, что оно справедливо при
mk = lk + 1:

[

Dxk
ηk+αk

]lk+1
Jλ

(

α
η

)

f(x) =
[

Dxk
ηk+αk

][

Dxk
ηk+αk

]lk
Jλ

(

α
η

)

f(x). (12)

По предположению индукции при выполнении условий теоремы 6 имеем
[

Dxk
ηk+αk

]lk
Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

)

[

Dxk
ηk

]lk
f(x).

Тогда равенство (12) примет вид
[

Dxk
ηk+αk

]lk+1
Jλ

(

α
η

)

f(x) =
[

Dxk
ηk+αk

]

Jλ

(

α
η

)

[

Dxk
ηk

]lk
f(x).

Далее, при выполнении условий

lim
xk→0

x2ηkk

[

Dxk
ηk

]lk
f(x) = 0,

применяя формулу (11) к функциям
[

Dxk
ηk

]lk
f(x), убеждаемся в справедливости формулы (10).

�

Следствие 5. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда
n
∏

k=1

[

Dxk
ηk+αk

]mk

Jλ

(

α
η

)

f(x) = Jλ

(

α
η

) n
∏

k=1

[

Dxk
ηk

]mk

f(x).

Теорема 7. Пусть 0 < αk < 1, ηk > −1/2, k = 1, n, p ∈ N; g(x) ∈ C2p(Ωn); функции
∂

∂xk

[

Bxk
ηk+αk

]l
g(x) интегрируемы в нуле и

lim
xk→0

x
2(ηk+αk)+1
k

∂

∂xk

[

Bxk
ηk+αk

]l
g(x) = 0, l = 0, p− 1, k = 1, n.

Тогда имеет место равенство
[

Bxk
ηk

− λ2
k

]p
J−1
λ

(

α
η

)

g(x) = J−1
λ

(

α
η

)

[

Bxk
ηk+αk

]p
g(x), k = 1, n,

или
[

Bxk
ηk

]p
J−1
λ

(

α
η

)

g(x) = J−1
λ

(

α
η

)

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]p
g(x), k = 1, n.

В частности, если λk = 0, то
[

Bxk
ηk

]p
J−1
0

(

α
η

)

g(x) = J−1
0

(

α
η

)

[

Bxk
ηk+αk

]p
g(x), k = 1, n.

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 3.

Следствие 6. Пусть выполнены условия теоремы 7. Тогда
(

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk

− λ2
k

]

)p

J−1
λ

(

α
η

)

g(x) = J−1
λ

(

α
η

)

(

n
∑

k=1

Bxk
ηk+αk

)p

g(x)

или
(

n
∑

k=1

Bxk
ηk

)p

J−1
λ

(

α
η

)

g(x) = J−1
λ

(

α
η

)

(

n
∑

k=1

[

Bxk
ηk+αk

+ λ2
k

]

)p

g(x).
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Если выполнены условия

lim
xk→0

x2αk

k

∂

∂xk

[

Bxk

αk−1/2

]l
g(x) = 0, l = 0, p− 1, k = 1, n

то из последнего равенства при λk = 0, ηk = −1/2, k = 0,m− 1, следует справедливость равенства

∆pJ−1
0

(

α
−1/2

)

g(x) = J−1
0

(

α
−1/2

)

∆p
Bg(x), (13)

где

∆p =

[

n
∑

k=1

∂2

∂x2k

]p

— p-я степень многомерного оператора Лапласа, а

∆p
B =

(

n
∑

k=1

[

Bxk

αk−1/2

]

)p

=

(

n
∑

k=1

[

∂2

∂x2k
+

2αk

xk

∂

∂xk

]

)p

.

Доказанные теоремы позволяют сводить многомерные уравнения высокого порядка с сингу-
лярными коэффициентами к полигармоническим, поликалорическим и поливолновым уравнени-
ям и тем самым поставить и исследовать корректные начальные и граничные задачи для таких
уравнений.

3. Решение поставленной задачи в случае однородного уравнения. Пусть существует
решение однородного уравнения Lm

γ (u) = 0, удовлетворяющее условиям (2) и (3). Будем искать
это решение в виде

u(x, t) = J
(x)
0

(

α
η

)

U(x, t), (14)

где α, η ∈ R
n, причем αk = γk + 1/2 > 0, ηk = −1/2, k = 1, n, U(x, t)— неизвестная и достаточное

число раз дифференцируемая функция, J
(x)
0

(

α
η

)

— многомерный оператор Эрдейи—Кобера дроб-

ного порядка (6), действующий по переменной x ∈ R
n.

Подставляя (14) в граничные условия (3), а затем в уравнение (1) и начальные условия (2), и
используя теорему 5 при L(t) ≡ ∂/∂t, получим задачу нахождения решения U(x, t) уравнения

(

∂

∂t
−∆

)m

U(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω, (15)

удовлетворяющего начальным условиям

∂kU

∂tk

∣

∣

∣

∣

t=0

= Φk(x), x ∈ R
n, k = 0,m− 1, (16)

и однородным граничным условиям

∂2k+1U

∂x2k+1
j

∣

∣

∣

∣

∣

xj=0

= 0, t > 0, j = 1, n, k = 0,m− 1, (17)

где Φk(x) = J−1
0

(

α
η

)

ϕk(x), ηk = −1/2, k = 0,m− 1, J−1
0

(

α
η

)

— обратный оператор (7).

Учитывая граничные условия (17), продолжим функции Φk(x) четным образом на xk < 0,

k = 0,m− 1, и продолженные функции обозначим через Φ̃k(x). Тогда в области Ω̃ = {(x, y) : x ∈
R
n, t > 0} получим задачу нахождения решения уравнения (15), удовлетворяющее начальным

условиям
∂kU

∂tk

∣

∣

∣

∣

t=0

= Φ̃k(x), x ∈ R, k = 0,m− 1. (18)

Введем обозначения

W0(x, t) = U(x, t), Wk(x, t) =

(

∂

∂t
−∆

)k

W0(x, t).
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В этих обозначениях задача (15), (18) эквивалентна задаче о нахождении функций Wk(x, t), k =
0,m− 1, удовлетворяющих системе уравнений











∂Wk

∂t
−∆Wk = Wk+1, (x, t) ∈ Ω̃, k = 0,m− 2,

∂Wm−1

∂t
−∆Wm−1 = 0, (x, t) ∈ Ω̃,

(19)

и начальным условиям
Wk(x, 0) = Fk(x), x ∈ R

n, k = 0,m− 1, (20)

где

Fk(x) =

k
∑

j=0

(−1)k−jCj
k∆

k−jΦ̃j(x), k = 0,m− 1. (21)

При решении задачи (19), (20) воспользуемся следующей леммой.

Лемма 1. Если g(x) ∈ L1(R
n), то имеет место равенство

t
∫

0

dτ
(

2
√

π(t− τ)
)n

∫

Rn

exp

[

− |x− y|2
4(t− τ)

]







1
(

2
√
πτ
)n

∫

Rn

g(η) exp

[

−(y − η)2

4τ

]

dη







dy =

=
t

(

2
√
πt
)n

∫

Rn

g(η) exp

[

−|η − x|2
4t

]

dy. (22)

Доказательство. В левой части равенства (22), в силу равномерной сходимости несобственных
интегралов, сделаем перестановку порядка интегрирования по η и по y. Затем, пользуясь фор-
мулой

+∞
∫

−∞

exp
[

− pξ2 − qξ
]

dξ =

√

π

p
exp

(

q2

4p

)

, Re p > 0

(см. [15]), вычислив внутренний интеграл по y, получим

n
∏

j=1

+∞
∫

−∞

exp

[

−{(xj − yj)
2

4(t− τ)
− (yj − ηj)

2

4τ

]

dyj =

[

2

√
π√
t

√

τ(t− τ)

]n

exp

[

−|η − x|2
4t

]

. (23)

Подставляя (23) в левую часть равенства (22), после сокращения подобных членов, получим
лемму 1. �

Вернемся к исследованию задачи (19), (20). Последовательно решая каждое уравнение систе-
мы (19), начиная с последнего, с учетом начальных условий (20) и леммы 1, находим решение
задачи (19), (20). Затем, учитывая равенство W0(x, t) = U(x, t), получим решение задачи (15), (17)
в виде

U(x, t) =
(

2
√
πt
)−n

m−1
∑

k=0

tk

k!

∫

Rn

Fk(s) exp

[

−|s− x|2
4t

]

ds, (24)

где Fk(x), k = 0,m− 1, — известные функции, определяемые через заданные начальные функции
равенствами (21).

Учитывая четность функций Fk(x), k = 0,m− 1, перепишем равенство (24) в виде

U(x, t) =
m−1
∑

k=0

tk

k!
Uk(x, t), (25)

где

Uk(x, t) =

∫

Rn
+

Fk(s)G(x, t, s) ds, (26)
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G(x, s, t) =

n
∏

j=1

G0(xj , sj , t), G0(xj , sj, t) =
1

2
√
πt

{

exp

[

−(sj − xj)
2

4t

]

+ exp

[

−(sj + xj)
2

4t

]}

.

Чтобы исследовать поведение функций Fk(x), k = 0,m− 1, сделаем некоторые преобразования.
Докажем следующую лемму.

Лемма 2. Пусть начальные функции ϕj(x) ∈ C2(m−j)−1(Rn
+), j = 0,m− 1, непрерывны и

ограничены и все их производные до порядка 2(m−j)−1 включительно, j = 0,m− 1, обращаются

в нуль при xk = 0, k = 1, n. Тогда имеют место равенства

lim
xk→0

x2αk

k

∂

∂xk

[

Bxk

αk−1/2

]l
ϕj(x) = 0, k = 1, n, l = 0,m− 1, j = 0,m− 1, (27)

lim
xk→0

[

Bxk
γk

]i
ϕj−i(x) = 0, k = 1, n, i = 0, j, j = 0,m− 1. (28)

Доказательство. Методом математической индукции нетрудно убедиться в справедливости ра-
венства

(

1

x

d

dx

)p

h(x) =

p
∑

j=1

(−1)j+1Apj
h(p−j+1)(x)

xp+j−1
, (29)

где Apj — постоянные, определяемые из рекуррентных соотношений

A(p+1)1 = Ap1 = 1, p > 1, A(p+1)j = (p+ j − 1)Ap(j−1) +Apj , p > 2, j = 2, p,

A(p+1)(p+1) = (2p − 1)App = (2p − 1)!!, p > 1.

Равенство (27) перепишем в виде

lim
xk→0

H(x) = lim
xk→0

x2αk

k

∂

∂xk

[

Bxk

αk−1/2

]l
ϕj(x) = lim

xk→0
x1+2αk

k

l
∑

q=0

Cq
l (2αk)

l−q

(

1

xk

∂

∂xk

)l−q+1

ϕ
(2q)
j (x).

Учитывая (29), имеем

lim
xk→0

H(x) =
l
∑

q=0

Cq
l (2αk)

l−q
l−q+1
∑

j=1

(−1)j+1A(l−q+1)j lim
xk→0

ϕ
(l−q−j+2)
j (x)

xl−q+j−2−2αk

k

.

Применяя к последнему равенству правило Лопиталя l−q+j−2 раз (см. [6]) и учитывая условие
доказываемой леммы, получим

lim
xk→0

ϕ
(l−q−j+2)
j (x)

xl−q+j−2−2αk

k

=

lim
xk→0

x2αk

k ϕ
(2(l−q))
j (x)

(l − q + j − 2)!
= 0.

Отсюда следует справедливость равенства (27). Равенство (28) доказываются аналогично. Лем-
ма 2 доказана. �

В силу леммы 2 для функций Φk(x) выполняются условия теоремы 7. Принимая во внимание
формулу (13), при xk > 0, k = 1, n, можно представить равенство (21) в виде

Fk(x) = J−1
0

(

α
−1/2

)

fk(x), k = 0,m− 1, (30)

где

fk(x) =

k
∑

j=0

(−1)jCj
k∆

j
Bϕk−j(x), k = 0,m− 1. (31)
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Учитывая вид обратного оператора (7), представим равенства (30) в виде

Fk(x) =

[

∂n

∂x1∂x2 . . . ∂xn

]

F̄k(x), k = 0,m− 1,

F̄k(x) =

n
∏

j=1

[

1

Γ(1− αj)

]

x1
∫

0

x2
∫

0

· · ·
xn
∫

0

n
∏

j=1

[

(x2j − s2j)
−αjs

2αj

j

]

fk(s) ds1 ds2 . . . dsn.

Заметим, что в силу леммы 2 из равенства (31) следует, что функции fk(x), k = 0,m− 1, при
xj > 0 будут непрерывными, ограниченными и fk(x)

∣

∣

xj=0
= 0, в силу чего из последнего равенства

имеем

F̄k(x)
∣

∣

∣

xj=0
= 0, j = 1, n, k = 0,m− 1. (32)

Принимая во внимание (32), в равенстве (26) выполним интегрирование по частям. Затем, под-
ставив в это равенство значение функций F̄k(x), получим

Uk(x, t) = −
n
∏

j=1

[

1

Γ(1− αj)

]
∫

Rn
+

fk(s)
n
∏

j=1

[

s
2αj

j G1(xj , sj, t)
]

ds, (33)

где

G1(xj , sj, t) =

+∞
∫

sj

(y2j − s2j)
−αj

∂

∂yj
G0(xj , yj, t)dyj . (34)

Вычислим интеграл (34). Применяя формулу

+∞
∫

0

e−aλ2

cos(bλ)dλ =

√

π

4a
exp

[

− b2

4a

]

, Re a > 0

(см. [15, с. 451]), представим функцию G0(xj , yj, t) в виде

G0(xj , yj , t) =
2

π

+∞
∫

0

e−tλ2

cos(xjλ) cos(yjλ)dλ.

Вычислим производную по yj и подставим полученное выражение для функции G0y в (34). Затем,
принимая во внимание равномерную сходимость интегралов, меняем порядок интегрирования и,
применяя формулу Мелера—Сонина (см. [1, с. 93]), вычислим внутренний интеграл. В результате
находим

G1(xj , sj, t) = −21/2−αj

√
π

Γ(1− αj)s
1/2−α
j

+∞
∫

0

e−tλ2

λαj+(1/2)Jα
−
1/2(λsj) cos(xjλ)dλ, (35)

где Jv(z)— функция Бесселя первого рода порядка v (см. [1, с. 12]).
Теперь, подставляя (33) в (25), а затем полученный результат в (14), после смены порядка

интегрирования получим

u(x, t) = −
n
∏

j=1

[

2x
1−2αj

j

Γ(αj)Γ(1− αj)

]

m−1
∑

k=0

tk

k!

∫

Rn
+

fk(s)
n
∏

j=1

s
2αj

j G2(xj , sj, t) ds, (36)

где

G2(xj, sj , t) =

xj
∫

0

(

x2j − ξ2j
)αj−1

G1(ξj , sj, t) dξj . (37)
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Подставим в (37) выражение (35) функции G1 и изменим порядок интегрирования. Затем, при-
меняя формулу Пуассона (см. [1, с. 93]), вычислим внутренний интеграл. В итоге находим

G2(xj , sj, t) = −1

2
Γ(αj)Γ(1− αj)

(

sj
xj

)1/2−αj
∞
∫

0

e−tλ2

Jαj−1/2(sjλ)Jαj−1/2(xjλ)λdλ.

Далее, учитывая формулу

∞
∫

0

e−tλ2

Jν(sλ)Jν(xλ)λdλ =
1

2t
exp

(

−x2 + s2

4t

)

Iν

(xs

2t

)

,

где Re ν > −1, Re t > 0 (см. [1, с. 60]), имеем

G2(xj , sj , t) = − 1

4t
Γ(αj)Γ(1− αj)

(

sj
xj

)1/2−αj

exp

(

−
x2j + s2j

4t

)

Iαj−1/2

(xjsj
2t

)

, (38)

где Iv(z)— функция Бесселя мнимого аргумента порядка v (см. [1, с. 13]).
Подставляя (38) в (36) и учитывая неравенства αj = γj+1/2 < 1 и γj > −1/2, j = 1, n, находим

окончательный вид решения однородного уравнения Lm
γ (u) = 0, удовлетворяющее условиям (2)

и (3) при |γj | < 1/2, j = 1, n:

u(x, t) =
1

(2t)n

n
∏

j=1

x
−γj
j

m−1
∑

k=0

tk

k!

∫

Rn
+

fk(s)G(x, s, t) ds, (39)

где

fk(x) =
k
∑

j=0

(−1)jCj
k∆

k−j
B ϕj(x),

G(x, s, t) =

n
∏

j=1

{

s
γj+1
j exp

[

−
x2j + s2j

4t

]

Iγj

(xjsj
2t

)

}

=

=

n
∏

j=1

[

s
γj+1
j Iγj

(xjsj
2t

)]

exp

[

−|x|2 + |s|2
4t

]

, |x|2 =
n
∑

j=1

x2j . (40)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что справедлива следующая теорема.

Теорема 8. Пусть |γj | < 1/2, j = 1, n, а функции ϕj(x) ∈ C2(m−j)−1(Rn
+), j = 0,m− 1, непре-

рывны и ограничены и все их производные до порядка 2(m − j) − 1 включительно, j = 0,m− 1,
обращаются в нуль при xk = 0, k = 1, n. Тогда функция u(x, t), определяемая равенством (39),
является классическим решением однородного уравнения Lm

γ (u) = 0, удовлетворяющее услови-

ям (2) и (3).

4. Решение задачи в случае неоднородного уравнения. Теперь рассмотрим задачу на-
хождения решения неоднородного уравнения (1), удовлетворяющего однородным граничным
условиям (3) и следующим однородным начальным условиям:

∂ku

∂tk

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0, x ∈ R
n
+, k = 0,m− 1. (41)

Чтобы найти решение задачи (1), (3), (41), воспользуемся следующим аналогом второго принципа
Дюамеля для уравнения высокого порядка.
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Теорема 9. Пусть функция U(x, t, τ), зависящая от параметра τ , является решением од-

нородного уравнения Lm
γ (U) = 0, x ∈ R

n
+, t > τ , удовлетворяющего однородным граничным

условиям (3) при t > τ и начальным условиям

∂kU

∂tk

∣

∣

∣

∣

t=τ

= 0, x ∈ R
n
+, k = 0,m− 2,

∂m−1U

∂tm−1

∣

∣

∣

∣

t=τ

= f(x, τ), x ∈ R
n
+. (42)

Тогда функция

V (x, t) =

t
∫

0

U(x, t, τ)dτ, (43)

является решением задачи (1), (3), (41).

Доказательство. Дифференцируя равенство (43) и учитывая (42), находим

∂V

∂t
= U(x, t, τ)

∣

∣

τ=t
+

t
∫

0

∂

∂t
U(x, t, τ) dτ =

t
∫

0

∂

∂t
U(x, t, τ) dτ,

∆BV (x, t) =

t
∫

0

∆BU(x, t, τ) dτ.

Составим выражение

L1
γ(V ) =

(

∂

∂t
−∆B

)

V =

t
∫

0

L1
γ

(

U(x, t, τ)
)

dτ.

Повторяя этот процесс m− 1 раз, с учетом (42) получим

Lm−1
γ (V ) =

(

∂

∂t
−∆B

)m−1

V =

t
∫

0

Lm−1
γ

(

U(x, t, τ)
)

dτ. (44)

Далее, дифференцируя (44) по t, находим

∂

∂t
Lm−1
γ (V ) = Lm−1

γ

(

U(x, t, τ)
)

∣

∣

∣

τ=t
+

t
∫

0

∂

∂t
Lm−1
γ

(

U(x, t, τ)
)

dτ. (45)

В силу (42) имеем

Lm−1
γ

(

U(x, t, τ)
)

∣

∣

∣

τ=t
=

(

∂

∂t
−∆B

)m−1

U
∣

∣

∣

τ=t
=

=

m−1
∑

k=0

Ck
m−1

[

−∆B

]m−k−1∂kU

∂tk

∣

∣

∣

τ=t
=

∂m−1U

∂tm−1

∣

∣

∣

τ=t
= f(x, t).

Принимая во внимание последнее равенство, из (45) получим

∂

∂t
Lm−1
γ (V ) = f(x, t) +

t
∫

0

∂

∂t
Lm−1
γ

(

U(x, t, τ)
)

dτ. (46)

Применяя к равенству (44) оператор ∆B и вычитая затем полученное равенство из (46), в силу
соотношения Lm

γ (U) = 0 находим Lm
γ (V ) = f(x, t).

Непосредственным вычислением можно проверить, что функция V (x, t), определяемая равен-
ством (43), удовлетворяет граничным условиям (3) и начальным условиям (41). Теорема 9 дока-
зана. �
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Чтобы найти решение однородного уравнения Lm
γ (U) = 0, x ∈ R

n
+, t > τ , удовлетворяющего

граничным условиям (3) и начальным условиям (41), сделаем замену переменных t1 = t−τ . Тогда
решение этой задачи даётся формулой (39), в которой t заменено на t1 + τ . Из этой формулы,
возвращаясь к старым переменным t и τ , имеем

U(x, t, τ) =
(t− τ)m−n−1

2n(m− 1)!

n
∏

j=1

[

x
−γj
j

]

∫

Rn
+

f(s, τ)G(x, s, t− τ) ds.

Принимая во внимание последнее равенство, из (43) находим решение задачи (1), (3), (41) в
следующем виде:

V (x, t) =
1

2n(m− 1)!

n
∏

j=1

[

x
−γj
j

]

t
∫

0

(t− τ)m−n−1 dτ

∫

Rn
+

f(s, τ)G(x, s, t− τ) ds,

где G(x, s, t)— функция, определяемая равенством (40).
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ЗАДАЧА ЖЕВРЕ ДЛЯ ОДНОГО СМЕШАННО-ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ С СИНГУЛЯРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

c© 2018 г. А. О. МАМАНАЗАРОВ

Аннотация. Исследована однозначная разрешимость задачи Жевре для одного смешанно-

параболического уравнения с сингулярным коэффициентом в полосе. Доказаны существование и

единственность решения поставленной задачи. Единственность решения доказана методом инте-

гралов энергии, а существование — методами теории интегральных уравнений Вольтерра и Фред-

гольма, а также сингулярных интегральных уравнений.

Ключевые слова: задача Жевре, смешанно-параболическое уравнение, сингулярный коэффи-

циент, единственность решения, существование решения.

AMS Subject Classification: 35A01, 35K20

1. Введение. Постановка задачи. Теория уравнений смешанного типа, благодаря своей при-
кладной важности, является одним из важнейших разделов современной теории дифференциаль-
ных уравнений с частными производными (см. [4,6,10,18,19]). Известно, что в начале исследова-
тели занимались изучением уравнений смешанного эллиптико-гиперболического, эллиптико-па-
раболического и параболо-гиперболического типов (см. [5, 7]). В последнее время возрос интерес
к исследованию смешанно-параболических уравнений. Это вызвано, в частности, их приложе-
ниями в гидродинамике и изучением движения жидкости со знакопеременным коэффициентом
вязкости.

Первыми работами об уравнениях такого типа были статьи французского математика М. Жев-
ре [21, 22], опубликованные еще в 1913-1914 гг. В них содержатся первые фундаментальные ис-
следования по линейным уравнениям с частными производными второго порядка смешанно-
параболического типа. Дальнейшее развития эта теория получила в работах А. М. Нахушева,
С. А. Терсенова, Т. Д. Джураева, C. D. Pagani, G. C. Talenti, И. Е. Егорова, С. В. Попова и их
учеников. В настоящее время имеется целый ряд работ, где наряду с основными граничными за-
дачами предложены и изучены новые постановки краевых задач для смешанно-параболических
уравнений в ограниченных областях (см. [1, 8, 9, 11, 14, 16, 17, 20, 23, 24]). В настоящей работе для
одного смешанно-параболического уравнения с сингулярным коэффициентом поставлен и изучен
аналог задачи Жевре в полосе.

Пусть D — область плоскости переменных x и t, ограниченная прямыми t = 0 и t = T , где
T = const > 0. В области D рассмотрим уравнение L(k)u = 0, где

L(k)u ≡











L
(k)
1 u ≡ uxx +

k1
x
ux − ut, (x, t) ∈ D1 = D ∩ (x > 0),

L
(k)
2 u ≡ uxx +

k2
x
uxut, (x, t) ∈ D2 = D ∩ (x < 0),

k1 и k2 — заданные действительные числа из [0, 1) .

Очевидно, что L
(k)
1 u = 0 и L

(k)
2 u = 0 являются параболическими уравнениями, причем направ-

ления времени этих уравнений параллельны оси ординат и противоположны. Поэтому L(k)u = 0
в области D является смешанно-параболическим уравнением.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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Задача G. Найти непрерывную в замыкании области D функцию u(x, t), являющуюся регуляр-

ным в областях D1 и D2 решением уравнения L
(k)
1 u = 0 и L

(k)
2 u = 0 соответственно и удовлетво-

ряющую условиям склеивания

lim
x→−0

u(x, t) = lim
x→+0

u(x, t), 0 < t < T, (1)

lim
x→−0

(−x)k2ux(x, t) = lim
x→+0

xk1ux(x, t), 0 < t < T, (2)

и граничным условиям

u(x, 0) = ϕ1(x), 0 6 x < +∞, (3)

u(x, T ) = ϕ2(x), −∞ < x 6 0, (4)

lim
|x|→+∞

u(x, t)) = 0, t ∈ [0, T ], (5)

где ϕ1(x) и ϕ2(−x)— заданные непрерывные функции на [0,+∞), причем

ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0, lim
x→+∞

ϕ1(x) = 0, lim
x→−∞

ϕ2(x) = 0.

Докажем однозначную разрешимость поставленной задачи.
При исследовании задачи G воспользуемся операторами дробного интегродифференцирования

(см. [15]), определяемые равенствами

D−γ
0t ϕ(t) =

1

Γ(γ)

t
∫

0

(t− η)γ−1ϕ(η)dη, D−γ
tT ϕ(t) =

1

Γ(γ)

T
∫

t

(η − t)γ−1ϕ(η)dη, γ > 0;

Dγ
0tϕ(t) =

1

Γ(1− γ)

d

dt

t
∫

0

ϕ(η)dη

(t− η)

γ

, Dγ
tTϕ(t) = − 1

Γ(1− γ)

d

dt

T
∫

t

ϕ(η)dη

(η − t)γ
, 0 < γ < 1.

2. Исследование задачи G при k1 = k2 = 0. Пусть u(x, t)— решение задачи G. При этом
условии согласование (2) принимает вид

lim
x→−0

ux(x, t) = lim
x→+0

ux(x, t), 0 < t < T. (6)

Учитывая условия (1) и (6), примем следующие обозначения:

u(−0, t) = u(+0, t) = τ(t), 0 6 t 6 T,

lim
x→−0

ux(x, t) = lim
x→+0

ux(x, t) = ν(t), 0 < t < T.

Известно, что решение уравнения L
(0)
1 u = 0, непрерывное в замыкании области D1 и удовлетво-

ряющее условиям (3),

lim
x→+∞

u(x, t) = 0, 0 6 t 6 T,

lim
x→+0

ux(x, t) = ν(t), 0 < t < T,

определяется формулой (см. [13])

u(x, t) =

+∞
∫

0

√
xξ

2t
I−1/2

(

xξ

2t

)

exp

(

−x2 + ξ2

4t

)

ϕ1(ξ)dξ−

− 1√
π

t
∫

0

ν(η)(t− η)−1/2 exp

( −x2

4(t− η)

)

dη, (7)
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где I−1/2(z)— функция Бесселя мнимого аргумента (см. [2]):

I−1/2(z) =

∞
∑

j=0

(z/2)2j−1/2

j!Γ(j + 1/2)
.

В формуле (7) перейдем к пределу при x → 0. учитывая равенство
√

πz

2
I−1/2(z)

∣

∣

∣

z=0
= 1

и обозначение u(0, t) = τ(t), 0 6 t 6 T , получим в результате соотношение между τ(t) и ν(t) на
отрезке D0 =

{

(0, t) : 0 < t < T
}

, перенесенное из области D1:

τ(t) = − 1√
π

t
∫

0

ν(η)(η − t)−1/2dη +Φ1(t), 0 6 t 6 T, (8)

где

Φ1(t) = (πt)−1/2

+∞
∫

0

ϕ1(ξ) exp

(

−ξ2

4t

)

dξ.

Выполняя замену переменных t = T−t0, x = −x0 в области D2 и уравнение L
(0)
2 u = 0 и используя

формулу (7), нетрудно убедиться, что решение уравнения L
(0)
2 u = 0, непрерывное в замыкании

области D2 и удовлетворяющее условиям (4),

lim
x→−∞

u(x, t) = 0, 0 6 t 6 T, lim
x→−0

ux(x, t) = ν(t), 0 < t < T,

определяется в виде

u(x, t) =

0
∫

−∞

√
xξ

2(T − t)
I−1/2

[

xξ

2(T − t)

]

exp

(

− x2 + ξ2

4(T − t)

)

ϕ2(ξ)dξ+

+
1√
π

T
∫

t

ν(η)
(

η − t
)−1/2

exp

(

− x2

4(η − t)

)

dη. (9)

Переходя к пределу при x → 0, из равенства (9) получим соотношение между τ(t) и ν(t) на
отрезке D0, перенесенное из области D2:

τ(t) =
1√
π

T
∫

t

ν(η)
(

η − t
)−1/2

dη +Φ2(t), 0 6 t 6 T ; (10)

здесь

Φ2(t) =
[

π
(

T − t
)

]−1/2
0

∫

−∞

ϕ2(ξ) exp

(

− ξ2

4(T − t)

)

dξ.

Этим задача G при k1 = k2 = 0 (в смысле разрешимости) сведена к эквивалентной системе
уравнений (8), (10). Поэтому теперь займемся исследованием системы (8), (10). С этой целью,
исключая из уравнений (8) и (10) неизвестную функцию τ(t), получим следующее уравнение
относительно неизвестной функции ν(t):

1√
π

t
∫

0

ν(η)
(

t− η
)−1/2

dη +
1√
π

T
∫

t

ν(η)
(

η − t
)−1/2

dη = Φ1(t)− Φ2(t), 0 6 t 6 T.

Это уравнение с помощью операторов дробного интегрирования D−γ
0t запишется в виде

D
−1/2
0t ν(t) +D

−1/2
tT ν(t) = Φ1(t)− Φ2(t), 0 6 t 6 T.
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Применяя к этому равенству оператор дробного дифференцирования D
1/2
0t , а затем принимая во

внимание равенства

D
1/2
0t D

−1/2
0t ν(t) = ν(t), D

1/2
0t D

−1/2
tT ν(t) =

1

π

T
∫

0

(η

t

)1/2 ν(η)

t− η
dη

(см. [15]) получим сингулярное интегральное уравнение относительно функции ν(t):

ν(t) +
1

π

T
∫

0

(η

t

)1/2 ν(η)

η − t
dη = D

1/2
0t

[

Φ1(t)− Φ2(t)
]

, 0 < t < T.

Умножая это уравнение на t1/2 и вводя обозначения

t1/2ν(t) = ρ(t), t1/2D
1/2
0t

[

Φ1(t)−Φ2(t)
]

= Φ0(t),

получим сингулярное интегральное уравнение Коши (см. [12]) относительно функции ρ(t):

ρ(t) +
1

π

T
∫

0

ρ(η)

η − t
dη = Φ0(t), 0 < t < T. (11)

Исследуем правую часть уравнения (11). Согласно разложению оператора дробного диффе-
ренцирования

Φ0(t) =
1√
π
t1/2

d

dt

t
∫

0

(

t− η
)−1/2

[

Φ1(η)− Φ2(η)
]

dη =

=
1√
π







Φ1(0) − Φ2(0) + t1/2
t

∫

0

Φ′
1(η)− Φ′

2(η)

(t− η)1/2
dη







. (12)

Рассмотрим функцию Φ1(t). Очевидно, что

Φ′
1(t) = − t−3/2

2
√
π

+∞
∫

0

ϕ1(ξ) exp

(

−ξ2

4t

)

dξ +
t−5/2

4
√
π

+∞
∫

0

ϕ1(ξ)ξ
2 exp

(

−ξ2

4t

)

dξ.

В интегралах, участвующих в Φ1(t) и Φ′
1(t), выполним замену переменных ξ = 2s

√
t:

Φ1(t) =
2√
π

+∞
∫

0

ϕ1

(

2
√
ts
)

e−s2 ds,Φ′
1(t) = − t−1

√
π

+∞
∫

0

ϕ1

(

2
√
ts
)

e−s2 ds+
t−1

√
π

+∞
∫

0

ϕ1

(

2
√
ts
)

s2e−s2 ds.

Учитывая условие ϕ1(0) = 0, функцию ϕ1(t) можно представить в виде ϕ1(t) = tεϕ̃1(t), где
ε = const > 0, ϕ̃1(t) ∈ C[0,+∞) и

∣

∣ϕ̃1(t)
∣

∣ < +∞. Подставляя это выражение функции ϕ1(t)

в Φ1(t) и Φ′
1(t), легко убедиться, что Φ1(t) = tε/2O(1), т.е. Φ1(0) = 0 и Φ′

1(t) = tε/2−1ω1(t); здесь
ω1(t) ∈ C[0, T ].

Далее, учитывая условие ϕ2(0) = 0, аналогичным методом можно убедиться, что

∣

∣Φ2(0)
∣

∣ < +∞, Φ′
2(t) = (T − t)ε/2−1ω2(t), ω2(t) ∈ C[0, T ].
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Теперь найденные выражения для Φ′
1(t) и Φ′

2(t) подставим в (12), затем в полученных инте-
гралах заменим переменные по формуле η = ts:

Φ0(t) =
1√
π

[

Φ1(0)− Φ2(0)
]

+

√

t

π

t
∫

0

(t− η)−1/2ηε/2−1ω1(η)dη−

−
√

t

π

t
∫

0

(t− η)−1/2(T − η)ε/2−1ω2(η)dη =

=
1√
π

[

Φ1(0)− Φ2(0)
]

+
1√
π
tε/2

1
∫

0

sε/2−1(1− s)−1/2ω1(ts)ds−

− t√
π
T ε/2−1

1
∫

0

(1− s)−1/2

(

1− t

T
s

)ε/2−1

ω2(ts) ds. (13)

Здесь первые и вторые слагаемые — ограниченные и непрерывные функции. Применяя теорему о
среднем значении к последнему интегралу в (13), а затем используя интегральное представление
гипергеометрической функции Гаусса

1
∫

0

za−1(1− z)c−a−1(1− xz)−b dz =
Γ(a)Γ(c− a)

Γ(c)
F (a, b, c;x), (14)

(см. [3]), находим

1
∫

0

(1− s)−1/2

(

1− t

T
s

)ε/2−1

ω2(ts) ds =

= ω2(ts1)

1
∫

0

(1− s)−1/2

(

1− t

T
s

)ε/2−1

ds = 2ω2(ts1)F

[

1,
1− ε

2
,
3

2
;
t

T

]

,

где s1 = const ∈ [0, 1].
Отсюда, применяя формулу автотрансформации

F (a, b, c;x) = (1− x)c−a−bF (c− a, c− b, c;x) (15)

(см. [3]) к функции Гаусса, имеем

1
∫

0

(1− s)−1/2

(

1− t

T
s

)ε/2−1

ω2(ts) ds =

= 2ω2(ts1)

(

1− t

T

)(ε−1)/2

F

[

1

2
,
1 + ε

2
,
3

2
;
t

T

]

= (T − t)(ε−1)/2O(1).

Учитывая это, из равенства (13) получим

Φ0(t) = (T − t)(ε−1)/2O(1).

Индекс сингулярного интегрального уравнения (11) в классе h(0) функций, ограниченных при
t = 0 и неограниченных при t = T , равен нулю. Поэтому его решение в этом классе существует,
единственно и дается формулой

ρ(t) =
1

2
Φ0(t)−

1

2π

T
∫

0

[

t(T − η)

(T − t)η

]1/4 Φ0(η)dη

η − t
(16)
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(см. [12]). В силу обозначения ρ(t) = t1/2ν(t), функция ν(t) однозначно находится из (16):

ν(t) =
1

2
√
t







Φ0(t)−
1

π

T
∫

0

[

t(T − η)

(T − t)η

]1/4 Φ0(η)dη

η − t







. (17)

Пользуясь установленными выше свойствами Φ0(t), нетрудно убедиться, что функция ν(t), опре-
деляемая равенством (17), принадлежит классу C[0, T ]∩L(0, T ). Подставляя функцию (17) в (7)
и (9) находим решение задачи G в областях D1 и D2.

Этим исследование задачи G при k1 = k2 = 0 завершено.

3. Исследование задачи G при k1, k2 ∈ (0, 1). Пусть u(x, t)— решение задачи G. Согласно
условиям (1) и (2), введем следующие обозначения:

u(−0, t) = u(+0, t) = τ(t), 0 6 t 6 T, (18)

lim
x→−0

(−x)k2ux(x, t) = lim
x→+0

xk1ux(x, t) = ν(t), 0 < t < T. (19)

Известно, что непрерывное в замыкании области D1 решение уравнения L
(k1)
1 u = 0, удовлетво-

ряющее условиям (3) и

lim
x→+∞

u(x, t) = 0, 0 6 t 6 T,

lim
x→+0

xk1ux(x, t) = ν(t), 0 < t < T,

определяется формулой

u(x, t) =

+∞
∫

0

ξk1(xξ)(1−k1)/2

2t
I(k1−1)/2

(

xξ

2t

)

exp

(

−x2 + ξ2

4t

)

ϕ1(ξ) dξ−

− 2−k1Γ−1

(

1 + k1
2

)

t
∫

0

ν(η)(t− η)−(1+k1)/2 exp

(

− x2

4(t− η)

)

dη (20)

(см. [13]). Переходя к пределу при x → 0 и учитывая обозначение (18), из (20) получим функци-
ональное соотношение между τ(t) и ν(t) на отрезке D0, перенесенное из области D1:

τ(t) = −2−k1Γ−1

(

1 + k1
2

)

t
∫

0

ν(η)(t− η)−(1+k1)/2 dη +Φ3(t), 0 6 t 6 T, (21)

где

Φ3(t) = 2−k1Γ−1

(

1 + k1
2

)

+∞
∫

0

ξk1t−(1+k1)/2 exp

(

−ξ2

4t

)

ϕ1(ξ) dξ.

Выполняя замену переменных t = T − t0, x = −x0 в области D2 и уравнение L
(k2)
2 u = 0 и

используя формулу (20), нетрудно убедиться, что непрерывное в замыкании области D2 решение

уравнения L
(k2)
2 u = 0, удовлетворяющее условиям (4) и

lim
x→−∞

u(x, t) = 0, 0 6 t 6 T,

lim
x→−0

(−x)k2ux(x, t) = ν(t), 0 < t < T,
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представимо в виде

u(x, t) =

0
∫

−∞

(−ξ)k2(xξ)(1−k2)/2

2(T − t)
I(k2−1)/2

[

xξ

2(T − t)

]

exp

(

− x2 + ξ2

4(T − t)

)

ϕ2(ξ) dξ+

+ 2−k2Γ−1

(

1 + k2
2

)

T
∫

t

ν(η)(η − t)−(1+k2)/2 exp

(

− x2

4(η − t)

)

dη. (22)

Отсюда, также переходя к пределу при x → 0, получим функциональное соотношение между
τ(t) и ν(t) на отрезке D0, перенесенное из области D2:

τ(t) = 2−k2Γ−1

(

1 + k2
2

)

T
∫

t

ν(η)(η − t)−(1+k2)/2 dη +Φ4(t), 0 6 t 6 T, (23)

где

Φ4(t) = 2−k2Γ−1

(

1 + k2
2

)

0
∫

−∞

(−ξ)k2(T − t)−(1+k2)/2 exp

(

− ξ2

4(T − t)

)

ϕ2(ξ) dξ.

Исключая из соотношений (21) и (23) неизвестную функцию τ(t), относительно неизвестной
функции ν(t) получим уравнение вида

2−k1Γ−1

(

1 + k1
2

)

t
∫

0

ν(η)(t− η)−(1+k1)/2 dη+

+ 2−k2Γ−1

(

1 + k2
2

)

T
∫

t

ν(η)(η − t)−(1+k2)/2 dη = Φ3(t)− Φ4(t), 0 6 t 6 T. (24)

Следовательно, задача G (в смысле разрешимости) эквивалентна интегральному уравнению (24).
Если из уравнения (24) возможно однозначно найти неизвестную функцию ν(t), то решение за-
дачи G в областях D1 и D2 определяется формулами (20) и (22) соответственно. Поэтому теперь
исследуем интегральное уравнение (24).

Сначала докажем единственность решения уравнения (24). С этой целью рассмотрим однород-
ное уравнение, соответствующее (24):

2−k1Γ−1

(

1 + k1
2

)

t
∫

0

ν(η)(t− η)−(1+k1)/2 dη+

+ 2−k2Γ−1

(

1 + k2
2

)

T
∫

t

ν(η)(η − t)−(1+k2)/2 dη = 0. (25)

Заменим t на z в (25), умножим на функцию ν(z) и проинтегрируем по z на отрезке [0, T ]:

2−k1Γ−1

(

1 + k1
2

)

T
∫

0

ν(z) dz

z
∫

0

ν(η)(z − η)−(1+k1)/2 dη+

+ 2−k2Γ−1

(

1 + k2
2

)

T
∫

0

ν(z) dz

T
∫

z

ν(η)(η − z)−(1+k2)/2 dη = 0.
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Из этого равенства, заменяя функции (z − η)−(1+k1)/2 и (η − z)−(1+k2)/2 по формуле

∣

∣z − η
∣

∣

−γ
= Γ−1(γ) cos−1 γπ

2

+∞
∫

0

ξγ−1 cos
(

|z − η|ξ
)

dξ, γ ∈ (0, 1)

(см. [3]), после преобразований получим

2
∑

j=1

1

2kj+1Γ

2
[

1 + kj
2

]

cos

[

π(1 + kj)

2

]

×

×
+∞
∫

0

ξ(kj−1)/2











T
∫

0

ν(η) cos(ηξ) dη





2

+





T
∫

0

ν(η) sin(ηξ)dη





2





dξ = 0.

Отсюда следует, что для всех ξ ∈ (0,+∞) справедливы равенства

T
∫

0

ν(η) cos(ηξ)dη = 0,

T
∫

0

ν(η) sin(ηξ)dη = 0. (26)

Тогда равенства (26) справедливы, в частности, при ξ = πn/T , n ∈ N, откуда следует, что ко-
эффициенты Фурье функции ν(t) ∈ L2[0, T ] равны нулю. Следовательно, ν(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ], т.е.
однородное уравнение (25) в классе L2[0, T ] имеет только тривиальное решение. Отсюда следует,
что если в классе L2[0, T ] существует решение интегрального уравнения (24), то оно единственно.

Теперь переходим к доказательству существования решения уравнения (24). С этой целью
уравнение (24) перепишем с помощью операторов дробного интегрирования:

αD
(k1−1)/2
0t ν(t) + βD

(k2−1)/2
tT ν(t) = Φ3(t)− Φ4(t), 0 6 t 6 T, (27)

где

α = 2−k1Γ

[

1− k1
2

]

/Γ

[

1 + k1
2

]

, β = 2−k2Γ

[

1− k2
2

]

/Γ

[

1 + k2
2

]

.

Рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть k1 = k2 ∈ (0, 1) > 0. Применяя оператор дробного дифференцирования D
(1−k1)/2
0t

к уравнению (27) и принимая во внимание равенства

Dγ
0tD

−γ
0t ν(t) = ν(t), Dγ

0tD
−γ
tT ν(t) = ν(t) cos γπ +

sin γπ

π

T
∫

0

(η

t

)γ ν(η)

t− η
dη, 0 < γ < 1

(см. [15]), для неизвестной функции ν(t) получим интегральное уравнение вида

ν(t) +
1

π
tg

(

1− k1
4

π

)

T
∫

0

(η

t

)(1−k1)/2 ν(η)

η − t
dη =

=
1

2α
cos−2

[

π(1− k1)

4

]

D
(1−k1)/2
0t

[

Φ3(t)− Φ4(t)
]

, 0 < t < T,

которое после введения обозначений

t(1−k1)/2ν(t) = ρ(t),
1

2α
cos−2

[

π(1− k1)

4

]

t(1−k1)/2D
(1−k1)/2
0t

[

Φ3(t)− Φ4(t)
]

= Φ5(t),

превращается в сингулярное интегральное уравнение Коши:

ρ(t) +
1

π
tg

(

1− k1
4

π

)

T
∫

0

ρ(η)

η − t
dη = Φ5(t), 0 < t < T. (28)
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Используя условия, наложенные на заданные функции ϕ1(x) и ϕ2(x), как и в случае k1 = k2 = 0,
можно показать, что

Φ5(t) ∈ C[0, T ), Φ5(t) = (T − t)(ε+k1−1)/2O(1),

где ε = const > 0.
Индекс уравнения (28) в классе h(0) равен нулю. Поэтому оно в этом классе имеет единственное

решение, и это решение дается формулой

ρ(t) = cos2
(

1− k1
4

π

)

Φ5(t)−
1

2π
sin

(

1− k1
2

π

)

T
∫

0

[

t(T − η)

(T − t)η

](1−k1)/4 Φ5(η)dη

η − t
(29)

(см. [12]). В силу равенства ρ(t) = t(1−k1)/2ν(t) функция ν(t) однозначно находится из (29):

ν(t) = t(k1−1)/2







cos2
(

1− k1
4

π

)

Φ5(t)−
1

2π
sin

(

1− k1
2

π

)

T
∫

0

[

t(T − η)

(T − t)η

](1−k1)/4 Φ5(η) dη

η − t







. (30)

Пользуясь свойствами функции Φ5(t) и сингулярных интегралов, нетрудно доказать, что функ-
ция ν(t), определяемая равенством (30), принадлежит классу C[0, T ]∩L2[0, T ]. Этим завершается
исследование уравнения (27) при k1 = k2 ∈ (0, 1).

Случай 2. Пусть теперь k1 > k2. В этом случае, применяя дифференциальный оператор D
(1−k1)/2
0t

к уравнению (27), получим

ν(t) +
β

α
D

(1−k1)/2
0t D

(k2−1)/2
tT ν(t) = Φ6(t), t ∈ (0, T ), (31)

где

Φ6(t) = α−1D
(1−k1)/2
0t

[

Φ3(t)− Φ4(t)
]

.

Упростим второе слагаемое в (31). На основании разложения операторов D
(1−k1)/2
0t и D

(k2−1)/2
tT

имеем

J = D
(1−k1)
0t D

(k2−1)/2
tT = c1

d

dt

t
∫

0

(t− s)(k1−1)/2 ds

T
∫

s

(η − s)−(1+k2)/2ν(η) dη,

где

c1 = Γ−1

[

1− k2
2

]

Γ−1

[

1 + k1
2

]

.

В повторном интеграле меняем порядок интегрирования:

J = c1
d

dt







t
∫

0

ν(η) dη

η
∫

0

(t− s)(k1−1)/2(η − s)−(k2+1)/2 ds+

+

T
∫

t

ν(η) dη

t
∫

0

(t− s)(k1−1)/2(η − s)−(k2+1)/2 ds







.

Выполним замену переменных в первом внутреннем интеграле по формуле s = ηz, а во втором
внутреннем интеграле — по формуле s = ηt:

J = c1
d

dt







t
∫

0

ν(η)



t(k1−1)/2η(1−k2)/2

1
∫

0

(1− z)−(1+k2)/2
(

1− η

t
z
)(k1−1)/2

dz



 dη+

+

T
∫

t

ν(η)



t(k1+1)/2η−(1+k2)/2

1
∫

0

(1− z)(k1−1)/2

(

1− t

η
z

)−(1+k2)/2

dz



 dη







.
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Применяя формулу (14) к внутренним интегралам, находим

J = c1
d

dt







2

1− k2

t
∫

0

ν(η)η(1−k2)/2t(k1−1)/2F

[

1− k1
2

, 1,
3− k2

2
;
η

t

]

dη+

+
2

k1 + 1

T
∫

t

ν(η)η−(k2+1)/2t(k1+1)/2F

[

1 + k2
2

, 1,
k1 + 3

2
;
t

/
η

]

dη







. (32)

Выполнив операции дифференцирования в (32) по формулам

d

dx

[

xaF
(

a, b, c;x
)

]

= axa−1F
(

a+ 1, b, c;x
)

,

d

dx

[

xc−1F
(

a, b, c;x
)

]

= (c− 1)xc−2F
(

a, b, c − 1;x
)

,

а затем применяя формулу

F
(

a, b, c; 1
)

=
Γ(c)Γ(c − a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
, c− a− b > 0

(см. [3]) к внеинтегральным членам, получим

J = −c1

t
∫

0

ν(η)η(1−k2)/2t(k1−3)/2F

(

3− k1
2

, 1,
3− k2

2
;
η

t

)

dη+

+ c1

T
∫

t

ν(η)η−(1+k2)/2t(k1−1)/2F

(

1 + k2
2

, 1,
1 + k1

2
;
t

η

)

dη.

Отсюда, применяя формулу (15) к функциям Гаусса, находим окончательный вид интеграла J :

J =

t
∫

0

ν(η)K1(t, η) dη +

T
∫

t

ν(η)K2(t, η)dη,

где

K1(t, η) = c1

(η

t

)(1−k2)/2
(t− η)−1+(k1−k2)/2F

(

k1 − k2
2

,
1− k2

2
,
3− k2

2
;
η

t

)

,

K2(t, η) = c1

(η

t

)(1−k1)/2
(η − t)−1+(k1−k2)/2F

(

k1 − k2
2

,
k1 − 1

2
,
1 + k1

2
;
t

η

)

.

Подставляя это выражение функции J в (31), получим следующее уравнение относительно неиз-
вестной функции ν(t):

ν(t) +

T
∫

0

K(t, η)ν(η)dη = Φ6(t), 0 < t < T, (33)

где

K(t, η) =

{

−(β/α)K1(t, η), t > η,

−(β/α)K2(t, η), t < η.

Введя обозначения ρ(t) = t(1−k1)/2ν(t), Φ7(t) = t(1−k1)/2Φ6(t), из (33) получим интегральное урав-
нение Фредгольма второго рода относительно ρ(t):

ρ(t) +

T
∫

0

K0(t, η)ρ(η)dη = Φ7(t), 0 < t < T, (34)
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где

K0(t, η) =

{

K3(t, η), t > η,

K4(t, η), T < η,

K3(t, η) = −β

α
Γ−1

[

1 + k1
2

]

Γ−1

[

1− k2
2

]

(η

t

)(k1−k2)/2
×

× (t− η)−1+(k1−k2)/2F

(

k1 − k2
2

,
1− k2

2
,
3− k2

2
;
η

t

)

,

K4(t, η) =
β

α
Γ−1

[

1 + k1
2

]

Γ−1

[

1− k2
2

]

(η − t)−1+(k1−k2)/2F

(

k1 − k2
2

,
k1 − 1

2
,
k1 + 1

2
;
t

η

)

.

Принимая во внимание условие k1 > k2 и используя свойства функции F (a, b, c;x), нетрудно
убедиться, что

K0(t, η) =
∣

∣t− η
∣

∣

−1+(k1−k2)/2O(1).

Далее, пользуясь равенствами ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0, как и выше, можно показать, что

Φ7(t) = (T − t)(ε+k1−1)/2O(1) ∈ C[0, T ).

Так как однородное интегральное уравнение (25) имеет только тривиальное решение, то (в силу
эквивалентности)однородное интегральное уравнение, соответствующее уравнению (34), также
имеет только решение ρ(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Тогда, согласно альтернативе Фредгольма (см. [12]),
решение неоднородного уравнения (34) существует и единственно. После того, как из (34) найдена

функция ρ(t), функция ν(t) = t(1−k1)/2ρ(t) оказывается будет известной и принадлежит классу
C(0, T ) ∩ L2[0, T ].

Этим полностью завершается исследование задачи G.
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Аннотация. Доказана однозначная разрешимость первой краевой задачи для эллиптического

уравнения с тремя сингулярными коэффициентами в прямоугольном параллелепипеде. Методом

интегралов энергии доказана единственность решения поставленной задачи. Для доказательства

существования решений использован спектральный метод Фурье, основанный на разделение пе-

ременных. Решение поставленной задачи построено в виде суммы двойного ряда Фурье—Бесселя.

При обосновании равномерной сходимости построенного ряда использованы асимптотические ме-

тоды. Полученная оценка позволила доказать сходимость ряда и его производных до второго

порядка включительно, а также теорему существования в классе регулярных решений данного

уравнения.

Ключевые слова: задача Дирихле, уравнение эллиптического типа, спектральный метод, един-

ственность решения, существование решения.
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1. Введение. Постановка задачи. Теория уравнений с сингулярными коэффициентами яв-
ляется одной из быстро развивающихся частей современной теории дифференциальных уравне-
ний с частными производными, которые имеют много применений в аэродинамике и газовой дина-
мике (см. [15]) и проблемах ирригации (см. [9]). Исследования стационарных процессов различной
физической природы (колебания, теплопроводность, диффузия, фильтрация и т. д.) обычно при-
водят к уравнениям эллиптического типа (см. монографии А. В. Бицадзе [1], Р. Гильберта [16],
М. М. Смирнова [10], М. С. Салахитдинова [7, 8] и др.).

Отметим некоторые работы по изучению локальных и нелокальных задач для эллиптических
уравнений с сингулярными коэффициентами, близкие к настоящей работе. В [5, 13, 14] исследо-
ваны задача N и задача T для уравнений эллиптического типа с одним сингулярным коэффици-
ентом в полушаре. Для эллиптических уравнений с двумя и тремя сингулярными коэффициен-
тами в областях, состоящей из частей шара, задачи Дирихле и Дирихле—Неймана исследованы
в [17–20]. Во всех перечисленных выше работах задачи решены методом функции Грина. В [3,11]
исследованы задачи Дирихле и Дирихле—Неймана для эллиптического уравнения с двумя син-
гулярными коэффициентами в четверти цилиндра методом спектрального анализа. Однако мно-
гие краевые задачи для эллиптических уравнений с сингулярными коэффициентами остаются
неизученными, например, задача в прямоугольной параллелепипеде. В данной работе исследова-
на однозначная разрешимость первой краевой задачи для трехмерного уравнения эллиптического
типа с тремя сингулярными коэффициентами в прямоугольном параллелепипеде.

Пусть Ω =
{

(x, y, z) : 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c
}

, где a, b, c ∈ R. В области Ω рассмотрим
трехмерное уравнение с тремя сингулярными коэффициентами

Lu ≡ uxx + uyy + uzz +
2α

x
ux +

2β

y
uy +

2γ

z
uz = 0, (1)

где u = u(x, y, z) — неизвестная функция, α, β, γ ∈ R. Рассмотрим наиболее распространенный
случай, когда 0 < α, β, γ < 1/2.

В области Ω уравнение (1) принадлежит эллиптическому типу. Плоскости x = 0, y = 0 и z = 0
являются плоскостями сингулярности уравнения.
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Задача D. Найти функцию u(x, y, z) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω), удовлетворяющую в области Ω уравне-
нию (1) и краевым условиям

u(0, y, z) = ϕ1(y, z), u(a, y, z) = ϕ2(y, z), 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c; (2)

u(x, 0, z) = ψ1(x, z), u(x, b, z) = ψ2(x, z), 0 6 x 6 a, 0 6 z 6 c; (3)

u(x, y, 0) = χ1(x, y), u(x, y, c) = χ2(x, y), 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, (4)

где ϕi, ψi, χi, i = 1, 2, — заданные непрерывные функции, причем на ребрах и вершинах области
Ω выполняются условия согласования.

2. Единственность решения задачи D.

Теорема 1. Задача D не имеет более одного решения.

Доказательство. Предположим, что задача D имеет два решения V1(x, y, z) и V2(x, y, z); тогда
функция u(x, y, z) = V1(x, y, z) − V2(x, y, z) удовлетворяет уравнению (1) и однородным краевым
условиям. Докажем, что u(x, y, z) ≡ 0 в Ω̄.

В области Ω справедливо тождество

x2αy2βz2γuLu =
(

x2αy2βz2γuux

)

x
+
(

x2αy2βz2γuuy

)

y
+
(

x2αy2βz2γuuz

)

z
−

− x2αy2βz2γ
(

u2x + u2y + u2z
)

= 0.

Интегрируя это тождество по области

Ωε5ε6
ε1ε2ε3ε4 =

{

(x, y, z) : ε1 < x < a− ε2, ε3 < y < b− ε4, ε5 < z < c− ε6

}

,

где εi, i = 1, 6, — достаточно малые положительные числа, имеем

∫∫∫

Ω
ε5ε6
ε1ε2ε3ε4

[

(

x2αy2βz2γuux

)

x
+
(

x2αy2βz2γuuy

)

y
+
(

x2αy2βz2γuuz

)

z

]

dx dy dz =

=

∫∫∫

Ω
ε5ε6
ε1ε2ε3ε4

[

x2αy2βz2γ
(

u2x + u2y + u2z
)

]

dx dy dz. (5)

Очевидно, что если εj → 0, j = 1, 6, то Ωε5ε6
ε1ε2ε3ε4 → Ω.

Применяя формулу Гаусса—Остроградского (см. [12, с. 333]) к левой стороне равенства (5),
имеем

c−ε6
∫

ε5

b−ε4
∫

ε3

y2βz2γ
[

(a− ε2)
2αu(a− ε2, y, z)ux(a− ε2, y, z) − ε2α1 u(ε1, y, z)ux(ε1, y, z)

]

dy dz+

+

c−ε6
∫

ε5

a−ε2
∫

ε1

x2αz2γ
[

(b− ε4)
2βu(x, b− ε4, z)uy(x, b− ε4, z)− ε2β3 u(x, ε3, z)uy(x, ε3, z)

]

dx dz+

+

a−ε2
∫

ε1

b−ε4
∫

ε3

x2αy2β
[

(c− ε6)
2γu(x, y, c − ε6)uz(x, y, c− ε6)− ε2γ5 u(x, y, ε5)uz(x, y, ε5)

]

dx dy =

=

∫∫∫

Ω
ε5ε6
ε1ε2ε3ε4

[

x2αy2βz2γ
(

u2x + u2y + u2z
)

]

dx dy dz.
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Переходя к пределу при εj → 0, j = 1, 6, и учитывая однородные краевые условия, из послед-
него равенства получим

∫∫∫

Ω

[

x2αy2βz2γ
(

u2x + u2y + u2z)
]

dx dy dz = 0.

Следовательно,
ux(x, y, z) ≡ uy(x, y, z) ≡ uz(x, y, z) ≡ 0, (x, y, z) ∈ Ω.

Тогда u(x, y, z) ≡ const, (x, y, z) ∈ Ω. Так как u(x, y, z) ∈ C(Ω̄) и u(0, y, z) ≡ 0, то u(x, y, z) ≡ 0,
(x, y, z) ∈ Ω̄. Отсюда следует утверждение теоремы. �

3. Существование решения задачи D. Решение задачи D будем искать в виде

u(x, y, z) = u1(x, y, z) + u2(x, y, z) + u3(x, y, z), (6)

где функции u1(x, y, z), u2(x, y, z) и u3(x, y, z) — решения следующих краевых задач.

Задача D(1). Найти функцию u1(x, y, z) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω), удовлетворяющую уравнению (1) в
области Ω и краевым условиям (2),

u1(x, 0, z) = 0, u1(x, b, z) = 0, 0 6 x 6 a, 0 6 z 6 c; (7)

u1(x, y, 0) = 0, u1(x, y, c) = 0, 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b. (8)

Задача D(2). Найти функцию u2(x, y, z) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω), удовлетворяющую уравнению (1) в
области Ω и краевым условиям (3),

u2(0, y, z) = 0, u2(a, y, z) = 0, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c; (9)

u2(x, y, 0) = 0, u2(x, y, c) = 0, 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b. (10)

Задача D(3). Найти функцию u3(x, y, z) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω), удовлетворяющую уравнению (1) в
области Ω и краевым условиям (4),

u3(0, y, z) = 0, u3(a, y, z) = 0, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c; (11)

u3(x, 0, z) = 0, u3(x, b, z) = 0, 0 6 x 6 a, 0 6 z 6 c. (12)

В самом деле, если функции u1(x, y, z), u2(x, y, z), u3(x, y, z) являются решениями задач D(1),

D(2), D(3) соответственно, то функция

u(x, y, z) = u1(x, y, z) + u2(x, y, z) + u3(x, y, z)

удовлетворяет всем условиям исходной задачи D.
Рассмотрим задачу D(1). Сначала найдем нетривиальные частные решения уравнения (1) в

области Ω, удовлетворяющие краевым условиям (7), (8). С этой целю, разделив переменные по
формуле u1(x, y, z) = X(x)W (y, z), из уравнения (1) получим

X ′′(x) +
2α

x
X ′(x)− λX(x) = 0, 0 < x < a, (13)

Wyy +Wzz +
2β

y
Wy +

2γ

z
Wz + λW = 0, 0 < y < b, 0 < z < c, (14)

где λ— константа разделения.
Учитывая однородные краевые условия (7) и (8), для уравнения (14) получим задачу на соб-

ственные значение в прямоугольнике
{

(y, z) : 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c
}

со следующими краевыми
условиями:

W (0, z) =W (b, z) = 0, 0 6 z 6 c; W (y, 0) =W (y, c) = 0, 0 6 x 6 b.

Путем разделения переменных W (y, z) = Q(y)Z(z) эта задача сводится к двум задачам на соб-
ственные значения:

Q′′(y) +
2β

y
Q′(y) + µQ(y) = 0, Q(0) = 0, Q(b) = 0; (15)



ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 33

Z ′′(z) +
2γ

z
Z ′(z) + (λ− µ)Z(z) = 0, Z(0) = 0, Z(c) = 0, (16)

где µ— константа разделения.
Произведя замену Q(y) = (t/

√
µ)1/2−βg(t), где t =

√
µy, в уравнении (15) получим уравнение

Бесселя (см. [2, с. 49]):

t2g′′(t) + tg′(t) +

(

t2 −
[

1

2
− β

]2
)

g(t) = 0. (17)

Принимая во внимание вид общего решения (см. [2, с. 51]) уравнения (17) и введенные обозна-
чения, получим общее решение уравнения (15) в виде

Q(y) = d1y
1/2−βJ1/2−β

(√
µy
)

+ d2y
1/2−βY1/2−β

(√
µy
)

; (18)

здесь d1 и d2 — произвольные постоянные, Jl(x) и Yl(x)— функция Бесселя порядка l первого
и второго рода соответственно. Из (18) следует, что решение уравнения (15), удовлетворяющее
первому из краевых условий задачи (15), существует при β < 1/2 и определяется равенством

Q(y) = d1y
1/2−βJ1/2−β

(√
µy
)

. (19)

Подставляя (19) во второе краевое условие задачи (15), получим условия существования ее
нетривиального решения:

J1/2−β

(√
µb
)

= 0. (20)

Известно, что при l > −1 функция Бесселя Jl(z) имеет счетное число нулей, причем все они
вещественны имеют попарно противоположные знаки (см. [2, с. 528]). Так как 1/2 − β > 0,
то уравнения (20) имеет счетное число вещественных корней. Обозначая n-й положительный
корень уравнения (20) через σn, получим те значения параметра µ, при которых существуют
нетривиальные решения задачи (15) (т.е. собственные значения задачи): µn = (σn/b)

2, n ∈ N.
Полагая в (19) µ = µn и d1 = d1n, где d1n 6= 0— произвольная постоянная, получим нетриви-

альные решения (собственные функции) задачи (15):

Qn(y) = d1ny
1/2−βJ1/2−β

(

σn
y

b

)

, n ∈ N. (21)

Теперь перейдем к исследованию задачи (16). Методом, использованным при решении зада-
чи (15), найдем общее решение уравнения (16) в виде

Z(z) = d3z
1/2−γJ1/2−γ

(

√

λ− µnz
)

+ d4z
1/2−γY1/2−γ

(

√

λ− µnz
)

, (22)

где d3 и d4 — произвольные постоянные.
Подставляя (22) в краевые условия задачи (16), имеем d4 = 0 и

J1/2−γ

(

√

λ− µnc
)

= 0. (23)

Учитывая условие γ < (1/2) и обозначая m-й положительный корень уравнения (23) через δm,
получим те значения параметра λ, при которых существуют нетривиальные решения задачи (16):

λnm =
(σn
b

)2
+

(

δm
c

)2

, n,m ∈ N.

Полагая в (22) λ = λnm, d4 = 0 и d3 = d3m, где d3m — произвольная постоянная, получим нетри-
виальные решения (собственные функции) задачи (16) в виде

Zm(z) = d3mz
1/2−γJ1/2−γ

(

δm
z

c

)

, m ∈ N. (24)

Общее решение уравнения (13) при каждом значении λnm имеет вид

Xnm(x) = d5nmx
1/2−αI1/2−α

(

√

λnmx
)

+ d6nmx
1/2−αK1/2−α

(

√

λnmx
)

, (25)

где d5nm и d6nm — произвольные постоянные, Iω(z) и Kω(z)— модифицированные функции Бес-
селя порядка ω первого и третьего рода соответственно (см. [2, с. 91-92]).
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Подставляя (21), (24), (25) в равенство u1(x, y, z) = X(x)Q(y)Z(z), получим нетривиальные в
области Ω решения уравнения (1), удовлетворяющие условиям (7) и (8):

u1nm(x, y, z) = x1/2−αy1/2−βz1/2−γJ1/2−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
[

AnmI1/2−α

(

√

λnmx
)

+BnmK1/2−α

(

√

λnmx
)]

, (26)

где Anm = d1nd3md5nm, Bnm = d1nd3md6nm — произвольные постоянные.
Теперь будем искать решение задачи D(1) в области Ω в виде суммы ряда

u1(x, y, z) =
∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

u1nm(x, y, z) =

=

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

x(1/2)−αy(1/2)−βz1/2−γJ(1/2)−β

(

σn
y

b

)

J(1/2)−γ

(

δm
z

c

)

×

×
[

AnmI(1/2)−α

(

√

λnmx
)

+BnmK(1/2)−α

(

√

λnmx
)]

. (27)

Из условия, чтобы функция (27) удовлетворяла краевому условию (2), получим

ϕ1(y, z) =

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

y(1/2)−βz1/2−γJ(1/2)−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
(√
λnm

)α−1/2
Γ[(1/2) − α]

2(1/2)+α
Bnm, (28)

ϕ2(y, z) =

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

a(1/2)−αy(1/2)−βz1/2−γJ(1/2)−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
[

AnmI(1/2)−α

(

√

λnma
)

+BnmK(1/2)−α

(

√

λnma
)]

. (29)

Формулу (28) запишем в виде

yβ−1/2zγ−1/2ϕ1(y, z) =

∞
∑

n=1

J(1/2)−β

(

σn
y

b

)

fn(z), (30)

где

fn(z) =

∞
∑

m=1

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

[

Γ[1/2− α]Bnm

21/2+α

(

√

λnm

)(1/2)−α
]

. (31)

Ряды (30) и (31) называются рядами Фурье—Бесселя функций yβ−1/2zγ−1/2ϕ1(y, z) и fn(z) соот-
ветственно (см. [2, с. 633]).

Из (30) и (31) соответственно находим

fn(z) =
2

b2J2
3/2−β(σn)

b
∫

0

t1/2+βzγ−1/2ϕ1(t, z)J(1/2)−β

(

σn
t

b

)

dt,

Bnm =
23/2+α

(√
λnm

)(1/2)−α

[

bc J3/2−β

(

σn
)

J3/2−γ(δm)
]2

Γ[1/2− α]
×

×
c
∫

0

b
∫

0

t1/2+βs1/2+γJ(1/2)−β

(

σn
t

b

)

J1/2−γ

(

δm
s

c

)

ϕ1(t, s) dt ds = ϕ1nm. (32)
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При помощи формул дифференцирования бесселевых функций

d

dx

[

xνJν(x)
]

= xνJν−1(x)

представим коэффициенты ϕ1nm в виде

ϕ1nm =
bc 23/2+α

(√
λnm

)(1/2)−α

σnδm
[

bc J3/2−α(σn)J3/2−γ(δm)
]2

Γ[1/2 − α]
×

×
c
∫

0

b
∫

0

ϕ1(t, s)t
2α−1s2γ−1 d

dt

[

t3/2−αJ3/2−α

(

σnt

b

)]

d

ds

[

s3/2−γJ3/2−γ

(

δms

c

)]

dt ds. (33)

Интегрируя по частям в (33), получим

ϕ1nm =
bc 23/2+α

(√
λnm

)(1/2)−α

σnδm

[

bc J3/2=α(σn)J3/2−γ(δm)
]2
Γ[1/2 − α]

×

×
{

b1/2+αc1/2+γJ3/2−α(σn)J3/2−γ(δm)ϕ1(b, c)−

− b1/2+αJ3/2−α(σn)

c
∫

0

s3/2−γJ3/2−γ

(

δms

c

)

d

ds

[

s2γ−1ϕ1(b, s)
]

ds−

− c1/2+γJ3/2−γ(δm)

b
∫

0

t3/2−αJ3/2−α

(

σnt

b

)

d

dt

[

t2α−1ϕ1(t, c)
]

dt+

+

c
∫

0

b
∫

0

t3/2−αs3/2−γJ3/2−α

(

σnt

b

)

J3/2−γ

(

δms

c

)

∂2

∂t∂s

[

t2α−1s2γ−1ϕ1(t, s)
]

dt ds

}

. (34)

Предположим, что выполнены условия

ϕ1(b, z) = ϕ1(y, c) = 0, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c. (35)

Тогда формула (34) принимает вид

ϕ1nm =
bc 23/2+α

(√
λnm

)(1/2)−α

σnδm

[

bc J3/2−α(σn)J3/2−γ(δm)
]2
Γ[1/2 − α]

×

×
c
∫

0

b
∫

0

t3/2−αs3/2−γJ3/2−α

(

σnt

b

)

J3/2−γ

(

δms

c

)

∂2

∂t∂s

[

t2α−1s2γ−1ϕ1(t, s)
]

dt ds.

Отсюда, интегрируя по частям, имеем

ϕ1nm =
23/2+α

(√
λnm

)1/2−α

σ2nδ
2
m

[

J3/2−α

(

σn
)

J3/2−γ(δm)
]2
Γ[1/2 − α]

×

×
{

b3/2−αc3/2−γJ5/2−α(σn)J5/2−γ(δm)
∂2

∂t∂s

[

t2α−1s2γ−1ϕ1(t, s)
]

t=b
s=c

−

−
J5/2−γ(δm)

cγ−3/2

b
∫

0

t5/2−αJ5/2−α

(

σnt

b

)

∂

∂t

[

t−1 ∂2

∂t∂s

[

t2α−1s2γ−1ϕ1(t, s)
]

]

s=c

dt−



36 А. К. УРИНОВ, К. Т. КАРИМОВ

−
J5/2−α(σn)

bα−3/2

c
∫

0

s5/2−γJ3/2−γ

(

δms

c

)

∂

∂s

[

s−1 ∂2

∂t∂s

[

t2α−1s2γ−1ϕ1(t, s)
]

]

t=b

ds+

+

c
∫

0

b
∫

0

t5/2−αs5/2−γJ5/2−α

(

σnt

b

)

J5/2−γ

(

δms

c

)

×

× ∂2

∂t∂s

{

(ts)−1 ∂2

∂t∂s

[

t2α−1s2γ−1ϕ1(t, s)
]

}

}

dt ds.

Отсюда следует, что если функция ϕ1(y, z) удовлетворяет условиям










ϕ̃1(y, z) =
∂2

∂y∂z

[

y2β−1z2γ−1ϕ1(y, z)
]

∈ C
(

[0, b]× [0, c]
)

,

lim
y→b

ϕ̃1(y, z) = lim
z→c

ϕ̃1(y, z) = 0,
(36)

то функции ϕ1nm определяются формулами

ϕ1nm =
23/2+α

(√
λnm

)1/2−α

σ2nδ
2
m

[

J3/2−α(σn)J3/2−γ(δm)
]2
Γ[1/2 − α]

×

×
c
∫

0

b
∫

0

t5/2−αs5/2−γJ5/2−α

(

σnt

b

)

J5/2−γ

(

δms

c

)

∂2

∂t∂s

[

(ts)−1ϕ̃1(t, s)
]

dt ds.

Снова интегрируя по частям, получим

ϕ1nm =
bc 23/2+α

(√
λnm

)1/2−α

σ3nδ
3
m

[

J3/2−α(σn)J3/2−γ(δm)
]2
Γ[1/2 − α]

×

×
{

b5/2−αc5/2−γJ7/2−α(σn)J7/2−γ(δm)
∂2

∂t∂s

[

(ts)−1ϕ̃1(t, s)
]

t=b
s=c

−

− c5/2−γJ7/2−γ(δm)

b
∫

0

t7/2αJ7/2−α

(

σnt

b

)

∂

∂t

[

t−1 ∂2

∂t∂s

[

(ts)−1ϕ̃1(t, s)
]

]

s=c

dt−

− b5/2−αJ7/2−α(σn)

c
∫

0

s7/2−γJ7/2−γ

(

δms

c

)

∂

∂s

[

s−1 ∂2

∂t∂s

[

(ts)−1ϕ̃1(t, s)
]

]

t=b

ds+

+

c
∫

0

b
∫

0

t7/2−αs7/2−γJ7/2−α

(

σnt

b

)

J7/2−γ

(

δms

c

)

×

× ∂2

∂t∂s

{

(ts)−1 ∂2

∂t∂s

[

(ts)−1ϕ̃1(t, s)
]

}

dt ds

}

.

Если потребовать выполнение условий










ϕ̃10(y, z) =
∂2

∂y∂z

[

(yz)−1ϕ̃1(y, z)
]

∈ C
(

[0, b]× [0, c]
)

,

lim
y→b

ϕ̃10(y, z) = lim
z→c

ϕ̃10(y, z) = 0,
(37)

то ϕ1nm запишется в виде
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ϕ1nm =
bc 23/2+α

(√
λnm

)1/2−α

σ3nδ
3
m

[

J3/2−α(σn)J3/2−γ(δm)
]2
Γ[1/2 − α]

×

×
c
∫

0

b
∫

0

t7/2−αs7/2−γJ7/2−α

(

σnt

b

)

J7/2−γ

(

δms

c

)

∂2

∂t∂s

[

(ts)−1ϕ̃10(t, s)
]

dt ds =
ϕ̃1nm

σ3nδ
3
m

.

В силу этого равенства (32) принимает вид

Bnm =
ϕ̃1nm

σ3nδ
3
m

. (38)

Аналогично, из формулы (29) при выполнении условий






















































ϕ2(b, z) = ϕ2(y, c) = 0,

ϕ̃2(y, z) =
∂2

∂y∂z

[

y2β−1z2γ−1ϕ2(y, z)
]

∈ C
(

[0, b]× [0, c]
)

,

lim
y→b

ϕ̃2(y, z) = lim
z→c

ϕ̃2(y, z) = 0,

ϕ̃20(y, z) =
∂2

∂y∂z

[

(yz)−1ϕ̃2(y, z)
]

∈ C
(

[0, b] × [0, c]
)

,

lim
y→b

ϕ̃20(y, z) = lim
z→c

ϕ̃20(y, z) = 0

(39)

получим

AnmI(1/2)−α

(

√

λnma
)

+BnmK(1/2)−α

(

√

λnma
)

=
ϕ̃2nm

σ3nδ
3
m

, (40)

где

ϕ̃2nm

σ3nδ
3
m

=
4bcaα−1/2

σ3nδ
3
m

[

J3/2−α(σn)J3/2−γ(δm)
]2×

×
c
∫

0

b
∫

0

t7/2−αs7/2−γJ7/2−α(σnt)J7/2−γ(δms)
∂2

∂t∂s

[

(ts)−1ϕ̃20(t, s)
]

dt ds.

Подставляя (38) в (40), найдем

Anm =
ϕ̃2nm − ϕ̃1nmK(1/2)−α

(√
λnma

)

σ3nδ
3
mI(1/2)−α

(√
λnma

) .

Подставляя найденные значения Anm и Bnm в (27), получим формальное решение задачи D.
Теперь докажем, что функция (27) является решением задачи D. Для этого вначале докажем

равномерную сходимость ряда (27) в Ω̄.
Известно (см. [4, с. 172-173]), что для цилиндрических функций при ξ → ∞ имеют место

следующие асимптотические формулы:

Jν(ξ) =

√

2

πξ

[

cos
(

ξ − νπ

2
− π

4

)

+O
(

ξ−1
)

]

, (41)

Iν(ξ) =
eξ√
2πξ

[

1 +O
(

ξ−1
)

]

, Kν(ξ) =

√

π

2ξ
e−ξ
[

1 +O
(

ξ−1
)

]

. (42)

В этих формулах O(ξ−1) означает такую величину, отношение которой к ξ−1 при ξ → ∞ остается
меньше некоторой постоянной (см. [6, с. 15]). Для них справедливы следующие соотношения при
ξ → ∞:

f(ξ) = O
(

f(ξ)
)

, O
(

O
(

f(ξ)
))

= O
(

f(ξ)
)

, (43)
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O
(

f(ξ)
)

O
(

g(ξ)
)

= O
(

f(ξ)g(ξ)
)

, (44)

O
(

f(ξ)
)

+O
(

g(ξ)
)

= O
(
∣

∣f(ξ)
∣

∣+
∣

∣g(ξ)
∣

∣

)

, (45)

C ·O
(

f(ξ)
)

= O
(

f(ξ)
)

, O
(

f(ξ)g(ξ)
)

= f(ξ)O
(

g(ξ)
)

, (46)

O
(

f2(ξ)
)

= O
(

f(ξ)
)2
, O

(

1/ξ2
)

= O
(

1/ξ
)

, (47)

где f — произвольная функция.
Применяя последовательно формулы (43), (44), (47), (45) и (46) к равенству (41), а форму-

лы (43), (44), (46) и (47) к равенствам (42), получим

Jν(ξ) = O
(

ξ−1/2
)

, (48)

Iν(ξ) = O
(

ξ−1/2
)

eξ, Kν(ξ) = O
(

ξ−1/2
)

e−ξ. (49)

Также известно (см. [2, с. 653]), что если f(t) ∈ C[l0, l1], где 0 6 l0 < l1 < ∞, то при ξ → ∞
справедливо равенство

l1
∫

l0

f(t) t Jν(ξt) dt = O

(

1

ξ3/2

)

. (50)

С помощью асимптотических формул (48)–(50) и (43)–(47) нетрудно показать, что при n→ ∞
и m→ ∞ имеют место равенства

ϕ̃1nm = O

(

(λnm)1/4

(σnδm)1/2

)

, ϕ̃2nm = O
(

(σnδm)−1/2
)

,

Anm = O

(

(λnm)1/4

(σnδm)7/2

)

e−
√
λnma, Bnm = O

(

(λnm)1/4

(σnδm)7/2

)

.

(51)

Из асимптотических формул (48), (49), (51) следует, что если 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, то
при n→ ∞, m→ ∞ имеет место равенство

x(1/2)−αy(1/2)−βz1/2−γJ(1/2)−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
[

AnmI(1/2)−α

(

√

λnmx
)

+BnmK(1/2)−α

(

√

λnmx
)]

= O

(

1

(σnδm)4

)

.

Отсюда следует, что для членов ряда (27) в Ω̄ справедливы следующие оценки:

∣

∣

∣

∣

∣

x(1/2)−αy(1/2)−βz1/2−γJ(1/2)−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
[

AnmI(1/2)−α

(

√

λnmx
)

+BnmK(1/2)−α

(

√

λnmx
)]

∣

∣

∣

∣

∣

6
C1

(σnδm)4
,

где C1 — некоторая положительная постоянная. Тогда, в силу признака Вейерштрасса (см. [12,
с. 427]), ряд (27) сходится абсолютно и равномерно в Ω̄ и, следовательно u1(x, y, z) ∈ C(Ω̄).

Теперь докажем, что u1yy(x, y, z) ∈ C(Ω). Дважды почленно продифференцировав ряд (27) по
аргументу y, имеем

u1yy(x, y, z) =
∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

[

σn
b
y−1J−1/2−β

(

σn
y

b

)

+
(σn
b

)2
J−3/2−β

(

σn
y

b

)

]

y1/2−βz1/2−γ×

× J1/2−γ

(

δm
z

c

)

x1/2−β
[

AnmI1/2−α

(

√

λnmx
)

+BnmK1/2−α

(

√

λnmx
)]

. (52)
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Применяя асимптотические формулы (48), (49) и (51), при (x, y, z) ∈ Ω и n→ ∞, m→ ∞ получим
[

σn
b
y−1/2−βJ−1/2−β

(

σn
y

b

)

+
(σn
b

)2
y1/2−βJ−3/2−β

(

σn
y

b

)

]

z1/2−γJ1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

× x1/2−β
[

AnmI1/2−α

(

√

λnmx
)

+BnmK1/2−α

(

√

λnmx
)]

= O

(

1

σ2nδ
4
m

)

.

Отсюда следует, что для членов ряда (52) в Ω имеют место следующие оценки:
∣

∣

∣

∣

∣

[

(σn
b

)

y−1/2−βJ−1/2−β

(

σn
y

b

)

+
(σn
b

)2
y1/2−βJ−3/2−β

(

σn
y

b

)

]

z1/2−γJ1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

× x1/2−β
[

AnmI1/2α

(

√

λnmx
)

+BnmK1/2−α

(

√

λnmx
)]

∣

∣

∣

∣

∣

6
C2

σ2nδ
4
m

,

где C2 — некоторая положительная постоянная. Из этих оценок следует, что ряд (52) мажорирует-
ся сходящимся числовым рядом и потому сходится абсолютно и равномерно в Ω. Следовательно,
u1yy(x, y, z) ∈ C(Ω). Аналогично доказывается, что u1zz(x, y, z) ∈ C(Ω+ ∪ Ω−).

Покажем, что u1xx(x, y, z) ∈ C(Ω). Дважды дифференцируя ряд (27) по аргументу x, получим

u1xx(x, y, z) =

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

y1/2−βz1/2−γJ1/2−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
{

√

λnm x
−1/2−α

[

AnmI−1/2−α

(

√

λnmx
)

−BnmK−1/2−α

(

√

λnmx
)]

+

+ λnm x
1/2−α

[

AnmI−3/2−α

(

√

λnmx
)

+BnmK−3/2−α

(

√

λnmx
)]

}

. (53)

Применяя асимптотические формулы (48), (49), (51), (43) и (44), при (x, y, z) ∈ Ω, n → ∞ и
m → ∞ имеем

y1/2−βz1/2−γJ1/2−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
{

√

λnm x
−1/2−α

[

AnmI−1/2−α

(

√

λnmx
)

−BnmK−1/2−α

(

√

λnmx
)]

+

+ λnm x
1/2−α

[

AnmI−3/2−α

(

√

λnmx
)

+BnmK−3/2−α

(

√

λnmx
)]

}

= O

(

λnm
(σnδm)4

)

.

Отсюда следует, что для членов ряда (53) в Ω имеют место следующие оценки:
∣

∣

∣

∣

∣

y1/2−βz1/2−γJ1/2−β

(

σn
y

b

)

J1/2−γ

(

δm
z

c

)

×

×
{

√

λnm x
−1/2−α

[

AnmI−1/2−α

(

√

λnmx
)

−BnmK−1/2−α

(

√

λnmx
)]

+

+ λnm x
1/2−α

[

AnmI−3/2−α

(

√

λnmx
)

+BnmK−3/2−α

(

√

λnmx
)]

}
∣

∣

∣

∣

∣

6
C3λnm
(σnδm)4

,

где C3 — некоторая положительная постоянная. Из этой оценки следует, что ряд (53) мажори-
руются сходящимся числовым рядом, а потому сходится абсолютно и равномерно в Ω. Следова-
тельно u1xx(x, y, z) ∈ C(Ω).

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (35), (36), (37) и (39). Тогда решение задачи D(1) су-

ществует, единственно и определяется формулой (27).
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Существование решения задач D(2) и D(3) доказывается аналогично. После того как найдены
решения u1(x, y, z), u2(x, y, z) и u3(x, y, z) задач D(1), D(2), и D(3), подставляя их в (6), найдем
решение задачи D. Этим завершается доказательство существования решения задачи D.
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О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА МНОГОМЕРНЫХ

НАГРУЖЕННЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация. Проведено исследование разрешимости нового класса неклассических прямых за-

дач для многомерных нагруженных параболических уравнений специального вида с данными

Коши. Получены достаточные условия разрешимости задач. Для доказательства использован

метод слабой аппроксимации. На примере одной задачи показано применение доказанной тео-

ремы к исследованию обратных задач для многомерных параболических уравнений с данными

Коши.

Ключевые слова: параболическое уравнение, нагруженное уравнение, задача Коши, разреши-

мость, метод слабой аппроксимации.

AMS Subject Classification: 35K15, 35B45, 35B65

При изучении обратных задач для многомерных параболических уравнений в неограниченной
области, в которых одновременному определению подлежат один или несколько коэффициен-
тов и функция-решение, нередко применяется метод исследования, в котором обратная задача
приводится к прямой для нагруженного параболического уравнения (см. [7]). В таких случаях
возникают различного рода неклассические прямые задачи для многомерных нагруженных па-
раболических уравнений с данными Коши. В настоящей работе рассматривается один из таких
классов задач. Разрешимость исследуемых задач доказывается методом слабой аппроксимации
(см. [13]).

Данная статья является развитием работы [10], в которой вбыла рассмотрена задача Коши для
двумерного нагруженного параболического уравнения специального вида неограниченной обла-
сти. В [16] исследована разрешимость задач Коши для двумерного нагруженного параболиче-
ского уравнения специального вида и для одномерного нагруженного уравнения типа Бюргерса.
В [14,17] были получены достаточные условия разрешимости задач Коши для систем нагружен-
ных уравнений типа Бюргерса и параболического типа.

Изучению некоторых классов нагруженных уравнений, связанных с уравнениями параболиче-
ского типа, посвящены работы [3–6, 9, 11, 15]. В [1, 12] исследованы численные методы решения
задач для нагруженных параболических уравнений.

1. Постановка задачи. В пространстве R переменных x1 выберем r1 различных точек αk1 ,
k1 = 1, r1. Аналогичным образом в пространстве R переменных x2 выберем r2 различных то-
чек αk2 , k2 = 1, r2. Продолжая далее, в пространстве R переменных xn выберем rn различных
точек αkn , kn = 1, rn, и в пространстве R переменных z выберем rn+1 различных точек βkn+1

,

kn+1 =1, rn+1.
Рассмотрим в многомерной полосе

G[0,T ] =
{

(t, x, z)
∣

∣

∣
0 6 t 6 T, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n, z ∈ R

}

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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задачу Коши для нагруженного параболического уравнения

ut(t, x, z)=

n
∑

i=1

ai (t, xi, ωu(t)) ·uxixi
(t, x, z)+ an+1 (t, z, ωu(t)) ·uzz(t, x, z)+

+
n
∑

i=1

bi (t, x, z, ωu(t)) ·uxi
(t, x, z)+ bn+1 (t, x, z, ωu(t)) ·uz(t, x, z)+

+ f (t, x, z, u(t, x, z), ωu(t), χu(t, x)) (1)

с начальным условием

u(0, x, z) = u0(x, z). (2)

Здесь

ωu(t)=

(

u
(

t, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

, Ds
xu
(

t, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

,
∂l

∂zl
u
(

t, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

)

,

χu(t, x)=

(

u
(

t, x, βkn+1

)

,
∂l

∂zl
u
(

t, x, βkn+1

)

)

,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , p̃i, ki =1, ri, i=1, n, kn+1 =1, rn+1, l=0, 1, . . . , q̃;

Ds
xv(x)=D(s1,s2,...,sn)v(x)=

∂|s|v(x1, x2, . . . , xn)

∂xs11 ∂x
s2
2 . . . ∂xsnn

,

s=(s1, s2, . . . , sn), sr > 0 — целые, r=1, n, |s|= s1+ . . .+ sn.

Выберем и зафиксируем целые постоянные pi и q таким образом, что

pi > max{p̃i, 2}, i = 1, n, q > max{q̃, 2}.
Пусть 0< t∗ 6 T — некоторая фиксированная постоянная. Через Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z ([0, t∗]) обозначим
множество функций u(t, x, z), определенных в G[0,t

∗
] и принадлежащих классу

C1,p1,...,pn,q
t,x1,...,xn,z

(

G[0,t
∗
]

)

=
{

u(t, x, z)
∣

∣

∣
ut,

∂l

∂zl
Ds

xu∈C
(

G[0,t
∗
]

)

,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, . . . , n, l=0, 1, . . . , q
}

,

ограниченных в G[0,t
∗
] вместе со всеми производными, входящими в уравнение (1),

q
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi,
i=1,...,n

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6 C.

Под классическим решением задачи (1), (2) в G[0,t
∗
] будем понимать функцию u(t, x, z) ∈

∈Zp1,...,pn,q
x1,...,xn,z ([0, t∗]), удовлетворяющую в G[0,t

∗
] уравнению (1) и начальному условию (2).

Предположим, что выполняются следующие условия.

Условие 1. Пусть f , u0, ai, bi, i = 1, . . . , n + 1, — действительнозначные функции, опреде-
ленные и непрерывные при любых значениях своих аргументов. Для любого t1 ∈ (0, T ] и лю-

бой w(t, x, z)∈Zp1+2,...,pn+2,q+2
x1,...,xn,z ([0, t1]) данные функции как функции переменных (t, x, z)∈G[0,t

∗
]

непрерывны и обладают непрерывными производными, входящими в соотношение (4), а функции
ai, i=1, . . . , n+1, удовлетворяют неравенствам

ai (t, xi, ωu(t))> a0> 0, mi=1, . . . , n+1,

an+1 (t, z, ωu(t))> a0> 0,

где a0 — постоянная, не зависящая от функции w(t, x, z).



О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 43

Условие 2. Функция u0(x, z) удовлетворяет соотношению

q+2
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi+2,

i=1,...,n

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu0(x, z)

∣

∣

∣

∣

6 ˜C, (3)

причем все ее производные, входящие в (3), непрерывны. Здесь ˜C>1— постоянная, не зависящая
от функции w(t, x, z) и ее производных.

Условие 3. Для любого t1 ∈ (0, T ], любого t ∈ [0, t1] и произвольной функции w(t, x, z) ∈
∈Zp1+2,...,pn+2,q+2

x1,...,xn,z ([0, t1]) справедливы следующие оценки:

n
∑

i=1

pi+2
∑

si=0

∣

∣

∣

∣

∂si

∂xsii
ai (t, xi, ωw(t))

∣

∣

∣

∣

+

q+2
∑

l=0

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
an+1 (t, z, ωw(t))

∣

∣

∣

∣

+

+

n+1
∑

i=1

q+2
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi+2,

i=1,...,n

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xbi (t, x, z, ωw(t))

∣

∣

∣

∣

6Pγ1 (Uw(t)) , (4)

q+2
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi+2,

i=1,...,n

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xf (t, x, z, u(t, x, z), ωw(t), χw(t, x))

∣

∣

∣

∣

6 Pγ2 (Uw(t)) , (5)

где γ1, γ2 > 0— некоторые фиксированные целые числа,

Pζ(y) = ˜C
(

1 + y + . . .+ yζ
)

, (6)

˜C > 1— постоянная, не зависящая от функции w(t, x, z) и ее производных,

Uw(t) =

q+2
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi+2,

i=1,...,n

sup
0<ξ6t

sup
x∈Rn

z∈R

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xw(ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

, w(t, x, z) ∈ Zp1+2,...,pn+2,q+2
x1,...,xn,z ([0, t1]) .

2. Существование решения задачи.

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1–3. Возможны следующие два случая.

1. Пусть коэффициенты ai, bi, i=1, . . . , n+1, уравнения (1) не зависят от пространственных

переменных :

ai = ai (t, ωu(t)) , bi = bi (t, ωu(t)) , i = 1, . . . , n+ 1.

(a) Если условие 3 выполняется при γ1 > 0, γ2 ∈ {0, 1}, то классическое решение u(t, x, z)
задачи (1), (2) существует в классе Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z ([0, T ]);
(b) если условие 3 выполняется при γ1 > 0, γ2 > 1, то существует такая константа t∗,

0< t∗6T , зависящая от ˜C из (3), (6), что классическое решение u(t, x, z) задачи (1), (2)
существует в классе Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z ([0, t∗]).
2. Пусть коэффициенты ai, bi, i=1, . . . , n+1, уравнения (1) зависят от временной и простран-

ственных переменных :

ai= ai (t, xi, ωu(t)) , i=1, . . . , n, an+1 = an+1 (t, z, ωu(t)) ,

bi= bi (t, x, z, ωu(t)) , i=1, . . . , n+1.

(a) Если условие 3 выполняется при γ1 = 0, γ2 ∈ {0, 1}, то классическое решение u(t, x, z)
задачи (1), (2) существует в классе Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z ([0, T ]);
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(b) если условие 3 выполняется при γ1 = 0, γ2 > 1, то существует такая константа t∗,

0< t∗6T , зависящая от ˜C из (3), (6), что классическое решение u(t, x, z) задачи (1), (2)
существует в классе Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z ([0, t∗]).

Доказательство. Введем следующие обозначения:

Us,l(0)=Us1,...,sn,l(0)= sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu0(x, z)

∣

∣

∣

∣

,

U τ
s,l(t)=U τ

s1,...,sn,l(t)= sup
mτ<ξ6t

sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

, mτ < t6 (m+1)τ,

l=0, 1, . . . , q+2, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi+2, i=1, . . . , n,

U(0)=

q+2
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi+2,

i=1,...,n

Us,l(0), U τ (t)=

q+2
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi+2,

i=1,...,n

U τ
s,l(t).

(7)

Справедливы следующие утверждения:

1.

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

6U τ
s,l(t)6U τ (t), mτ < ξ6 t6 (m+1)τ,

l=0, 1, . . . , q+2, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi+2, i=1, . . . , n;

2. функции U τ
s,l(t), U

τ (t) неотрицательны и не убывают на каждом

временном шаге (mτ, (m+1)τ ].

(8)

Для доказательства теоремы 1 будем пользоваться методом слабой аппроксимации (см. [13]).
Рассмотрим случай 1.
Расщепим уравнение (1) на два дробных шага и сделаем сдвиг по времени на τ/2 в следах

неизвестной функции и нелинейных членах. Поскольку в уравнении (1) коэффициенты ai, bi,
i=1, . . . , n+1, не зависят от пространственных переменных, рассмотрим следующую расщеплен-
ную задачу:

uτt =2
n
∑

i=1

ai

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτxixi

(t, x, z)+ 2an+1

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτzz(t, x, z)+

+2
n
∑

i=1

bi

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτxi

(t, x, z)+ 2bn+1

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτz(t, x, z),

mτ < t6

(

m+
1

2

)

τ ; (9)

uτt =2f
(

t− τ

2
, x, z, uτ

(

t− τ

2
, x, z

)

, ωτ
uτ

(

t− τ

2

)

, χτ
uτ

(

t− τ

2
, x
))

,
(

m+
1

2

)

τ < t6 (m+1) τ ; (10)

uτ (t, x, z)
∣

∣

t60
=u0(x, z), x∈R

n, z ∈R,

m=0, 1, . . . , (M − 1), Mτ =T.
(11)
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Здесь

ωτ
uτ

(

t− τ

2

)

=

(

uτ
(

t− τ

2
, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

, Ds
xu

τ
(

t− τ

2
, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

,

∂l

∂zl
uτ
(

t− τ

2
, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

)

,

χτ
uτ

(

t− τ

2
, x
)

=

(

uτ
(

t− τ

2
, x, βkn+1

) ∂l

∂zl
uτ
(

t− τ

2
, x, βkn+1

)

)

,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , p̃i, ki=1, . . . , ri, pi>max{p̃i, 2}, i=1, n,

kn+1 =1, . . . , rn+1, l=0, 1, . . . , q̃, q>max{q̃, 2}.
Далее подm-м целым шагом будем понимать интервал (mτ, (m+1)τ ], а под r-м дробным шагом

m-го целого шага — полуинтервал
((

m+ r−1
2

)

τ,
(

m+ r
2

)

τ
]

, где m=0, 1, . . . , (M − 1), r=1, 2.
Докажем априорные оценки, гарантирующие компактность семейства решений uτ (t, x, z) рас-

щепленной задачи (9)–(11).
Рассмотрим нулевой целый шаг (m=0). На первом дробном шаге при t∈

(

0, τ2
]

рассматриваем
уравнение

uτt =2

n
∑

i=1

ai

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτxixi

(t, x, z)+ 2an+1

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτzz(t, x, z)+

+2
n
∑

i=1

bi

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτxi

(t, x, z)+ 2bn+1

(

t, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

uτz(t, x, z).

Согласно принципу максимума для задачи Коши (9), (11), в силу выполнения условий 1, 2, имеем
∣

∣uτ (ξ, x, z)
∣

∣ 6 sup
x∈Rn

z∈R

∣

∣u0(x, z)
∣

∣, 0 < ξ 6 t, t ∈
(

0,
τ

2

]

. (12)

Применим к уравнению (9) и начальному условию (11) операцию дифференцирования Ds
x,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi +2, i=1, . . . , n, а затем продифференцируем по z полученную за-
дачу k раз, k=1, . . . , q+2. Согласно условиям 1, 2, получим

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

6 sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu0(x, z)

∣

∣

∣

∣

, 0<ξ6 t, t∈
(

0,
τ

2

]

,

l=0, q+2, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi+2, i=1, . . . , n.

(13)

Возьмем от обеих частей неравенств (12) и (13) сначала sup
x∈Rn,
z∈R

, затем sup
0<ξ6t

, сложим их и, согласно
обозначениям (7) и условиям (8), получим

U τ (t) 6 U(0), 0 < t 6
τ

2
. (14)

Рассмотрим второй дробный шаг, t∈
(

τ
2 , τ
]

:

uτt = 2f
(

t− τ

2
, x, z, uτ

(

t− τ

2
, x, z

)

, ωτ
uτ

(

t− τ

2

)

, χτ
uτ

(

t− τ

2
, x
))

.

Проинтегрируем уравнение (10) по временной переменной. Имеет место оценка
∣

∣

∣
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣
uτ
(τ

2
, x, z

)∣

∣

∣
+

+2

ξ
∫

τ/2

∣

∣

∣

∣

∣

f
(

θ− τ

2
, x, z, uτ

(

θ− τ

2
, x, z

)

, ωτ
uτ

(

θ− τ

2

)

, χτuτ

(

θ− τ

2
, x
))

∣

∣

∣

∣

∣

dθ,
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где τ/2<ξ6 t, t∈ (τ/2, τ ]. Отсюда, учитывая условие (5), получаем

∣

∣

∣
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣
uτ
(τ

2
, x, z

)
∣

∣

∣
+ 2

ξ
∫

τ/2

Pγ2 (U
τ (θ)) dθ,

τ

2
< ξ 6 t, t ∈

(τ

2
, τ
]

. (15)

Рассмотрим случай 1(a). Условие 3 выполняется при γ2 ∈ {0, 1}. Тогда (15) перепишется сле-
дующим образом:

∣

∣

∣
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣
uτ
(τ

2
, x, z

)∣

∣

∣
+ 2

ξ
∫

τ/2

˜C ·
(

1 + U τ
(

θ − τ

2

))

dθ,
τ

2
< ξ 6 t, t ∈

(τ

2
, τ
]

. (16)

Применим операцию дифференцирования Ds
x, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi+2, i=1, . . . , n, к

уравнению (10), затем продифференцируем полученное уравнение k раз по z, k=1, . . . , q+2, и
проинтегрируем по временной переменной. С учетом (5) и условия на γ2 имеем

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ
(τ

2
, x, z

)

∣

∣

∣

∣

+2

ξ
∫

τ/2

˜C ·
(

1+U τ
(

θ− τ

2

))

dθ,

τ

2
<ξ6 t, t∈

(τ

2
, τ
]

, l=1, q+2, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi+2, i=1, n.

(17)

Возьмем от обеих частей неравенств (16) и (17) сначала sup
x∈Rn,
z∈R

, затем sup
0<ξ6t

, сложим их и, со-
гласно (7), (8) и (14) получим

U τ (t) 6 U(0) + C ·
τ
∫

τ/2

(

1 + U τ
(

θ − τ

2

))

dθ, t ∈
(τ

2
, τ
]

.

Здесь и далее считаем, что C>1— некоторые постоянные, вообще говоря, различные, зависящие
от констант, ограничивающих входные данные, и не зависящие от параметра расщепления τ .

Из свойств определенного интеграла в силу неубывания функции U τ (t) получим

U τ (t) 6 U(0) +C ·
τ
∫

0

(1 + U τ (θ)) dθ, t ∈ (0, τ ] .

Согласно лемме Гронуолла

U τ (t) 6 U(0) · eCτ +
C

C
·
(

eCτ − 1
)

, U τ (t) 6 (U(0) + 1) · eCτ − 1 ∀t ∈ (0, τ ]. (18)

На первом целом временном шаге, при t∈ (τ, 2τ ], рассуждая аналогично нулевому целому шагу,
учитывая (18), получим

U τ (t) 6 (U(0) + 1) · e2Cτ − 1 ∀t ∈ (0, 2τ ].

Проделав аналогичные рассуждения, на втором целом временном шаге, при t∈ (2τ, 3τ ], имеем

U τ (t) 6 (U(0) + 1) · e3Cτ − 1 ∀t ∈ (0, 3τ ].

Через конечное число шагов на интервале ((M − 1)τ,Mτ ] получим

U τ (t) 6 (U(0) + 1) · eCMτ − 1 = (U(0) + 1) · eCT − 1 6 C ∀t ∈ ((M − 1)τ,Mτ ] .

Справедлива оценка
U τ (t) 6 (U(0) + 1) · eCT − 1 6 C ∀t ∈ [0, T ].

Таким образом, доказаны равномерные по τ оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,T ],

l=0, 1, . . . , q+2, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi +2, i=1, n.

(19)



О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 47

Из оценок (19) следует, что правые части уравнений (9)–(11) ограничены равномерно по τ на
любом временном шаге, а значит, и левые части уравнений будут ограничены равномерно по τ :

∣

∣uτt (t, x, z)
∣

∣ 6 C, (t, x, z) ∈ G[0,T ].

Применяя операцию дифференцирования Ds
x, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, . . . , n, и диф-

ференцируя k раз по z уравнения (9)–(11), k=1, . . . , q, в силу (19) получим оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ
t (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,T ],

l=0, 1, . . . , q, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, n.

(20)

Оценки (19), (20) гарантируют выполнение условий теоремы Арцела о компактности. В силу
теоремы Арцела некоторая подпоследовательность uτk(t, x, z) последовательности uτ (t, x, z) ре-
шений задачи (9)–(11) сходится вместе с соответствующими производными к функции u(t, x, z)∈
∈Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

GN
[0,T ]

)

, которая в силу теоремы сходимости метода слабой аппроксимации, является

решением задачи (1), (2). Здесь N > 0— целая постоянная,

GN
[0,T ] =

{

(t, x, z)
∣

∣

∣
0 6 t 6 T , |xi| 6 N, i = 1, n, |z| 6 N

}

.

В силу произвольности выбора постоянной N решение u(t, x, z) задачи (1), (2) принадлежит
классу Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

G[0,T ]

)

. При этом справедливы следующие оценки при (t, x, z)∈G[0,T ]:
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6 C, l = 0, q, s = (s1, . . . , sn), si = 0, 1, . . . , pi, i = 1, n.

Рассмотрим случай 1(b). Условие 3 выполняется при γ2 > 1. Тогда на втором дробном шаге
аналогично случаю 1(a) имеем:

U τ (t) 6 U(0) +C ·
τ
∫

0

Pγ2 (U
τ (θ)) dθ, t ∈ (0, τ ] . (21)

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

dω(t)

dt
= Pγ2 (ω(t)) , ω(0) = U(0). (22)

По теореме Коши (см. [8]) решение ω(t) задачи (22) существует на некотором интервале [0, t∗],
где 0<t∗6T зависит от C и начальных данных U(0). Функция ω(t) является монотонно возрас-
тающей на интервале [0, t∗] и ω(t)∈C1 ([0, t∗]).

Из (21), (22) следует, что если для некоторого t06 t справедливо неравенство U τ (t0)6ω(t0), то
U τ (t)6ω(t), ∈ [t0, t1].

Так как U τ (0)6ω(0), то из монотонности функции ω(t) следует, что U τ (t)6ω(τ), t∈ [0, τ ]. На
первом целом временном шаге, при t∈ (τ, 2τ ], рассуждая аналогично нулевому целому шагу, полу-
чим U τ (t)6ω(2τ), t∈ [0, 2τ ]. Через конечное число шагов получим неравенство U τ (t)6ω(t∗)6C,
t∈ [0, t∗].

Таким образом, доказаны равномерные по τ оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,t
∗
],

l=0, 1, . . . , q+2, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi +2, i=1, n.

(23)

Из этих оценок следует, что правые части уравнений (9)–(11) ограничены равномерно по τ на
любом временном шаге, а значит, и левые части уравнений будут ограничены равномерно по τ ,
т.е.

∣

∣uτt (t, x, z)
∣

∣ 6 C, (t, x, z) ∈ G[0,t
∗
].
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Применяя операцию дифференцирования Ds
x, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, . . . , n, и диф-

ференцируя k раз уравнения (9)–(11) по z, k=1, . . . , q, в силу (23), получим оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ
t (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,t
∗
],

l=0, 1, . . . , q, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, n.

(24)

Оценки (23), (24) гарантируют выполнение условий теоремы Арцела о компактности. В силу
теоремы Арцела некоторая подпоследовательность uτk(t, x, z) последовательности uτ (t, x, z) ре-
шений задачи (9)–(11) сходится вместе с соответствующими производными к функции u(t, x, z)∈
∈Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

GN
[0,t

∗
]

)

, которая в силу теоремы сходимости метода слабой аппроксимации является

решением задачи (1), (2). Здесь N > 0— целая постоянная,

GN
[0,t

∗
] =

{

(t, x, z)
∣

∣

∣
0 6 t 6 t∗, |xi| 6 N, i = 1, n, |z| 6 N

}

.

В силу произвольности выбора постоянной N решение u(t, x, z) задачи (1), (2) принадлежит
классу Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

G[0,t
∗
]

)

. 2 При этом справедливы следующие оценки при (t, x, z)∈G[0,t
∗
]:

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6 C, l = 0, q, s = (s1, . . . , sn), si = 0, 1, . . . , pi, i = 1, n.

Рассмотрим случай 2 теоремы. Расщепим уравнение (1) на n+2 дробных шага и сделаем сдвиг
по времени на τ

n+2 в следах неизвестной функции и нелинейных членах:

uτt =(n+2)a1

(

t, x1, ω
τ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτx1x1
(t, x, z)+

+ (n+2)b1

(

t, x, z, ωτ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτx1
(t, x, z), mτ < t6

(

m+
1

n+2

)

τ ; (25)

uτt =(n+2)a2

(

t, x2, ω
τ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτx2x2
(t, x, z)+

+ (n+2)b2

(

t, x, z, ωτ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτx2
(t, x, z),

(

m+
1

n+2

)

τ < t6

(

m+
2

n+2

)

τ ; (26)

...

uτt =(n+2)an

(

t, xn, ω
τ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτxnxn

(t, x, z)+

+ (n+2)bn

(

t, x, z, ωτ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτxn

(t, x, z),

(

m+
n− 1

n+2

)

τ < t6

(

m+
n

n+2

)

τ ; (27)

uτt =(n+2)an+1

(

t, z, ωτ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτzz(t, x, z)+

+ (n+2)bn+1

(

t, x, z, ωτ
uτ

(

t− τ

n+2

))

uτz(t, x, z),

(

m+
n

n+2

)

τ < t6

(

m+
n+1

n+2

)

τ ; (28)

uτt =(n+2)f

(

t− τ

n+2
, x, z, uτ

(

t− τ

n+2
, x, z

)

, ωτ
uτ (t), χτ

uτ (t, x)

)

,

(

m+
n+1

n+2

)

τ < t6 (m+1) τ ; (29)

uτ (t, x, z)
∣

∣

t60
=u0(x, z), x∈R

n, z ∈R,

m=0, 1, . . . , (M − 1), Mτ =T.
(30)
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Далее под m-м целым шагом будем понимать интервал (mτ, (m+1)τ ], а под r-м дробным

шагом m-го целого шага — полуинтервал
((

m+ r−1
n+2

)

τ,
(

m+ r
n+2

)

τ
]

, где m= 0, 1, . . . , (M − 1),

r=1, 2, . . . , n+2. Здесь

ωτ
uτ

(

t− τ

n+2

)

=

(

uτ
(

t− τ

n+2
, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

,

Ds
xu

τ

(

t− τ

n+2
, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

,
∂l

∂zl
uτ
(

t− τ

n+2
, αk1 , . . . , αkn , βkn+1

)

)

,

χτ
uτ

(

t− τ

n+2
, x

)

=

(

uτ
(

t− τ

n+2
, x, βkn+1

)

,
∂l

∂zl
uτ
(

t− τ

n+2
, x, βkn+1

))

,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , p̃i, ki=1, . . . , ri, pi>max{p̃i, 2}, i=1, n,

kn+1 =1, . . . , rn+1, l=0, 1, . . . , q̃, q>max{q̃, 2}.
Так как в условиях теоремы γ1=0, то соотношение (4) из условия 3 имеет вид

n
∑

i=1

pi+2
∑

si=0

∣

∣

∣

∣

∣

∂si

∂xsii
ai(t, xi, ωuτ (t))

∣

∣

∣

∣

∣

+

q+2
∑

l=0

∣

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
an+1(t, z, ωuτ (t))

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

n+1
∑

i=1

q+2
∑

l=0

∑

s=(s1,...,sn),
si=0,1,...,pi+2,

i=1,...,n

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xbi(t, x, z, ωuτ (t))

∣

∣

∣

∣

6C. (31)

Докажем априорные оценки, гарантирующие компактность семейства решений uτ (t, x, z) зада-
чи (25)–(30). Будем пользоваться обозначениями (7).

Рассмотрим нулевой целый шаг (m=0). На первом дробном шаге, t∈
(

0, τ
n+2

]

, рассматриваем
уравнение (25) с начальным условием (30).

Согласно принципу максимума для задачи Коши (25), (30) в силу выполнения условий 1, 2,
имеем

∣

∣uτ (ξ, x, z)
∣

∣ 6 sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣u0(x, z)
∣

∣ 6 U(0), 0 < ξ 6 t, t ∈
(

0,
τ

n+ 2

]

.

Продифференцируем (25), (30) по x1:

∂

∂x1
uτt (t, x, z)= (n+2) · a1 ·

∂

∂x1
uτx1x1

+(n+2)uτx1x1
·
(

∂

∂x1
a1+ b1

)

+(n+2)
∂

∂x1
b1 ·uτx1

,

∂

∂x1
uτ (t, x, z)

∣

∣

t60
=

∂

∂x1
u0(x, z).

Введем обозначение vτ1 =uτx1
. Получим

vτ1 t(t, x, z)= (n+2) · a1 · vτ1x1x1
+(n+2) · vτ1 x1

·
(

∂

∂x1
a1 + b1

)

+(n+2) · b1 · vτ1 ,

vτ1 (t, x, z)
∣

∣

t60
= v10(x, z).

Отсюда, учитывая (31), согласно принципу максимума получаем

∣

∣vτ1 (ξ, x, z)
∣

∣ 6 exp

(

(n+ 2) sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1
b1

∣

∣

∣

∣

· τ
)

· sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣v10(x, z)
∣

∣

и далее
∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 exp

(

(n+ 2) sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∂

∂x1
b1

∣

∣

∣
· τ
)

· sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1
u0(x, z)

∣

∣

∣

∣

,
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∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ · U(0). (32)

Продифференцируем (25), (30) по x1 дважды:

∂2

∂x21
uτt (t, x, z)= (n+2) · ∂

∂x1
a1 ·

∂

∂x1
uτx1x1

+(n+2) · a1 ·
∂2

∂x21
uτx1x1

+

+(n+2) · ∂

∂x1
uτx1x1

·
(

∂

∂x1
a1 + b1

)

+(n+2) ·uτx1x1
·
(

∂2

∂x21
a1 +

∂

∂x1
b1

)

+

+(n+2) · ∂
2

∂x21
b1 ·uτx1

+(n+2) · ∂

∂x1
b1 ·

∂

∂x1
uτx1

,

∂2

∂x21
uτ (t, x, z)

∣

∣

t60
=

∂2

∂x21
u0(x, z).

Введем обозначение vτ2 =uτx1x1
. Имеем

vτ2 t(t, x, z)= (n+2) · ∂

∂x1
a1 · vτ2x1

+(n+2) · a1 · vτ2x1x1
+

+(n+2) · vτ2x1
·
(

∂

∂x1
a1 + b1

)

+(n+2) · vτ2 ·
(

∂2

∂x21
a1+

∂

∂x1
b1

)

+

+(n+2) · ∂
2

∂x21
b1 ·uτx1

+(n+2) · ∂

∂x1
b1 · vτ2 .

Отсюда, учитывая условие (31) и оценку (32), согласно принципу максимума, получаем
∣

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x21
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 exp

[(

(n+2) sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∂2

∂x21
a1

∣

∣

∣
+2(n+2) sup

x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∂

∂x1
b1

∣

∣

∣

)

· τ
]

×

×
(

(n+2) · sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x21
b1

∣

∣

∣

∣

· sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1
uτ
∣

∣

∣

∣

· τ + sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x21
u0

∣

∣

∣

∣

)

,

∣

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x21
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ ·
(

C · eCτ · U(0) · τ + U(0)
)

6 U(0) · eCτ ·
(

C · eCτ · τ + 1
)

,

∣

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x21
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ · U(0). (33)

Дифференцируя (25), (30) по x1 далее до p1 +2 раз, учитывая (32), (33) и рассуждая анало-
гичным образом, имеем:

∣

∣

∣

∣

∣

∂k1

∂xk11
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ · U(0), k1 = 0, 1, . . . , p1 + 2, 0 < ξ 6 t, 0 < t 6
τ

n+ 2
.

Продифференцируем (25), (30) по x2:

uτx2t = (n+ 2) · a1 · uτx2x1x1
+ (n+ 2) · ∂

∂x2
b1 · uτx1

+ (n + 2) · b1 · uτx2x1
.

Отсюда

∣

∣uτx2

∣

∣6 (n+2) · sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x2
b1

∣

∣

∣

∣

· sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣uτx1

∣

∣ · τ + sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x2
u0

∣

∣

∣

∣

6

6 [в силу (31), (32)]6 (n+2) ·C · eCτ ·U(0) · τ +U(0),
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т.е.
∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂x2
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ · U(0).

Рассуждая аналогичным образом, получим
∣

∣

∣

∣

∣

∂ki

∂xkii
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ ·U(0), ki =0, 1, . . . , pi +2, i=1, . . . , n;

∣

∣

∣

∣

∣

∂ki+1

∂zki+1
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ ·U(0), ki+1 =0, 1, . . . , q+2.

Продифференцируем (25), (30) по x1 и по x2:

∂2

∂x1∂x2
uτt (t, x, z)= (n+2) · a1 ·

∂2

∂x1∂x2
uτx1x1

+(n+2) ·uτx1x1
· ∂

∂x2
b1+

+(n+2) · ∂

∂x2
uτx1x1

·
(

∂

∂x1
a1+ b1

)

+(n+2) · ∂2

∂x1∂x2
b1 ·uτx1

+(n+2) · ∂

∂x1
b1 ·

∂

∂x2
uτx1

.

Введем обозначение ρτ =uτx1x2
. Тогда справедливо соотношение

ρτt =(n+2)a1 · ρτx1x1
+(n+2) ·uτx1x1

· ∂

∂x2
b1 +(n+2) · ρτx1

·
(

∂

∂x1
a1 + b1

)

+

+(n+2) · ∂2

∂x1∂x2
b1 ·uτx1

+(n+2) · ∂

∂x1
b1 · ρτ .

Отсюда

∣

∣uτx1x2
(ξ, x, z)

∣

∣6 exp

[(

(n+2) · sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1
b1

∣

∣

∣

∣

)

·τ
]

×

×
(

(n+2) · sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x2
b1

∣

∣

∣

∣

· sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x21
uτ
∣

∣

∣

∣

· τ+

+(n+2) · sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x1∂x2
b1

∣

∣

∣

∣

· sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1
uτ
∣

∣

∣

∣

· τ + sup
x∈Rn,
z∈R

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x1∂x2
u0

∣

∣

∣

∣

)

.

В силу (31), (32), (33), имеем
∣

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x1∂x2
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ · U(0).

Продолжая рассуждения, получим:
∣

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds1,...,sn

x uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτ ·U(0), 0<ξ6 t, 0< t6
τ

n+2
,

l=0, 1, . . . , q+2, si=0, 1, . . . , pi +2, i=1, . . . , n.

(34)

Возьмем от обеих частей неравенств (34) сначала sup
x∈Rn,
z∈R

, затем sup
0<ξ6t

, сложим их и согласно (7)

и (8) получим

U τ (t) 6 eCτ · U(0), 0 < t 6
τ

n+ 2
.
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На втором дробном шаге рассмотрим уравнение (26) с начальными данными uτ
(

τ
n+2 , x, z

)

.

Повторяя рассуждения, проделанные на первом дробном шаге, с учетом оценки (34) получаем
∣

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds1,...,sn

x uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 eCτU

(

τ

n+ 2

)

6 eCτ · U(0), 0 < ξ 6 t,
τ

n+ 2
< t 6

2τ

n+ 2
. (35)

Возьмем от обеих частей неравенств (35) сначала sup
x∈Rn,
z∈R

, затем sup
0<ξ6t

, сложим их и, согласно (7)

получим

U τ (t) 6 eCτ · U(0),
τ

n+ 2
< t 6

2τ

n+ 2
.

Таким же образом получаем оценки на n+1 дробных шагах.
Рассмотрим (n+ 2)-й дробный шаг нулевого целого шага. Рассматриваем уравнение (29) с

начальным условием uτ
(

(n+1)τ
n+2 , x, z

)

.

Проинтегрируем уравнение (29) по временной переменной. Справедлива оценка

∣

∣

∣
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣

∣

uτ
(

(n+1)τ

n+2
, x, z

)∣

∣

∣

∣

+

+(n+2)

ξ
∫

(n+1)τ

n+2

∣

∣

∣

∣

∣

f

(

θ− τ

n+2
, x, z, uτ

(

θ− τ

n+2
, x, z

)

, ωτ
uτ

(

θ− τ

n+2

)

,

χτ
uτ

(

θ− τ

n+2
, x

)

)∣

∣

∣

∣

∣

dθ,
(n+1)τ

n+2
<ξ6 t, t∈

(

(n+1)τ

n+2
, τ

]

.

Отсюда с учетом (5) следует

∣

∣

∣
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣
uτ
(

(n+1)τ

n+2
, x, z

)

∣

∣

∣
+(n+2) ·

ξ
∫

(n+1)τ

n+2

Pγ2 (U
τ (θ)) dθ,

(n+1)τ

n+2
<ξ6 t, t∈

(

(n+1)τ

n+2
, τ

]

.

(36)

Рассмотрим случай 2(a). Условие 3 выполняется при γ2∈{0, 1}. Тогда (36) перепишется в виде

∣

∣

∣
uτ (ξ, x, z)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣

∣

uτ
(

(n+1)τ

n+2
, x, z

)∣

∣

∣

∣

+(n+2)

ξ
∫

(n+1)τ

n+2

˜C ·
(

1+U τ

(

θ− τ

n+2

))

dθ,

(n+1)τ

n+2
<ξ6 t, t∈

(

(n+1)τ

n+2
, τ

]

.

(37)

Применим операцию дифференцирования Ds
x, s= (s1, . . . , sn), si = 0, 1, . . . , pi + 2, i= 1, . . . , n, к

уравнению (29), затем продифференцируем полученное уравнение k раз по z, k=1, . . . , q+2, и
проинтегрируем по временной переменной. С учетом (5) и условия на γ2 получим
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (ξ, x, z)

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ

(

(n+1)τ

n+2
, x, z

)
∣

∣

∣

∣

+

+(n+2)

ξ
∫

(n+1)τ

n+2

˜C ·
(

1+U τ

(

θ− (n+1)τ

n+2

))

dθ, (38)

где
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(n+1)τ

n+2
<ξ6 t, t∈

(

(n+1)τ

n+2
, τ

]

;

l=1, . . . , q+2, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi+2, i=1, n.

Возьмем от обеих частей неравенств (37) и (38) сначала sup
x∈Rn,
z∈R

, затем sup
0<ξ6t

, сложим их и, со-

гласно обозначений (7), условий (8) и оценки на (n+1)-м шаге, получим

U τ (t) 6 U(0) · eCτ + C ·
τ
∫

(n+1)τ

n+2

(

1 + U τ

(

θ − τ

n+ 2

))

dθ, t ∈
(

(n+ 1)τ

n+ 2
, τ

]

.

Из свойств определенного интеграла в силу неубывания функции U τ (t) имеем

U τ (t)6U(0) · eCτ +C ·
τ
∫

(n+1)τ

n+2

(

1+U τ

(

(n+1)τ

n+2

))

dθ6

6U(0) · eCτ +C ·
τ
∫

0

(

1+U τ

(

(n+1)τ

n+2

))

dθ6

6U(0) · eCτ +C ·
(

1+U τ

(

(n+1)τ

n+2

))

· τ.

Учитывая оценку на предыдущем шаге, получим

U τ (t)6U(0) · eCτ +C ·
(

1+U τ (0) · eCτ
)

· τ =U(0) · eCτ · (1+Cτ)+Cτ +1− 1=

= (1+Cτ) · (1+U(0) · eCτ )− 1.

Следовательно,

U τ (t) 6 (U(0) + 1)eCτ − 1, t ∈ (0, τ ]. (39)

На первом целом временном шаге, при t∈ (τ, 2τ ], рассуждая аналогично нулевому целому шагу,
согласно (39) имеем

U τ (t) 6 (U(0) + 1) · e2Cτ − 1 ∀t ∈ (0, 2τ ].

Проделав аналогичные рассуждения, на втором целом временном шаге, при t∈ (2τ, 3τ ] получим

U τ (t) 6 (U(0) + 1) · e3Cτ − 1 ∀t ∈ (0, 3τ ].

Через конечное число шагов на интервале ((M − 1)τ,Mτ ]

U τ (t) 6 (U(0) + 1) · eCMτ − 1 = (U(0) + 1) · eCT − 1 6 C ∀t ∈ (0,Mτ ] .

Справедливо неравенство

U τ (t) 6 (U(0) + 1) · eCT − 1 6 C ∀t ∈ [0, T ].

Таким образом, доказаны равномерные по τ оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,T ], l=0, 1, . . . , q+2,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi +2, i=1, . . . , n.

(40)

Из оценок (40) следует, что правые части уравнений (25)–(30) ограничены равномерно по τ на
любом временном шаге, а значит, и левые части уравнений будут ограничены равномерно по τ :

∣

∣uτt (t, x, z)
∣

∣ 6 C, (t, x, z) ∈ G[0,T ].
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Применяя операцию дифференцирования Ds
x, s= (s1, . . . , sn), si =0, 1, . . . , pi, i=1, . . . , n, и диф-

ференцируя k раз уравнения (25)–(30) по z, k=1, . . . , q, в силу (40) получим оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ
t (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,T ],

l=0, 1, . . . , q, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, n.

(41)

Оценки (40), (41) гарантируют выполнение условий теоремы Арцела о компактности. В силу
теоремы Арцела, некоторая подпоследовательность uτk(t, x, z) последовательности uτ (t, x, z) ре-
шений задачи (25)–(30) сходится вместе с соответствующими производными к функции u(t, x, z)∈
∈Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

GN
[0,T ]

)

, которая в силу теоремы сходимости метода слабой аппроксимации, является

решением задачи (1), (2). Здесь N > 0— целая постоянная,

GN
[0,T ] =

{

(t, x, z)
∣

∣

∣
0 6 t 6 T, |xi| 6 N, i = 1, n, |z| 6 N

}

.

В силу произвольности выбора постоянной N решение u(t, x, z) задачи (1), (2) принадлежит
классу Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

G[0,T ]

)

. При этом справедливы следующие оценки при (t, x, z)∈G[0,T ]:
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6 C, l = 0, q, s = (s1, . . . , sn), si = 0, 1, . . . , pi, i = 1, n.

Рассмотрим случай 2(b). Условие 3 выполняется при γ2> 1. Тогда на (n+2)-м дробном шаге,
аналогично случаю 2(a), имеем

U τ (t) 6 U(0) · eCτ + C ·
τ
∫

(n+1)τ

n+2

Pγ2 (U
τ (θ)) dθ, t ∈

(

(n+ 1)τ

n+ 2
, τ

]

.

Отсюда, в силу свойств определенного интеграла,

U τ (t) 6 U(0) · eCτ + C ·
τ
∫

0

Pγ2 (U
τ (θ)) dθ, t ∈ (0, τ ]. (42)

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

dω(t)

dt
= Pγ2 (ω(t)) , ω(0) = U(0). (43)

По теореме Коши (см. [8]) решение ω(t) задачи (43) существует на некотором интервале [0, t∗],
где t∗ ∈ (0, T ] зависит от C и начальных данных U(0). Функция ω(t) является монотонно возрас-
тающей на интервале [0, t∗] и ω(t)∈C1 ([0, t∗]).

Из (42), (43) следует, что если для некоторого t0 6 t справедливо неравенство U τ (t0)6ω(t0),
то U τ (t)6ω(t), t∈ [t0, t1]. Так как U τ (0)6 ω(0), то из монотонности функции ω(t) следует, что
U τ (t)6ω(τ), t∈ [0, τ ]. На первом целом временном шаге, t∈ (τ, 2τ ], рассуждая аналогично нуле-
вому целому шагу, получим U τ (t)6ω(2τ), t∈ [0, 2τ ]. Через конечное число шагов имеем

U τ (t) 6 ω(t∗) 6 C, t ∈ [0, t∗].

Таким образом, доказаны равномерные по τ оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,t
∗
], l=0, 1, . . . , q+2,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi +2, i=1, n.

(44)

Из этих оценок следует, что правые части уравнений (25)–(30) ограничены равномерно по τ на
любом временном шаге, а значит, и левые части уравнений будут ограничены равномерно по τ ,
т.е.

∣

∣uτt (t, x, z)
∣

∣ 6 C, (t, x, z) ∈ G[0,t
∗
].
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Применяя операцию дифференцирования Ds
x, s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, n, и диффе-

ренцируя k раз уравнения (25)–(30) по z, k=1, . . . , q, в силу (44) получим оценки
∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu
τ
t (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C, (t, x, z)∈G[0,t
∗
], l=0, 1, . . . , q,

s=(s1, . . . , sn), si=0, 1, . . . , pi, i=1, n.

(45)

Оценки (44), (45) гарантируют выполнение условий теоремы Арцела о компактности. В силу
теоремы Арцела, некоторая подпоследовательность uτk(t, x, z) последовательности uτ (t, x, z) ре-
шений задачи (25)–(30) сходится вместе с соответствующими производными к функции u(t, x, z)∈
∈Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

GN
[0,t

∗
]

)

, которая в силу теоремы сходимости метода слабой аппроксимации, является

решением задачи (1), (2). Здесь N > 0— целая постоянная,

GN
[0,t

∗
] =

{

(t, x, z)
∣

∣

∣
0 6 t 6 t∗, |xi| 6 N, i = 1, n, |z| 6 N

}

.

В силу произвольности выбора постоянной N решение u(t, x, z) задачи (1), (2) принадлежит
классу Zp1,...,pn,q

x1,...,xn,z

(

G[0,t
∗
]

)

. При этом справедливы следующие оценки при (t, x, z)∈G[0,t
∗
]:

∣

∣

∣

∣

∂l

∂zl
Ds

xu(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6 C, l = 0, q, s = (s1, . . . , sn), si = 0, 1, . . . , pi, i = 1, n.

Теорема 1 доказана. �

3. Пример. Приведем пример задачи из [2], для которой может быть применен результат ис-
следования нагруженного многомерного параболического уравнения вида (1). В этой работе рас-
смотрена задача идентификации функции источника и коэффициента при нелинейном члене в
многомерном параболическом уравнении.

В области G[0,T ]=
{

(t, x, z) | 06 t6T, x∈En, z ∈E1

}

рассматривается задача Коши

ut(t, x, z)=Lx(u)+ uzz +λ1(t, x)M (t, u(t, x, z)) +λ2(t, x)f(t, x, z), (46)

u(0, x, z)= u0(x, z), x∈En, z ∈E1. (47)

Здесь

Lx(u) =

n
∑

k,m=1

akm(t)ux
k
xm

+

n
∑

k=1

ak(t)uxk
,

где akm(t), ak(t)∈C[0, T ], функции M(t, y), u0(x, z) и f(t, x, z)— вещественнозначные, определен-
ные на [0, T ]×E1, E2 и G[0,T ] соответственно. Функции λ1(t, x) и λ2(t, x) подлежат определению
вместе с решением u(t, x, z) задачи (46), (47).

Заданы условия переопределения

u(t, x, 0) = ϕ1(t, x), uz(t, x, 0) = ϕ2(t, x), (48)

и условия согласования

u0(x, 0) = ϕ1(0, x),
∂

∂z
u0(x, 0) = ϕ2(0, x). (49)

Полагаем, что M(t, y)— достаточно гладкая функция, удовлетворяющая соотношению
∣

∣

∣

∣

∂l

∂yl
M(t, y)

∣

∣

∣

∣

6M0 (1 + |y|p) , j = 0, 1, . . . , 9, 0 6 t 6 T, y ∈ E1, (50)

причем все входящие в него производные непрерывны.
Пусть для (t, x)∈Π[0,T ]=

{

(t, x) | 06 t6T, x∈En

}

∣

∣

∣
M (t, ϕ1(t, x)) fz(t, x, 0) −M (1) (t, ϕ1(t, x))ϕ2(t, x)f(t, x, 0)

∣

∣

∣
> δ > 0; (51)
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здесь δ— фиксированная постоянная. Считаем, что входные данные удовлетворяют соотношению

∣

∣Dβ
xψi(t, x)

∣

∣+

∣

∣

∣

∣

∂k

∂zk
Dβ

xu0(x, z)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂k

∂zk
Dβ

xf(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

6C,

|β|=m, m=0, 1, 2, 3, 4, k=0, 1, . . . , 5, (t, x, z)∈G[0,T ],

(52)

и являются достаточно гладкими, т.е. все производные, входящие в (52), непрерывны; здесь C —
положительная константа,

ψ1(t, x) = (ϕ1)t − Lx(ϕ1), ψ2(t, x) = (ϕ2)t − Lx(ϕ2).

Обратная задача (46), (47) с помощью условий переопределения (48) приводится к следующей
прямой задаче:

ut(t, x, z)=Lx (u(t, x, z)) +uzz(t, x, z)+

+ [A1(t, x)+A2(t, x)uzz(t, x, 0)+A3(t, x)uzzz(t, x, 0)]M (t, u(t, x, z)) +

+ [B1(t, x)+B2(t, x)uzz(t, x, 0)+B3(t, x)uzzz(t, x, 0)] f(t, x, z),

u(0, x, z) = u0(x, z).

Здесь

A1(t, x)=
ψ1(t, x)fz(t, x, 0)−ψ2(t, x)f(t, x, 0)

∆(t, x)
,

A2(t, x)=
−fz(t, x, 0)
∆(t, x)

, A3(t, x)=
f(t, x, 0)

∆(t, x)
,

B1(t, x)=
ψ2(t, x)M (t, ϕ1(t, x))−ψ1(t, x)M

(1) (t, ϕ1(t, x))ϕ2(t, x)

∆(t, x)
,

B2(t, x)=
M (1) (t, ϕ1(t, x))ϕ2(t, x)

∆(t, x)
, B3(t, x)=

−M (t, ϕ1(t, x))

∆(t, x)
,

∆(t, x)=M (t, ϕ1(t, x)) fz(t, x, 0)−M (1) (t, ϕ1(t, x))ϕ2(t, x)f(t, x, 0),

— известные функции.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 2 (см. [2]). Пусть выполняются условия (49)–(52). Тогда существует решение

u(t, x, z), λ1(t, x), λ2(t, x) задачи (46)–(48) в классе

Z(t∗)=
{

u, λ1, λ2

∣

∣

∣
ut,

∂k

∂zk
Dα

xu∈C
(

G[0,t∗]

)

),

λ1(t, x), λ2(t, x)∈C0,2
t,x

(

Π[0,t∗]

)

; k=0, 1, 2, 3; |α|6 2
}

,

удовлетворяющее при (t, x, z)∈G[0,t∗] соотношениям

∑

|α|62

3
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

Dα
x

∂k

∂zk
u(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

∣

6 C,
∑

|α|62

∣

∣

∣
Dα

xλ1(t, x)
∣

∣

∣
+
∑

|α|62

∣

∣

∣
Dα

xλ2(t, x)
∣

∣

∣
6 C.

Здесь t∗ — некоторая постоянная, зависящая от δ и константы C из (52), ограничивающей

входные данные, 0< t∗6T , и

C0,2
t,x

(

Π[0,t∗]

)

=
{

g(t, x)
∣

∣

∣
Dα

xg(t, x) ∈ C(Π[0,t∗]), |α| 6 2
}

.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ КОШИ

ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО НАГРУЖЕННОГО

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

c© 2018 г. И. В. ФРОЛЕНКОВ, М. А. ЯРОВАЯ

Аннотация. В работе рассматривается нагруженное параболическое уравнение специального

вида в неограниченной области с данными Коши. Уравнение является одномерным, правая часть

уравнения линейным или нелинейным образом зависит от неизвестной функции u(t, x), а также

следов этой функции и ее производных по пространственной переменной до заданного поряд-

ка в конечном числе различных точек пространства. Такие уравнения возникают при сведении

некоторого класса задач идентификации одного или нескольких коэффициентов одномерного

параболического уравнения с данными Коши к вспомогательным прямым задачам. В работе по-

лучены достаточные условия глобальной разрешимости и достаточные условия разрешимости

поставленной задачи в малом временном интервале. Решение ищется в классе достаточно глад-

ких ограниченных функций. Исследована единственность найденного классического решения,

сформулированы достаточные условия, доказана соответствующая теорема. Получена априорной

оценки решения, гарантирующей непрерывную зависимость решения от правой части уравнений

и начальных условий.

Ключевые слова: параболическое уравнение, нагруженное уравнение, задача Коши, разреши-

мость, метод слабой аппроксимации, единственность решения, непрерывная зависимость.

AMS Subject Classification: 35K15, 35B45, 35B65

Сложность исследования обратных задач состоит в том, что в большинстве случаев они некор-
ректны. В них может нарушаться хотя бы одно из трех условий корректности: существование,
единственность и устойчивость решения по отношению к малым вариациям данных задачи. При-
боры, используемые в экспериментах, имеют определенный уровень погрешности, а значит, мето-
ды решения обратных задач должны обладать устойчивостью к малым погрешностям во входных
данных. Единственность решения дает ответ на вопрос о том, достаточно ли имеющейся экспе-
риментальной информации для однозначного определения искомой характеристики изучаемого
объекта или процесса.

Исследование корректности обратных задач — весьма трудоемкий процесс. Любое незначитель-
ное изменение исходной модели обратной задачи или изменение числа неизвестных коэффици-
ентов приводит к тому, что сильно меняется прямая задача, и необходимо вновь получать все
априорные оценки и исследовать разрешимость новой задачи. Данная работа является попыткой
формализовать и упростить этот процесс для некоторого класса обратных задач.

Разрешимость подобного класса нагруженных двумерных параболических уравнений с дан-
ными Коши исследовалась ранее в [9]. Данная работа является развитием работы [9]. Помимо
вопроса существования решения для модельных задач изучены вопросы единственности реше-
ния, а также непрерывной зависимости решения от входных данных. Важным аспектом данной
работы является то, что каждая часть содержит построенные примеры обратных задач, вход-
ные данные которых удовлетворяют сформулированным в работе достаточным условиям. Также
приведены алгоритмы проверки этих условий.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018



О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 59

1. Существование решения. В пространстве E1 переменных x выберем r различных точек
αk, k=1, r. В области G[0,T ] =

{

(t, x) | 06 t6T, x∈E1

}

рассмотрим задачу Коши для параболи-
ческого уравнения

ut(t, x) = µ(t)uxx(t, x) + f
(

t, x, u(t, x), ωu(t)
)

(1)

с начальными данными
u(0, x) = u0(x), x ∈ E1. (2)

Через

ωu(t) =

(

u(t, αk),
∂ju(t, αk)

∂xj

)

, k = 1, r, j = 0, 1, . . . , p1,

обозначена вектор функция, компоненты которой является следами (зависящими только от пере-
менной t) функции u(t, x) и всех ее производных по пространственной переменной x до порядка p1
включительно. Выберем и зафиксируем постоянную p>max{2, p1}> 2.

Определение 1. Обозначим через Zp
x(G[0,t∗]) множество функций u(t, x), определенных в

G[0,t∗], принадлежащих классу

C1,p
t,x (G[0,t∗]) =

{

u(t, x)
∣

∣

∣

∂u

∂t
,
∂ju

∂xj
∈ C(G[0,t∗]), j = 0, p

}

,

ограниченных при (t, x)∈G[0,t∗] вместе со всеми производными и удовлетворяющих неравенству

p
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∂ju(t, x)

∂xj

∣

∣

∣

∣

6 C.

Определение 2. Под классическим решением задачи в G[0,t∗] будем понимать функцию

u(t, x)∈Zp
x(G[0,t∗]), удовлетворяющую уравнению (1) и начальным данным (2) в G[0,t∗].

Здесь 0<t∗6T — некоторая фиксированная постоянная. Если t∗ зависит от констант, ограничи-
вающих входные данные, и t∗6T , то будем говорить, что u(t, x) является решением задачи (1), (2)
в малом временном интервале. Если t∗ фиксировано при любом наборе входных данных, удовле-
творяющих достаточным условиям разрешимости, будем говорить, что u(t, x) является решением
задачи (1), (2) во всем временном интервале.

Предположим, что выполняются следующие условия.

Условие 1. Функции µ(t), u0(x), f
(

t, x, v, ωv(t)
)

— действительнозначные функции перемен-
ных (t, x) при любой действительнозначной функции v(t, x). Для всех t∈ (0, T ] выполнено нера-
венство µ(t)> 0. Функция u0(x) удовлетворяет соотношению

p+2
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

dj

dxj
u0(x)

∣

∣

∣

∣

6 ˜C1, (3)

причем все входящие в (3) производные непрерывны.

Условие 2. Для всех t1∈ (0, T ] и любой функции v(t, x)∈Zp+2
x (G[0,t1]) функция f

(

t, x, v, ωv(t)
)

,
рассматриваемая как функция переменных (t, x)∈G[0,t1], непрерывна, удовлетворяет неравенству

p+2
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
f
(

t, x, v(t, x), ωv(t)
)

∣

∣

∣

∣

6 Pγ(Uv(t)), (4)

причем все производные, входящие в (4), непрерывны; здесь γ > 0— некоторое фиксированное

целое число, Pζ(y)= ˜C2(1+ y+ . . .+y
ζ)б где ˜C2>1— постоянная, не зависящая от функции v(t, x)

и ее производных,

Uv(t) =

p+2
∑

j=0

sup
0<ξ6t

sup
x∈E1

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
v(ξ, x)

∣

∣

∣

∣

, v(t, x) ∈ Zp+2
x (G[0,t1]).

Теорема 1 (теорема существования). Пусть выполняются условия 1, 2.
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(1) Если условие 2 выполняется при γ = 0 или γ = 1, то в классе Zp
x(G[0,T ]) существует по

крайней мере одно классическое решение u(t, x) задачи (1), (2).
(2) Если условие 2 выполняется при γ > 1, то существует такая константа t∗, зависящая от

констант ˜C1, ˜C2 из условий 1, 2, t∗∈ (0, T ], что в классе Zp
x(G[0,t∗]) существует по крайней

мере одно классическое решение u(t, x) задачи (1), (2).

Доказательство данной теоремы в целом повторяет рассуждения, приведенные в [9].
Используется расщепленная на два дробных шага вспомогательная задача, в которой сделан

сдвиг по времени на (t− τ/2) в следах неизвестных функций и нелинейных членах:

uτt (t, x)= 2µ(t)uτxx, nτ < t6

(

n+
1

2

)

τ ; (5)

uτt (t, x)= 2f
(

t− τ

2
, x, uτ

(

t− τ

2
, x
)

, ωτ
uτ

(

t− τ

2

))

,

(

n+
1

2

)

τ < t6 (n+1)τ ; (6)

uτ (0, x)= u0(x), x∈E1; (7)

здесь n=0, . . . , N − 1, Nτ =T ,

ωτ
uτ

(

t− τ

2

)

=

(

uτ
(

t− τ

2
, αk

)

,
∂juτ (t− τ

2 , αk)

∂xj

)

, k = 1, r, j = 0, 1, . . . , p1.

Доказаны априорные оценки, гарантирующие компактность семейства решений uτ (t, x) задачи
в классе гладких ограниченных функций. В первом случае оценки имеют вид

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ (t, x)

∣

∣

∣

∣

6 C, k = 0, 1, . . . , p+ 2, (t, x) ∈ G[0,T ]. (8)

Из оценок (8) следует, что правые части уравнений ограничены равномерно по τ , а значит, и
левые части уравнений ограничены равномерно по τ :

|uτt (t, x)| 6 C, (t, x) ∈ G[0,T ].

Дифференцируя уравнения (5) — (7) по x, в силу (8) справедливы оценки
∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτt (t, x)

∣

∣

∣

∣

6 C, k = 0, 1, . . . , p. (9)

Оценки (8) и (9) гарантируют равномерную ограниченность и равностепенную непрерывность
семейства решений uτ (t, x) на отрезке [0, t∗], где t∗ 6 T . По теореме Арцела существует неко-
торая подпоследовательность uτk(t, x) (τk → 0 при k→∞) последовательности uτ (t, x) решений
задачи (5)–(7), которая сходится вместе с производными по x до порядка p включительно рав-
номерно в каждом множестве GN

[0,T ] к функции u(t, x) для любого фиксированного числа N > 0;
здесь

GN
[0,T ] =

{

(t, x)
∣

∣

∣
0 6 t 6 T, x ∈ E1, |x| 6 N

}

.

Ясно, что u(t, x)∈C0,p
t,x (G[0,T ]), причем u(0, x)= u0(x). Эта функция на основании теоремы сходи-

мости метода слабой аппроксимации (см. [1]) является решением исходной задачи (1), (2), причем

u(t, x)∈ C1,p
t,x (G[0,T ]). При этом справедлива следующая оценка при (t, x)∈G[0,T ]:

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
u(t, x)

∣

∣

∣

∣

6 C, k = 0, 1 . . . , p. (10)

Для второго случая оценки аналогичны, но получены в малом временном интервале [0, t∗], где
0< t∗6T (t∗ зависит от констант ограничевающих входные данные):

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ (t, x)

∣

∣

∣

∣

6C, k=0, 1, . . . , p+2, (t, x)∈G[0,t∗], (11)

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτt (t, x)

∣

∣

∣

∣

6C, k=0, 1 . . . , p. (12)
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Некоторая подпоследовательность uτk(t, x) (τk→ 0 при k→∞) последовательности uτ (t, x) реше-
ний задачи (5)–(7) сходится вместе с производными по x до порядка p включительно равномерно в
каждом множестве GN

[0,t∗] (N>0— произвольное фиксированное число) к функции u(t, x), которая

является решением исходной задачи (1), (2), причем u(t, x)∈ C1,p
t,x (G[0,t∗]). При этом оценка (10)

справедлива при (t, x)∈G[0, t∗].
2. Примеры.

Пример 1. Рассмотрим в G[0,T ]=
{

(t, x) | 06 t6T, −∞<x<∞
}

уравнение

ut(t, x) = µ(t)uxx(t, x) + λ(t)g(t, x) (13)

с начальными данными
u(0, x) = u0(x), −∞ < x <∞. (14)

Полагаем, что µ(t)> 0, u0(x), g(t, x)— действительнозначные функции, определенные и непре-
рывные в G[0,T ], удовлетворяющие соотношению

4
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

dku0(x)

dxk

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂kg(t, x)

∂xk

∣

∣

∣

∣

6 ̂C1. (15)

причем производные, входящие в (15), непрерывны.
Функция λ(t) подлежит определению одновременно с решением u(t, x) задачи (13), (14), удо-

влетворяющим условию переопределения

u(t, ζ) = φ(t), φ(t) ∈ C1[0, T ], 0 6 t 6 T, (16)

где ζ ∈E1 — некоторая фиксированная постоянная. Также выполняется условие
∣

∣g(t, ζ)| > δ > 0, 0 6 t 6 T. (17)

Приведем задачу (13), (14) к вспомогательной прямой задаче. При x= ζ, используя (16), полу-
чим

λ(t) =
φ′(t)− µ(t)uxx(t, ζ)

g(t, ζ)
. (18)

Знаменатель последнего выражения не обращается в нуль в силу условия (17).
Получим следующую вспомогательную прямую задачу (19), (14):

ut(t, x) = µ(t)uxx(t, x) +
φ′(t)− µ(t)uxx(t, ζ)

g(t, ζ)
g(t, x). (19)

Проверим выполнение условий 1, 2 доказанной теоремы существования. Задача (19), (14) яв-
ляется частным случаем задачи (1), (2), где

f
(

t, x, v, ωv(t)
)

=
φ′(t)− µ(t)vxx(t, ζ)

g(t, ζ)
g(t, x). (20)

Выберем и зафиксируем p=2. Условие 1 выполняется в силу предположения (15). Проверим
выполнение условия 2. Возьмем произвольное t1 ∈ (0, T ] и произвольную функцию v(t, x) клас-
са Z4

x(G[0,t1]) и подставим её в (20). Очевидно, что полученная композиция в силу (15) будет
непрерывно дифференцируема по x до 4 порядка при всех (t, x)∈G[0,t1], причем

4
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
f
(

t, x, v(t, x), ωv(t)
)

∣

∣

∣

∣

6 P1(Uv(t)).

Действительно,

4
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∣

∂jf
(

t, x, v(t, x), ωv(t)
)

∂xj

∣

∣

∣

∣

∣

6

4
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

φ′(t)−µvxx(t, ζ)

g(t, ζ)

∂jg(t, x)

∂xj

∣

∣

∣

∣

6

6
1

δ

(

C +C sup
0<ξ6t

sup
x∈E1

∣

∣

∣
vxx(t, ζ)

∣

∣

∣

)

C 6 ̂C2(1+Uv(t))≡P1(Uv(t)).
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Получили, что условие 2 выполняется при γ=1. Условия теоремы существования выполнены,
классическое решение задачи (13), (14) согласно теореме существует в классе Z2

x(G[0,T ]).

Пример 2. Рассмотрим в G[0,T ]=
{

(t, x) | 06 t6T, −∞<x<∞
}

уравнение

ut(t, x) = µ(t)uxx(t, x) + λ1(t)u(t, x) + λ2(t)g(t, x) (21)

с начальными данными

u(0, x) = u0(x), −∞ < x <∞. (22)

Полагаем, что µ(t)> 0, u0(x), g(t, x)— действительнозначные функции, определенные и непре-
рывные в G[0,T ], удовлетворяющие соотношению

4
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

dku0(x)

dxk

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂kg(t, x)

∂xk

∣

∣

∣

∣

6 ̂C1 (23)

причем производные, входящие в (23), непрерывны.
Функции λ1(t) и λ2(t) подлежат определению одновременно с решением u(t, x) задачи (21), (22),

удовлетворяющим условиям переопределения

u(t, a) = ϕ(t), u(t, b) = ψ(t), (24)

где a ∈E1 и b ∈E1 — некоторые различные фиксированные постоянные, ϕ(t) ∈C1[0, T ], ψ(t) ∈
∈C1[0, T ]. Также выполняется условие

∣

∣ϕ(t)g(t, b) − ψ(t)g(t, a)
∣

∣ > δ > 0, 0 6 t 6 T. (25)

Приведем задачу (21)–(22) к вспомогательной прямой задаче. Используя условия переопреде-
ления, получим выражения на λ1, λ2:

λ1 =
ϕ′(t)g(t, b)+ µ(t)uxx(t, a)g(t, b)− ψ′(t)g(t, a)− µ(t)uxx(t, b)g(t, a)

ϕ(t)g(t, b)− ψ(t)g(t, a)
,

λ2 =
ψ′(t)ϕ(t)− µ(t)uxx(t, b)ϕ(t)−ϕ′(t)ψ(t)− µ(t)uxx(t, a)ψ(t)

ϕ(t)g(t, b)− ψ(t)g(t, a)

Знаменатель этих выражений не обращается в нуль в силу (25).
Рассмотрим вспомогательную прямую задачу для уравнения

ut(t, x)=µ(t)uxx(t, x)+

+
ϕ′(t)g(t, b)− µ(t)uxx(t, a)g(t, b)− ψ′(t)g(t, a)− µ(t)uxx(t, b)g(t, a)

ϕ(t)g(t, b)− ψ(t)g(t, a)
u(t, x)+

+
ψ′(t)ϕ(t)− µ(t)uxx(t, b)ϕ(t)−ϕ′(t)ψ(t)− µ(t)uxx(t, a)ψ(t)

ϕ(t)g(t, b)− ψ(t)g(t, a)
g(t, x) (26)

с начальными данными (22). Проверим выполнение условий 1, 2 доказанной теоремы существо-
вания. Выберем и зафиксируем p=2. Имеем

f
(

t, x, v(t, x), ωv(t)
)

=

=
ϕ′(t)g(t, b)− µ(t)vxx(t, a)g(t, b)−ψ′(t)g(t, a)− µ(t)vxx(t, b)g(t, a)

ϕ(t)g(t, b)−ψ(t)g(t, a)
v(t, x)+

+
ψ′(t)ϕ(t)−µ(t)vxx(t, b)ϕ(t)−ϕ′(t)ψ(t)− µ(t)vxx(t, a)ψ(t)

ϕ(t)g(t, b)−ψ(t)g(t, a)
g(t, x). (27)

Условие 1 выполняется в силу предположения (23). Проверим выполнение условия 2:

4
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
f
(

t, x, v(t, x), ωv(t)
)

∣

∣

∣

∣

6 P2(Uv(t)).
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Действительно,

4
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∣

∂jf
(

t, x, v(t, x), ωv(t)
)

∂xj

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ϕ′(t)g(t, b)− µ(t)vxx(t, a)g(t, b)− ψ′(t)g(t, a)− µ(t)vxx(t, b)g(t, a)

ϕ(t)g(t, b)+ ψ(t)g(t, a)

4
∑

j=0

∂jv

∂xj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ψ′(t)ϕ(t)−µ(t)vxx(t, b)ϕ(t)−ϕ′(t)ψ(t)− µ(t)vxx(t, a)ψ(t)

ϕ(t)g(t, b)+ψ(t)g(t, a)

4
∑

j=0

∂jg(t, x)

∂xj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
1

δ

[

C +C sup
0<ξ6t

sup
x∈E1

∣

∣vxx(t, a)
∣

∣+C +C sup
0<ξ6t

sup
x∈E1

∣

∣vxx(t, b)
∣

∣

]

sup
x∈E1

|v(t, x)|+

+
1

δ

[

C +C sup
0<ξ6t

sup
x∈E1

∣

∣vxx(t, b)
∣

∣+C +C sup
0<ξ6t

sup
x∈E1

∣

∣vxx(t, a)
∣

∣

]

C6

6 ̂C2

(

U2
v (t)+Uv(t)+ 1

)

≡P2(Uv(t)).

Получили, что условие 2 выполняется при γ =2. Условия теоремы существования выполнены;
следовательно, найдется такая постоянная 0< t∗ 6 T , зависящая от констант, ограничивающих
входные данные, что в классе Z2

x(G[0,t∗]) существует классическое решение задачи (13), (14).

3. Единственность решения. Рассмотрим задачу (1) с начальными данными (2). Выберем и
зафиксируем p>max{p1, 2}+2> 4. Предположим, что с данным p и некоторым γ выполняются
условия 1 и 2 теоремы существования. В силу этой теоремы у задачи (1), (2) существует класси-
ческое решение u1(t, x)∈Zp

x(G[0,t∗]), где t∗=T в случае глобальной разрешимости (если γ∈{0, 1}),
либо 0<t∗6T в случае локальной разрешимости (если γ >1). Предположим, что наряду с функ-
цией u1(t, x) существует другая функция u2(t, x) ∈ Zp

x(G[0,t∗]), являющаяся решением задачи.
Тогда

uit(t, x)=µ(t)uixx(t, x)+ f
(

t, x, ui(t, x), ωui(t)
)

, i=1, 2,

ui(0, x)= u0(x), i=1, 2.

Разность u1(t, x)− u2(t, x)= u(t, x) является решением задачи

ut(t, x)=µ(t)uxx+ f
(

t, x, u1(t, x), ωu1(t)
)

− f
(

t, x, u2(t, x), ωu2(t)
)

, (28)

u(0, x)= 0. (29)

Условие 3. Предположим, что функция f такова, что при всех t1 ∈ (0, t∗] и всех
v1(t, x), v2(t, x)∈Zp

x(G[0,t1]) выполняется соотношение

f
(

t, x, v1(t, x), ωv1
)

− f
(

t, x, v2(t, x), ωv2
)

=

=(v1 − v2) ·F
(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)

+

+
r
∑

k=1

p1
∑

s=0

(

∂s

∂xs
v1(t, αk)−

∂s

∂xs
v2(t, αk)

)

Fk,s

(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)

(30)

для любых (t, x)∈G[0,t1].
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Условие 4. Заданные функции F,Fk,s, k=1, r, s=0, p1, являются достаточно гладкими и для
всех (t, x)∈G[0,t1] выполнено неравенство

∣

∣

∣
F
(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)∣

∣

∣
+

+

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∣

∣

∣
Fk,s

(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)
∣

∣

∣
6C. (31)

Очевидно, константа C зависит от ограничивающих функций v1(t, x) и v2(t, x) и их производных
соответствующего порядка.

Теорема 2 (теорема единственности). Если решение задачи (1), (2) существует в классе

Zp
x(G[0,t∗]), где p>max{p1, 2}+2> 4, то при выполнении условий 5, 6 оно единственно в классе

Zp
x(G[0,t∗]).

Доказательство. Уравнение (28) перепишем в следующем виде:

ut(t, x)=µ(t)uxx+u(t, x) ·F
(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)

+

+

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∂s

∂xs
u(t, αk)Fk,s

(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)

. (32)

Введём неотрицательные, неубывающие на [0, t∗] функции

ms(t) = sup
G[0,t]

∣

∣

∣

∣

∂s

∂xs
u(ξ, x)

∣

∣

∣

∣

, s = 0, 1, . . . , p1.

В силу принципа максимума для уравнения получим

∣

∣u(ξ, x)
∣

∣6 exp

(

ξ · sup
G[0,t∗]

|F |
)

·
(

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

sup
G[0,t∗]

∣

∣Fk,s

∣

∣ · (ms(t))

)

· ξ,

(ξ, x)∈G[0,t∗], 06 t6 t∗.

Справедливо неравенство

∣

∣u(ξ, x)
∣

∣ 6 C ·
(

p1
∑

s=0

ms(t)

)

· t, (ξ, x) ∈ G[0,t∗], 0 6 t 6 t∗.

Взяв от обеих частей этого неравенства sup
G[0,t]

, в силу неотрицательности функций ms(t), s=0, 1, . . .

. . . , p1, получим:

m0(t) 6 C ·
(

p1
∑

s=0

ms(t)

)

· t, 0 6 t 6 t∗. (33)

Продифференцировав уравнение k раз по x, k=1, . . . , p1, в силу принципа максимума получим
аналогичные оценки:

ms(t) 6 C ·
(

p1
∑

s=0

ms(t)

)

· t, s = 1, . . . , p1, 0 6 t 6 t∗. (34)

Сложим неравенства
p1
∑

s=0

ms(t) 6 C ·
(

p1
∑

s=0

ms(t)

)

· t, 0 6 t 6 t∗.

Отсюда следует, что при t∈ [0, θ], где θ < 1/C, выполняется соотношение

p1
∑

s=0

ms(t) = 0.
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Так как ms(t)> 0, то u(t, x)= 0 при (t, x)∈G[0,θ].
Рассуждая аналогично, для t∈ [θ, 2θ] получим, что u(t, x) = 0, (t, x)∈G[0,2θ]. Продолжая рас-

суждения, через конечное число шагов получим

u(t, x) ≡ 0, (t, x) ∈ G[0,t∗]. (35)

Отсюда следует, что u1(t, x)− u2(t, x)≡ 0, (t, x)∈G[0,t∗], т.е. u1(t, x)= u2(t, x), t∈ [0, t∗], x∈E1.
Таким образом, решения совпадают во всей области G[0,t∗]. Следовательно, решение задачи

единственно в классе Zp
x(G[0,t∗]). Теорема доказана. �

Пример 3. Рассмотрим в области G[0,T ]=
{

(t, x) | 06 t6T, −∞<x<∞
}

уравнение

ut = µ(t)uxx(t, x) + λ(t)g(t, x) (36)

с начальными данными
u(0, x) = u0(x), −∞ < x <∞. (37)

Пусть µ(t)> 0, u0(x), g(t, x) — непрерывные в G[0,T ] действительнозначные функции, удовлетво-
ряющие соотношению

4
∑

k=0

{
∣

∣

∣

∣

dku0(x)

dxk

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂kg(t, x)

∂xk

∣

∣

∣

∣

}

6 ̂C1, (38)

причем производные, входящими в это соотношение, непрерывны. Также выполняется условие
∣

∣g(t, ζ)
∣

∣ > δ > 0, 0 6 t 6 T. (39)

Для задачи (36), (37) выполнены все условия теоремы существования. Пусть u1(t, x)∈Z4
x(G[0,T ],

λ1 ∈C[0, T ]— решение этой задачи. Допустим также, что наряду с функцией u1(t, x) существует
некоторое другое решение u2(t, x)∈Z4

x(G[0,T ], λ
2 ∈C[0, T ]. Тогда

uit=µ(t)uixx(t, x)+ λi(t)g(t, x), (40)

ui(0, x)= u0(x), i=1, 2, −∞<x<∞. (41)

Функции λ1 и λ2 подлежат определению одновременно с решениями u1(t, x) и u2(t, x) зада-
чи (40), (41), удовлетворяющими условиям переопределения

ui(t, ζ) = φ(t), i = 1, 2, φ(t) ∈ C1[0, t], 0 6 t 6 T, (42)

где ζ ∈E1 — некоторая фиксированная постоянная.
Положим v(t, x)= u1(t, x)−u2(t, x), χ(t)=λ1(t)− λ2(t). Вычитая второе уравнение из первого,

получим следующую задачу для v(t, x), χ(t):

vt(t, x)=µ(t)vxx(t, x)+χ(t)g(t, x), (43)

v(0, x)= 0, (44)

c соответствующим условием переопределения

v(t, ζ) = 0, 0 6 t 6 T. (45)

Приведем задачу (43), (44) к вспомогательной прямой задаче. При x= ζ, используя (45), полу-
чим

χ(t) = −µ(t)vxx(t, ζ)
g(t, ζ)

. (46)

Знаменатель выражения не обращается в нуль в силу условия (39).
Подставив χ(t) в уравнение (43), получим

vt(t, x) = µ(t)vxx(t, x) +
−µ(t)vxx(t, ζ)

g(t, ζ)
g(t, x). (47)

Уравнение (47) с начальным условием (44) является частным случаем задачи (13), (14), где

f
(

t, x, v, ωv(t)
)

=
−µ(t)vxx(t, ζ)

g(t, ζ)
g(t, x).
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Проверим выполнение условий 3, 4. Выбрав произвольное t1∈ (0, T ] и две произвольные функ-
ции v1(t, x), v2(t, x)∈Z4(G[0,T ]), получим

f
(

t, x, v1, ωv1(t)
)

− f
(

t, x, v2, ωv2(t)
)

=

=
−µ(t)v1xx(t, ζ)

g(t, ζ)
g(t, x)− −µ(t)v2xx(t, ζ)

g(t, ζ)
g(t, x)=

=−µ(t)g(t, x)
g(t, ζ)

(

v1xx(t, ζ)− v2xx(t, ζ)
)

.

Очевидно, что в (30) F ≡ 0, F1,0 ≡ 0, F1,1 ≡ 0,

F1,2 = −µ(t)g(t, x)
g(t, ζ)

.

В силу условий на входные данные все функции Fk,s являются гладкими и ограниченными для
любых v1(t, x), v2(t, x).

Таким образом, условия 3, 4 теоремы единственности выполняются; следовательно v(t, x)≡ 0
в G[0,T ], а это означает, что u1(t, x)≡ u2(t, x), так что решение задачи (36), (37) единственно.

4. Непрерывная зависимость решения от входных данных. Рассмотрим в области G[0,T ]

задачу Коши для нагруженного уравнения

ut(t, x) = µ(t)uxx(t, x) + u(t, x)G(t, x) +

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∂s

∂xs
u(t, αk)Gk,s(t, x) + F (t, x), (48)

с начальным условием

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1, (49)

где αk, k=1, r— различные фиксированные точки в пространстве E1 переменных x. Выберем и
зафиксируем p>max{p1, 2}> 2.

Пусть µ(t), G(t, x), Gk,s(t, x), k=1, r, s=0, p1, F (t, x), u0(x)— действительнозначные функции,
определенные в [0, T ], G[0,T ], E1 и удовлетворяющие соотношению

∣

∣µ(t)
∣

∣+

p+2
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
G(t, x)

∣

∣

∣

∣

+

p+2
∑

j=0

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
Gk,s(t, x)

∣

∣

∣

∣

+

p+2
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
F (t, x)

∣

∣

∣

∣

+

p+2
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
u0(x)

∣

∣

∣

∣

6 C, (50)

причем все производные, входящие в (50), непрерывны.
Введем следующие обозначения:

‖h1(t, x)‖1 =
p+2
∑

j=0

sup
0<ξ6T

sup
x∈E1

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
h1(ξ, x)

∣

∣

∣

∣

, h1(t, x)∈Zp+2
x (G[0,T ]),

‖h2(x)‖2 =
p
∑

j=0

sup
0<ξ6T

sup
x∈E1

∣

∣

∣

∣

∂j

∂xj
h1(ξ, x)

∣

∣

∣

∣

, h2(t, x)∈Zp
x(G[0,T ]),

‖h3(x)‖3 =
p+2
∑

j=0

sup
x∈E1

∣

∣

∣

∣

dj

dxj
h3(x)

∣

∣

∣

∣

, h3(t, x)∈Zp+2
x (G[0,T ]).

(51)

U τ
k (t)= sup

nτ<ξ6t
sup
x∈E1

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ (ξ, x)

∣

∣

∣

∣

, nτ < t6 (n+1)τ, k=0, 1, . . . , p+2,

U τ (t)=

p+2
∑

k=0

U τ
k (t).

(52)
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Воспользуемся методом слабой аппроксимации. Расщепим уравнение (48) на три дробных шага
и сделаем сдвиг по времени на τ

3 в членах содержащих следы неизвестных функций:

uτt (t, x)= 3µ(t)uτxx(t, x), nτ < t6

(

n+
1

3

)

τ, (53)

uτt (t, x)= 3uτ
(

t− τ

3
, x
)

G(t, x),

(

n+
1

3

)

τ < t6

(

n+
2

3

)

τ, (54)

uτt (t, x)= 3

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∂s

∂xs
uτ
(

t− τ

3
, αk

)

Gk,s(t, x)+ 3F (t, x),

(

n+
2

3

)

τ < t6 (n+1) τ, (55)

uτ (0, x)= uτ0(x); (56)

здесь n=0, . . . , N − 1, Nτ =T .
Назовем n-м целым шагом полуинтервал (nτ, (n + 1)τ ], а i-м дробным шагом n-ого целого

шага — полуинтервал
(

(n+ i−1
3 )τ, (n+ i

3)τ
]

.
На нулевом целом шаге, n=0, на первом дробном шаге, t∈ (0, τ/3], рассмотрим следующую

начальную задачу:

uτt (t, x) = 3µ(t)uτxx, uτ (0, x) = uτ0(x).

Согласно принципу максимума для уравнения получаем оценку
∣

∣uτ (ξ, x)
∣

∣ 6 sup
x∈E1

∣

∣u0(x)
∣

∣, 0 < ξ 6 t, 0 < t 6
τ

3
. (57)

Продифференцируем уравнение (53) и начальное условие (56) k раз по x, где k=1, 2, . . . , p+2:
(

∂k

∂xk
uτ
)

t

=3µ(t)

(

∂k

∂xk
uτxx

)

,

∂k

∂xk
uτ (0, x)=

dk

dxk
u0(x).

Используя принцип максимума, получим следующую оценку:
∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ
∣

∣

∣

∣

6 sup
x∈E1

∣

∣

∣

∣

dk

dxk
u0(x)

∣

∣

∣

∣

. (58)

Возьмем от обеих частей неравенств (57) и (58) sup
x∈E1

, а затем sup
0<ξ6t

. Сложив полученные неравен-
ства, с учетом обозначений (51) получим

U τ (t) 6 ‖u0(x)‖3. (59)

На втором дробном шаге t∈ (τ/3, 2τ/3] рассмотрим задачу

uτt (t, x) = 3uτ
(

t− τ

3

)

G(t, x), uτ
(τ

3
, x
)

= uτ0

(τ

3
, x
)

.

Проинтегрировав уравнение по временной переменной, получим соотношение

uτ (ξ, x) = uτ
(τ

3
, x
)

+ 3

ξ
∫

τ/3

uτ
(

θ − τ

3
, x
)

G(θ, x)dθ, 0 < ξ 6 t, t ∈
(

τ

3
,
2τ

3

]

,

откуда

∣

∣uτ (ξ, x)
∣

∣ 6

∣

∣

∣
uτ
(τ

3
, x
)
∣

∣

∣
+ 3

2τ/3
∫

τ/3

∣

∣

∣
uτ
(

θ − τ

3
, x
)
∣

∣

∣

∣

∣G(θ, x)
∣

∣dθ, 0 < ξ 6 t, t ∈
(

τ

3
,
2τ

3

]

.

Используя обозначения (52), находим
∣

∣uτ (t, x)
∣

∣ 6

∣

∣

∣
uτ
(τ

3
, x
)
∣

∣

∣
+ ˜C

∣

∣

∣
U τ
(τ

3

)
∣

∣

∣
τ. (60)
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Продифференцируем уравнение (54) и начальное условие (56) k раз по x, где k=1, 2, . . . , p+2:

(

∂kuτ

∂xk

)

t

= 3

k
∑

i=0

Ci
n

(

∂k−iuτ

∂xk−i

)(

∂i

∂xi
G(t, x)

)

.

Интегрируя уравнение k раз по x, k=1, . . . , p+2, получим

∣

∣

∣

∣

∂kuτ (ξ, x)

∂xk

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ
(τ

3
, x
)

∣

∣

∣

∣

+3Ci
n

ξ
∫

τ/3

∣

∣

∣

∣

∂k−i

∂xk−i
uτ
(

θ− τ

3
, x
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂i

∂xi
G(t, x)

∣

∣

∣

∣

dθ,

0<ξ6 t, t∈
(

τ

3
,
2τ

3

]

,

так что
∣

∣

∣

∣

∂kuτ (ξ, x)

∂xk

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ
(τ

3
, x
)

∣

∣

∣

∣

+ ˜C
∣

∣

∣
U τ
k−i

(τ

3

)
∣

∣

∣
τ, 0 < ξ 6 t, t ∈

(

τ

3
,
2τ

3

]

. (61)

Возьмем от обеих частей неравенств (60) и (61) sup
x∈E1

, а затем sup
0<ξ6t

. Сложив полученные нера-

венства, с учетом (52) получим

U τ (t) 6 U τ
(τ

3

)

+ CU τ
(τ

3

)

τ = U τ
(τ

3

)

(Cτ + 1). (62)

Рассмотрим третий дробный шаг

uτt (t, x) = 3

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∂s

∂xs
uτ
(

t− τ

3
, αk

)

Gk,s(t, x) + 3F (t, x),

(

n+
2

3

)

τ < t 6 (n+ 1) τ.

Проинтегрируем уравнение по временной переменной на (2τ/3, τ ]:

uτ (ξ, x) = uτ
(

2τ

3
, x

)

+ 3

ξ
∫

2τ/3

(

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∂s

∂xs
uτ
(

θ − τ

3
, αk

)

Gk,s(θ, x) + 3F (θ, x)

)

dθ,

откуда

∣

∣uτ (ξ, x)
∣

∣ 6

∣

∣

∣

∣

uτ
(

2τ

3
, x

)
∣

∣

∣

∣

+ 3

τ
∫

2τ/3

(

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∂s

∂xs

∣

∣

∣
uτ
(

θ − τ

3
, αk

)
∣

∣

∣

∣

∣Gk,s(t, x)
∣

∣+
∣

∣F (θ, x)
∣

∣

)

dθ.

Используя свойства функции U τ (t), находим

uτ (ξ, x) 6

∣

∣

∣

∣

uτ
(

2τ

3
, x

)∣

∣

∣

∣

+ ˜C

(

p1
∑

s=0

U τ
s

(

2τ

3

)

+ sup
0<ξ6T

sup
x∈E1

|F |
)

τ.

С учетом обозначений (52) получим

uτ (ξ, x) 6

∣

∣

∣

∣

uτ
(

2τ

3
, x

)
∣

∣

∣

∣

+ ˜C

(

p1
∑

s=0

U τ
s

(

2τ

3

)

+ ‖F (t, x)‖1
)

τ.

Дифференцируя уравнение k раз по x, k=1, 2, . . . , p+2, получим оценку
∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ (ξ, x)

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
uτ
(

2τ

3
, x

)
∣

∣

∣

∣

+ ˜C

(

p1
∑

s=0

U τ
s

(

2τ

3

)

+ sup
0<ξ6T

sup
x∈E1

∂k

∂xk
|F |
)

τ.

С учетом обозначений (52) получаем

U τ (t) 6 U τ

(

2τ

3

)

+ ˜C

(

p
∑

s=0

U τ
s

(

2τ

3

)

+ ‖F (t, x)‖1
)

τ. (63)
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Из неравенств (59), (62) и (63) с учетом обозначений (52)на нулевом целом временном шаге имеем

U τ (t) 6 ‖u0‖3 + C
(

‖u0‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

τ, 0 < t 6 τ,

U τ (t)6 ‖u0‖3 + ‖F (t, x)‖1 −‖F (t, x)‖1 +C
(

‖u0‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

τ 6

6

(

‖u0‖3 + ‖F (t, x)‖1
)(

‖F (t, x)‖1 +Cτ
)

−‖F (t, x)‖1 6

6

(

‖u0‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

eCτ −‖F (t, x)‖1.

На первом целом временном шаге, рассуждая аналогично нулевому целому шагу, получим

U τ (t) 6
(

‖uτ (t, x)‖2 + ‖F (t, x)‖1)eCτ 6

(

‖u0(x)‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

e2Cτ − ‖F (t, x)‖1.

Через конечное число шагов получим

U τ (t)6
(

‖u0(x)‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

eNCτ −‖F (t, x)‖1 =

=
(

‖u0(x)‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

eCT −‖F (t, x)‖1.

На отрезке [0, T ] справедливо неравенство

U τ (t) 6
(

‖u0(x)‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

eCT − ‖F (t, x)‖1.

Используя данную оценку, несложно доказать, что некоторая подпоследовательность uτk(t, x)
последовательности uτ (t, x) решений задачи сходится вместе с производными по x до порядка p
к функции u(t, x),которая в силу теоремы сходимости метода слабой аппроксимации является
решением задачи. Принимая во внимание (51), заключаем, что верно неравенство

‖u(t, x)‖2 6

(

‖u0(x)‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

eCT − ‖F (t, x)‖1.

Теорема 3 (о непрерывной зависимости решения от входных данных). Пусть выполнено усло-

вие (50), где p>max{p1, 2}>2. Тогда существует по крайней мере одно решение, принадлежащее

классу Zp
x(G[0,T ]), для которого справедлива оценка

‖u(t, x)‖2 6

(

‖u0(x)‖3 + ‖F (t, x)‖1
)

eCT − ‖F (t, x)‖1.

Рассмотрим теперь два набора входных данных µ(t), f i
(

t, x, u(t, x), ω(t)
)

, ui0(x), i= 1, 2, удо-
влетворяющих условиям теоремы существования решения для p+2. Тогда согласно теореме для
каждого набора входных данных существует решение ui(t, x)∈Zq

x(G[0,t∗]), причем

uit = µ(t)uixx + f i
(

t, x, ui(t, x), ωui(t)
)

, ui(0, x) = ui0(x), i = 1, 2. (64)

Для разности u(t, x)= u1(t, x)− u2(t, x) получим следующую задачу:

ut=µ(t)uxx+ f1
(

t, x, u1(t, x), ω1
u1(t)

)

− f2
(

t, x, u2(t, x), ω2
u2(t)

)

,

u(0, x)= u10(x)−u20(x)= u0(x).

Имеем:

ut=µ(t)uxx+ f1
(

t, x, u1(t, x), ω1
u1(t)

)

− f1
(

t, x, u2(t, x), ω2
u2(t)

)

+

+ f1
(

t, x, u2(t, x), ω2
u2(t)

)

− f2
(

t, x, u2(t, x), ω2
u2(t)

)

.

Возьмем произвольную функцию v(t, x)∈Zp+2
x (G[0,T ]) и введем обозначение

f1
(

t, x, v, ωv(t)
)

− f2
(

t, x, v, ωv(t)
)

= F
(

t, x, v, ωv(t)
)

.
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Условие 5. Предположим, что функция f в правой части исходного уравнения такова, что
для всех t1∈ (0, t∗], всех v1(t, x), v2(t, x)∈Zp

x(G[0,t1]) и всех (t, x)∈G[0,t1] выполняется соотношение

f
(

t, x, v1(t, x), ωv1
)

− f
(

t, x, v2(t, x), ωv2
)

=

=(v1 − v2) ·G
(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)

+

+

r
∑

k=1

p1
∑

s=0

(

∂s

∂xs
v1(t, αk)−

∂s

∂xs
v2(t, αk)

)

Gk,s

(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)

. (65)

Условие 6. Предположим, что известные функции G, Gk,s, k=1, r, s=0, p1, являются доста-
точно гладкими и удовлетворяют соотношению
∣

∣

∣
G
(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)
∣

∣

∣
+

+
r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∣

∣

∣
Gk,s

(

t, x, v1(t, x), v2(t, x), ωv1(t), ωv2(t)
)∣

∣

∣
6C ∀(t, x)∈G[0,t1]. (66)

Очевидно, здесь константа C зависит от констант ограничивающих функций v1(t, x) и v2(t, x) и
их производных соответствующего порядка.

Пусть взятые выше функции fi удовлетворяют этим условиям. С учетом условия 5 получим

ut=µ(t)uxx+uG
(

t, x, u1(t, x), u2(t, x), ω1
u1(t), ω

2
u2(t)

)

+

+
r
∑

k=1

p1
∑

s=0

∂s

∂xs
u(t, αk)Gk,s

(

t, x, u1(t, x), u2(t, x), ω1
u1(t), ω

2
u2(t)

)

+

+F
(

t, x, u2(t, x), ω2
u2(t)

)

, (67)

u(0, x) = u0(x). (68)

Применив к задаче (67), (68) теорему о непрерывной зависимости решения от входных данных,
получим

‖u(t, x)‖2 6

(

‖u0(x)‖3 +
∥

∥

∥
F
(

t, x, u2(t, x), ω2
u2(t)

)
∥

∥

∥

1

)

eCT −
∥

∥

∥
F
(

t, x, u2(t, x), ω2
u2(t)

)
∥

∥

∥

1
.

Пример 4. Рассмотрим для задачи (13), (14) два набора входных данных µ(t), gi(t, x), ui0(x).
Тогда

uit(t, x)=µ(t)uixx(t, x)+ λi(t)gi(t, x), (69)

ui(0, x)= ui0(x), i=1, 2, −∞<x<∞. (70)

Полагаем, что действительнозначные функции µ(t)> 0, ui0(x), g
i(t, x) определены и непрерывны

в G[0,T ] и удовлетворяют соотношению

4
∑

k=0

{
∣

∣

∣

∣

dkui0(x)

dxk

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂kgi(t, x)

∂xk

∣

∣

∣

∣

}

6 ̂C1, (71)

причем все входящие в (71) производные непрерывны. Пусть также выполняется условие
∣

∣g2(t, ζ)
∣

∣ > δ > 0, 0 6 t 6 T. (72)

Функции λ1 и λ2 подлежат определению одновременно с решением u1(t, x) и u2(t, x) задачи (69),
(69), удовлетворяющей условиям переопределения

ui(t, ζ) = ψi(t), i = 1, 2, ψ(t) ∈ C1[0, t], 0 6 t 6 T, (73)

где ζ ∈E1 — некоторая фиксированная постоянная.
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Пусть

v(t, x) = u1(t, x)− u2(t, x), λ = λ1 − λ2, v0(x) = u10(x)− u20(x), ψ(t) = ψ1(t)− ψ2(t).

Вычитая второе уравнение из первого, получим следующую задачу для v(t, x), λ1(t), λ2(t):

vt(t, x)=µ(t)vxx(t, x)+ λ1(t)g1(t, x)− λ2(t)g2(t, x), (74)

v(0, x)= v0(x), (75)

c соответствующим условием переопределения

v(t, ζ) = ψ(t), 0 6 t 6 T. (76)

Преобразуем уравнение (74):

vt(t, x)=µ(t)vxx(t, x)+ λ1(t)g1(t, x)− λ2(t)g2(t, x)− λ1(t)g2(t, x)+ λ1(t)g2(t, x),

vt(t, x)=µ(t)vxx(t, x)+ λ(t)g2(t, x)+ λ1(t)
(

g1(t, x)− g2(t, x)
)

.

Приведем задачу (74), (75) к вспомогательной прямой задаче. При x= ζ, используя (76), получим

λ(t) =
ψ′(t)− µ(t)vxx(t, ζ)− λ1(t)(g1(t, ζ)− g2(t, ζ))

g2(t, ζ)
. (77)

Знаменатель выражения не обращается в нуль в силу условия (72).
Подставив λ(t) в уравнение (74), находим

vt(t, x)=µ(t)vxx(t, x)+ λ1(t)
(

g1(t, x)− g2(t, x)
)

+

+
ψ′(t)−µ(t)vxx(t, ζ)− λ1(t)

(

g1(t, ζ)− g2(t, ζ)
)

g2(t, ζ)
g2(t, x),

vt(t, x)=µ(t)vxx(t, x)+
−µ(t)g2(t, x)
g2(t, ζ)

vxx(t, ζ)+

+λ1(t)
(

g1(t, x)− g2(t, x)
)

+
ψ′(t)g2(t, x)

g2(t, ζ)
+

−λ1(t)
(

g1(t, ζ)− g2(t, ζ)
)

g2(t, x)

g2(t, ζ)
.

Все коэффициенты в этом уравнении являются известными достаточно гладкими ограниченными
функциями. При этом уравнение, очевидно, имеет вид (48).

После преобразований несложно получить следующую оценку:

2
∑

k=0

sup
(t,x)∈G[0,T ]

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
(

u1(t, x)− u2(t, x)
)

∣

∣

∣

∣

6 Ĉ

(

4
∑

k=0

sup
x∈E1

∣

∣

∣

∣

dk

dxk
(

u10(x)− u20(x)
)

∣

∣

∣

∣

+

+

4
∑

k=0

sup
(t,x)∈G[0,T ]

∣

∣

∣

∣

∂k

∂xk
(

g1(t, x)− g2(t, x)
)

∣

∣

∣

∣

+

1
∑

k=0

sup
t∈[0,T ]

∣

∣

∣

∣

dk

dtk
(ψ1(t)−ψ2(t))

∣

∣

∣

∣

)

,

из которой, очевидно, следует непрерывная зависимость решения от входных данных.
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Аннотация. Рассматриваются вопросы однозначной обобщенной разрешимости смешанной за-

дачи для нелинейного псевдопараболического уравнения высокого порядка с двумя параметрами

при смешанных производных. С помощью метода Фурье разделения переменных задача сводится

к счетной системе нелинейных интегральных уравнений, однозначная разрешимость которой до-

казывается методом последовательных приближений. Доказана непрерывная зависимость обоб-

щенного решения рассматриваемой смешанной задачи по начальной функции и по положитель-

ным параметрам.

Ключевые слова: псевдопараболическое уравнение, обобщенная производная, метод последо-

вательных приближений, параметр, однозначная разрешимость.

AMS Subject Classification: 35A02, 35M10, 35S05

1. Постановка задачи. Задачи для дифференциальных уравнений в частных производных,
которые по одной переменной являются начальными, а по другим переменным — граничными,
часто называются смешанными. Смешанные задачи в теории упругости возникают при расчете
различных деталей машин и элементов конструкций, находящихся во взаимодействии, при расче-
те фундаментов и оснований сооружений (см. [1]). Смешанными задачами также являются многие
задачи концентрации напряжений в окрестности всевозможных трещин, инородных включений,
подкрепляющих стрингеров и накладок. Много смешанных задач и в гидродинамике. Представ-
ляют интерес с точки зрения физических приложений дифференциальные уравнения в частных
производных высоких порядков (см. [2, 3]), к которым приводит, например, изучение многих за-
дач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и оболочек. Дифференциальные и ин-
тегродифференциальные уравнения в частных производных высокого порядка рассматривались
в работах многих авторов (см., например, [6–14]).

В настоящей работе рассматриваются вопросы обобщенной разрешимости смешанной зада-
чи для нелинейного псевдопараболического дифференциального уравнения высокого порядка с
двумя параметрами при смешанных производных.

В прямоугольной области D рассматривается уравнение

∂

∂t

(

U(t, x) + (−1)nν
∂2nU(t, x)

∂x2n
+ µ

∂4nU(t, x)

∂x4n

)

+
∂4nU(t, x)

∂x4n
= f

(

t, x, U(t, x)
)

(1)

с начальным условием
U(t, x)

∣

∣

t=0
= ϕ(x), ϕ(x) ∈ C4n+1(Dl) (2)

и граничными условиями Бенара

U(t, x)
∣

∣

x=0
=Uxx(t, x)

∣

∣

x=0
= . . .=

∂4n−2

∂x4n−2
U(t, x)

∣

∣

x=0
=

=U(t, x)
∣

∣

x=l
=Uxx(t, x)

∣

∣

x=l
= . . .=

∂4n−2

∂x4n−2
U(t, x)

∣

∣

x=l
=0, (3)

где

f(t, x, U)∈C(D×R),

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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ϕ(x)
∣

∣

x=0
=ϕ′′(x)

∣

∣

x=0
= . . .=ϕ(4n−2)(x)

∣

∣

x=0
=ϕ(x)

∣

∣

x=l
=ϕ′′(x)

∣

∣

x=l
= . . .=ϕ(4n−2)(x)

∣

∣

x=l
=0,

D≡DT ×Dl, DT ≡ [0;T ], Dl ≡ [0; l], 0<T <∞, 0< l<∞,

ν, µ— положительные параметры, n— заданное натуральное число.
В данной работе воспользуемся методом Фурье разделения переменных, основанным на поиске

решения смешанной задачи (1)–(3) в виде

U(t, x) =
∞
∑

i=1

ui(t)ϑi(x), (4)

где ϑi(x)=
√

2/l sinλix— собственные функции спектральной задачи

ϑ′′(x) + λ2ϑ(x) = 0, ϑ(0) = ϑ(l) = 0, 0 < λ,

образующие полную ортонормированную систему функций в L2(Dl), а λi= iπ/l — соответствую-
щие собственные значения.

В дальнейшем воспользуемся следующими известными банаховыми пространствами:

(i) пространство B2(T ) последовательностей непрерывных функций
{

ui(t)
}∞

i=1
на отрезке DT

с нормой

∥

∥u(t)
∥

∥

B2(T )
=

√

√

√

√

∞
∑

i=1

(

max
t∈DT

∣

∣ui(t)
∣

∣

)2
< ∞;

(ii) координатное гильбертово пространство ℓ2 числовых последовательностей
{

ϕi

}∞

i=1
с нормой

∥

∥ϕ
∥

∥

ℓ2
=

√

√

√

√

∞
∑

i=1

∣

∣ϕi

∣

∣

2
< ∞;

(iii) пространство L2(Dl) суммируемых с квадратом функций на отрезке Dl с нормой

∥

∥ϑ(x)
∥

∥

L2(Dl)
=

√

√

√

√

√

l
∫

0

∣

∣ϑ(y)
∣

∣

2
dy < ∞.

Следуя [4, 5], определим обобщенное решение смешанной задачи (1)–(3). Обозначим через

Ŵ 1
2 (D) класс функций U(t, x) двух переменных, непрерывных в замкнутом прямоугольнике D и

имеющих в нем частные производные

∂U(t, x)

∂x
,

∂2U(t, x)

∂x2
, . . . ,

∂4n−1U(t, x)

∂x4n−1
,

∂U(t, x)

∂t
,

каждая из которых принадлежат не только классу L2(D), но и классу L2(Dl) при фиксированном
t∈DT и классу L2(DT ) при фиксированном x∈Dl, где

L2(D) =











U(t, x) :

√

√

√

√

√

T
∫

0

l
∫

0

∣

∣U(t, y)
∣

∣

2
dy dt < ∞











.
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2. Счетная система нелинейных интегральных уравнений.

Определение. Функция U(t, x)∈ Ŵ 1
2 (D) называется обобщенным решением смешанной зада-

чи (1)–(3), если она удовлетворяет интегральному тождеству

T
∫

0

l
∫

0

{

U(t, y)

[

∂

∂t
Φ(t, y)+ (−1)nν

∂2n+1

∂t∂y2n
Φ(t, y)+

+µ
∂4n+1

∂t∂y4n
Φ(t, y)+

∂4n

∂y4n
Φ(t, y)

]

− fΦ

}

dy dt=

=

l
∫

0

ϕ(y)

[

Φ(t, y)+ (−1)nν
∂2n

∂y2n
Φ(t, y)+µ

∂4n

∂y4n
Φ(t, y)

]

t=0

dy

для любой функции Φ(t, x)∈C1,4n(D), подчиненной следующим условиям:

Φ(t, x)
∣

∣

x=0
=Φxx(t, x)

∣

∣

x=0
= . . .=

∂2(2n−1)

∂x2(2n−1)
Φ(t, x)

∣

∣

x=0
=

=Φ(t, x)
∣

∣

x=l
=Uxx(t, x)

∣

∣

x=l
= . . .=

∂2(2n−1)

∂x2(2n−1)
Φ(t, x)

∣

∣

x=l
=0,

lim
t→T

l
∫

0

Φ(t, y)dy = lim
t→T

l
∫

0

∂

∂t
Φ(t, y)dy = 0,

где fΦ= f
(

t, x, U(t, x)
)

Φ(t, x).

Покажем, что коэффициенты Фурье ui(t) решения смешанной задачи (1)–(3) удовлетворяют
следующей счетной системе нелинейных интегральных уравнений:

ui(t, ν, µ)=ϕi exp
{

−ω1i(ν, µ)t
}

+

+
1

ω0i(ν, µ)

t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν, µ)(t− s)
}

f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν, µ)ϑj(y)



 ϑi(y) dy ds, (5)

где

ω0i(ν, µ) = 1 + νλ2n
i + µλ4n

i , ω1i(ν, µ) =
λ4n
i

ω0i(ν, µ)
.

Действительно, в интегральном тождестве учтем разложение (4). Положим Φ(t, x) = h(t)ϑi(x)∈
∈C1,4n(D), где функции ϑi(x) образуют полную ортонормированную систему функций в L2(Dl).
Тогда из определения обобщенного решения смешанной задачи (1)–(3) путем интегрирования по
частям получаем

T
∫

0

h(t)





(

1 + νλ2n
i + µλ4n

i

)

u′i(t) + λ4n
i ui(t)−

l
∫

0

f



t, y,

∞
∑

j=1

uj(t)ϑj(y)



ϑi(y) dy



 dt = 0. (6)

Так как функции ui(t) имеют обобщенные производные первого порядка по t в смысле Соболева
на отрезке DT и h(t) 6=0 для всех t∈DT , то из (6) следует

ω0i(ν, µ)u
′
i(t) + λ4n

i ui(t) =

l
∫

0

f



t, y,

∞
∑

j=1

uj(t)ϑj(y)



ϑi(y) dy, (7)
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где ω0i(ν, µ) = 1+ νλ2n
i +µλ4n

i . Решая счетную систему (7) методом вариации произвольных по-
стоянных и используя условие ui(0)=ϕi, придем к системе (5), где

ϕi =

l
∫

0

ϕ(y)ϑj(y) dy. (8)

3. Однозначная разрешимость системы (5). Рассмотрим следующий итерационный про-
цесс:

u0i (t, ν, µ) = ϕi exp
{

− ω1i(ν, µ)t
}

, t ∈ DT ,

uk+1
i (t, ν, µ)= u0i (t, ν, µ)+

1

ω0i(ν, µ)

t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν, µ)(t− s)
}

×

× f



s, y,

∞
∑

j=1

ukj (s, ν, µ)ϑj(y)



ϑi(y) dy ds, k=0, 1, . . . , t∈DT . (9)

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

(1) max
t∈DT

t
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

f



s, x,

∞
∑

j=1

u0j(s, ν, µ)ϑj(x)





∥

∥

∥

∥

∥

∥

L2(Dl)

ds6∆, 0<∆=const<∞;

(2)
∣

∣f(t, x, u)− f(s, x, a)
∣

∣6H(t, x)|u− a|, max
t∈DT

t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2(Dl)
ds<∞.

Тогда система (5) имеет единственное решение в пространстве B2(T ).

Доказательство. Используем метод последовательных приближений. Применяя неравенства
Гельдера и Бесселя, в силу первого условия теоремы из (9) получаем оценку

∥

∥

∥
u1(t, ν, µ)− u0(t, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
6

6

∞
∑

i=1

1

ω0i(ν, µ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν, µ)(t− s)
}

f



s, y,

∞
∑

j=1

u0j (s, ν, µ)ϑj(y)



 ϑi(y) dy ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6M1

t
∫

0

√

√

√

√

√

∞
∑

i=1





l
∫

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f



s, y,

∞
∑

j=1

u0j(s, ν, µ)ϑj(y)



ϑi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dy





2

ds6

6M1 max
t∈DT

t
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

f



s, x,
∞
∑

j=1

u0j(s, ν, µ)ϑj(x)





∥

∥

∥

∥

∥

∥

L2(Dl)

ds6M1∆, (10)

где

M1 =

∥

∥

∥

∥

1

ω0i(ν, µ)

∥

∥

∥

∥

,
∥

∥

∥
u1(t, ν, µ)− u0(t, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
=

√

√

√

√

∞
∑

i=1

∣

∣

∣
u1i (t, ν, µ)− u0i (t, ν, µ)

∣

∣

∣

2
.

Для второй разности, в силу второго условия теоремы и оценки (10), из (9) с помощью нера-
венств Гельдера и Бесселя получаем
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∥

∥

∥
u2(t, ν, µ)− u1(t, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
6

6M1 max
t∈DT

t
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

f



s, x,

∞
∑

j=1

u1j (s, ν, µ)ϑj(x)



− f



s, x,

∞
∑

j=1

u0j(s, ν, µ)ϑj(x)





∥

∥

∥

∥

∥

∥

L2(Dl)

ds6

6M1

t
∫

0

l
∫

0

H(s, y)

∞
∑

j=1

∣

∣

∣
u1j(s, ν, µ)− u1j(s, ν, µ)

∣

∣

∣
·
∣

∣ϑj(y)
∣

∣ dy ds6

6M1

t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2Dl

∥

∥

∥
u1(s, ν, µ)− u0(s, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
ds6M2

1∆

t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2(Dl)
ds.

Аналогично для третьей разности получаем
∥

∥

∥
u3(t, ν, µ)− u2(t, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
6

6M1

t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2(Dl)

∥

∥

∥
u2(s, ν, µ)− u1(s, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
ds6

6M3
1∆

t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2(Dl)

s
∫

0

∥

∥H(θ, x)
∥

∥

L2(Dl)
dθ ds=

=
M3

1∆

2!





t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2(Dl)
ds





2

.

Продолжая этот процесс, по индукции получаем оценку

∥

∥

∥
uk+1(t, ν, µ)− uk(t, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(T )
6

Mk+1
1 ∆

k!





t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2(Dl)
ds





k

. (11)

Существование решения системы (5) следует из справедливости оценок (10) и (11), так как
при k→∞ последовательность функций

{

uk(t, ν, µ)
}∞

k=1
сходится равномерно по t к функции

u(t, ν, µ)∈B2(T ). Покажем единственность этого решения в пространстве B2(T ). Предположим,
что система (5) имеет два решения u(t, ν, µ)∈B2(T ) и a(t, ν, µ)∈B2(T ). Тогда для их разности
справедлива оценка

∥

∥

∥
u(t, ν, µ)− a(t, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
6 M1

t
∫

0

∥

∥H(s, x)
∥

∥

L2(Dl)

∥

∥

∥
u(s, ν, µ)− a(s, ν, µ)

∥

∥

∥

B2(t)
ds. (12)

Применяя к (12) неравенство Гронуолла—Беллмана, получаем, что
∥

∥u(t, ν, µ)−a(t, ν, µ)
∥

∥

B2(T )
≡0

для всех t∈DT . Отсюда следует единственность решения системы (5) в пространстве B2(T ). �

4. Разрешимость смешанной задачи (1)–(3). Подстановка решения системы (5) в ряд Фу-
рье (4) дает формальное решение смешанной задачи (1)–(3)

U(t, x, ν, µ)=

∞
∑

i=1

ϑi(x)

[

ϕi exp
{

−ω1i(ν, µ)t
}

+

+
1

ω0i(ν, µ)

t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν, µ)(t− s)
}

f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν, µ)ϑj(y)



ϑi(y) dy ds

]

. (13)
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Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1. Если функция u(t, ν, µ)∈B2(T ) явля-

ется единственным решением счетной системы нелинейных интегральных уравнений (5), то

ряд (13) является обобщенным решением смешанной задачи (1)–(3).

Доказательство. Так как u(t, ν, µ)∈B2(T ), то из равенства

lim
k→∞

Uk(t, x, ν, µ) = lim
k→∞

∞
∑

i=1

uk(t, ν, µ)ϑi(x) =
∞
∑

i=1

u(t, ν, µ)ϑi(x) = U(t, x, ν, µ)

в силу условий теоремы следует, что

lim
k→∞

f
(

t, x, Uk(t, x, ν, µ)
)

= f
(

t, x, U(t, x, ν, µ)
)

(14)

в смысле метрики L2(D). Построим последовательность функционалов

Vk =

T
∫

0

l
∫

0

{

Uk(t, y, ν, µ)

[

∂

∂t
Φ(t, y)+ (−1)nν

∂2n+1

∂t∂y2n
Φ(t, y)+µ

∂4n+1

∂t∂y4n
Φ(t, y)+

∂4n

∂y4n
Φ(t, y)

]

−

− f
(

t, x, Uk(t, x, ν, µ)
)

Φ(t, x)

}

dy dt−

−
l
∫

0

ϕk(y)

[

Φ(t, y)+ (−1)nν
∂2n

∂y2n
Φ(t, y)+µ

∂4n

∂y4n
Φ(t, y)

]

t=0

dy. (15)

Интегрируя по частям отдельные слагаемые в (15) и учитывая условия теоремы и начальное
условие ui(0, ν, µ)=ϕi, получаем:

Vk =

l
∫

0

(

ϕ(y)−
k
∑

i=1

ϕiϑi(y)

)

[

Φ(t, y)+ (−1)nν
∂2n

∂y2n
Φ(t, y)+µ

∂4n

∂y4n
Φ(t, y)

]

t=0

dy−

−
T
∫

0

l
∫

0

Φ(t, x)ϑi(y)



f
(

t, y, U(t, y, ν, µ)
)

−
k
∑

i=1

l
∫

0

f
(

t, z, U(t, z, ν, µ)
)

ϑi(z) dz



 dy dt. (16)

Очевидно, что первый интеграл в (16) стремится к нулю при k→∞, так как ϕ(x)∈L2(Dl). Сходи-
мость последней разности в (16) при k→∞ следует из (14). Отсюда заключаем, что lim

k→∞
Vk =0.

Это и доказывает теорему. �

5. Непрерывная зависимость решения смешанной задачи от начальной функции.

Ряд (13) запишем в виде интегрального уравнения Вольтерра второго рода:

U(t, x, ν, µ) = U0(t, x, ν, µ) +

t
∫

0

l
∫

0

K
(

t, s, x, y, ν, µ
)

f
(

s, y, U(s, y, ν, µ)
)

dy ds, (17)

где

U0(t, x, ν, µ)=

∞
∑

i=1

ϕi exp
{

−ω1i(ν, µ)t
}

ϑi(x),

K(t, s, x, y, ν, µ)=

∞
∑

i=1

1

ω0i(ν, µ)
exp

{

−ω1i(ν, µ)(t− s)
}

ϑi(y)ϑi(x).

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 1. Если u(t, ν, µ)∈B2(T ) является един-

ственным решением системы (5), то решение смешанной задачи (1)–(3) непрерывно зависит

от начальной функции ϕ(x).
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Доказательство. Пусть U1(t, x, ν, µ) и U2(t, x, ν, µ)— два различных решения смешанной зада-
чи (1)–(3), соответствующие двум различным значениям функции ϕ1(x) и ϕ2(x) соответственно.
Предположим, что

∥

∥ϕ1(x)− ϕ2(x)
∥

∥

C(Dl)
< δ, 0 < δ = const .

Тогда получаем

∥

∥

∥
U01(t, x, ν, µ)−U02(t, x, ν, µ)

∥

∥

∥

C(Dl)
6

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

i=1

(

ϕ1i −ϕ2i

)

exp
{

−ω1i(ν, µ)t
}

ϑi(x)

∥

∥

∥

∥

∥

C(Dl)

=

=

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

i=1

(

ϕ1iϑi(x)−ϕ2iϑi(x)
)

exp
{

−ω1i(ν, µ)t
}

∥

∥

∥

∥

∥

C(Dl)

6

∥

∥

∥
ϕ1(x)−ϕ2(x)

∥

∥

∥

C(Dl)
<δ. (18)

При помощи неравенства Гельдера получаем

∣

∣K(t, s, x, y, ν, µ)
∣

∣6
2

l

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

1

ω0i(ν, µ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
exp

{

−ω1i(ν, µ)(t− s)
}

∣

∣

∣
6

6
2

l

√

√

√

√

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

1

ω0i(ν, µ)

∣

∣

∣

∣

2
√

√

√

√

∞
∑

i=1

∣

∣

∣
exp

{

−ω1i(ν, µ)(t− s)
}

∣

∣

∣

2
6

2

l
M1M2,

где

M2 =

√

√

√

√

∞
∑

i=1

max
06s6t6T

∣

∣

∣
exp

{

− ω1i(ν, µ)(t− s)
}

∣

∣

∣

2
.

Тогда с учетом (18) имеем
∥

∥

∥
U1(t, x, ν, µ)−U2(t, x, ν, µ)

∥

∥

∥

C(Dl)
<

<δ+
2

l
M1M2

t
∫

0

l
∫

0

H(s, y)
∥

∥

∥
U1(s, y, ν, µ)−U2(s, y, ν, µ)

∥

∥

∥

C(Dl)
dy ds. (19)

Применяя к (19) неравенство Гронуолла—Беллмана, находим
∥

∥

∥
U1(t, x, ν, µ)− U2(t, x, ν, µ)

∥

∥

∥

C(Dl)
< ε,

если положить

ε = δ · exp







2

l
M1M2 max

t∈DT

t
∫

0

l
∫

0

H(s, y) dy ds







.

Это и доказывает теорему. �

6. Непрерывная зависимость решения смешанной задачи от параметров. Изучим
непрерывную зависимость решения смешанной задачи (1)–(3) по первому параметру ν.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если u(t, ν, µ)∈B2(T )— единственное ре-

шение системы (5), то при произвольных ν1, ν2 ∈ [0; ν] справедлива оценка
∣

∣

∣
U(t, x, ν1, µ)− U(t, x, ν2, µ)

∣

∣

∣
6 A

∣

∣ν1 − ν2
∣

∣, 0 < A = const . (20)

Доказательство. Для разности U(t, x, ν1, µ)−U(t, x, ν2, µ) из формулы (13) получаем оценку
∣

∣

∣
U(t, x, ν1, µ)−U(t, x, ν2, µ)

∣

∣

∣
6

6

∞
∑

i=1

∣

∣

∣
u(t, ν1, µ)−u(t, ν2, µ)

∣

∣

∣
·
∣

∣ϑi(x)
∣

∣6

√

2

l

∞
∑

i=1

∣

∣

∣
u(t, ν1, µ)− u(t, ν2, µ)

∣

∣

∣
6
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6

√

2

l

∞
∑

i=1

∣

∣ϕi

∣

∣ ·
∣

∣

∣
exp

{

−ω1i(ν1, µ)t
}

− exp
{

−ω1i(ν2, µ)t
}

∣

∣

∣
+

√

2

l

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

1

ω0i(ν1, µ)
− 1

ω0i(ν2, µ)

∣

∣

∣

∣

×

×
t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν1, µ)(t− s)
}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f



s, y,
∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



ϑi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dy ds+

+

√

2

l

∞
∑

i=1

1

ω0i(ν2, µ)

t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν2, µ)(t− s)
}∣

∣ϑi(y)
∣

∣×

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



− f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν2, µ)ϑj(y)





∣

∣

∣

∣

∣

∣

dy ds+

+

√

2

l

∞
∑

i=1

1

ω0i(ν2, µ)

t
∫

0

l
∫

0

∣

∣

∣
exp

{

−ω1i(ν1, µ)(t− s)
}

− exp
{

−ω1i(ν2, µ)(t− s)
}

∣

∣

∣
×

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f



s, y,
∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



ϑi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dy ds. (21)

Используем следующие две оценки:

∣

∣

∣
exp

{

−ω1i(ν1, µ)t
}

− exp
{

−ω1i(ν2, µ)t
}

∣

∣

∣
6

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ν2
∫

ν1

d

dν

[

exp
{

−ω1i(ν, µ)t
}]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
λ6n
i T

[

ω0i(0, µ)
]2

∣

∣ν1 − ν2
∣

∣<T
∣

∣ν1 − ν2
∣

∣, (22)

∣

∣

∣

∣

1

ω0i(ν1, µ)
− 1

ω0i(ν2, µ)

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ν2
∫

ν1

d

dν

[

1

ω0i(ν, µ)

]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
λ2n
i

[

ω0i(0, µ)
]2

∣

∣ν1 − ν2
∣

∣ <
∣

∣ν1 − ν2
∣

∣. (23)

Дважды интегрируя по частям в (8), имеем

ϕi = − 1

λ2
i

l
∫

0

ϕ′′(y)ϑj(y) dy. (24)

В силу формул (22) и (24), для первого слагаемого в правой части (21) c помощью неравенств
Гельдера и Бесселя получаем

∞
∑

i=1

∣

∣ϕi

∣

∣ ·
∣

∣

∣
exp

{

−ω1i(ν1, µ)t
}

− exp
{

−ω1i(ν2, µ)t
}

∣

∣

∣
6

6T
∣

∣ν1 − ν2
∣

∣

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

λ2
i

l
∫

0

ϕ′′(y)ϑj(y) dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6T

√

√

√

√

∞
∑

i=1

1

λ4
i

√

√

√

√

√

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

l
∫

0

ϕ′′(y)ϑj(y) dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

6

6A1

∣

∣ν1 − ν2
∣

∣, (25)

где

A1 = T

√

√

√

√

∞
∑

i=1

1

λ4
i

∥

∥ϕ′′(x)
∥

∥

L2(Dl)
.
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С учетом (23) для второго слагаемого в правой части (21) аналогично получаем

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

1

ω0i(ν1, µ)
− 1

ω0i(ν2, µ)

∣

∣

∣

∣

×

×
t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν1, µ)(t− s)
}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f



s, y,
∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



ϑi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dy ds6

6
∣

∣ν1 − ν2
∣

∣

√

√

√

√

∞
∑

i=1

exp
{

− 2ω1i(ν1, µ)(t− s)
}

×

×

√

√

√

√

√

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

l
∫

0

f



s, y,
∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



ϑj(y) dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

6A2

∣

∣ν1 − ν2
∣

∣, (26)

где A2=M2∆. С учетом условий теоремы 1 для третьего слагаемого в правой части (21) получаем

∞
∑

i=1

1

ω0i(ν2, µ)

t
∫

0

l
∫

0

exp
{

−ω1i(ν2, µ)(t− s)
}
∣

∣ϑi(y)
∣

∣×

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



− f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν2, µ)ϑj(y)





∣

∣

∣

∣

∣

∣

dy ds6

6M1

t
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



− f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν2, µ)ϑj(y)





∥

∥

∥

∥

∥

∥

L2(Dl)

ds6

6M1

√

2

l

t
∫

0

l
∫

0

H(s, y)

∞
∑

j=1

∣

∣

∣
uj(s, ν1, µ)ϑj(y)−uj(s, ν2, µ)ϑj(y)

∣

∣

∣
dy ds=

=M1

√

2

l

t
∫

0

l
∫

0

H(s, y)
∣

∣

∣
U(s, y, ν1, µ)−U(s, y, ν2, µ)

∣

∣

∣
dy ds. (27)

С учетом оценки (22) для четвертого слагаемого в правой части (21) аналогично получаем

∞
∑

i=1

1

ω0i(ν2, µ)

t
∫

0

l
∫

0

∣

∣

∣
exp

{

−ω1i(ν1, µ)(t− s)
}

− exp
{

−ω1i(ν2, µ)(t− s)
}

∣

∣

∣
×

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f



s, y,

∞
∑

j=1

uj(s, ν1, µ)ϑj(y)



ϑi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dy ds6A3

∣

∣ν1 − ν2
∣

∣, (28)

где A3=TM1∆. С учетом оценок (25)–(28) из (21) получаем

∣

∣

∣
U(t, x, ν1, µ)−U(t, x, ν2, µ)

∣

∣

∣
6A4

∣

∣ν1− ν2
∣

∣+

+M1
2

l

t
∫

0

l
∫

0

H(s, y)
∣

∣

∣
U(s, y, ν1, µ)−U(s, y, ν2, µ)

∣

∣

∣
dy ds, (29)

где A4=
(

A1 +A2+A3

)
√

2/l.
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Применив к (29) неравенства Гронуолла—Беллмана, получим оценку (20). При этом полагаем,
что

A = A4 · exp







M1
2

l
max
t∈DT

t
∫

0

l
∫

0

H(s, y) dy ds







.

Это и доказывает теорему. �

Нетрудно сформулировать и доказать аналогичную теорему о непрерывной зависимости ре-
шения смешанной задачи (1)–(3) относительно второго параметра µ.

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 1. Если u(t, ν, µ)∈B2(T )— единственное

решение системы (5), то при произвольных µ1, µ2 ∈ [0;µ] справедлива оценка
∣

∣

∣
U(t, x, ν, µ1)− U(t, x, ν, µ2)

∣

∣

∣
6 B

∣

∣µ1 − µ2

∣

∣, 0 < B = const .

Теорема 5 доказывается аналогично теореме 4.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если u(t, ν, µ)∈B2(T )— единственное

решение системы (5), то при произвольных ν1, ν2 ∈ [0; ν], µ1, µ2 ∈ [0;µ] справедлива оценка
∣

∣

∣
U(t, x, ν1, µ1)− U(t, x, ν2, µ2)

∣

∣

∣
6 C

(

∣

∣ν1 − ν2
∣

∣+
∣

∣µ1 − µ2

∣

∣

)

,

где C=max
{

A;B
}

.

Действительно, в силу теорем 4 и 5 имеем
∣

∣

∣
U(t, x, ν1, µ1)−U(t, x, ν2, µ2)

∣

∣

∣
6

6

∣

∣

∣
U(t, x, ν1, µ1)−U(t, x, ν2, µ1)

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
U(t, x, ν2, µ1)−U(t, x, ν2, µ2)

∣

∣

∣
6

6A
∣

∣ν1− ν2
∣

∣+B
∣

∣µ1−µ2

∣

∣6C
(

∣

∣ν1− ν2
∣

∣+
∣

∣µ1−µ2

∣

∣

)

.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если u(t, ν, µ)∈B2(T )— единственное

решение системы (5), то при произвольных ν ∈ [0;α], ν + h∈ (0;α), 0<α, h=const справедлива

оценка
∣

∣

∣

∣

U(t, x, ν + h, µ)− U(t, x, ν, µ)

h

∣

∣

∣

∣

6 A.

Действительно, в силу теоремы 4 имеем
∣

∣

∣

∣

U(t, x, ν + h, µ)− U(t, x, ν, µ)

h

∣

∣

∣

∣

6 A

∣

∣ν + h− ν
∣

∣

h
= A.

Аналогично доказывается следующее утверждение.

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если u(t, ν, µ)∈B2(T )— единственное

решение системы (5), то при произвольных µ∈ [0;β], µ+ h∈ (0;β), 0<β, h=const справедлива

оценка
∣

∣

∣

∣

U(t, x, ν, µ + h)− U(t, x, ν, µ)

h

∣

∣

∣

∣

6 B.

Следствия 2 и 3 можно обобщить следующим образом.

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если u(t, ν, µ)∈B2(T )— единственное

решение системы (5), то при произвольных ν ∈ [0;α], ν + h∈ (0;α), 0<α, h= const и µ∈ [0;β],
µ+h∈ (0;β), 0<β, h=const справедлива оценка

∣

∣

∣

∣

U(t, x, ν + h, µ + h)− U(t, x, ν, µ)

h

∣

∣

∣

∣

6 C.
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Аннотация. В работе модифицированным методом пограничных функций построено полное

равномерное асимптотическое решение сингулярно возмущенной задачи Коши для линейного

неоднородного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка с кратной точкой

поворота в действительной оси.

Ключевые слова: асимптотика, пограничные функций, задача Коши, бисингулярная задача,

точка поворота, обобщенный метод пограничных функций, сингулярное возмущение.

AMS Subject Classification: 34E20

1. Введение. Дифференциальные уравнения с точками поворота возникают в теории упру-
гости, оптике, гидродинамике, геофизике и других областях естествознания. Кроме того, ши-
рокий класс дифференциальных уравнений с неинтегрируемыми особенностями типа Бесселя
и их возмущений может быть сведен к дифференциальным уравнениям с точками поворота.
Обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка с точками поворота, исследованы
в [9, 10, 12–15] и др. На практике обычно для построения асимптотических разложений решений
сингулярно возмущенных задач с точками поворота исследователи применяют метод сращивания
(метод согласования) (см. [3,8,11]) или метод регуляризации С. А. Ломова (см. [4]), а также дру-
гие методы. Нами предложена модификация метода пограничных функций, благодаря которой
удается построить полные, равномерные асимптотические разложения решений сингулярно воз-
мущенных задач с точками поворота. В [1,5–7] исследованы краевые задачи с точками поворота.
Настоящая работа посвящена развитию предлагаемого метода.

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу Коши

εy′′ε (x)+xnyε(x)= fε(x), 0<x6T, (1)

yε(0)= a, y′ε(0)= b, (2)

где 0<ε— малый параметр, n— фиксированное натуральное число, T , a, b— константы,

fε(x) =

∞
∑

k=0

εkfk(x), fk ∈ C∞[0, T ], f0(0) 6= 0.

Решение задачи (1), (2) существует и единственно; требуется построить асимптотическое разло-
жение решения этой задачи при ε→ 0.

Особенность рассматриваемой задачи заключается в том, что малый параметр ε присутствует
при старшей производной и точка x=0 является n-кратной точкой поворота для уравнения (1).
Подобные задачи по терминологии А. М. Ильина называют бисингулярными (см. [3]).

Если асимптотическое решение задачи (1), (2) искать в виде

yε(x) =
∞
∑

k=0

εkyk(x), (3)

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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то получим

yk(x) = O
(

x−n−(n+2)k
)

, x → 0, k = 0, 1, . . . .

Заметим, что асимптотическое решение (3) не удовлетворяет начальным условиям (2); кроме
того, ряд (3) является асимптотическим только при n+2

√
ε<x6T .

Полное равномерное асимптотическое решение задачи (1), (2) будем строить обобщенным ме-
тодом пограничных функций (см. [1, 5–7]).

3. Построение асимптотического разложения. Асимптотическое решение задачи (1), (2)
будем искать в виде

yε(x) =

−1
∑

k=−n

µkπk(t) +

∞
∑

k=0

µk
(

vk(x) + πk(t)
)

, (4)

где µ= n+2
√
ε, x= µt, πk(t)— пограничные функций зависящие, от µ, πk ∈ C∞[0, T/µ], vk(x) ∈

∈C∞[0, T ].
Подставляя (4) в (1) и (2), получаем

π′′
−n(t)+ tnπ−n(t)+ xnv0(x)+µ

(

π′′
−n+1(t)+ tnπ−n+1(t)+xnv1(x)

)

+ . . .+

+µn+2
(

π′′
2(t)+ tnπ2(t)+xnvn+2(x)+ v′′0 (x)

)

+µn+3
(

π′′
3 (t)+ tnπ3(t)+ xnvn+3(x)+

+ v′′1 (x)
)

+ . . .= f0(x)+µn+2f1(x)+ . . .+µk(n+2)fk(x)+ . . . ; (5)

πk(0)= 0, k < 0, π0(0)= a− v0(0), πk(0)=−vk(0), k∈N; (6)

π′
k(0)= 0, k < 0, π′

0(0)=µ(b− v′0(0)), π′
k(0)=−µv′k(0), k∈N. (7)

Из соотношения (5) имеем

π′′
−n(t) + tnπ−n(t) + xnv0(x) = f0(x). (8)

Определим функцию v0(x) так, чтобы v0(x)∈C∞[0, T ]. Равенство (8) запишем в виде

π′′
−n(t) + tnπ−n(t) + xnv0(x) = f0(x)− ˜f0(x) + ˜f0(x),

где

˜f0(x) =
n−1
∑

j=0

xjf0,j, f0,j =
f
(j)
0 (0)

j!
.

Отсюда

xnv0(x)= f0(x)− ˜f0(x) ⇒ v0(x)=
f0(x)− ˜f0(x)

xn
;

π′′
−n(t)+ tnπ−n(t)= ˜f0(µt).

Лемма 1. Задача

π′′
−n(t) + tnπ−n(t) = ˜f0(µt), 0 < t 6

T

µ
, π−n(0) = 0, π′

−n(0) = 0 (9)

имеет единственное бесконечно дифференцируемое решение в классе функций, убывающих со

степенным ростом при t→T/µ, µ→ 0.

Доказательство. Однородное уравнение

π′′
−n(t) + tnπ−n(t) = 0

имеет два линейно независимых решения (см. [2]):

z1(t) =
√
tJ1/2q

(

tq

q

)

, z2(t) =
√
tY1/2q

(

tq

q

)

, q =
n+ 2

2
,
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где Ji(s), Yi(s)— функции Бесселя. Заметим, что 0<i<1/2. Учитывая свойства функции Бесселя

Ji(s)= Yi(s)=O

(

1√
s

)

, s→∞;

Ji(s)=O(si), Yi(s)=O(s−i), s→ 0;

W
(

Ji(s), Yi(s)
)

=
2

πs
,

получаем

z1,2(t)=O
(
√
tt−q/2

)

=O
(

t−n/4
)

, t→∞; z1(0)= 0, z′1(0) 6=0;

z2(0) 6=0, z′2(0)= 0, W
(

z1(t), z2(t)
)

= cw, cw =
n+2

π
6=0.

С помощью функции z1,2(t) запишем явное решение задачи:

π−n(t) = z2(t)cw

t
∫

0

z1(τ) ˜f0(µτ)dτ − z1(t)cw

t
∫

0

z2(τ) ˜f0(µτ)dτ.

Действительно, функция π−n(t) удовлетворяет уравнению, так как

π′
−n(t)= z′2(t)cw

t
∫

0

z1(τ) ˜f0(µτ)dτ − z′1(t)cw

t
∫

0

z2(τ) ˜f0(µτ)dτ ;

π′′
−n(t)= z′′2 (t)cw

t
∫

0

z1(τ) ˜f0(µτ)dτ − z′′1 (t)cw

t
∫

0

z2(τ) ˜f0(µτ)dτ + ˜f0(µt),

π′′
−n(t)+ tnπ−n(t)≡ ˜f0(µt).

Pаметим, что π−n(0) = 0, π′
−n(0) = 0. Кроме того, если ˜f0(µt)≡ 0, то π−n(t)≡ 0, т.е. однородное

уравнение с однородными начальными условиями имеет только нулевое решение. Отсюда следует
единственность решения π−n(t).

Интегрируя по частям Функцию π−n(t) при t→ T/µ, µ→ 0 и учитывая свойства функции
Бесселя, получаем

π−n(t) = O
(

t−n
˜f0(µt)

)

= O(µn), t → T

µ
, µ → 0.

Лемма доказана. �

Из соотношения (5) имеем

π′′
−n+j(t) + tnπ−n+j(t) + xnvj(x) = 0, j ∈ N, j 6= k(n+ 2), k ∈ N.

Пусть vj(x)≡ 0, j ∈N, j 6= k(n+2), k∈N; тогда

π′′
−n+j(t) + tnπ−n+j(t) = 0, j ∈ N, j 6= k(n + 2), k ∈ N.

Начальные условия примут вид

πj(0)= 0, π′
j(0)= 0, j ∈N, j 6= k(n+2), k ∈N;

π0(0)= a− v0(0), π′
0(0)=µ(b− v′0(0));

πk(n+2)(0)=−vk(n+2)(0), π′
k(n+2)(0)=−µv′k(n+2)(0).

Также из (5) получаем

π′′
−n+k(n+2)(t) + tnπ−n+k(n+2)(t) + xnvk(n+2)(x) + v′′(k−1)(n+2)(x) = fk(x), k ∈ N. (10)

Определим функции vk(x) так, чтобы vk(x)∈C∞[0, T ]. Равенства (10) запишем в виде

π′′
−n+k(n+2)(t) + tnπ−n+k(n+2)(t) + xnvk(n+2)(x) = gk(x)− g̃k(x) + g̃k(x), k ∈ N,
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где

gk(x) = fk(x)− v′′(k−1)(n+2)(x), g̃k(x) =

n−1
∑

j=0

xjgk,j, gk,j =
g
(j)
k (0)

j!
.

Отсюда

xnvk(n+2)(x)= gk(x)− g̃k(x) ⇒ vk(n+2)(x)=
gk(x)− g̃k(x)

xnq(x)
,

π′′
−n+k(n+2)(t)+ tnπ−n+k(n+2)(t)= g̃k(µt).

Значит,

vj(x)≡ 0, j ∈N, j 6= k(n+2), vk(n+2)(x)=
gk(x)− g̃k(x)

xnq(x)
, g0(x)= f0(x), k=0, 1, . . . ,

π−n+j(t)≡ 0, j=1, . . . , n− 1, π0(t)=
z2(t)

z2(0)
(a− v0(0))+µ

z1(t)

z′1(0)

(

b− v′0(0)
)

,

πk(n+2)(t)=− z2(t)

z2(0)
vk(n+2)(0)− µ

z1(t)

z′1(0)
v′k(n+2)(0),

π−n+k(n+2)(t)= z2(t)cw

t
∫

0

z1(τ)g̃k(µτ)dτ − z1(t)cw

t
∫

0

z2(τ)g̃k(µτ)dτ.

Таким образом, мы определили все члены асимптотического разложения (4). Теперь оценим оста-
точный член этого асимптотического разложения.

4. Оценка остаточного члена. Пусть

Rε,m(x) = yε(x)− yε,m(x),

где

yε,m(x) =

−1
∑

k=−n

µkπk(t) +

m(n+2)
∑

k=0

µk(vk(x) + πk(t)).

Тогда для остаточной функции Rε,m(x) получаем задачу

εR′′
ε,m(x)+xnRε,m(x)=−εm+1v′′m(n+2)(x), 0<x6T, (11)

Rε,m(0)= 0, R′
ε,m(0)= 0. (12)

Пусть x=µt, ε=µn+2; тогда

R′′
µ,m(t)+ tnRµ,m(t)=−µ(m+1)(n+2)−nv′′m(n+2)(µt), 0<t6

T

µ
, (13)

Rµ,m(0)= 0, R′
µ,m(0)= 0. (14)

Учитывая лемму, имеем

Rµ,m(t) = µm(n+2)+2cw



z1(t)

t
∫

0

z2(τ)v
′′
m(n+2)(µτ)dτ − z2(t)

t
∫

0

z1(τ)v
′′
m(n+2)(µτ)dτ



 .

Отсюда получаем

Rε,m(x) = O
(

εm+2/(n+2)
)

, ε → 0, x ∈ [0, T ].

Следовательно, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Для решения задачи Коши (1), (2) при ε→ 0 справедливо асимптотическое раз-

ложение (4).
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5. Заключение. Обобщенным методом пограничных функций построено равномерное асимп-
тотическое разложение решения задачи Коши для сингулярно возмущенного линейного неодно-
родного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка с кратной точкой пово-
рота в действительной оси. Построенный асимптотический ряд представляет собой ряд Пюизе.
Получена оценка для остаточного члена асимптотического разложения решения задачи Коши.
Построенное разложение является асимптотическим в смысле Эрдейи.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА И КЛАССИЧЕСКАЯ

РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛОКАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

БЕННИ—ЛЮКА С ВЫРОЖДЕННЫМ ЯДРОМ

c© 2018 г. Т. К. ЮЛДАШЕВ

Аннотация. Рассмотрены вопросы классической разрешимости и построения решения нелокаль-

ной обратной краевой задачи для интегро-дифференциального уравнения Бенни—Люка четвер-

того порядка с вырожденным ядром. Использован метод Фурье разделения переменных. Доказан

критерий однозначной разрешимости поставленной обратной краевой задачи. Изучена устойчи-

вость решения интегро-дифференциального уравнения по функции восстановления.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение Бенни—Люка, уравнение четвертого

порядка, вырожденное ядро, интегральное условие, классическая разрешимость.

AMS Subject Classification: 35A02, 35M10, 35S05

1. Постановка задачи. Теория краевых и обратных задач в силу ее прикладной важности
в настоящее время является одним из важнейших разделов теории дифференциальных уравне-
ний. Исследования многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и оболо-
чек описываются дифференциальными уравнениями в частных производных высоких порядков.
С точки зрения физических приложений представляют большой интерес и дифференциальные
уравнения четвертого порядка (см., например, [2, 3, 9, 13–15, 22]). К обратным задачам относят
задачи определения физических свойств объектов: плотности, коэффициента теплопроводности,
упругих модулей в зависимости от координат или других параметров.

Дифференциальные уравнения в частных производных четвертого порядка рассматривались
в [1, 4, 5, 8, 11, 16, 17], а интегро-дифференциальные уравнения с частными производными — в [6,
7, 10, 12, 18–22].

В настоящей работе рассматриваются вопросы однозначной разрешимости нелокальной обрат-
ной краевой задачи для интегро-дифференциального уравнения типа Бенни—Люка четвертого
порядка с вырожденным ядром. Итак, в области Ω= {(t, x, y) | 0< t<T, 0<x, y < l} рассматри-
вается интегро-дифференциальное уравнение вида

Utt −
(

Uttxx +Uttyy

)

−
(

Uxx+Uyy

)

+
(

Uxxxx+Uyyyy

)

+

+ ν

T
∫

0

K(t, s)
(

Uxx(s, x, y)+Uyy(s, x, y)
)

ds=α(t)β(x, y), (1)

где T и l— заданные положительные действительные числа, ν — действительный спектральный
параметр,

K(t, s) =
k

∑

i=1

ai(t)bi(s),

ai(t), bi(s)∈C[0;T ], ai(t) 6=0, t∈ [0;T ], α(t)∈C[0;T ], α(t) 6=0, t∈ [0;T ]. Здесь предполагается, что
функции ai(t) и bi(s) являются линейно независимыми.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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Задача. Найти в области Ω пару функций

U(t, x, y)∈C
(

Ω
)

∩C1
(

Ω∪{x=0}∪ {x= l}∪ {y=0}∪ {y= l}
)

∩

∩C2,4,4
t,x,y (Ω)∩C2+2+0

t,x,y (Ω)∩C2+0+2
t,x,y (Ω),

β(x, y) ∈ C4
{

0 < x, y < l
}

,

удовлетворяющую уравнению (1) и следующим условиям:

U(0, x, y)=U(T, x, y), 06x, y6 l, (2)

T
∫

0

U(t, x, y) dt=ϕ(x, y), 06 x, y6 l, (3)

U(t, 0, y)=U(t, l, y)=U(t, x, 0)=U(t, x, l)= 0,

Uxx(t, 0, y)=Uxx(t, l, y)=Uxx(t, x, 0)=Uxx(t, x, l)= 0,

Uyy(t, 0, y)=Uyy(t, l, y)=Uyy(t, x, 0)=Uyy(t, x, l)= 0,

0 6 t 6 T, (4)

T
∫

0

Θ(t)U(t, x, y) dt = ψ(x, y), 0 6 x, y 6 l, (5)

где Cr,s,θ
t,x,y(Ω)— класс функций, имеющих непрерывные производные ∂r/∂tr, ∂s/∂xs, ∂θ/∂yθ в об-

ласти Ω, Cr+s+0
t,x,y (Ω)— класс функций, имеющих непрерывную производную ∂r+s/∂tr∂xs в об-

ласти Ω, Cr+0+s
t,x,y (Ω)— класс функций, имеющих непрерывную производную ∂r+s/∂tr∂ys в обла-

сти Ω, r=1, r0, s=1, s0, r6r0, s6s0 — натуральные числа, Θ(t)∈C[0, T ], Θ(t) 6=0, t∈ [0, T ], ϕ(x, y),
ψ(x, y) — заданные достаточно гладкие функции,

ϕ(0, y)=ϕ(l, y)=ϕ(x, 0)=ϕ(x, l)= 0, ψ(0, y)=ψ(l, y)=ψ(x, 0)=ψ(x, l)= 0,

Ω=
{

(t, x, y) | 06 t6T, 06 x, y6 l
}

.

2. Формальное решение краевой задачи (1)–(4). Нетривиальное решение уравнения (1) в
области Ω будем искать в виде ряда Фурье

U(t, x, y) =
2

l

∞
∑

n,m=1

un,m(t) sin
πn

l
x sin

πm

l
y, (6)

где

un,m(t) =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

U(t, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, n,m = 1, 2, . . . . (7)

Предполагается, что и функция β(x, y) разлагается в ряд Фурье

β(x, y) =
2

l

∞
∑

n,m=1

βn,m sin
πn

l
x sin

πm

l
y, (8)

где

βn,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

β(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, n,m = 1, 2, . . . . (9)

Подставляя ряды (6) и (8) в уравнение (1), получаем

u′′n,m(t) + µ2n,mun,m(t) = νλ2n,m

T
∫

0

k
∑

i=1

ai(t)bi(s)un,m(s) ds +
1

1 + µ2n,m
α(t)βn,m, (10)
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где

λ2n,m =
µ2n,m

1 + µ2n,m
, µn,m =

π(n+m)

l
.

Введя обозначение

τin,m =

T
∫

0

bi(s)un,m(s) ds (11)

перепишем уравнения (10) в виде

u′′n,m(t) + µ2n,mun,m(t) = νλ2n,m

k
∑

i=1

ai(t)τin,m +
1

1 + µ2n,m
α(t)βn,m. (12)

Дифференциальные уравнения (12) решаются методом вариации произвольных постоянных:

un,m(t) = cn,m cosµn,mt+ dn,m sinµn,mt+ ηn,m(t), (13)

где

ηn,m(t) = ν
λ2n,m
µn,m

k
∑

i=1

τin,m

t
∫

0

sinµn,m(t− s)ai(s) ds +
βn,m

µn,m(1 + µ2n,m)

t
∫

0

sinµn,m(t− s)α(s) ds.

Условие (2) с учетом формулы (7) принимает вид

un,m(0)=
2

l

l
∫

0

l
∫

0

U(0, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dy dx=

=
2

l

l
∫

0

l
∫

0

U(T, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dy dx= un,m(T ). (14)

Для нахождения неизвестных коэффициентов cn,m и dn,m в (13) воспользуемся условием (14):

un,m(t) = dn,m

[

sinµn,mt+
sinµn,mT

1− cosµn,mT
cosµn,mt

]

+ ξn,m(t), (15)

где

ξn,m(t) =
ηn,m(T )

1− cosµn,mT
cosµn,mt+ ηn,m(t).

Теперь воспользуемся интегральным условием (3) и формулой (7):

T
∫

0

un,m(t) dt=
2

l

l
∫

0

l
∫

0

U(t, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dy dx=

=
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ϕ(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dy dx=ϕn,m. (16)

Тогда из (15) и (16) получаем

ϕn,m=

T
∫

0

un,m(t) dt= dn,m

T
∫

0

[

sinµn,mt+
sinµn,mT

1− cosµn,mT
cosµn,mt

]

dt+ γn,m=

=
dn,m
µn,m

[

1− cosµn,mT +
sin2 µn,mT

1− cosµn,mT

]

+ γn,m, (17)



92 Т. К. ЮЛДАШЕВ

где

γn,m =

T
∫

0

ξn,m(t) dt.

Итак, для определения неизвестных коэффициентов dn,m требуем выполнение следующего
условия:

σn,m(T ) = 1− cosµn,mT 6= 0. (18)

Тогда из (17) находим

dn,m =
µn,m
2

(

ϕn,m − γn,m

)

. (19)

Подставляя (19) в (15), получим

un,m(t) = ϕn,mBn,m(t) + ν
k

∑

i=1

τin,mDin,m(t) + βn,mEn,m(t), (20)

где

Bn,m(t)=
µn,m
2

δ0n,m(t), δ0n,m(t)= sinµn,mt+
sinµn,mT

σn,m(T )
cosµn,mt,

Din,m(t)= hin,m(T )δ2n,m(t)+ hin,m(t)− µn,m
2

δ0n,m(t)

T
∫

0

hin,m(t) dt,

En,m(t)= δ1n,m(T )δ2n,m(t)+ δ1n,m(t)− µn,m
2

δ0n,m(t)

T
∫

0

δ1n,m(t) dt,

hin,m(t)=
λ2n,m
µn,m

t
∫

0

sinµn,m(t− s)ai(s) ds, i=1, k,

δ1n,m(t)=
1

(

1+µ2n,m
)

µn,m

t
∫

0

sinµn,m(t− s)α(s) ds,

δ2n,m(t)=
1

σn,m(T )

[

cosµn,mt−
δ0n,m(t)

2
sinµn,mT

]

,

λn,m=

√

µ2n,m
1+µ2n,m

, µn,m=
π(n+m)

l
.

Подставляя (20) в (11), получаем счетную систему алгебраических уравнений

τin,m + ν

k
∑

j=1

τjn,mHijn,m = Ψin,m, (21)

где

Hijn,m = −
T
∫

0

bi(s)Djn,m(s) ds, Ψin,m =

T
∫

0

bi(s)
[

ϕn,mBn,m(s) + βn,mEn,m(s)
]

ds. (22)

Отметим, что из линейной независимости функций ai(t) и bi(s) следует, что Hijn,m 6=0. Систе-
ма (21) однозначно разрешима при любых конечных Ψin,m, если выполняется следующее условие:

∆n,m(ν) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1+ νH11n,m νH12n,m . . . νH1kn,m

νH21n,m 1+ νH22n,m . . . νH2kn,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

νHk1n,m νHk2n,m . . . 1+ νHkkn,m

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0. (23)
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Определитель ∆n,m(ν) в (23) представляет собой многочлен относительно ν степени не выше k.
Уравнение ∆n,m(ν) = 0 имеет не более k различных корней, которые являются собственными
числами ядра интегро-дифференциального уравнения (1). Для других значений ν условие (23)
выполняется; для таких регулярных значений ν система (21) имеет единственное решение при
любой конечной ненулевой правой части. Поэтому при выполнении условия (23) имеет место
однозначная разрешимость поставленной нелокальной обратной задачи.

Решения системы (21) записываются в виде

τin,m =
∆in,m(ν)

∆n,m(ν)
, i = 1, k, (24)

где

∆in,m(ν) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1+ νH11n,m . . . νH1(i−1)n,m Ψ1n,m νH1(i+1)n,m . . . νH1kn,m

νH21n,m . . . νH2(i−1)n,m Ψ2n,m νH2(i+1)n,m . . . νH2kn,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

νHk1n,m . . . νHk(i−1)n,m Ψkn,m νHk(i+1)n,m . . . 1+ νHkkn,m

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Среди элементов определителей ∆in,m(ν) содержатся Ψin,m, содержащие, в свою очередь, неиз-
вестные величины βn,m, входящие в состав правой части системы (21). Чтобы вывести их из-под
знака определителя, выражение в (22) запишем в следующем виде:

Ψin,m = ϕn,mΨ1in,m + βn,mΨ2in,m,

где

Ψ1in,m =

T
∫

0

bi(s)Bn,m(s) ds, Ψ2in,m =

T
∫

0

bi(s)En,m(s) ds.

В этом случае, согласно свойству определителя имеем

∆in,m(ν) = ϕn,m∆1in,m(ν) + βn,m∆2in,m(ν),

где

∆jin,m(ν) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1+ νH11n,m . . . νH1(i−1)n,m Ψj1n,m νH1(i+1)n,m . . . νH1kn,m

νH21n,m . . . νH2(i−1)n,m Ψj2n,m νH2(i+1)n,m . . . νH2kn,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

νHk1n,m . . . νHk(i−1)n,m Ψjkn,m νHk(i+1)n,m . . . 1+ νHkkn,m

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, j = 1, 2.

Тогда формула (24) записывается в виде

τin,m = ϕn,m
∆1in,m(ν)

∆n,m(ν)
+ βn,m

∆2in,m(ν)

∆n,m(ν)
, i = 1, k. (25)

Подставляя (25) в (20), получаем

un,m(t) = ϕn,mFn,m(t) + βn,mMn,m(t), (26)

где

Fn,m(t) = Bn,m(t) + ν

k
∑

i=1

∆1in,m(ν)

∆n,m(ν)
Din,m(t), Mn,m(t) = En,m(t) + ν

k
∑

i=1

∆2in,m(ν)

∆n,m(ν)
Din,m(t).

Теперь (26) подставим в ряд Фурье (6):

U(t, x, y) =
2

l

∞
∑

n,m=1

[

ϕn,mFn,m(t) + βn,mMn,m(t)
]

sin
πn

l
x sin

πm

l
y. (27)
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3. Обоснование разрешимости краевой задачи (1)–(4). Рассмотрим случай, когда нару-
шается условие (18). Пусть σn,m(T )=1−cosµn,mT =0 при некоторых T . Это условие эквивалентно
равенству

cosµn,mT = 1, (28)

где µn,m=π(n+m)/l. Уравнение (28) имеет решения

Tk =
2πk

µn,m
, k ∈ N,

где N— множество натуральных чисел. Другие значения 0<T , для которых условие (18) вы-
полняется, называются регулярными. Для регулярных значений T имеет место формула (27).
Поэтому при выполнении условия (18) решение краевой задачи (1)–(4) в области Ω представля-
ется в виде ряда (27).

Покажем, что при определенных условиях относительно функций ϕ(x, y) и β(x, y) ряд (27)
сходится абсолютно и равномерно. Действительно, при любых n, m и регулярных значениях T
справедливы оценки

∞
∑

n,m=1

∣

∣un,m(t)
∣

∣6C

∞
∑

n,m=1

[

∣

∣ϕn,m

∣

∣+
∣

∣βn,m
∣

∣

]

, (29)

∞
∑

n,m=1

∣

∣u′′n,m(t)
∣

∣6C
∞
∑

n,m=1

[

∣

∣ϕn,m

∣

∣+
∣

∣βn,m
∣

∣

]

, (30)

где 0<C =const.
Так как для регулярных значений T справедливы соотношения

0 <
∣

∣σn,m(T )
∣

∣ =
∣

∣1− cosµn,mT
∣

∣ 6 2,

то на основании формулы (26) благодаря гладкости функций Fn,m(t), Mn,m(t) получаем

∞
∑

n,m=1

∣

∣un,m(t)
∣

∣6

∞
∑

n,m=1

[

max
t∈[0,T ]

∣

∣Fn,m(t)
∣

∣

∣

∣ϕn,m

∣

∣+ max
t∈[0,T ]

∣

∣Mn,m(t)
∣

∣

∣

∣βn,m
∣

∣

]

6

6 2
∞
∑

n,m=1

[

max
t∈[0,T ]

∣

∣F (t)
∣

∣

∣

∣ϕn,m

∣

∣+ max
t∈[0,T ]

∣

∣M(t)
∣

∣

∣

∣βn,m
∣

∣

]

6C1

∞
∑

n,m=1

[

∣

∣ϕn,m

∣

∣+
∣

∣βn,m
∣

∣

]

,

где

C1 = 2max

{

max
t∈[0,T ]

∣

∣F (t)
∣

∣; max
t∈[0,T ]

∣

∣M(t)
∣

∣

}

, F (t) > Fn,m(t), M(t) >Mn,m(t). (31)

Дифференцируя выражения (26) два раза, аналогично получаем

∞
∑

n,m=1

∣

∣u′′n,m(t)
∣

∣6

∞
∑

n,m=1

[

max
t∈[0,T ]

∣

∣F ′′
n,m(t)

∣

∣

∣

∣ϕn,m

∣

∣+ max
t∈[0,T ]

∣

∣M ′′
n,m(t)

∣

∣

∣

∣βn,m
∣

∣

]

6

6 2

∞
∑

n,m=1

[

max
t∈[0,T ]

∣

∣F ′′(t)
∣

∣

∣

∣ϕn,m

∣

∣+ max
t∈[0,T ]

∣

∣M ′′(t)
∣

∣

∣

∣βn,m
∣

∣

]

6C2

∞
∑

n,m=1

[

∣

∣ϕn,m

∣

∣+
∣

∣βn,m
∣

∣

]

,

где

C2 = 2max

{

max
t∈[0,T ]

∣

∣F ′′(t)
∣

∣; max
t∈[0,T ]

∣

∣M ′′(t)
∣

∣

}

, F ′′(t) > F ′′
n,m(t), M ′′(t) >M ′′

n,m(t).

Отсюда следуют оценки (29) и (30), где C =max{C1, C2}.
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Условия А. Пусть функция ϕ(x, y) ∈ C5
(

[0; l] × [0; l]
)

на сегменте [0; l] имеет кусочно-
непрерывные производные до шестого порядка, причем

ϕ(0, y)=ϕ(l, y)=ϕ(x, 0)=ϕ(x, l)= 0,

ϕxx(0, y)=ϕxx(l, y)=ϕxx(x, 0)=ϕxx(x, l)= 0,

ϕyy(0, y)=ϕyy(l, y)=ϕyy(x, 0)=ϕyy(x, l)= 0,

ϕxxxx(0, y)=ϕxxxx(l, y)=ϕxxxx(x, 0)=ϕxxxx(x, l)= 0,

ϕyyyy(0, y)=ϕyyyy(l, y)=ϕyyyy(x, 0)=ϕyyyy(x, l)= 0.

Путем шестикратного интегрирования по частям по переменной x в интеграле (16)

ϕn,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ϕ(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy

получаем

ϕn,m = −
(

l

π

)6 ϕV I
n,m

n6
, ϕV I

n,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ϕxxxxxx(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, (32)

причем справедливо неравенство Бесселя

∞
∑

n,m=1

[

ϕV I
n,m

]2
6

4

l2

l
∫

0

l
∫

0

[ϕxxxxxx(x, y)]
2 dx dy <∞. (33)

Аналогично, путем шестикратного интегрирования по переменной y получим

ϕn,m = −
(

l

π

)6 ϕV I
n,m

m6
, ϕV I

n,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ϕyyyyyy(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, (34)

причем справедливо неравенство Бесселя

∞
∑

n,m=1

[

ϕV I
n,m

]2
6

4

l2

l
∫

0

l
∫

0

[ϕyyyyyy(x, y)]
2 dx dy <∞. (35)

Условия Б. Пусть функция β(x, y)∈C5
(

[0; l]× [0; l]
)

на сегменте [0; l] имеет кусочно непрерыв-
ные производные до шестого порядка и

β(0, y)= β(l, y)= β(x, 0)= β(x, l)= 0,

βxx(0, y)= βxx(l, y)= βxx(x, 0)= βxx(x, l)= 0,

βyy(0, y)= βyy(l, y)= βyy(x, 0)= βyy(x, l)= 0,

βxxxx(0, y)= βxxxx(l, y)= βxxxx(x, 0)= βxxxx(x, l)= 0,

βyyyy(0, y)= βyyyy(l, y)= βyyyy(x, 0)= βyyyy(x, l)= 0.

Путем шестикратного интегрирования по переменной x в интеграле (9)

βn,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

β(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy

получаем

βn,m = −
(

l

π

)6 βV I
n,m

n6
, βV I

n,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

βxxxxxx(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, (36)
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причем справедливо неравенство Бесселя

∞
∑

n,m=1

[

βV I
n,m

]2
6

4

l2

l
∫

0

l
∫

0

[βxxxxxx(x, y)]
2 dx dy <∞. (37)

Аналогично путем шестикратного интегрирования по частям по переменной y получим

βn,m = −
(

l

π

)6 βV I
n,m

m6
, βV I

n,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

βyyyyyy(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, (38)

причем справедливо неравенство Бесселя

∞
∑

n,m=1

[

βV I
n,m

]2
6

4

l2

l
∫

0

l
∫

0

[βyyyyyy(x, y)]
2 dx dy <∞. (39)

Учитывая формулы (29), (32), (33), (36) и (37) и применяя неравенства Минковского и Гель-
дера, для ряда (27) получим

∣

∣U(t, x, y)|6 2

l

∞
∑

n,m=1

∣

∣un,m(t)
∣

∣

∣

∣

∣
sin

πn

l
x
∣

∣

∣

∣

∣

∣
sin

πm

l
y
∣

∣

∣
6

6
2C

l





√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

∣

∣ϕn,m

∣

∣

2
+

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

∣

∣βn,m
∣

∣

2



6 γ1





∞
∑

n,m=1

1

n6
∣

∣ϕV I
n,m

∣

∣+

∞
∑

n,m=1

1

n6
∣

∣βV I
n,m

∣

∣



6

6 γ1

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

n12





√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

[

ϕV I
n,m

]2
+

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

[

βV I
n,m

]2



6

6
4γ1
l2

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

n12

[

√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

ϕxxxxxx(x, y)
]2
dx dy+

√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

βxxxxxx(x, y)
]2
dx dy

]

<∞, (40)

где

γ1 =
2C

l

(

l

π

)6

.

Аналогично с учетом оценок (29), (34), (35), (38) и (39) получаем

∣

∣U(t, x, y)
∣

∣ 6
4γ1
l2

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

m12







√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

ϕyyyyyy(x, y)
]2
dx dy +

√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

βyyyyyy(x, y)
]2
dx dy






<∞.

(41)
Из (40) и (41) следует, что ряд (27) абсолютно и равномерно сходится в области Ω.

Для функции (27) покажем непрерывность всех производных, входящих в уравнение (1). Функ-
цию (27) формально продифференцируем нужное число раз:

Utt(t, x, y) =
2

l

∞
∑

n,m=1

[

ϕn,mF
′′
n,m(t)+βn,mM

′′
n,m(t)

]

sin
πn

l
x sin

πm

l
y, (42)

Uxxxx(t, x, y) =
2

l

∞
∑

n,m=1

[

ϕn,mFn,m(t)+βn,mMn,m(t)
] (πn

l

)4
sin

πn

l
x sin

πm

l
y, (43)

Uyyyy(t, x, y) =
2

l

∞
∑

n,m=1

[

ϕn,mFn,m(t)+βn,mMn,m(t)
] (πm

l

)4
sin

πn

l
x sin

πm

l
y, (44)
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Uttxx(t, x, y) =−2

l

∞
∑

n,m=1

[

ϕn,mF
′′
n,m(t)+βn,mM

′′
n,m(t)

] (πn

l

)2
sin

πn

l
x sin

πm

l
y, (45)

Uttyy(t, x, y) =−2

l

∞
∑

n,m=1

[

ϕn,mF
′′
n,m(t)+βn,mM

′′
n,m(t)

] (πm

l

)2
sin

πn

l
x sin

πm

l
y. (46)

Учитывая оценки (30)–(33), (36) и (37) и применяя неравенства Минковского и Гельдера, для
ряда (42) получим

∣

∣Utt(t, x, y)
∣

∣6
2

l

∞
∑

n,m=1

∣

∣u′′n,m(t)
∣

∣

∣

∣

∣
sin

πn

l
x
∣

∣

∣

∣

∣

∣
sin

πm

l
y
∣

∣

∣
6

2C

l





√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

∣

∣ϕn,m

∣

∣

2
+

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

∣

∣βn,m
∣

∣

2



6

6 γ1

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

n12





√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

[

ϕV I
n,m

]2
+

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

[

βV I
n,m

]2



6

6
4γ1
l2

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

n12







√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

ϕxxxxxx(x, y)
]2
dx dy+

√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

βxxxxxx(x, y)
]2
dx dy






<∞, (47)

где γ1=(2C/l)(l/π)6.
С учетом оценок (30), (34), (35), (38) и (39) также получаем оценку

∣

∣Utt(t, x, y)
∣

∣ 6
4γ1
l2

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

m12







√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

ϕyyyyyy(x, y)
]2
dx dy +

√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[βyyyyyy(x, y)]
2 dx dy






<∞.

(48)
Аналогично оценкам (47) и (48) для рядов (43) и (44) получаем

∣

∣Uxxxx(t, x, y)
∣

∣6
2π4

l5

∞
∑

n,m=1

n4
∣

∣un,m(t)
∣

∣

∣

∣

∣
sin

πn

l
x
∣

∣

∣

∣

∣

∣
sin

πm

l
y
∣

∣

∣
6

6
2π4

l5
C





√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

n8
∣

∣ϕn,m

∣

∣

2
+

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

n8
∣

∣βn,m
∣

∣

2



6

6 γ2

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

n4





√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

[

ϕV I
n,m

]2
+

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

[

βV I
n,m

]2



6

6
4γ2
l2

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

n4







√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

ϕxxxxxx(x, y)
]2
dx dy+

√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

βxxxxxx(x, y)
]2
dx dy






<∞, (49)

∣

∣Uyyyy(t, x, y)
∣

∣6
2π4

l5

∞
∑

n,m=1

m4
∣

∣un,m(t)
∣

∣

∣

∣

∣
sin

πn

l
x
∣

∣

∣

∣

∣

∣
sin

πm

l
y
∣

∣

∣
6

6
2π4

l5
C





√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

m8
∣

∣ϕn,m

∣

∣

2
+

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

m8
∣

∣βn,m
∣

∣

2



6 γ2





∞
∑

n,m=1

1

m2

∣

∣ϕV I
n,m

∣

∣+

∞
∑

n,m=1

1

m2

∣

∣βV I
n,m

∣

∣



6

6
4γ2
l2

√

√

√

√

∞
∑

n,m=1

1

m4







√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

ϕyyyyyy(x, y)
]2
dx dy+

√

√

√

√

√

l
∫

0

l
∫

0

[

βyyyyyy(x, y)
]2
dx dy






<∞, (50)
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где γ2=2Cl/π2. Точно так же и для рядов (45) и (46), аналогично (49) и (50) легко показать, что
∣

∣

∣
Uttxx(t, x, y)

∣

∣

∣
<∞,

∣

∣

∣
Uttyy(t, x, y)

∣

∣

∣
<∞.

Таким образом, в области Ω функция U(t, x, y), определяемая рядом (27), удовлетворяет условиям
прямой задачи (1)–(4).

Для доказательства единственности решения покажем, что при однородном интегральном
условии

T
∫

0

U(t, x, y) dt = 0, 0 6 x, y 6 l,

и нулевой правой части краевая задача (1)–(4) имеет только тривиальное решение. С этой целью
предположим, что ϕ(x, y)≡ 0, β(x, y)≡ 0. Тогда ϕn,m≡ 0, βn,m≡ 0 и из формул (6) и (26) следует,
что

l
∫

0

l
∫

0

U(t, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy = 0, n,m = 1, 2, . . . .

Отсюда в силу полноты систем собственных функций
{

√

2

l
sin

πn

l
x

}

,

{

√

2

l
sin

πm

l
y

}

в L2[0, l], заключаем, что U(t, x, y)≡ 0 для всех x, y ∈ [0, l] и t ∈ [0, T ]. Следовательно, если вы-
полняются условия (18) и (23), то для прямой задачи (1)–(4) существует решение, и это решение
единственно в области Ω.

4. Обратная задача (1)–(5). Определим неизвестный коэффициент β(x, y). С этой целью вос-
пользуемся условием (5). Тогда из (26) получаем

ψn,m=
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ψ(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy=

2

l

l
∫

0

l
∫

0

T
∫

0

Θ(t)U(t, x, y) dt sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy=

=

T
∫

0

Θ(t)un,m(t) dt=ϕn,mχ1n,m+βn,mχ2n,m,

где

χ1n,m =

T
∫

0

Θ(t)Fn,m(t) dt, χ2n,m =

T
∫

0

Θ(t)Mn,m(t) dt.

Отсюда получаем

βn,m =
ψn,m − ϕn,mχ1n,m

χ2n,m
. (51)

Проверим условие, что χ2n,m 6=0 в (51). Предположим противное: пусть

χ2n,m =

T
∫

0

Θ(t)Mn,m(t) dt = 0. (52)

Применим теорему о среднем. По условию задачи Θ(t) 6=0, t∈ [0, T ]. Тогда из (52) получим, что

T
∫

0

Mn,m(t) dt = 0.
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Анализ функции Mn,m(t) показывает, что это возможно, если справедливо следующее равенство:

T
∫

0

sinµn,m(T − t)α(t) dt = 0. (53)

Применим теорему о среднем к равенству (53). По условию задачи α(t) 6=0, t∈ [0, T ]. Тогда из (53)
заключаем, что

T
∫

0

sinµn,m(T − t) dt = 0.

Вычисляя этот интеграл, приходим к тригонометрическому уравнению

cosµn,mT =
1

µn,m
,

которое имеет решения

Tk = ± 1

µn,m
arccos

1

µn,m
+

2kπ

µn,m
,

где k— натуральное число. Следовательно, для других значений T имеет место неравенство
χ2n,m 6=0. В силу достаточной гладкости функций ψ(x, y) и ϕ(x, y) что ряд

β(x, y) =
2

l

∞
∑

n,m=1

ψn,m − ϕn,mχ1n,m

χ2n,m
sin

πn

l
x sin

πm

l
y (54)

сходится абсолютно и равномерно.

Условия B. Пусть функция ψ(x, y)∈C5
(

[0; l]× [0; l]
)

на сегменте [0; l] имеет кусочно непрерыв-
ные производные до шестого порядка и

ψ(0, y)=ψ(l, y)=ψ(x, 0)=ψ(x, l)= 0,

ψxx(0, y)=ψxx(l, y)=ψxx(x, 0)=ψxx(x, l)= 0,

ψyy(0, y)=ψyy(l, y)=ψyy(x, 0)=ψyy(x, l)= 0,

ψxxxx(0, y)=ψxxxx(l, y)=ψxxxx(x, 0)=ψxxxx(x, l)= 0,

ψyyyy(0, y)=ψyyyy(l, y)=ψyyyy(x, 0)=ψyyyy(x, l)= 0.

Путем шестикратного интегрирования по переменной x в интеграле

ψn,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ψ(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy

получаем

ψn,m = −
(

l

π

)6 ψV I
n,m

n6
, ψV I

n,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ψxxxxxx(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, (55)

причем справедливо неравенство Бесселя

∞
∑

n,m=1

[

ψV I
n,m

]2
6

4

l2

l
∫

0

l
∫

0

[

ψxxxxxx(x, y)
]2
dx dy <∞. (56)

Аналогично путем шестикратного интегрирования по переменной y получим

ψn,m = −
(

l

π

)6 ψV I
n,m

m6
, ψV I

n,m =
2

l

l
∫

0

l
∫

0

ψyyyyyy(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, (57)
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причем справедливо неравенство Бесселя

∞
∑

n,m=1

[

ψV I
n,m

]2
6

4

l2

l
∫

0

l
∫

0

[

ψyyyyyy(x, y)
]2
dx dy <∞. (58)

Учитывая формулы (32), (33), (55) и (56) и применяя неравенства Минковского и Гельдера, для
ряда (54) получим

∣

∣β(x, y)
∣

∣6
2

l

∞
∑

n,m=1

(

∣

∣ψn,m

∣

∣+
∣

∣ϕn,m

∣

∣

∣

∣χ1n,m

∣

∣

)

∣

∣χ2,n,m

∣

∣

−1
∣

∣

∣
sin

πn

l
x
∣

∣

∣

∣

∣

∣
sin

πm

l
y
∣

∣

∣
6

6
2

l

∞
∑

n,m=1





∣

∣ψn,m

∣

∣+C1

∣

∣ϕn,m

∣

∣

T
∫

0

|Θ(t)| dt







C1

T
∫

0

∣
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где

γ3 =
2l5

C0π6
, C0 = C1

T
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∣Θ(t)
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∣ dt,

а величина C1 определяется из формулы (31). Аналогично с учетом оценок (34), (35), (57) и (58)
получаем
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Из (59) и (60) следует, что ряд (54) сходится абсолютно и равномерно в области
{

0<x, y < l
}

.
Аналогично доказывается сходимость следующих рядов:

βxxxx(x, y)=
2
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∞
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Подставляя (51) в (27), окончательно определим основную неизвестную функцию U(t, x, y):

U(t, x, y) =
2

l
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[

ϕn,m

(
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l
x sin

πm

l
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Для ряда (61) нетрудно доказать справедливость оценок, которые выше доказаны для случая
ряда (27). При этом законно почленное дифференцирование ряда (61)) по всем переменным, и
полученные ряды будут сходиться абсолютно и равномерно.

Теперь покажем, что решение U(t, x, y) интегро-дифференциального уравнения (1) устойчи-
во по функции восстановления β(x, y). Пусть U1(t, x, y) и U2(t, x, y)— два различных решения
краевой задачи (1)–(4), соответствующие двум различным значениям функции восстановления
β1(x, y) и β2(x, y), соответственно. Предположим, что

∣

∣

∣
β1n,m − β2n,m

∣

∣

∣
< δn,m,

где δn,m — такие достаточно малые величины, что ряд
∞
∑

n,m=1
δn,m сходится. Тогда в силу условий

теоремы из (27) имеем

∣
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∣

∣ 6
2

l

∞
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l
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∣

∣M(t)
∣

∣

∞
∑

n,m=1

δn,m.

Отсюда окончательно получаем утверждения об устойчивости решения интегро-дифференциального
уравнения (1) по функции восстановления, если положим

ε =
4

l
max
t∈[0,T ]

∣

∣M(t)
∣

∣

∞
∑

n,m=1

δn,m.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполняются условия А, Б и В. Тогда прямая задача (1)–(4) однознач-

но разрешима в области Ω, если выполняются условия (18) и (23). Это решение определяется

рядом (27). При этом возможно почленное дифференцирование ряда (27) по всем переменным,

и полученные ряды будут сходиться абсолютно и равномерно. Кроме того, при χ2n,m 6=0 па-

ра решений обратной задачи однозначно определяется из формул (54) и (61). При этом ре-

шение U(t, x, y) интегро-дифференциального уравнения (1) устойчиво по функции восстановле-

ния β(x, y).
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Аннотация. Доказано существование решений возмущенной задачи Коши на бесконечном про-

межутке и получены асимптотические оценки близости решений возмущенной и невозмущенной

задачи на бесконечном промежутке, содержащем неустойчивый интервал.

Ключевые слова: сингулярно возмущенная задача Коши, асимптотическая устойчивость,

асимптотика, малый параметр, точка поворота, неустойчивый интервал.

AMS Subject Classification: 34E20

1. Введение. Многие актуальные прикладные и технические задачи сводятся к изучению
систем обыкновенных дифференциальных уравнений, содержащих малый параметр при стар-
ших производных. В начале XX в. появились первые работы, посвященные изучению линейных
уравнений с малым параметром при старшей производной. В 1950-х гг. начались систематиче-
ские исследования таких систем. Исследованиями занимались А. Н. Тихонов, Л. С. Понтрягин,
А. Б. Васильева, В. Ф. Бутузов, М. И. Иманалиев, В. И. Рожков, А. А. Шишкин, С. А. Ломов,
А. И. Нейштадт и др.

Одним из основных результатов в теории сингулярно возмущенных уравнений является теоре-
ма А. Н. Тихонова о предельном переходе. А. Н. Тихонов сформулировал достаточные условия,
при выполнении которых решения возмущенной и невозмущенной систем асимптотически близ-
ки. Л. С. Понтрягин и его ученики значительно продвинули теорию систем с малым параметром
при старшей производной.

Первой работой, в которой рассматривается случай нарушения условия устойчивости на неко-
тором отрезке, но выполняется предельный переход, является работа М. А. Шишковой [9]. В
данной работе исследуется задача Коши при нарушении условия устойчивости. Получены асимп-
тотические оценки близости решений возмущенной и невозмущенной задачи на бесконечном про-
межутке, содержащем неустойчивый интервал.

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу Коши

εx′(t, ε) = A(t)x(t, ε) + εαf(t), t ∈ (t0,+∞), (1)

x(t0, ε) = x0(ε), ‖x0(ε)‖ = O(εβ), (2)

где 0 < ε— малый параметр, A(t)— аналитическая квадратная (2 × 2)-матрица с элементами

ajm(t), j,m = 1, 2, f(t) =
(

f1(t), f2(t)
)T

— аналитическая вектор-функция, x0(ε) =
(

x01(ε), x
0
2(ε)

)T
,

t0 = −a/2n.

Условие U1. Пусть матрица A(t) имеет комплексно сопряженные собственные значения

λ1,2(t) = (a− t)2n−1(t± ik),

где n ∈ N, 0 < a ∈ R, a = k tg(πn/(2n + 1)), 0 < k ∈ R, α > 1− 1/(2n), β > α, i =
√
−1.

Решение задачи Коши (1)–(2) существует и единственно при 0 < ε. Исследуем асимптотическое
поведение решения задачи (1)–(2), когда малый параметр ε стремится к нулю, т.е. асимптотиче-
скую близость решения возмущенной задачи и решения предельного уравнения при ε → 0.

Рассматриваемая задача имеет следующие особенности:

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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1) присутствие малого параметра ε при старшей производной системы (1);
2) при t = a собственные значения матрицы функции A(t) совпадают, т.е. λ1(a) = λ2(a). По

терминологии В. Вазова (см. [10]) и М. В. Федорюка (см. [8]) точка t = a называется точкой

поворота системы (1) порядка (2n− 1), n ∈ N;
3) действительные части собственных значений λ1,2(t) в интервале t ∈ [−a/2,+∞) меняют

знаки, т.е.

Reλ1,2(t) = t(a− t)2n−1 < 0, t ∈ [−a/2n, 0) ∪ (a,+∞),

Reλ1,2(t) = t(a− t)2n−1 > 0, t ∈ (0, a).

Это означает, что в рассматриваемом интервале нарушается условие асимптотической
устойчивости (одно из условии теоремы А. Н. Тихонова о предельном переходе, см. [5]).

В устойчивом интервале, т.е. когда Reλ1,2(t) < 0, выполняются все условия теоремы А. Н. Ти-
хонова о предельном переходе и поэтому имеет место равенство:

lim
ε→0

x(t, ε) = x̃(t),

где x̃(t)— решение предельной задачи. В неустойчивом интервале, т.е. в случае Reλ1,2(t) > 0,
вопрос о предельном переходе остается открытым.

Впервые для конкретного примера положительный ответ на этот вопрос дала М. А. Шишко-
ва (см. [9]). Подобная задача в общем виде исследована в [1–4]. В [6] доказана асимптотическая
близость решений возмущенной задачи и предельного уравнения на интервале, содержащем бес-
конечно большой неустойчивый интервал.

Докажем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть выполняются условие U1. Тогда для решения задачи (1)–(2) справедливо

равенство

lim
ε→0

x(t, ε) = x̃(t), t ∈ [−a/2n,+∞).

Доказательство. Предельное уравнение (1) имеет решение x̃(t) = 0. Уравнение (1) с помощью
преобразования x(t, ε) = B(t)y(t, ε) приводится к виду

εy′(t, ε) = Λ(t)y(t, ε) + εαh(t) + εg(t)y(t, ε), t ∈ (t0,+∞), (3)

y(t0, ε) = y0(ε), ‖y0(ε)‖ = O(εβ), (4)

где Λ(t) = diag
(

λ1(t), λ2(t)
)

, h(t) = B−1(t)f(t), g(t) = −B−1(t)B′(t). Задачу Коши (3)–(4) приве-
дем к интегральному уравнению

y(t, ε) = E(t, t0, ε)y
0(ε) +

t
∫

t0

E(t, τ, ε)
(

g(τ)y(τ, ε) + εα−1h(τ)
)

dτ, (5)

где

E(t, τ, ε) = exp





1

ε

t
∫

τ

Λ(s)ds



 .

Далее интегральное уравнение (5) будем решать методом последовательных приближений.
При оценке последовательных приближений применяем идею [9] перехода в комплексную плос-

кость. Пути интегрирования состоят из критических линий уровней (линии Стокса; (см. [1–4,6]).
При интегрировании применим метод стационарной фазы (см. [7]). В результате получим следу-
ющие оценки для последовательных приближений:

yj,1(t, ε) ∼ O
(

εβ
)

+O
(

εα−1+1/2n
)

∼ O
(

εα−1+1/2n
)

, α− 1 + 1/2n > 0, j = 1, 2;

yj,2(t, ε) ∼ O(εα−1+1/2n)
(

1 +O(ε1/2n)
)

, j = 1, 2; . . . ,

yj,k(t, ε) ∼ O
(

εα−1+1/2n
)

(

1 +O
(

ε1/2n
)

+ · · ·+O
(

ε(k−1)/2n
)

)

, j = 1, 2.
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Отсюда получаем

‖x(t, ε‖ 6 cεα−1+1/2n, 0 < c = const .

Следовательно,
lim
ε→0

x(t, ε) = 0, t ∈ [−a/2n,+∞).

Теорема доказана. �
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НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

c© 2018 г. Т. К. ЮЛДАШЕВ, К. Х. ШАБАДИКОВ

Аннотация. Изучена начальная задача для одного квазилинейного дифференциального урав-

нения в частных производных высшего порядка. Выражение оператора в частных производных

высокого порядка в виде суперпозиции операторов первого порядка позволило применить ме-

тоды решения уравнений первого порядка. Доказана однозначная разрешимость поставленной

начальной задачи.

Ключевые слова: начальная задача, характеристики, производная по направлению, суперпо-

зиция дифференциальных операторов, однозначная разрешимость.

AMS Subject Classification: 35A30, 35C15, 35G55, 35L30

1. Постановка задачи. Дифференциальные уравнения в частных производных высоких по-
рядков представляют большой интерес с точки зрения физических приложений (см. [1,3,5–9,12,
13]. Дифференциальные уравнения в частных производных первого порядка локально решаются
методами теории обыкновенных дифференциальных уравнений путем сведения их к характе-
ристической системе. Применение метода характеристик позволяет свести изучение эволюции
волн к изучению распространения частиц (см. [2]). В [4] разработана методика интегрирования
нелинейных уравнений в частных производных первого порядка. В [10, 11] рассмотрены обрат-
ные задачи для квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных первого
порядка.

В области Ω ≡ ΩT ×R рассматривается квазилинейное уравнение вида

(

∂2

∂t2
− α2 ∂2

∂x2

)n




∂

∂t
+

1
∫

0

u(t, σ) dσ
∂

∂x





m

u(t, x) = f
(

t, x, u(t, x)
)

(1)

с начальными условиями

u(t, x)
∣

∣

t=0
= ϕ1(x),

∂i

∂ti
u(t, x)

∣

∣

t=0
= ϕi+1(x), x ∈ R, i = 1, 2n +m− 1, (2)

где u(t, x)— искомая функция, f(t, x, u) ∈ C(ΩT × R
2), ϕi(x) ∈ C(R), i = 1, 2n +m, ΩT ≡ [0;T ],

0 < T < ∞, R ≡ (−∞;∞), 0 < α = const; n, m— произвольные натуральные числа.

2. Сведение начальной задачи к интегральному уравнению.

Лемма 1. Начальная задача (1), (2) эквивалентна следующему интегральному уравнению:

u(t, x) ≡ Θ(t, x;u, r) =
m
∑

i=1

ϕi

(

r(t, 0, x)
) tm−i

(m− i)!
+

+
1

2

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

[

ϕm+2j−1

(

r(t, s, x)− αs
)

+ ϕm+2j−1

(

r(t, s, x) + αs
)

] sn−j

(n− j)!
ds+
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+
1

2

n
∑

k=1

t
∫

0

(t− s)n+m−1

(n+m− 1)!

[

ϕm+2k

(

r(t, s, x)− α(t− 2s)
)

+ ϕm+2k

(

r(t, s, x) + α(t− 2s)
)

] sn−k

(n− k)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n +m− 1)!
f
(

s, r(t, s, x), u(s, r(t, s, x))
)

ds, (3)

где

r(t, s, x) = x−
t

∫

s

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ;

x играет роль параметра.

Доказательство. Левую часть уравнения (1) запишем в виде

(

∂2

∂t2
− α2 ∂2

∂x2

)n




∂

∂t
+

1
∫

0

u(t, σ)dσ
∂

∂x





m

u =

=

(

∂

∂t
− α

∂

∂x

)n( ∂

∂t
+ α

∂

∂x

)n




∂

∂t
+

1
∫

0

u(t, σ) dσ
∂

∂x





m

u = Dn
2D

n
1D

m
0 [u],

где

D2[u] ≡ ut − αux, D1[u] ≡ ut + αux, D0[u] ≡ ut +

1
∫

0

u(t, σ) dσux.

Тогда уравнение (1) приобретает вид

Dn
2D

n
1D

m
0 [u] = f

(

t, x, u(t, x)
)

. (4)

Из (4) видно, что уравнение (1) имеет характеристики

x+ αt = C1, x− αt = C2, x−
t

∫

0

1
∫

0

u(s, σ) dσ ds = C3,

где Ci — произвольные постоянные, i = 1, 3. Характеристики обладают теми свойствами, что диф-
ференциальные выражения D1[u], D2[u], D3[u] представляют собой (с точностью до множителя)
производные du/dl1, du/dl2, du/dl3 функции u по направлениям l1, l2, l3 вдоль характеристик.
Это позволяет представить уравнение (1) как обыкновенное дифференциальное уравнение, опи-
сывающее изменение u вдоль характеристик.

Рассмотрим выражение D2[u] ≡ ut − αux. Введем обозначение p(t, s, x) = x+ α(t− s) и произ-
ведем замену u(t, x) = ϑ(t, z), z = p(t, 0, x). После дифференцирования имеем

ut(t, x) = ϑt(t, z) + ϑz(t, z)zt.

Так как ϑz(t, z) = ux(t, x), zt = α, то получаем

ϑt(t, z) = ut(t, x)− αux(t, x).

С учетом последнего соотношения и формулы x = z − αt уравнение (4) перепишем в виде

∂n

∂tn
Dn

1D
m
0 [ϑ(t, z)] = f

(

t, z − αt, ϑ(t, z − αt)
)

. (5)

Интегрируя n раз уравнение (5), получаем

∂n−1

∂tn−1
Dn

1D
m
0 [ϑ(t, z)] = Φ1(z) +

t
∫

0

f
(

s, z − αs, ϑ(s, z − αs)
)

ds, (6)
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∂n−2

∂tn−2
Dn

1D
m
0 [ϑ(t, z)] = Φ2(z) + Φ1(z)t+

t
∫

0

(t− s)f
(

s, z − αs, ϑ(s, z − αs)
)

ds, (7)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dn
1D

m
0 [ϑ(t, z)] =

n
∑

i=1

Φi(z)
tn−i

(n − i)!
+

t
∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
f
(

s, z − αs, ϑ(s, z − αs)
)

ds, (8)

где Φi(z), i = 1, 2, . . . , n, — произвольные постоянные вдоль первой характеристики x+ αt = C1,
которые подлежат определению, C1 = const. Начальные условия (2) для (6)–(8) имеют вид

∂n−1

∂tn−1
Dn

1D
m
0 [ϑ(0, z)] = ϕ2n+m(z),

∂n−2

∂tn−2
Dn

1D
m
0 [ϑ(0, z)] = ϕ2n+m−2(z), . . . ,

∂

∂t
Dn

1D
m
0 [ϑ(0, z)] = ϕm+4(z), Dn

1D
m
0 [ϑ(0, z)] = ϕm+2(z).

В силу этих условий из (6)–(8) получаем, что

Dn
1D

m
0 [ϑ(t, z)] =

n
∑

i=1

ϕ2i+m(z)
tn−i

(n − i)!
+

t
∫

0

(t− s)n−1

(n − 1)!
f
(

s, z − αs, ϑ(s, z − αs)
)

ds. (9)

С учетом соотношений ϑ(t, z) = u(t, x), z = x+ αt, z − αs = p(t, s, x) интегро-дифференциальное
уравнение (9) перепишем в виде

Dn
1D

m
0 [u(t, x)] =

n
∑

i=1

ϕ2i+m(x+ αt)
tn−i

(n − i)!
+

t
∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
f
(

s, p(t, s, x), u
(

s, p(t, s, x)
)

)

ds, (10)

где p(t, s, x) = x+ α(t− s).
Теперь рассмотрим дифференциальное выражение D1[u] ≡ ut + αux. Введем обозначение

q(t, s, x) = x − α(t − s) и произведем замену u(t, x) = w(t, η), η = q(t, 0, x). После дифферен-
цирования имеем

ut(t, x) = wt(t, η)− αwη(t, η).

Так как wη(t, η) = ux(t, x), то отсюда получаем

wt(t, η) = ut(t, x) + αux(t, x). (11)

С учетом (11) и x+ αt = η + 2αt уравнение (10) перепишем в виде

∂n

∂tn
Dm

0 [w(t, η)] =

=
n
∑

i=1

ϕ2i+m(η + 2αt)
tn−i

(n − i)!
+

t
∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
f
(

s, p(t, s, η + αt), w
(

s, p(t, s, η + αt)
)

)

ds. (12)

Интегрирование уравнения (12) дает

∂n−1

∂tn−1
Dm

0 [w(t, η)] = Φn+1(η) +

n
∑

j=1

t
∫

0

ϕ2j+m(η + 2αs)
sn−j

(n − j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)n

n!
f
(

s, p(t, s, q), w
(

s, p(t, s, q)
)

)

ds, (13)
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∂n−2

∂tn−2
Dm

0 [w(t, η)] = Φn+2(η) + Φn+1(η)t +
n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)ϕ2j+m(η + 2αs)
sn−j

(n − j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)n+1

(n+ 1)!
f
(

s, p(t, s, q), w
(

s, p(t, s, q)
)

)

ds, (14)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dm
0 w(t, η) =

2n
∑

i=n+1

Φi(η)
t2n−i

(2n − i)!
+

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n−1

(n − 1)!
ϕ2j+m(η + 2αs)

sn−j

(n − j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n−1

(2n− 1)!
f
(

s, p(t, s, q), w
(

s, p(t, s, q)
)

)

ds, (15)

где Φi(η), i = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n— произвольные постоянные вдоль характеристики x− αt = C2,
которые подлежат определению, C2 = const. Начальные условия (2) для (13)–(15) имеют вид

∂n−1

∂tn−1
Dm

0 w(0, η) = ϕ2n+m−1(η),
∂n−2

∂tn−2
Dm

0 w(0, η) = ϕ2n+m−3(η), . . . , Dm
0 w(0, η) = ϕm+1(η).

В силу этих условий из (13)–(15) получаем, что

Dm
0 w(t, η) =

n
∑

i=1

ϕ2i+m−1(η)
tn−i

(n − i)!
+

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
ϕ2j+m(η + 2αs)

sn−j

(n − j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n−1

(2n− 1)!
f
(

s, p(t, s, q), w
(

s, p(t, s, q)
)

)

ds. (16)

Учитывая, что w(t, η) = u(t, x), η = q(t, 0, x) = x − αt, η + 2αs = x − α(t − 2s), p(t, s, q) = x,
перепишем уравнения (18) в виде

Dm
0 [u(t, x)] =

n
∑

i=1

ϕ2i+m−1(x− αt)
tn−i

(n − i)!
+

+

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n−1

(n − 1)!
ϕ2j+m

(

x− α(t− 2s)
) sn−j

(n− j)!
ds+

t
∫

0

(t− s)2n−1

(2n − 1)!
f
(

s, x, u(s, x)
)

ds, (17)

где x играет роль параметра. Теперь уравнения (1) в отличие от (4) запишем в виде

Dn
1D

n
2D

m
0 [u] = f

(

t, x, u(t, x)
)

.

Повторяя все процедуры (5)–(16), аналогично (17) получим

Dm
0 u(t, x) =

n
∑

i=1

ϕ2i+m−1(x+ αt)
tn−i

(n − i)!
+

+
n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
ϕ2j+m(x+ α(t− 2s))

sn−j

(n− j)!
ds+

t
∫

0

(t− s)2n−1

(2n − 1)!
f
(

s, x, u(s, x)
)

ds. (18)

Из (17) и (18) получаем, что



110 Т. К. ЮЛДАШЕВ, К. Х. ШАБАДИКОВ

Dm
0 u(t, x) =

1

2

n
∑

i=1

[

ϕ2i+m−1(x− αt) + ϕ2i+m−1(x+ αt)
] tn−i

(n− i)!
+

+
1

2

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!

[

ϕ2j+m(x− α(t− 2s)) + ϕ2j+m(x+ α(t− 2s))
] sn−j

(n− j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n−1

(2n − 1)!
f
(

s, x, u(s, x)
)

ds, (19)

где x играет роль параметра.
Рассмотрим дифференциальное выражение

D0[u] ≡ ut +

1
∫

0

u(t, σ)dσux.

Введем обозначение

r(t, s, x) = x−
t

∫

s

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ

и произведем замену u(t, x) = h(t, ξ), ξ = r(t, 0, x). После дифференцирования имеем

ut(t, x) = ht(t, ξ)−
1

∫

0

u(t, σ) dσ hξ(t, ξ).

Так как hξ(t, ξ) = ux(t, x), то отсюда получаем, что

ht(t, ξ) = ut(t, x) +

1
∫

0

u(t, σ) dσ ux(t, x).

С учетом этого соотношения и формулы

x = ξ +

t
∫

0

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ = ξ + r(t, 0, 0)

запишем уравнение (19) в виде

∂m

∂tm
h(t, ξ) =

1

2

n
∑

i=1

[

ϕ2i+m−1

(

ξ + r(t, 0, 0) − αt
)

+ ϕ2i+m−1

(

ξ + r(t, 0, 0) + αt
)

] tn−i

(n− i)!
+

+
1

2

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!

[

ϕ2j+m

(

ξ + r(s, 0, 0) − α(t− 2s)
)

+

+ ϕ2j+m

(

ξ + r(s, 0, 0) + α(t− 2s)
)

] sn−j

(n− j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n−1

(2n− 1)!
f
(

s, ξ + r(s, 0, 0), h
(

s, ξ + r(s, 0, 0)
)

)

ds. (20)

Интегрируя теперь уравнения (20) вдоль третьей характеристики m раз, получаем
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∂m−1

∂tm−1
h(t, ξ) = Φ2n+1(ξ)+

+
1

2

n
∑

i=1

t
∫

0

[

ϕ2i+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) − αs
)

+ ϕ2i+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) + αs
)

] sn−i

(n− i)!
ds+

+
1

2

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n

n!

[

ϕ2j+m

(

ξ + r(s, 0, 0) − α(t− 2s)
)

+

+ ϕ2j+m

(

ξ + r(s, 0, 0) + α(t− 2s)
)

] sn−j

(n− j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n

(2n)!
f
(

s, ξ + r(s, 0, 0), h
(

s, ξ + r(s, 0, 0)
)

)

ds, (21)

∂m−2

∂tm−2
h(t, ξ) = Φ2n+2(ξ) + Φ2n+1(ξ)t+

+
1

2

n
∑

i=1

t
∫

0

(t− s)
[

ϕ2i+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) − αs
)

+ ϕ2i+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) + αs
)

] sn−i

(n− i)!
ds+

+
1

2

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)n+1

(n+ 1)!

[

ϕ2j+m

(

ξ + r(s, 0, 0) − α(t− 2s)
)

+

+ ϕ2j+m

(

ξ + r(s, 0, 0) + α(t− 2s)
)

] sn−j

(n− j)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n+1

(2n + 1)!
f
(

s, ξ + r(t, 0, 0), h
(

s, ξ + r(t, 0, 0)
)

)

ds, (22)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

h(t, ξ) =

m
∑

i=1

Φ2n+i(ξ)
tm−i

(m− i)!
+

+
1

2

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

[

ϕ2j+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) − αs
)

+ ϕ2j+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) + αs
)

] sn−j

(n− j)!
ds+

+
1

2

n
∑

k=1

t
∫

0

(t− s)n+m−1

(n+m− 1)!

[

ϕ2k+m

(

ξ + r(s, 0, 0) − α(t− 2s)
)

+

+ ϕ2k+m

(

ξ + r(s, 0, 0) + α(t− 2s)
)

] sn−k

(n− k)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!
f
(

s, ξ + r(s, 0, 0), h
(

s, ξ + r(s, 0, 0)
)

)

ds, (23)

где Φi, i = 2n+ 1, 2n +m— произвольные постоянные вдоль третьей характеристики, которые
подлежат определению.

Начальные условия (2) для (21)–(23) имеют вид

∂m−1

∂tm−1
h(0, ξ) = ϕm(ξ),

∂m−2

∂tm−2
h(0, ξ) = ϕm−1(ξ), . . . , h(0, ξ) = ϕ1(ξ).
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В силу этих условий из (21)–(23) получаем, что

h(t, ξ) =
m
∑

i=1

ϕi(ξ)
tm−i

(m− i)!
+

+
1

2

n
∑

j=1

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

[

ϕ2j+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) − αs
)

+ ϕ2j+m−1

(

ξ + r(s, 0, 0) + αs
)

] sn−j

(n− j)!
ds+

+
1

2

n
∑

k=1

t
∫

0

(t− s)n+m−1

(n+m− 1)!

[

ϕ2k+m

(

ξ + r(s, 0, 0) − α(t− 2s)
)

+

+ ϕ2k+m

(

ξ + r(s, 0, 0) + α(t− 2s)
)

] sn−k

(n− k)!
ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!
f
(

s, ξ + r(s, 0, 0), h
(

s, ξ + r(s, 0, 0)
)

)

ds. (24)

Учитывая соотношения

h(t, ξ) = u(t, x), ξ = r(t, 0, x) = x−
t

∫

0

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ,

ξ + r(s, 0, 0) = ξ +

s
∫

0

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ = x−
t

∫

s

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ = r(t, s, x),

из (24) получаем интегральное уравнение (3). Путем (2n+m)-кратного дифференцирования вдоль
соответствующих характеристик из (3) получаем следующее дифференциальное уравнение:

d2n+mu(t, x)

dt2n+m
= f

(

t, x, u(t, x)
)

, (25)

где x играет роль параметра.
Для левой части (25) вдоль характеристик справедливо

d2n+mu(t, x)

dt2n+m
=

(

∂

∂t
− α

∂

∂x

)n( ∂

∂t
+ α

∂

∂x

)n




∂

∂t
+

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ
∂

∂x





m

u(t, x) =

=

(

∂2

∂t2
− α2 ∂2

∂x2

)n




∂

∂t
+

1
∫

0

u(θ, σ) dσ dθ
∂

∂x





m

u(t, x).

Следовательно, нелинейное интегральное уравнение (3) эквивалентно начальной задаче (1), (2)
вдоль характеристик. Лемма доказана. �

3. Исследования интегрального уравнения (3).

Лемма 2. Пусть выполняются следующие условия:

1. 0 < max
x∈R

m
∑

i=1

∣

∣ϕi(x)
∣

∣

Tm−i

(m− i)!
+ max

(t,x)∈Ω

n
∑

j=1

∣

∣ϕm+2j−1(x)
∣

∣

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

sn−j

(n− j)!
ds+

+ max
(t,x)∈Ω

n
∑

k=1

∣

∣ϕm+2k(x)
∣

∣

t
∫

0

(t− s)n+m−1

(n+m− 1)!

sn−k

(n− k)!
ds 6 ∆0 < ∞;

2.
∣

∣ϕi(x1)− ϕi(x2)
∣

∣ 6 χi

∣

∣x1 − x2
∣

∣, 0 < χi = const < ∞, i = 1, 2n;
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3. max
x∈R

∣

∣f(t, x, u)
∣

∣ 6 M(t), 0 < M(t) ∈ C(ΩT );

4.
∣

∣f(t, x1, u1)− f(t, x2, u2)
∣

∣ 6 Q(t)
∣

∣x1 − x2
∣

∣+N(t)
∣

∣u1 − u2
∣

∣,

0 < Q(t) ∈ C(ΩT ), 0 < N(t) ∈ C(ΩT );

5. 0 < max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!
M(s) ds 6 ∆1.

Тогда интегральное уравнение (3) имеет единственное решение в области Ω. Это решение мож-

но найти методом последовательных приближений:

u0(t, x) = 0, uτ+1(t, x) ≡ Θ(t, x;uτ , pτ ), τ = 0, 1, . . . , (26)

где

p0(s, t, x) = x, pτ (s, t, x) = x−
t

∫

s

1
∫

0

uτ (θ, σ) dσ dθ.

Доказательство. В силу условий леммы заключаем, что для первой разности приближения (26)
справедлива следующая оценка:

∣

∣u1(t, x)− u0(t, x)
∣

∣ 6

m
∑

i=1

∣

∣ϕi(x)
∣

∣

Tm−i

(m− i)!
+

n
∑

j=1

∣

∣ϕm+2j−1(x)
∣

∣max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

sn−j

(n− j)!
ds+

+
n
∑

k=1

∣

∣ϕm+2k(x)
∣

∣max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)n+m−1

(n+m− 1)!

sn−k

(n− k)!
ds+max

t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!
M(s) ds 6 ∆0 +∆1. (27)

С учетом (27) и условий леммы из (26) получаем, что для второй разности приближения (26)
справедлива следующая оценка:

∣

∣u2(t, x)− u1(t, x)
∣

∣ 6

m
∑

i=1

χiT
m−i

(m− i)!

t
∫

0

∣

∣u1(s, x)− u0(s, x)
∣

∣ ds+

+
n
∑

j=1

χm+2j−1 max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

sn−j

(n− j)!

t
∫

s

∣

∣u1(θ, x)− u0(θ, x)
∣

∣ dθ ds+

+

n
∑

k=1

χm+2k max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)n+m−1

(n+m− 1)!

sn−k

(n − k)!

t
∫

s

∣

∣u1(θ, x)− u0(θ, x)
∣

∣ dθ ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!



Q(s)

t
∫

s

∣

∣u1(θ, x)− u0(θ, x)
∣

∣ dθ +N(s)
∣

∣u1(s, x)− u0(s, x)
∣

∣



 ds 6

6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣u1(s, x)− u0(s, x)
∣

∣ ds 6
(

∆0 +∆1

)

t
∫

0

H(t, s)ds, (28)

где

H(t, s) =

m
∑

i=1

χiT
m−i

(m− i)!
+

n
∑

j=1

χm+2j−1
(t− s)m

(m− 1)!

sn−j

(n− j)!
+

+
n
∑

k=1

χm+2k
(t− s)n+m

(n +m− 1)!

sn−k

(n − k)!
+

(t− s)2n+m−1

(2n +m− 1)!

[

Q(s)(t− s) +N(s)
]

.
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С учетом (28) для третьей разности приближения (26) получим следующую оценку:

∣

∣u3(t, x)− u2(t, x)
∣

∣ 6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣u2(s, x)− u1(s, x)
∣

∣ ds 6

6
(

∆0 +∆1

)

t
∫

0

H(t, s)

s
∫

0

H(s, θ) dθ ds =
∆0 +∆1

2!





t
∫

0

H(t, s)ds





2

.

Продолжая этот процесс, по индукции получаем

∣

∣uτ+1(t, x)− uτ (t, x)
∣

∣ 6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣uτ (s, x)− uτ−1(s, x)
∣

∣ ds 6
∆0 +∆1

τ !





t
∫

0

H(t, s) ds





τ

. (29)

Из оценки (29) следует, что последовательность функций
{

uτ (t, x)
}∞

τ=1
, определенная итераци-

ей (26), сходится абсолютно и равномерно в области Ω.
Теперь предположим, что интегральное уравнение (3) имеет в области Ω два решения u(t, x)

и ϑ(t, x). Тогда для модуля разности этих решений справедлива оценка

∣

∣u(t, x)− ϑ(t, x)
∣

∣ 6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣u(s, x)− ϑ(s, x)
∣

∣ ds.

Применяя неравенство Гронуолла—Беллмана к последнему неравенству, получаем, что
∣

∣u(t, x)− ϑ(t, x)
∣

∣ ≡ 0

в области Ω. Лемма доказана. �

Лемма 3. Пусть выполняются условия леммы 2. Тогда для итерационного процесса (26)
справедлива следующая оценка скорости сходимости:

∣

∣uτ (t, x)− u(t, x)
∣

∣ 6
(

∆0 +∆1

)ωτ

τ !
· expω, (30)

где

ω = max
t∈ΩT

t
∫

0

H(t, s) ds < ∞.

Доказательство. Действительно, в силу условий леммы с учетом (29) имеем оценку
∣

∣uτ (t, x)− u(t, x)
∣

∣ 6
∣

∣uτ+1(t, x)− uτ (t, x)
∣

∣ +
∣

∣uτ+1(t, x)− u(t, x)
∣

∣ 6

6
(

∆0 +∆1

)ωτ

τ !
+

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣uτ (s, x)− u(s, x)
∣

∣ ds.

Применение неравенства Гронуолла–Беллмана к последнему неравенству дает оценку (30). �

Лемма 4. Пусть выполняются условия леммы 2. Тогда для любых x1, x2 ∈ R справедлива

оценка
∣

∣u(t, x1)− u(t, x2)
∣

∣ 6 Ψ(t)
∣

∣x1 − x2
∣

∣, (31)

где

Ψ(t) = µ exp







t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n +m− 1)!
N(s) ds







< ∞,
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µ = max
t∈ΩT

t
∫

0

[

m
∑

i=1

χiT
m−i

(m− i)!
+

n
∑

j=1

χm+2j−1
(t− s)m

(m− 1)!

sn−j

(n− j)!
+

+

n
∑

k=1

χm+2k
(t− s)n+m

(n+m− 1)!

sn−k

(n− k)!
+

(t− s)2n+m−1

(2n +m− 1)!
Q(s)(t− s)

]

ds.

Доказательство. Действительно, в силу условий леммы имеем оценку

∣

∣u(t, x1)− u(t, x2)
∣

∣ 6

m
∑

i=1

χiT
m−i

(m− i)!

t
∫

0

∣

∣x1 − x2
∣

∣ ds+

+
n
∑

j=1

χm+2j−1 max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

sn−j

(n− j)!

t
∫

s

∣

∣x1 − x2
∣

∣dθds+

+

n
∑

k=1

χm+2k max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)n+m−1

(n+m− 1)!

sn−k

(n− k)!

t
∫

s

∣

∣x1 − x2
∣

∣ dθ ds+

+

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!
Q(s)

t
∫

s

∣

∣x1 − x2
∣

∣ dθ ds+

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!
N(s)

∣

∣u1(s, x)− u0(s, x)
∣

∣ ds 6

6 µ ·
∣

∣x1 − x2
∣

∣+

t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n+m− 1)!
N(s)

∣

∣u(s, x1)− u(s, x2)
∣

∣ ds,

где

µ = max
t∈ΩT

t
∫

0

[

m
∑

i=1

χiT
m−i

(m− i)!
+

n
∑

j=1

χm+2j−1
(t− s)m

(m− 1)!

sn−j

(n− j)!
+

+

n
∑

k=1

χm+2k
(t− s)n+m

(n+m− 1)!

sn−k

(n− k)!
+

(t− s)2n+m−1

(2n +m− 1)!
Q(s)(t− s)

]

ds.

Применяя неравенство Гронуолла – Беллмана к последней оценке получаем

∣

∣u(t, x1)− u(t, x2)
∣

∣ 6 µ
∣

∣x1 − x2
∣

∣ · exp







t
∫

0

(t− s)2n+m−1

(2n +m− 1)!
N(s) ds







.

Отсюда следует справедливость оценки (31). �

Из доказанных лемм вытекает следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполняются условия леммы 2. Тогда начальная задача (1), (2) имеет

единственное решение в области Ω. Это решение находится из итерационного процесса Пика-

ра (26). Для решения начальной задачи (1), (2) справедливы оценки (30) и (31).
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ

С ДВУМЕРНЫМ ОПЕРАТОРОМ УИЗЕМА ВЫСОКОЙ СТЕПЕНИ

c© 2018 г. Т. К. ЮЛДАШЕВ

Аннотация. В работе изучается однозначная разрешимость начальной задачи для одного квази-

линейного интегро-дифференциального уравнения в частных производных высшего порядка с вы-

рожденным ядром. Выражение интегро-дифференциальных уравнений в частных производных

высокого порядка через суперпозицию дифференциальных операторов в частных производных

первого порядка позволило представить рассматриваемое интегро-дифференциальное уравнение

как обыкновенное интегро-дифференциальное уравнение, описывающее изменение неизвестной

функции вдоль линии характеристик. Доказана однозначная разрешимость начальной задачи

методом последовательных приближений. Получена оценка сходимости итерационного процесса

Пикара.

Ключевые слова: начальная задача, характеристики, производная по направлению, метод по-

следовательных приближений, однозначная разрешимость.

AMS Subject Classification: 35A30, 35C15, 35G55, 35L30

1. Постановка задачи. Дифференциальные и интегро-дифференциальные уравнения в част-
ных производных высоких порядков представляют большой интерес с точки зрения физических
приложений. К таким уравнениям приводятся многие задачи газовой динамики, теории упруго-
сти, теории пластин и оболочек (см. [1,3,6–10,16,17]). Выражение операторов частных производ-
ных высокого порядка в виде суперпозицию операторов первого порядка позволяет, в частности,
редуцировать задачу к характеристической системе и применять методы теории обыкновенных
дифференциальных уравнений. Метод характеристик сводит изучение эволюции волн к изуче-
нию распространения частиц (см. [2]). В [4, 5] разработана методика интегрирования нелиней-
ных уравнений в частных производных первого порядка. В [11, 12] рассмотрены обратные зада-
чи для квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка.
Интегро-дифференциальные уравнения в частных производных с вырожденным ядром раньше
рассматривались в [13–15].

В области Ω ≡ ΩT ×R
2 рассматривается уравнение вида

(

∂

∂t
+ u(t, x, y)

(

∂

∂x
+

∂

∂y

))m

u(t, x, y) =

= λ

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

K(t, s, ξ, z)u(s, ξ, z) dz dξ ds+ F
(

t, x, y, u(t, x, y)
)

(1)

с начальными условиями

u(t, x, y)
∣

∣

t=0
= ϕ1(x, y),

∂i

∂ti
u(t, x, y)

∣

∣

∣

t=0
= ϕi+1(x, y), x, y ∈ R, i = 1,m− 1, (2)

где u(t, x, y)— искомая функция,

K(t, s, ξ, z) = f(ξ, z)

n
∑

ν=1

aν(t)bν(s),

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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aν(t), bν(s) ∈ C(ΩT ), λ— действительный спектральный параметр,

0 <

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

∣

∣f(ξ, z)
∣

∣ dz dξ < ∞,

F (t, x, y, u) ∈ C(Ω × R), ϕi(x, y) ∈ C(R2), i = 1,m, ΩT ≡ [0;T ], 0 < T < ∞, R
2 = R × R,

R = (−∞,∞); n, m— натуральные числа. Здесь предполагается, что функции aν(t) и bν(s) явля-
ются линейно независимыми.

2. Сведение задачи (1), (2) к интегральному уравнению.

Теорема 1. Начальная задача (1), (2) эквивалентна следующему интегральному уравнению:

u(t, x, y) =

m
∑

i=1

ϕi

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
) tm−i

(m− i)!
+

+

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

[

λ

n
∑

ν=1

aν(s)cν + F
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y), u
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

)

]

ds, (3)

где функции p(t, s, x, y), q(t, s, x, y) определяются из системы интегральных уравнений


































p(t, s, x, y) = x−
t

∫

s

u
(

θ, p(t, θ, x, y), q(t, θ, x, y)
)

dθ,

q(t, s, x, y) = y −
t

∫

s

u
(

θ, p(t, θ, x, y), q(t, θ, x, y)
)

dθ,

(4)

p(t, t, x, y) = x, q(t, t, x, y) = y,

cν =

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)bν(s)u(s, ξ, z) dz dξ ds,

x, y играют роль параметра.

Доказательство. Левую часть уравнения (1) запишем в виде
(

∂

∂t
+ u(t, x, y)

(

∂

∂x
+

∂

∂y

))m

u(t, x, y) = Dm
u [u],

где

Du =
∂

∂t
+ u(t, x, y)

(

∂

∂x
+

∂

∂y

)

— двумерный оператор Уизема. Тогда уравнение (1) приобретает вид

Dm
u [u] = λ

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)

n
∑

ν=1

aν(t)bν(s)u(s, ξ, z) dz dξ ds+ F
(

t, x, y, u(t, x, y)
)

. (5)

Уравнение (1) имеет характеристики

x−
t

∫

0

u(s, x, y) ds = C1, y −
t

∫

0

u(s, x, y) ds = C2,

где C1, C2 — произвольные постоянные. Вводя обозначение

cν =

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)bν(s)u(s, ξ, z) dz dξ ds, (6)
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запишем уравнение (5) в виде

Dm
u [u] = λ

n
∑

ν=1

aν(t)cν + F
(

t, x, y, u(t, x, y)
)

. (7)

Введем также обозначения

p(t, s, x, y) = x−
t

∫

s

u(θ, x, y) dθ, p(t, t, x, y) = x,

q(t, s, x, y) = y −
t

∫

s

u(θ, x, y) dθ, q(t, t, x, y) = y.

Введем такую функцию четырех аргументов w(t, s, x, y) = u
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

, что при

t = s она принимает вид w(t, t, x, y) = u
(

t, p(t, t, x, y), q(t, t, x, y)
)

= u(t, x, y). С учетом того, что

ws(t, s, x, y) = us
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

+

+ up
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

· ps(t, s, x, y) + uq
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

· qs(t, s, x, y) =
= us

(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

+

+ u
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

[

up
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

+ uq
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y)
)

]

,

перепишем уравнение (7) в виде

∂m

∂sm
w(t, s, x, y) = λ

n
∑

ν=1

aν(s)cν + F
(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y), w(t, s, x, y)
)

. (8)

Интегрируя уравнения (8) вдоль характеристик m раз, получаем

∂m−1

∂sm−1
w(t, s, x, y) = Φ1

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
)

+

+

s
∫

0

[

λ
n
∑

ν=1

aν(ς)cν + F
(

ς, p(t, ς, x, y), q(t, ς, x, y), w(t, ς, x, y)
)

]

dς, (9)

∂m−2

∂sm−2
w(t, s, x, y) = Φ2

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
)

+Φ1

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
)

s+

+

s
∫

0

(s− ς)

[

λ
n
∑

ν=1

aν(ς)cν + F
(

ς, p(t, ς, x, y), q(t, ς, x, y), w(t, ς, x, y)
)

]

dς, (10)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

w(t, s, x, y) =
m
∑

i=1

Φi

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
) sm−i

(m− i)!
+

+

s
∫

0

(s− ς)m−1

(m− 1)!

[

λ
n
∑

ν=1

aν(ς)cν + F
(

ς, p(t, ς, x, y), q(t, ς, x, y), w(t, ς, x, y)
)

]

dς, (11)

где Φi

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
)

— произвольные постоянные вдоль характеристик, подлежащие

определению, i = 1,m.
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Начальные условия (2) для уравнения (8) имеют вид

∂m−1

∂sm−1
w(t, s, x, y) = ϕm

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
)

,

∂m−2

∂sm−2
w(t, s, x, y) = ϕm−1

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
)

,

w(t, s, x, y) = ϕ1

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
)

.

С учетом этих начальных условий из (9)–(11) получаем, что

w(t, s, x, y) =
m
∑

i=1

ϕi

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
) sm−i

(m− i)!
+

+

s
∫

0

(s− ς)m−1

(m− 1)!

[

λ
n
∑

ν=1

aν(ς)cν + F
(

ς, p(t, ς, x, y), q(t, ς, x, y), w(t, ς, x, y)
)

]

dς. (12)

При t = s из (12) получаем интегральное уравнение (3) вместе с системой (4).
Путем m-кратного дифференцирования из (3) вдоль характеристик получаем

dmu(t, x, y)

dtm
= λ

n
∑

ν=1

aν(t)cν + F
(

t, x, y, u(t, x, y)
)

, (13)

где x, y играют роль параметров. С другой стороны, для левой части (13) вдоль характеристик
справедливо cjjnyjitybt

dmu(t, x, y)

dtm
=

(

∂

∂t
+ u(t, x, y)

(

∂

∂x
+

∂

∂y

))m

u(t, x, y).

Теорема доказана. �

Теперь преобразуем интегральное уравнение (3). Подставляя его в формулу (6), получим си-
стему алгебраических уравнений

cν − λ

n
∑

µ=1

Aνµcµ = Bν(u, p, q), ν = 1, n, (14)

где

Aνµ =

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)bν(s)

s
∫

0

(s− ς)m−1

(m− 1)!
aν(ς) dς dz dξ ds,

Bν(u, p, q) =

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)bν(s)

m
∑

i=1

ϕi

(

p(s, 0, ξ, z), q(s, 0, ξ, z)
) sm−i

(m− i)!
dz dξ ds+

+

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)bν(s)

s
∫

0

(s− ς)m−1

(m− 1)!
F
(

ς, p(s, ς, ξ, z), q(q, ς, ξ, z), u(ς, p, q)
)

dς dz dξ ds. (15)

Система (14) однозначно разрешима при любых Bν(u, p, q), если выполняется следующее усло-
вие:

∆(λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− λA11 λA12 . . . λA1n

λA21 1− λA22 . . . λA2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λAn1 λAn2 . . . 1− λAnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0. (16)

Определитель ∆(λ) в (16) является многочленом степени не выше n относительно λ. Алгебраи-
ческое уравнение ∆(λ) = 0 имеет не более n различных корней. Через Λ обозначим множество
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корней этого алгебраического уравнения. При λ ∈ R\Λ условие (16) выполняется; для таких
регулярных значений λ система (14) имеет единственное решение при любой правой части.

Для регулярных значений λ ∈ R\Λ решения системы (14) записываются в виде

cν =
∆ν(λ, u, p, q)

∆(λ)
, ν = 1, n, (17)

где

∆ν(λ, u, p, q) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− λA11 . . . λA1(ν−1) B1(u, p, q) λA1(ν+1) . . . λA1n

λA21 . . . λA2(ν−1) B2(u, p, q) λA2(ν+1) . . . λA2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λAn1 . . . λAn(ν−1) Bn(u, p, q) λAn(ν+1) . . . 1− λAnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (18)

Из (18) видно, что определители ∆ν(λ, u, p, q) зависят и от самой неизвестной функции u(t, x, y).
Подстановка (17) в уравнение (3) дает следующее нелинейное интегральное уравнение:

u(t, x, y) ≡ Θ(t, x, y;u, p, q) =

m
∑

i=1

ϕi

(

p(t, 0, x, y), q(t, 0, x, y)
) tm−i

(m− i)!
+

+

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

[

λ

n
∑

ν=1

aν(s)
∆ν(λ, u, p, q)

∆(λ)
+ F

(

s, p(t, s, x, y), q(t, s, x, y), u(s, p, q)
)

]

ds. (19)

Итак, доказана, следующая теорема.

Теорема 2. При регулярных значениях параметра λ ∈ R\Λ, для которых выполняется усло-

вие (16), интегральные уравнения (3) и (19) эквивалентны.

3. Разрешимость интегрального уравнения (19).

Теорема 3. Пусть выполняются следующие условия:

1. 0 < max
(x,y)∈R2

m
∑

i=1

∣

∣ϕi(x, y)
∣

∣

Tm−i

(m− i)!
6 ∆0 < ∞;

2.
∣

∣ϕi(x1, y1)− ϕi(x2, y2)
∣

∣ 6 χi

[

|x1 − x2|+ |y1 − y2|
]

, 0 < χi = const < ∞, i = 1,m;

3. max
(x,y)∈R2

∣

∣f(t, x, y, u)
∣

∣ 6 M(t), 0 < M(t) ∈ C(ΩT );

4.
∣

∣

∣
f
(

t, x1, y1, u1
)

− f
(

t, x2, y2, u2
)

∣

∣

∣
6 Q(t)

[

|x1 − x2|+ |y1 − y2|
]

+N(t)
∣

∣u1 − u2
∣

∣,

0 < Q(t) ∈ C(ΩT ), 0 < N(t) ∈ C(ΩT );

5. 0 < max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!
M(s) ds 6 ∆1;

6. 0 < max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

λ
n
∑

ν=1

aν(s)
∆ν(λ, 0, x, y)

∆(λ)

∣

∣

∣

∣

∣

ds 6 ∆2 < ∞;

7. 0 < max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

[

2Q(s)(t− s) +N(s)
]

ds < ∞, 0 <
∣

∣∆ν(λ)
∣

∣ < ∞,

где величины ∆ν(λ) определяются ниже из (24). Тогда при регулярных значениях параметра

λ ∈ R \ Λ, для которых выполняется условие (16), интегральное уравнение (19) имеет един-

ственное решение в области Ω. Это решение можно найти методом последовательных при-

ближений:

u0(t, x, y) = 0, uk+1(t, x, y) ≡ Θ
(

t, x, y;uk, pk, qk
)

, k = 0, 1, . . . , (20)
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где pk(t, s, x, y), qk(t, s, x, y) определяются из следующих итераций:



































p0(t, s, x, y) = x, pk(t, s, x, y) = x−
t

∫

s

uk
(

θ, pk−1(t, θ, x, y), qk−1(t, θ, x, y)
)

dθ,

q0(t, s, x, y) = y, qk(t, s, x, y) = y −
t

∫

s

uk
(

θ, pk−1(t, θ, x, y), qk−1(t, θ, x, y)
)

dθ.

Доказательство. В силу условий теоремы для первой разности приближения (20) справедлива
следующая оценка:

∣

∣u1(t, x, y) − u0(t, x, y)
∣

∣ 6

m
∑

i=1

∣

∣ϕi(x, y)
∣

∣

Tm−i

(m− i)!
+

+ max
t∈ΩT

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

[∣

∣

∣

∣

∣

λ

n
∑

ν=1

aν(s)
∆ν(λ, 0, x, y)

∆(λ)

∣

∣

∣

∣

∣

+M(s)

]

ds 6 ∆0 +∆1 +∆2. (21)

С учетом (21) и условий теоремы для второй разности приближения (20) справедлива оценка

∣

∣u2(t, x, y) − u1(t, x, y)
∣

∣ 6 2

m
∑

i=1

χi
Tm−i

(m− i)!

t
∫

0

∣

∣u1(s, x, y)− u0(s, x, y)
∣

∣ ds+

+

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!



2Q(s)

t
∫

s

∣

∣u1(θ, x, y)− u0(θ, x, y)
∣

∣ dθ +N(s)
∣

∣u1(s, x, y)− u0(s, x, y)
∣

∣



 ds+

+

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

λ

n
∑

ν=1

aν(s)
∆ν

(

λ, u1, p1, q1
)

−∆ν

(

λ, u0, p0, q0
)

∆(λ)

∣

∣

∣

∣

∣

ds. (22)

С учетом (15) из (18) имеем оценку

∣

∣∆ν

(

λ, u1, p1, q1
)

−∆ν

(

λ, u0, p0, q0
)
∣

∣ 6
∣

∣∆ν(λ)
∣

∣

s
∫

0

∣

∣u1(θ, x, y)− u0(θ, x, y)
∣

∣ dθ, (23)

где

∆ν(λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− λA11 . . . λA1(ν−1) B1 λA1(ν+1) . . . λA1n

λA21 . . . λA2(ν−1) B2 λA2(ν+1) . . . λA2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λAn1 . . . λAn(ν−1) Bn λAn(ν+1) . . . 1− λAnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ν = 1, n, (24)

Bν = 2

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)bν(s)

m
∑

i=1

χi
sm−i

(m− i)!
dz dξ ds+

+

T
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f(ξ, z)bν(s)

s
∫

0

(s− θ)m−1

(m− 1)!

[

2Q(θ)(s − θ) +N(θ)
]

dθ dz dξ ds.
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С учетом (23) оценку (22) перепишем в виде
∣

∣u2(t, x, y)− u1(t, x, y)
∣

∣ 6

6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣u1(s, x, y) − u0(s, x, y)
∣

∣ ds 6
(

∆0 +∆1 +∆2

)

t
∫

0

H(t, s) ds, (25)

где

H(t, s) = 2
m
∑

i=1

χi
Tm−i

(m− i)!
+

(t− s)m−1

(m− 1)!

[
∣

∣

∣

∣

∣

λ
n
∑

ν=1

saν(s)
∆ν(λ)

∆(λ)

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2Q(s)(t− s) +N(s)

]

.

С учетом (25) для третьей разности приближения (20) получим следующую оценку

∣

∣u3(t, x, y) − u2(t, x, y)
∣

∣ 6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣u2(s, x, y)− u1(s, x, y)
∣

∣ ds 6

6
(

∆0 +∆1 +∆2

)

t
∫

0

H(t, s)

s
∫

0

H(s, θ) dθ ds =
(

∆0 +∆1 +∆2

) 1

2!





t
∫

0

H(t, s) ds





2

.

Продолжая этот процесс, по индукции получаем, что

∣

∣uk+1(t, x, y)− uk(t, x, y)
∣

∣ 6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣uk(s, x, y)− uk−1(s, x, y)
∣

∣ ds 6

6
(

∆0 +∆1 +∆2

) 1

k!





t
∫

0

H(t, s) ds





k

. (26)

Из оценки (26) следует, что последовательность функций
{

uk(t, x, y)
}∞

k=1
, определенная форму-

лой (20), сходится абсолютно и равномерно в области Ω.
Пусть интегральное уравнение (19) имеет в области Ω два решения u(t, x, y) и ϑ(t, x, y). Тогда

для разности этих решений справедлива оценка

∣

∣u(t, x, y) − ϑ(t, x, y)
∣

∣ 6

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣u(s, x, y)− ϑ(s, x, y)
∣

∣ ds.

Применяя неравенство Гронуолла—Беллмана, получаем, что
∣

∣u(t, x, y)−ϑ(t, x, y)
∣

∣ ≡ 0 в области Ω.
Теорема доказана. �

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 3. Тогда для итерационного процесса (20)
справедлива следующая оценка скорости сходимости:

∣

∣uk(t, x, y)− u(t, x, y)
∣

∣ 6
(

∆0 +∆1 +∆2

)ρk

k!
eρ, (27)

где

ρ = max
t∈ΩT

t
∫

0

H(t, s) ds < ∞.

Доказательство. Действительно, в силу условий теоремы с учетом (26) имеем оценку
∣

∣uk(t, x, y) − u(t, x, y)
∣

∣ 6
∣

∣uk+1(t, x, y)− uk(t, x, y)
∣

∣+
∣

∣uk+1(t, x, y) − u(t, x, y)
∣

∣ 6

6
(

∆0 +∆1 +∆2

)ρk

k!
+

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣uk(s, x, y)− u(s, x, y)
∣

∣ ds.

Применяя неравенство Гронуолла–Беллмана к последнему неравенству, получаем оценку (27). �
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Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 3. Тогда для любых x1, x2, y1, y2 ∈ R спра-

ведлива оценка
∣

∣u(t, x1, y1)− u(t, x2, y2)
∣

∣ 6 Ψ(t)
(

∣

∣x1 − x2
∣

∣+
∣

∣y1 − y2
∣

∣

)

, (28)

где

Ψ(t) = µ exp







t
∫

0

H(t, s) ds







< ∞, µ = max
t∈ΩT

t
∫

0

{

m
∑

i=1

χiT
m−i

(m− i)!
+

(t− s)m−1

(m− 1)!
Q(s)(t− s)

}

ds.

Доказательство. Действительно, в силу условий теоремы имеем оценку
∣

∣u
(

t, x1, y1
)

− u
(

t, x2, y2
)∣

∣ 6

6

m
∑

i=1

χi
Tm−i

(m− i)!

t
∫

0

(

∣

∣x1 − x2
∣

∣+
∣

∣y1 − y2
∣

∣+ 2
∣

∣u(s, x1, y1)− u(s, x2, y2)
∣

∣

)

ds+

+

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

λ
n
∑

ν=1

aν(s)
∆ν(λ)

∆(λ)

∣

∣

∣

∣

∣

s
∫

0

∣

∣u(θ, x1, y1)− u(θ, x2, y2)
∣

∣ dθ ds+

+

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!
Q(s)

t
∫

s

(

∣

∣x1 − x2
∣

∣+
∣

∣y1 − y2
∣

∣+
∣

∣u(θ, x1, y1)− u(θ, x2, y2)
∣

∣

)

dθ ds+

+

t
∫

0

(t− s)m−1

(m− 1)!
N(s)

∣

∣u(s, x1, y1)− u(s, x2, y2)
∣

∣ ds 6

6 µ ·
(

∣

∣x1 − x2
∣

∣+
∣

∣y1 − y2
∣

∣

)

+

t
∫

0

H(t, s)
∣

∣u(s, x1, y1)− u(s, x2, y2)
∣

∣ ds,

где

µ = max
t∈ΩT

t
∫

0

{

m
∑

i=1

χiT
m−i

(m− i)!
+

(t− s)m−1

(m− 1)!
Q(s)(t− s)

}

ds.

Применяя неравенство Гронуолла—Беллмана к последней оценке получаем

∣

∣u(t, x1, y1)− u(t, x2, y2)
∣

∣ 6 µ
(

∣

∣x1 − x2
∣

∣+
∣

∣y1 − y2
∣

∣

)

exp







t
∫

0

H(t, s) ds







.

Отсюда следует справедливость оценки (28). �

Наконец, сформулируем основной результат работы, вытекающий из доказанных выше теорем.

Теорема 6. Пусть выполняются все условия теоремы 3. Тогда при регулярных значениях

параметра λ ∈ R\Λ, для которых выполняется условие (16), начальная задача (1), (2) имеет

единственное решение в области Ω. Это решение может быть найдено при помощи итераци-

онного процесса Пикара (20). Для решения начальной задачи (1), (2) справедливы оценки (27)
и (28).
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