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ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.

Тематические обзоры.

Том 153 (2018). С. 3–12

УДК 517.5; 517.956.225

ЗАДАЧА БРЕЗИСА—МАРКУСА И ЕЕ ОБОБЩЕНИЯ

c© 2018 г. Ф. Г. АВХАДИЕВ

Аннотация. Многие неравенства типа Харди в областях евклидова пространства связаны с точ-
ными, но недостижимыми константами. В. Г. Мазья и ряд других авторов обнаружили, что это
обстоятельство позволяет усилить соответствующие неравенства за счет добавления новых ин-
тегральных слагаемых. В работе приведен краткий обзор результатов по этой тематике, нача-
ло которым положено исследованиями Х. Брезиса и М. Маркуса по неравенствам типа Харди.
Приведены также обобщения задачи Брезиса и Маркуса на неравенства типа Реллиха с веса-
ми, являющимися степенями расстояния от точки до границы области. Кроме того, рассмотрены
обобщения на случай конформно инвариантных интегральных неравенств в односвязных и дву-
связных плоских областях гиперболического типа.

Ключевые слова: неравенство Харди, неравенство Реллиха, выпуклая область, внутренний ра-
диус, функция Бесселя, метрика Пуанкаре.

AMS Subject Classification: 39B72; 26D15; 30C20

1. Введение. Пусть Ω ⊂ R
n — область, т.е. открытое связное множество евклидова простран-

ства R
n. Через C∞

0 (Ω) обозначим семейство гладких функций f : Ω → R с компактными носите-
лями в области Ω. Как правило, предполагаем, что n > 2.

Пусть Ω 6= R
n и пусть ∂Ω— граница области Ω. Тогда определена функция расстояния

dist(x, ∂Ω) = inf
y∈∂Ω

|x− y|, x ∈ Ω.

Известно следующее утверждение.

Предложение 1 (см. [17, 20, 21]). Если область Ω ⊂ R
n выпукла и Ω 6= R

n, то для любой

вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))2
dx, (1)

где постоянная 1/4 является точной. А именно, для любой выпуклой области Ω ⊂ R
n, Ω 6= R

n,

и для любого ε > 0 существует такая функция fε ∈ C∞
0 (Ω), что справедливо неравенство

∫

Ω

∣

∣∇fε
∣

∣

2
dx <

1 + ε

4

∫

Ω

|fε|
2

(dist(x, ∂Ω))2
dx. (2)

Пусть H+ =
{

x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : xn > 0

}

. Очевидно, dist(x, ∂H+) = xn. Поэтому неравен-
ство (1) для Ω = H+ имеет вид

∫

H+

|∇f |2 dx >
1

4

∫

H+

|f |2

x2n
dx ∀f ∈ C∞

0 (H+).

Интересно сравнить это неравенство для полупространства со следующим результатом.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект №17-01-00282-a),
а также при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований и Правительства Республики Татар-
стан (проект № 15-41-02433).
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4 Ф. Г. АВХАДИЕВ

Предложение 2 (В. Г. Мазья [3]). Для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (H+)

имеет место неравенство

∫

H+

|∇f |2 dx >
1

4

∫

H+

|f |2

x2n
dx+

1

16

∫

H+

|f |2

xn(x2n−1 + x2n)
1/2

dx. (3)

Через H1
0 (H+) обозначим пространство Соболева, полученное замыканием множества C∞

0 (H+)
по норме

‖f‖ :=

√

√

√

√

∫

H+

|∇f |2 dx+

√

√

√

√

∫

H+

|f |2x−2
n dx.

Неравенство В. Г. Мазьи (3) показывает, что не существует функции f 6≡ 0, f ∈ H1
0 (H+), для

которой справедливо равенство

∫

H+

|∇f |2 dx =
1

4

∫

H+

|f |2

x2n
dx,

несмотря на то, что

1

4
= inf

f 6≡0,
f∈H1

0
(H+)







∫

H+

|∇f |2 dx







/







∫

H+

|f |2x−2
n dx






.

Аналогичный факт справедлив для любой ограниченной выпуклой области в силу следующего
результата.

Предложение 3 (Х. Брезис, М. Маркус [16]). Пусть Ω ⊂ R
n — выпуклая область с конеч-

ным диаметром D = diam(Ω). Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет

место неравенство

∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

δ2
dx+

1

4

∫

Ω

|f |2 ln−2(eD/δ)

δ2
dx, (4)

где δ = dist(x, ∂Ω).

Внимание многих математиков привлекло следующее неравенство типа Харди в форме
Брезиса—Маркуса из той же статьи [16]:

∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))2
dx+ λ

∫

Ω

|f |2 dx ∀f ∈ C∞
0 (Ω). (5)

Задача Брезиса—Маркуса состоит в исследовании существования областей, для которых спра-
ведливо неравенство вида (5) с некоторой постоянной λ = λ(Ω) и оценкам этой постоянной в
зависимости от геометрических характеристик области Ω. Естественно, наибольший интерес вы-
зывают те области Ω, для которых постоянная λ = λ(Ω) является положительным числом.

Настоящая статья посвящена обзору базовых идей и результатов, относящихся к задаче
Брезиса—Маркуса. Ограниченный объем статьи не позволил нам рассмотреть многие интересные
Lp-обобщения неравенств вида (5) на случай p 6= 2.

Следует также отметить, что мы отдаем предпочтение результатам, в которых представлены
явные оценки числового параметра λ = λ(Ω) в зависимости от простых геометрических харак-
теристик области Ω. Кроме того, в статье приведены несколько результатов, близких к неравен-
ствам в форме Брезиса—Маркуса, но связанных с неравенствами типа Реллиха и с конформно
инвариантными интегральными неравенствами.
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2. Неравенства в форме Брезиса—Маркуса в выпуклых областях и в шаровом слое.

Приведем сначала результат Х. Брезиса и М. Маркуса из [16] о неравенстве вида (5) для областей
с конечным диаметром.

Теорема 1. Пусть Ω ⊂ R
n — ограниченная выпуклая область с диаметром D = diam(Ω).

Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))2
dx+

1

4(diamΩ)2

∫

Ω

|f |2 dx. (6)

В [16] был поставлен вопрос, можно ли заменить постоянную λ = 1/(4 diamΩ)2 в неравенстве

(6) величиной вида λ = K(n)/(4(|Ω|2/n) с некоторой положительной постоянной K(n), где |Ω|
обозначает объем области Ω в R

n.
Понятно, что этот вопрос связан с аналогиями по классическим оценкам первого собственного

числа λ1(Ω) для лапласиана при граничных условиях Дирихле и со следующим неравенством
Пуанкаре:

∫

Ω

|∇f |2 dx > λ1(Ω)

∫

Ω

|f |2 dx ∀f ∈ C∞
0 (Ω). (7)

А именно, хорошо известны оценка Пуанкаре λ1(Ω) > π2/(diamΩ)2 и знаменитое изопериметри-
ческое неравенство Рэлея—Фабера—Крана

λ1(Ω) >
ω
2/n
n

(vol Ω)2/n
j2n/2−1,

где jν — первый нуль функции Бесселя Jν порядка ν, j0 = 2,4048 . . . , j1/2 = π и

ν(ν + 2) < j2ν < 2(ν + 1)(ν + 3)

для любого положительного ν, что обобщает классические оценки Римана jν > ν (см. [23, 25]).
Положительный ответ на вопрос Х. Брезиса и М. Маркуса о неравенстве (5) для выпуклых

областей с конечным объемом дали М. Хофман-Остенхоф, Т. Хофман-Остенхоф и А. Лаптев
в [19]. Они доказали, что неравенство (5) верно с величиной λ = K(n)/(4(|Ω|2/n), где

K(n) = n
[sn−1

n

]2/n
,

где sn−1 — площадь единичной сферы в R
n.

Оценка из [19] была улучшена В. Д. Эвансом и Р. Т. Льюисом.

Теорема 2 (см. [18]). Пусть Ω ⊂ R
n — ограниченная или неограниченная выпуклая область,

имеющая конечный объем |Ω|. Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет

место неравенство
∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))2
dx+

3K(n)

2|Ω|2/n

∫

Ω

|f |2 dx.

В дальнейшем нам потребуются две следующих величины. А именно, внутренний радиус об-
ласти, определяемый формулой

δ0(Ω) = sup
x∈Ω

dist(x, ∂Ω),

и постоянная Лямба λ0 = 0,940 . . . , определяемая как первый положительный нуль функции
J0(t) + 2tJ ′

0(t), где J0 — функция Бесселя порядка нуль.
Отметим два простых факта. При n > 2 существуют области Ω ⊂ R

n, для которых внутрен-
ний радиус является конечной величиной, а диаметр области и ее объем равны бесконечности.
Простейший примером такой области является множество Ω = (0, 1) × R

n−1 ⊂ R
n.

Кроме того, используя неравенство Пуанкаре (7) и некоторые свойства первого собственного
числа λ1(Ω), Ф. Г. Авхадиев и К.-Й. Вирс доказали следующий факт.
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Предложение 4 (см. [7]). Если для области Ω ⊂ R
n, выпуклой или невыпуклой, справедливо

неравенство вида (5) с некоторой положительной постоянной λ, то внутренний радиус коне-

чен: δ0(Ω) < ∞.

Оказалось, что условие δ0(Ω) < ∞ является и достаточным для существования положительной
постоянной λ в неравенстве (5) для выпуклых областей. А именно, Ф. Г. Авхадиев и К.-Й. Вирс
доказали следующую теорему.

Теорема 3 (см. [7]). Пусть Ω ⊂ R
n — ограниченная или неограниченная выпуклая область

с конечным внутренним радиусом δ0(Ω). Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈
C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))2
dx+

λ2
0

(δ0(Ω))2

∫

Ω

|f |2 dx, (8)

где λ0 = 0,940 . . . — постоянная Лямба. Неравенство (8) является точным для всех размерно-

стей. А именно, для любого ε > 0 множитель λ2
0 не может быть заменен множителем (λ0+ε)2

для любого конечного интервала Ω = (a, b) ⊂ R и для всех областей вида Ω = (a, b)× R
n−1 ⊂ R

n

и их линейных преобразований.

Пусть m— положительный параметр. Нам потребуется число c = c(m), удовлетворяющее урав-
нению

J0

(

2

m
c

)

+ 2cJ ′
0

(

2

m
c

)

= 0, 0 <
2c

m
< j0 = 2,4048 . . . ,

где J0 — функция Бесселя порядка 0.
Для выпуклой области с конечным внутренним радиусом имеет место следующее утверждение.

Предложение 5 (см. [7, теорема 2]). Для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω)

справедливо следующее обобщение неравенства (8):
∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

δ2
dx+

c2(m)

δm0

∫

Ω

|f |2

δ2−m
dx.

Константа c2(m) в этом неравенстве является точной для тех же областей, которые указаны

в теореме 3 в качестве экстремальных областей.

Очевидно, величину c(m) можно рассматривать как значения функции c : (0,∞) → (0,∞),
определяемые указанным выше уравнением. В [7] доказано следующее утверждение.

Предложение 6. Функция c(m)/m от переменной m является монотонно убывающей, а

сама функция c = c(m) может быть найдена как решение дифференциального уравнения первого

порядка

c′ =
c

m
−

c

1 + 4c2

с начальным условием c(2) = λ0, где λ0 Э— постоянная Лямба.

В [7,9] имеется ряд других обобщений теоремы 3.
Если n > 2 и Ω 6= (a, b) × R

n−1 ⊂ R
n, то задача определения точной константы перед вторым

интегралом в неравенстве (8) является трудной даже в случае простейших областей. Мы проде-
монстрируем это обстоятельство на примере известных результатов из [10, 14] для случая, когда
Ω— шар.

Для шаров
Bn =

{

x ∈ R
n : |x− x0| < ρ

}

,

где x0 ∈ R
n, ρ > 0, рассмотрим вопрос о точной константе c(n) в следующих неравенствах в

форме Брезиса—Маркуса:
∫

Bn

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Bn

|f |2

(ρ− |x− x0|)2
dx+

c(n)

ρ2

∫

Bn

|f |2 dx ∀f ∈ C∞
0 (Bn).
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Поскольку константа c(n) инвариантна при линейных конформных преобразованиях, достаточно
рассмотреть случай, когда x0 = 0, ρ = 1. Поэтому мы полагаем, что константа c(n) определена
формулой

c(n) = inf
f∈C∞

0
(B0

n
)







∫

B0
n

|∇f |2 dx−
1

4

∫

B0
n

|f |2(1 − |x|)−2 dx







/







∫

B0
n

|f |2 dx






,

где B0
n =

{

x ∈ R
n : |x| < 1

}

, n ∈ N.

Теорема 4. Справедливы следующие утверждения:

(i) c(1) = λ2
0, где λ0 = 0,940 . . . — постоянная Лямба, определенная как первый положительный

нуль функции J0(t) + 2tJ ′
0(t);

(ii) c(2) > 2;
(iii) c(3) = j20 , где j0 = 2,4048 . . . — первый положительный нуль функции Бесселя J0(t) поряд-

ка 0;
(iv) для любого n > 4, n ∈ N,

c(n) > j20 +
(n− 1)(n − 3)

4
;

(v) существует предел

lim
n→∞

c(n)

n2
=

1

4
.

Очевидно, утверждение (i) является следствием теоремы 3. Утверждения (iii) и (iv) доказаны
Г. Барбатисом, С. Филиппасом и А. Тертикасом в [14]. Утверждения (ii) и (v) доказаны Ф. Г. Ав-
хадиевым и К.-Й. Вирсом в [10].

С теоремой 4 связана следующая гипотеза.

Гипотеза (см. [10]). Для всех областей размерности n с заданным внутренним радиусом δ0
максимальное значение для константы Брезиса—Маркуса λ = λ(Ω) из неравенства (5) равно
λ(Bn), где Bn — n-мерный шар радиуса δ0.

Следует также отметить, что остаются нерешенными и задачи о точных оценках сверху и снизу
величины λ из неравенства (5) в семействе выпуклых областей с фиксированным диаметром или
объемом.

Далее, нам потребуются функции, определяемые равенствами

X1(t) = (1− ln t)−1, t ∈ (0, 1], X1(1) = 1,

Xj(t) = X1(Xj−1(t)), t ∈ (0, 1], Xj(1) = 1, j = 2, 3, . . . .

Г. Барбатис, С. Филиппас и А. Тертикас установили следующее обобщение неравенства Брезиса—
Маркуса (4) (см. [13]).

Теорема 5. Пусть Ω ⊂ R
n — ограниченная или неограниченная выпуклая область с конечным

внутренним радиусом δ0(Ω). Тогда существует такая постоянная D0 > δ0(Ω), что для любой

вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

|f |2

δ2
dx+

1

4

∞
∑

j=1

∫

Ω

|f |2

δ2
X2

1 (δ/D0) · · ·X
2
j (δ/D0) dx,

где δ = dist(x, ∂Ω).

Рассмотрим теперь шаровой слой Ω = BR \Bρ, где

BR :=
{

x ∈ R
n : |x| < R

}

, Bρ :=
{

x ∈ R
n : |x| 6 ρ

}

, 0 6 ρ < R 6 +∞.

Понятно, что шаровой слой является невыпуклой областью. Тем не менее, для шарового слоя
справедливы неравенства типа Харди в форме Брезиса—Маркуса при n > 3. А именно, имеет
место следующее утверждение, доказанное Ф. Г. Авхадиевым и А. Лаптевым.



8 Ф. Г. АВХАДИЕВ

Теорема 6 (см. [5]). Пусть n > 2 и пусть Ω = BR \ Bρ ⊂ R
n. Тогда для любой веществен-

нозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

|∇f |2 dx >
1

4

∫

Ω

(

1

(dist(x, ∂Ω)2
+

(n− 1)(n − 3)

|x|2

)

|f |2 dx+ σ(f),

где

σ(f) =
2mn−1

R− ρ

∫

Σm

|f |2 dω > 0, ω =
x

|x|
,

— интеграл по средней поверхности, определенной равенством

Σm =
{

x ∈ BR \Bρ : |x| = m := (ρ+R)/2
}

.

Отметим, что эта теорема является эффективной лишь при n > 3, так как (n − 1)(n − 3) < 0
при n = 2.

3. Усиления двух неравенств типа Реллиха. В этом разделе мы рассмотрим неравенства
типа Реллиха, содержащие под интегралом функцию |∆f |, где ∆— лапласиан, и весовые функ-
ции, являющиеся степенями расстояния от точки до границы области.

Напомним, что оригинальные неравенства Ф. Реллиха с точными константами имеют вид
∫

Rn

|∆f |2 dx >
n2(n− 4)2

16

∫

Rn

|f |2

|x|4
dx ∀f ∈ C∞

0 (Rn \ {0}),

где n > 3. Очевидно, dist(x, ∂(Rn \ {0})) = |x|.

Предложение 7 (М. П. Оуэн [22]). Для любой выпуклой области Ω ⊂ R
n, Ω 6= R

n, и для

любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

|∆f |2 dx >
5

16

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))4
dx,

причем постоянная 9/16 в этом неравенстве является оптимальной в том смысле, что она

является точной для полупространства H+.

Предложение 8 (Ф. Г. Авхадиев [4]). Постоянная 9/16 в неравенстве М. П. Оуэна является

точной для любой выпуклой области Ω ⊂ R
n, Ω 6= R

n, т.е. для любой выпуклой области Ω ⊂
R
n, Ω 6= R

n, и для любого ε > 0 существует такая функция fε ∈ C∞
0 (Ω), что справедливо

неравенство
∫

Ω

|∆fε|
2 dx <

9 + ε

16

∫

Ω

|fε|
2

(dist(x, ∂Ω))4
dx.

А. Балинский, В. Д. Эванс и Р. Т. Льюис (см. [11, с. 217]) получили следующее усиление
неравенства М. П. Оуэна.

Теорема 7. Пусть Ω ⊂ R
n — ограниченная или неограниченная выпуклая область с конечным

внутренним радиусом δ0(Ω). Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет

место неравенство
∫

Ω

|∆f |2 dx >
9

16

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))4
dx+

λ2
0

4(δ0(Ω))2

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))2
dx+

λ4
0

(δ0(Ω))4

∫

Ω

|f |2 dx,

где λ0 = 0,940 . . . — постоянная Лямба.

Иное усиление неравенства типа Реллиха в форме М. П. Оуэна получили Г. Барбатис и А. Тер-
тикас (см. [15]). Ими доказана следующая теорема.
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Теорема 8. Пусть Ω ⊂ R
n — ограниченная или неограниченная выпуклая область с конечным

внутренним радиусом δ0(Ω). Тогда существует такая постоянная D0 > δ0(Ω), что для любой

вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

|∆f |2dx >
9

16

∫

Ω

|f |2

δ4
dx+

5

8

∞
∑

j=1

∫

Ω

|f |2

δ2
X2

1 (δ/D0) · · ·X
2
j (δ/D0)dx,

где δ = dist(x, ∂Ω).

В доказательствах теорем 3.17 и 3.28 существенно используется следующее, хорошо известное
интегральное тождество для вещественнозначных функций f ∈ C∞

0 (Ω):
∫

Ω

|∆f |2 dx =
n
∑

k=1

n
∑

j=1

∫

Ω

(

∂2f

∂xk∂xj

)2

dx.

Отметим также, что имеются интересные обобщения теорем 2, 4 и 8 на случай полигармонических
операторов (см. [12, 15]).

Рассмотрим теперь другое неравенство типа Реллиха, доказанное автором в [4].

Предложение 9. Для любой выпуклой области Ω ⊂ R
n, Ω 6= R

n, и для любой веществен-

нозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫

Ω

(dist(x, ∂Ω))2|∆f |2 dx >
1

16

∫

Ω

|f |2

(dist(x, ∂Ω))2
dx, (9)

причем постоянная 1/16 является точной для любой выпуклой области Ω ⊂ R
n, Ω 6= R

n, т.е.

для любой выпуклой области Ω ⊂ R
n, Ω 6= R

n, и для любого ε > 0 существует такая функция

fε ∈ C∞
0 (Ω), что справедливо неравенство

∫

Ω

(dist(x, ∂Ω))2|∆fε|
2 dx <

1 + ε

16

∫

Ω

|fε|
2

(dist(x, ∂Ω))2
dx.

Оказалось, что неравенство (9) также позволяет усиление с помощью добавления положитель-
ного интегрального слагаемого к правой части неравенства. Приведем лишь одно усиление такого
типа, доказанное в недавней работе автора [2].

Поскольку мы пользуемся конформными отображениями областей на плоскости, то обозначаем
точки плоскости R

2 = C как комплексные числа z = x+ iy.

Теорема 9. Пусть Ω ⊂ C— выпуклая область, не совпадающая со всей плоскостью, g —

любое из однолистных конформных отображений области Ω на верхнюю полуплоскость H+.

Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеют место неравенства

∫∫

Ω

(dist(z, ∂Ω))2|∆f |2 dx dy >
1

16

∫∫

Ω

|f |2

(dist(z, ∂Ω))2
dx dy +

1

8

∫∫

Ω

|f |2
∣

∣

∣

∣

g′(z)

g(z)

∣

∣

∣

∣

2

dx dy, z = x+ iy.

Отметим, что здесь Ω ⊂ C— произвольная выпуклая область, не совпадающая со всей плос-
костью, В частности, допустимы и выпуклые области, для которых внутренний радиус равен
бесконечности.

4. Задача Брезиса—Маркуса для конформно инвариантных неравенств. Рассмотрим
плоские области. Предположим, что Ω ⊂ C— область гиперболического типа, т.е. область, имею-
щая не менее трёх граничных точек на расширенной плоскости C. В любой точке z = x+ iy ∈ Ω
такой области определен (см., например, [8]) гиперболический радиус

R(z,Ω) =
1

λΩ(z)
,

где λΩ — коэффициент метрики Пуанкаре с гауссовой кривизной k = −4. Такая фиксация кри-
визны принята в теории функций комплексного переменного, так как тогда 1/λΩ(z) в точности
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совпадает с классическим конформным радиусом области Ω в точке z ∈ Ω для односвязных обла-
стей гиперболического типа, не содержащих бесконечно удаленной точки. Здесь необходимо одно
пояснение. Обычно, в математической литературе конформный радиус определяется как фикси-
рованное положительное число, связанное с теоремой Римана о конформных отображениях (см.,
например, [23]). Мы будем рассматривать гиперболический радиус, в частности, конформный
радиус, как функцию R(·,Ω) : Ω → (0,∞). Такой подход отражен, например, в [6, 8].

Отметим также хорошо известные примеры: R(z,E) = 1 − |z|2 для единичного круга E =
{

z ∈ C : |z| < 1
}

, R(z,H+) = 2y для верхней полуплоскости H+ =
{

z ∈ C : y = Im z > 0
}

,

R(z,Qπ) = 2 sin y для полосы Qπ =
{

z ∈ C : 0 < y = Im z < π
}

, R(z,A0) = −2|z| ln |z| для

единичного круга с выколотым центром A0 =
{

z ∈ C : 0 < |z| < 1
}

.
В ряде работ по геометрической теории функций рассматривалось следующее конформно ин-

вариантное неравенство: для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω)

∫∫

Ω

|∇f |2 dx dy > c(Ω)

∫∫

Ω

|f |2

R2(z,Ω)
dx dy ≡ c(Ω)

∫∫

Ω

|f |2λ2
Ω(z) dx dy, (10)

где константа c(Ω) определена однозначно как постоянная, максимальная из возможных в этом
вариационном неравенстве. Гладкость f(z) в бесконечно удаленной точке z = ∞ понимается как
гладкость f(1/z) в точке z = 0.

Очевидно, неравенство (10) является родственным неравенству Харди, хотя оно интерпретиру-
ется как аналог неравенства Пуанкаре в спектральной теории оператора Лапласа—Бельтрами на
римановых многообразиях постоянной отрицательной кривизны (см. [24] и библиографию в ней).
Известно, в частности, что c(Ω) ∈ [0, 1] для любой области и эта константа равна единице для
любой односвязной или двусвязной области гиперболического типа. Эти результаты получаются
из известной формулы Элстродта—Паттерсона—Сулливана (см. [24, с. 333]):

c(Ω) =

{

1 для 0 6 β 6 1/2,

4β(1 − β) для 1/2 6 β 6 1,

где β = β(Ω)— критический показатель сходимости рядов Пуанкаре—Дирихле для фундамен-
тальной группы преобразований Ω.

Таким образом, для односвязных и двусвязных областей точная константа c(Ω) в неравен-
стве (10) равна 1 и также известно, что она недостижима. Возникает естественная задача: по-
лучить аналоги неравенства Брезиса и Маркуса, усиливающие неравенство (10), в случае одно-
связных и двусвязных областей. Решение этой задачи получено автором в [1], где доказаны две
следующих теоремы. Первое утверждение относится к случаю односвязных областей.

Теорема 10. Пусть Ω ⊂ C— односвязная область гиперболического типа, g — любое из од-

нолистных конформных отображений области Ω на верхнюю полуплоскость

H+ =
{

ζ = ξ + iη ∈ C : η > 0
}

.

Тогда для любой вещественнозначной функции u ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫∫

Ω

|∇f |2 dx dy >

∫∫

Ω

|f |2 dx dy

R2(z,Ω)
+

1

4

∫∫

Ω

|f |2
∣

∣

∣

∣

g′(z)

g(z)

∣

∣

∣

∣

2

dx dy, z = x+ iy.

Постоянная 1/4 не может быть заменена бо̀льшей величиной.

В случае двусвязных областей остаточный член содержит естественную характеристику обла-
сти, а именно, конформный модуль.

Теорема 11. Пусть Ω ⊂ C— двусвязная область с модулем M(Ω) < ∞, g — однолистное

конформное отображение области Ω на кольцо

Aq =
{

ζ ∈ C : q < |ζ| < 1
}

, q = exp(−2πM(Ω)).
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Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫∫

Ω

|∇f |2 dx dy >

∫∫

Ω

|f |2 dx dy

R2(z,Ω)
+

1

16M2(Ω)

∫∫

Ω

|f |2
∣

∣

∣

∣

g′(z)

g(z)

∣

∣

∣

∣

2

dx dy,

где z = x+ iy. Постоянная 1/16 не может быть заменена бо̀льшей величиной.

Для выпуклой области конформный радиус и расстояние до границы области являются срав-
нимыми величинами, а именно,

R(z,Ω) 6 2 dist(z, ∂Ω), z ∈ Ω,

в силу теоремы Лёвнера (см., например, [8, с. 45]). Следовательно, первая часть теоремы 10 легко
влечет новое неравенство типа Брезиса и Маркуса в произвольной выпуклой области Ω 6= C

(см. [1]).

Следствие 1. Пусть Ω ⊂ C— выпуклая область, не совпадающая со всей плоскостью, g —

любое из однолистных конформных отображений области Ω на верхнюю полуплоскость H+.

Тогда для любой вещественнозначной функции u ∈ C∞
0 (Ω) имеет место неравенство

∫∫

Ω

|∇f |2 dx dy >
1

4

∫∫

Ω

|f |2

dist2(z, ∂Ω)
dx dy +

1

4

∫∫

Ω

|f |2
∣

∣

∣

∣

g′(z)

g(z)

∣

∣

∣

∣

2

dx dy, z = x+ iy.

Обе постоянные 1/4 являются точными.

В [2] рассматривалось следующее конформно инвариантное неравенство для любой веществен-
нозначной функции f ∈ C∞

0 (Ω):
∫∫

Ω

R2(z,Ω)|∆f |2 dx dy > C(Ω)

∫∫

Ω

|f |2

R2(z,Ω)
dx dy, (11)

где константа C(Ω) определена однозначно как постоянная, максимальная из возможных в этом
вариационном неравенстве.

Неравенство (11) является родственным неравенству Реллиха. В [2] доказано, что константа
C(Ω) равна единице для любой односвязной или двусвязной области гиперболического типа и что
она недостижима. Снова возникает задача Брезиса и Маркуса: получить неравенства, усилива-
ющие неравенство (11) за счет дополнительных слагаемых, в случае односвязных и двусвязных
областей. В [2] доказаны две следующих теоремы. Первая из них относится к случаю односвяз-
ных областей, а вторая связана с двусвязными областями гиперболического типа, имеющими
конечный конформный модуль.

Теорема 12. Пусть Ω ⊂ C— односвязная область гиперболического типа, g — любое из од-

нолистных конформных отображений области Ω на верхнюю полуплоскость

H+ =
{

ζ = ξ + iη ∈ C : η > 0
}

.

Тогда для любой вещественнозначной функции u ∈ C∞
0 (Ω) имеют место неравенства

∫∫

Ω

R2(z,Ω)|∆f |2 dx dy >

∫∫

Ω

|f |2

R2(z,Ω)
dx dy +

1

2

∫∫

Ω

|f |2
∣

∣

∣

∣

g′(z)

g(z)

∣

∣

∣

∣

2

dx dy, z = x+ iy.

Теорема 13. Пусть Ω ⊂ C— двусвязная область гиперболического типа с модулем M =
M(Ω) ∈ (0,∞], g — однолистное конформное отображение области Ω на кольцо

K(0; q, 1) =
{

ζ ∈ C : q < |ζ| < 1
}

, q = exp(−2πM(Ω)) ∈ [0, 1).

Тогда для любой вещественнозначной функции f ∈ C∞
0 (Ω) имеют место неравенства

∫∫

Ω

R2(z,Ω)|∆f |2 dx dy

∫∫

Ω

|f |2

R2(z,Ω)
dx dy +

1

8M2(Ω)

∫∫

Ω

|f |2
∣

∣

∣

∣

g′(z)

g(z)

∣

∣

∣

∣

2

dx dy, z = x+ iy.
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ПРЕДСТАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ

В ВЕСОВЫХ ПОДПРОСТРАНСТВАХ H(D)

c© 2018 г. Р. А. БАШМАКОВ, К. П. ИСАЕВ, Р. С. ЮЛМУХАМЕТОВ

Аннотация. В работе рассматриваются весовые подпространства пространства аналитических
функций на ограниченной выпуклой области комплексной плоскости. Получены описания силь-
но сопряженных пространств к индуктивному и проективному пределу равномерно весовых про-
странств функций, аналитических в ограниченной выпуклой области D ⊂ C, в терминах пре-
образования Фурье—Лапласа. По каждому нормированному равномерно весовому пространству
H(D,u) построены наименьшее линейное пространство Hi(D,u), содержащее H(D,u) и инвари-
антное относительно дифференцирования, и наибольшее линейное пространство Hp(D,u), содер-
жащееся в H(D,u) и инвариантное относительно дифференцирования. На этих пространствах
введены естественные локально выпуклые топологии и приведено описание сильно сопряженных
пространств в терминах преобразования Фурье—Лапласа. Доказано существование представля-
ющих систем из экспонент в пространстве Hi(D, u).

Ключевые слова: аналитические функции, целые функции, ряды экспонент, достаточные мно-
жества.

AMS Subject Classification: 30B50, 42A38, 46E10

1. Введение. Понятие представляющих систем введено в [3]. Система элементов en, n ∈ N,
в локально выпуклом пространстве X называется представляющей, если любой элемент этого
пространства представляется в виде ряда

x =
∑

n

xnen,

сходящегося в топологии пространства X. Если для каждого элемента это представление един-
ственное, то представляющая система становится базисом. Введение понятия представляющей
системы вызвано тем, что в используемых обычно пространствах аналитических функций ба-
зисов из экспонент не существует. Рассмотрим, например, пространство H(D) аналитических в
ограниченной выпуклой области D функций с топологией равномерной сходимости на компак-
тах из D. Предположим, что система eλkz, k ∈ N, образует базис в этом пространстве. Любая
функция f ∈ H(D) представляется в виде ряда

f(z) =
∑

k

fke
λkz,

сходящегося равномерно на компактах. Пусть в этом разложении f1 6= 0. Дифференциальный
оператор Ag = g′ − λ1g непрерывно действует в пространстве H(D). Положим

g(z) = eλ1z

z
∫

z0

(

e−λ1tf(t)
)

dt,

где z0 — некоторая точка в D. Тогда g ∈ H(D). Значит, имеет место представление

g(z) =
∑

k

gke
λkz,

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 18-01-00095-a).

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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причём Ag = f . В силу непрерывности оператора A имеем

f = Ag =
∑

k

gk(λk − λ1)e
λkz.

В силу предполагаемой базисности системы получим f1 = g1(λ1 − λ1) = 0, что противоречит
предположению f1 6= 0. Классическая теорема А. Ф. Леонтьева (см. [4, теорема 5.3.2, с. 382])
утверждает существование представляющих систем экспонент в H(D).

Теорема A. Пусть D— ограниченная выпуклая область. Существует такая последователь-

ность {λn}, зависящая только от области D, что любую функцию F (z), аналитическую в

области D, можно в D разложить в ряд Дирихле

F (z) =
∞
∑

n=1

ane
λnz, z ∈ D,

сходящийся равномерно на компактах из D.

Система eλnz существенно избыточна: из нее можно удалить подсистему eµkz так, что остав-
шаяся система продолжает быть представляющей. Для этого достаточно, например, чтобы по-
следовательность показателей имела нулевую линейную плотность

lim
r→∞

1

r

∑

|µk |6r

1 = 0

и была правильно распределенным множеством (см. [4, с. 100]). Степень избыточности пред-
ставляющей системы отражает свойства топологии пространства, в котором система является
представляющей. Вообще говоря, чем тоньше топология пространства, тем меньше степень из-
быточности представляющих систем. Представляющие системы в локально выпуклых подпро-
странствах H(D) построены в [2, 5, 11].

В данной работе рассматриваются весовые подпространства H(D), где D— ограниченная вы-
пуклая область на плоскости.

В разделе 2 доказаны подготовительные утверждения, леммы и теорема 1. В теореме 2 да-
ется описание сильно сопряженного пространства к индуктивному пределу равномерно весовых
пространств функций, аналитических в ограниченной выпуклой области D ⊂ C, в терминах пре-
образования Фурье—Лапласа. В теореме 3 дано описание сильно сопряженного пространства к
проективному пределу равномерно весовых пространств аналитических функций.

В разделе 3 по каждому нормированному равномерно весовому пространству H(D,u) кон-
струируются наименьшее линейное пространство Hi(D,u), содержащее H(D,u) и инвариантное
относительно дифференцирования, и наибольшее линейное пространство Hp(D,u), содержащее-
ся в H(D,u) и инвариантное относительно дифференцирования. На этих пространствах вводятся
естественные локально выпуклые топологии и дается описание сильно сопряженных пространств
в терминах преобразования Фурье—Лапласа (теорема 4).

В теореме 5 доказано существование представляющих систем из экспонент в простран-
стве Hi(D,u).

2. Двойственность весовых пространств аналитических функций. Пусть D— ограни-
ченная выпуклая область, 0 ∈ D, и ϕ(z) — выпуклая функция в этой области. Через H(D,ϕ)
обозначим равномерно весовое пространство аналитических в D функций с нормой

‖f‖ = sup
z∈D

|f(z)|e−ϕ(z),

а через H2(D,ϕ)— интегрально весовое пространство с нормой

‖f‖2 =

∫

z∈D

|f(z)|2e−2ϕ(z)dm(z),
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где dm(z)— плоская мера Лебега. Если D = C, то вместо H(C, ϕ) будем писать H(ϕ), а вместо
H2(D,ϕ) —H2(ϕ). Пусть ϕ̃(λ)— преобразование Юнга функции ϕ:

ϕ̃(λ) = sup
z∈D

(

Reλz − ϕ(z)
)

, λ ∈ C.

Как известно, ϕ̃— выпуклая функция, и если ϕ выпукла, то ˜(ϕ̃) = ϕ. Пусть

Ks(ϕ, z) =

∫

C

eReλz−ϕ̃(λ)(1 + |λ|)sdm(λ), z ∈ D, s ∈ R.

Очевидно, функции lnKs(ϕ, z) выпуклы в области D. Пространство H(D, lnK0(ϕ, z)) для крат-
кости будем обозначать через H−(D,ϕ), а Ks(ϕ, z) — через Ks(z).

Предложение 1. Пусть ϕ— некоторая функция в ограниченной области D, содержащей 0.

(1) Преобразование Юнга ϕ̃ удовлетворяет условию Липшица
∣

∣

∣ϕ̃(λ1)− ϕ̃(λ2)
∣

∣

∣ 6 sup
z∈D

|z|
∣

∣λ1 − λ2
∣

∣ ∀λ1, λ2 ∈ C.

(2) Для любого q ∈ (0; 1) справедливы неравенства

qHD(λ)− C ′
q 6 ϕ̃(λ) 6 HD(λ) + C ′′

q , λ ∈ C,

где HD(λ) = sup
z∈D

Reλz— опорная функция области D, C ′
q, C

′′
q > 0 — некоторые постоянные.

(3) Выполняются оценки

1

2π
K−3(z) 6 eϕ(z) 6 esupz∈D |z|K0(z), z ∈ D.

Доказательство. Пусть

ϕ̃(λ1) = Reλ1z1 − ϕ(z1).

Тогда

ϕ̃(λ1)− ϕ̃(λ2) =
(

Reλ1z1 − ϕ(z1)
)

− ϕ̃(λ2) 6 Re z1
(

λ1 − λ2
)

6 max
D

|z||λ1 − λ2|

для всех λ1, λ2 ∈ C. Поменяв местами λ1 и λ2, получим требуемое неравенство.
Второе утверждение следует из ограниченности снизу выпуклой функции в ограниченной об-

ласти и ограниченности сверху на компактах.
Левое неравенство в третьем утверждении тривиальное. Правое неравенство следует из п. (1).

Предложение 1 доказано. �

В следующем предложении представлены некоторые свойства выпуклых функций и преобра-
зования Юнга.

Предложение 2. Пусть u— выпуклая функция в ограниченной выпуклой области D ⊂ R
2,

а функция ũ дважды дифференцируема и удовлетворяет условию

2
∑

j,k=1

∂2ũ(y)

∂yj∂yk
ajak >

b

1 + |y|2
|a|2, a, y ∈ R

2, (B)

c постоянной b > 12. Положим

Ks(u, x) =

∫

R2

e(x,y)−ũ(y)(1 + |y|)sdm(y), s ∈ [−3; 3], x ∈ D,

где (x, y) — евклидово скалярное произведение. Пусть yx — точка достижения супремума

supy((x, y)− ũ(y)):

sup
y
((x, y)− ũ(y)) = (x, yx)− ũ(yx).

Справедливы следующие утверждения:
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(1) существуют такие постоянные Ms, зависящие только от постоянной b в условии (B), что

∫

B(yx,(1+|yx|)/2)

e(x,y)−ũ(y)(1 + |y|)sdm(y) 6 Ks(u, x) 6

6Ms

∫

B(yx,(1+|yx|)/2)

e(x,y)−ũ(y)(1 + |y|)sdm(y), x ∈ D,

где B(yx, (1 + |yx|)/22) — круг с центром yx и радиусом (1 + |yx|)/2;
(2) если

|x− x′| 6
cb

2(1 + |yx|)
, где c =

1/2
∫

0

dt

1 + t2
,

то для некоторой константы A верна оценка
∣

∣u(x)− u(x′)
∣

∣ 6 A, x ∈ D.

В частности, x′ ∈ D.

Эти свойства доказаны в [1][леммы 1–3].

Лемма 1.

(1) Пусть S — линейный непрерывный функционал на пространстве H(ϕ̃) и ̂S(z) — преобразова-

ние Фурье—Лапласа этого функционала:

̂S(z) = Sλ(e
λz), z ∈ D.

Тогда ̂S ∈ H(D) и
∣

∣ ̂S(z)
∣

∣ 6 ‖S‖H∗(ϕ̃)e
ϕ(z), z ∈ D;

тем самым,
∥

∥̂S
∥

∥

H(D,ϕ)
6 ‖S‖H∗(ϕ̃).

(2) Пусть S — линейный непрерывный функционал на пространстве H(D,ϕ) и ̂S(λ)— преобра-

зование Фурье—Лапласа этого функционала:

̂S(λ) = Sz(e
λz), λ ∈ C.

Тогда ̂S ∈ H(C) и
∣

∣ ̂S(λ)
∣

∣ 6 ‖S‖H∗(D,ϕ)e
ϕ̃(λ), λ ∈ C;

тем самым,
∥

∥̂S
∥

∥

H(ϕ̃)
6 ‖S‖H∗(D,ϕ).

Утверждения леммы 1 следуют непосредственно из определения нормы функционала.

Лемма 2. Пусть ϕ(x1 + ix2)— выпуклая функция в ограниченной выпуклой области D и

функция ϕ̃(y1 + iy2) удовлетворяет условию (B) c постоянной b > 12. Тогда для любой функции

f ∈ H(D,ϕ) верна оценка

∣

∣f (s)(z)
∣

∣ 6 Cs‖f‖H(D,ϕ)Ks(ϕ, z), z ∈ D, s ∈ {0, 1, 2, 3},

где постоянная Cs зависит только от постоянной b. В частности,

∣

∣f (s)(z)
∣

∣

1

Ks+1(ϕ, z)
→ 0, dist(z, ∂D) → 0.
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Доказательство. Для точки z ∈ D через λz обозначим точку, в которой достигается супремум
sup
λ∈C

(Reλz − ϕ̃(λ)). Пусть

t = tz =
bc

2(1 + |λz|)
, где c =

1/2
∫

0

dt

1 + t2
.

Из формулы Коши следует

∣

∣f (s)(z)
∣

∣ 6
(s− 1)!

ts
max

w∈B(z,t)
|f(w)| 6

(s− 1)!

ts
eϕ(z) max

w∈B(z,t)
|f(w)|e−ϕ(w) max

w∈B(z,t)
eϕ(w)−ϕ(z).

В силу п. (2) предложения 2 отсюда вытекает

∣

∣f (s)(z)
∣

∣ 6
2s(s − 1)!

(bc)s
eA‖f‖H(D,ϕ)(1 + |λz|)

seϕ(z).

По п. (3) предложения 1 имеем

∣

∣f (s)(z)
∣

∣ 6
2s(s− 1)!

(bc)s
eA+supz∈D |z|‖f‖H(D,ϕ)(1 + |λz|)

sK0(z).

Пункт (1) предложения 2 позволяет локализовать интеграл, определяющий функцию K0:

∣

∣f (s)(z)
∣

∣ 6
2s(s − 1)!

(bc)s
eA+supz∈D |z|‖f‖H(D,ϕ)M0(1 + |λz|)

s×

×

∫

B(λz ,(1+|λz |)/2

eReλz−ϕ̃(λ)dm(λ) 6 Cs||f ||H(D,ϕ)Ks(z),

где

Cs =
2s(s− 1)!

(bc)s
eA+supz∈D |z|M0 max

{

(1 + |λz|)
s

(1 + |λ|)s
: λ ∈ B

(

λz,
1

2
(1 + |λz|)

)}

.

Лемма 2 доказана. �

Лемма 3. Пусть ϕ, u— выпуклые функции на ограниченной выпуклой области D, функции

ϕ̃, ũ удовлетворяют условию (B) c постоянной b > 12 и

ũ(λ) > ϕ̃(λ) + 4 ln(1 + |λ|), λ ∈ C.

Тогда для любой функции g ∈ H−(D,u), аналитической в области D и удовлетворяющей усло-

вию

sup
z∈D

|g(z)|

K0(u, z)
<∞,

функция G(z) =
g(z)

K0(ϕ, z)
, продолженная нулем на C \D, принадлежит C3(C); при этом

‖G(z)‖C3(C) 6M‖g‖H−(D,u).

Доказательство. Выполнение соотношения a(x) 6 const ·b(x), x ∈ E, для неотрицательных функ-
ций a(x), b(x) будем обозначать символом ≺: a(x) ≺ b(x), x ∈ E. Аналогичный смысл имеют
символы ≻ и ≍.

Из соотношения между функциями ϕ̃ и ũ следует

|G(z)| 6 sup
z∈D

|g(z)|

K0(u, z)

K0(u, z)

K0(ϕ, z)
6 sup

z∈D

|g(z)|

K0(u, z)

K−4(ϕ, z)

K0(ϕ, z)
.

Значит, по п. (1) предложения 2

|G(z)| ≺ (1 + |λz|)
−4 → 0

при dist(z, ∂D) → 0; тем самым, G(z) ∈ C(C) и

‖G‖C(C) 6M−4‖g‖H−(D,u).
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Также согласно предложению 2 имеем
∣

∣

∣

∣

∂G(z)

∂z

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

g(z)
∂K0(ϕ, z)

∂z

1

K2
0 (ϕ, z)

∣

∣

∣

∣

6 sup
z∈D

|g(z)|

K0(u, z)

K0(u, z)K1(ϕ, z)

K2
0 (ϕ, z)

≺

≺ ‖g‖H−(D,u)
K−4(ϕ, z)K1(ϕ, z)

K2
0 (ϕ, z)

≺ (1 + |λz|)
−3 → 0

при dist(z, ∂D) → 0. Дополнительно, учитывая лемму 2, получим

∣

∣

∣

∣

∂G(z)

∂z

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

g(z)
∂K0(ϕ, z)

∂z

1

K2
0 (ϕ, z)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

g′(z)
1

K0(ϕ, z)

∣

∣

∣

∣

≺

≺ ‖g‖H−(D,u)

(

K0(u, z)K1(ϕ, z)

K2
0 (ϕ, z)

+
K1(u, z)

K0(ϕ, z)

)

≺

≺ ‖g‖H−(D,u)

(

K−4(ϕ, z)K1(ϕ, z)

K2
0 (ϕ, z)

+
K−3(ϕ, z)

K0(ϕ, z)

)

≺ ‖g‖H−(D,u)(1 + |λz|)
−3 → 0

при dist(z, ∂D) → 0. Производные второго и третьего порядка оцениваются такими же прямыми
вычислениями. Лемма 3 доказана. �

Теорема 1. Пусть ϕ, v— выпуклые функции на ограниченной выпуклой области D, 0 ∈ D,

функции ϕ̃, ṽ удовлетворяют условию (B) c постоянной b > 12 и

ṽ(λ) > ϕ̃(λ) + 10 ln(1 + |λ|), λ ∈ C.

Тогда каждая функция F ∈ H2(ϕ̃) является преобразованием Фурье—Лапласа некоторого ли-

нейного непрерывного функционала S на пространстве H−(D, v), причем

‖S‖(H−(D,v))∗ 6M‖F‖H2(ϕ̃), F ∈ H2(ϕ̃),

и константа M зависит только от постоянной b.

Доказательство. Возьмем произвольную функцию F ∈ H2(ϕ̃):
∫

C

|F (λ)|2e−2ϕ̃(λ)dm(λ) <∞. (1)

В пространстве C
2 рассмотрим одномерное подпространство

Σ =
{

w = (w1, w2) : w1 = iλ, w2 = −λ, λ ∈ C

}

и функцию на этом подпространстве

g(w) = F (λ), λ ∈ C, w ∈ Σ.

Выпуклая функция

Φ(w) = sup
z∈D

(

(

Re z · Imw1 + Im z · Imw2

)

− ϕ(z)
)

, w ∈ C
2,

обладает свойствами

Φ(w) = Φ(i Imw), w ∈ C
2, (2)

Φ(w) = ϕ̃(λ), w ∈ Σ, λ ∈ C, (3)

Φ(iy) = ϕ̃(y1 − iy2), y = (y1, y2) ∈ R
2. (4)

Из предложения 1 и соотношений (2)–(4) следует, что выполняется условие Липшица
∣

∣Φ(w′)− Φ(w′′)
∣

∣ 6 max
z∈D

|z| |w′ − w′′|, w′, w′′ ∈ C
2. (5)



ПРЕДСТАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ В ВЕСОВЫХ ПОДПРОСТРАНСТВАХ H(D) 19

Применим теорему 15.1.3. из [9, с. 317]. Существует целая функция f(w) на C
2, которая совпадает

с g на подпространстве Σ и обладает оценкой
∫

C2

|f(w)|2e−2Φ(w)(1 + |w|2)−3dm(w) 6 C0

∫

Σ

|g(w)|2e−2ϕ̃(w)dm(w) = C0‖F‖
2
H2(ϕ̃)

, (6)

где

C0 = 6π exp
(

max
z∈D

|z|
)

.

Функция |f(w)|2 субгармонична в C
2, поэтому для любого w ∈ C

2 имеем

|f(w)|2 6
1

V

∫

B

|f(w + ζ)|2dm(ζ) 6
1

V

∫

Q

|f(w + ζ)|2dm(ζ),

где B — единичный шар в C
2 и V — объем этого шара, Q— единичный куб {|Re ζ|, | Im ζ| 6 1}.

Учитывая свойство (5), получим

|f(w)|2e−2Φ(w)(1 + |w|2)−3
6 C

∫

Q

|f(w + ζ)|2e−2Φ(w+ζ)(1 + |w + ζ|2)−3dm(ζ), (7)

где

C =
C0

V
sup

{

(

1 + |w + ζ|2

1 + |w|2

)3

e2(Φ(w+ζ)−Φ(w)), w ∈ C
2, ζ ∈ Q

}

.

В частности, для x ∈ R
2

|f(x)|2e−2Φ(x)(1 + |x|2)−3
6 C

∫

Q

|f(x+ ζ)|2e−2Φ(x+ζ)(1 + |x+ ζ|2)−3dm(ζ).

Проинтегрировав полученное неравенство по x ∈ R
2 и учитывая свойство (2) и оценку (6), полу-

чим
∫

R2

|f(x)|2(1 + |x|2)−3dx 6 2Ce2ϕ̃(0)
∫

C2

|f(w)|2e−2Φ(w)(1 + |w|2)−3dm(w) 6 C1‖F‖
2
H2(ϕ̃)

,

где C1 = 2e2ϕ̃(0)C · C0.
По терминологии монографии [10, с. 288] функция f является элементом пространства L2

−3.
Другими словами, f является преобразованием Фурье некоторого линейного непрерывного функ-
ционала S0 на пространстве Соболева W 2

3 , состоящего из функций u(x) на R
2, для которых

∂(k)u

∂(j)x1∂(k−j)x2
∈ L2, k = 0, 1, 2, 3, j = 0, 1, . . . , k.

В этом пространстве рассматривается норма

‖u‖2 =
∑

|α|63

cα‖D
αu‖2L2 ,

где cα — полиномиальные коэффициенты и α = (j, i) — мультииндекс. Из оценок (6), (7) и равен-
ства (2) получим равномерную оценку

|f(w)|2 ≺ (1 + |w|2)3e2Φ(w) = (1 + |w|2)3e2Φ(i Imw), w ∈ C
2.

Если

H(y) = sup
(x1+ix2)∈D

(y1x1 + y2x2)

— опорная функция области D (в смысле R
2), то согласно п (2) предложения 1 и соотношени-

ям (2), (4)

|f(w)|2 ≺ (1 + |w|2)3e2Φ(w) = (1 + |w|2)3e2ϕ̃(y1−iy2) ≺ (1 + |w|2)3e2H(Imw), w ∈ C
2.
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По теореме Пэли—Винера—Шварца (см. [10, с. 220]) из этой оценки следует, что носитель рас-
пределения S0 лежит в D. Отсюда, в частности, заключаем, что функционал S0 определен на
W 2

3 (G) для любой области G ⊃ D. Кроме того, для любого y = (y1, y2) ∈ R
2

Sy(u) = S0(u(t)e
(t,y)), u ∈W 2

3 ,

будет линейным непрерывным функционалом на W 2
3 ; при этом

Sy(e
−i(t,x)) = S0(e

−i(t,x+iy)) = f(x+ iy), (x+ iy) ∈ C
2,

и по формуле Парсеваля

‖Sy‖
2
W 3

2

=

∫

R2

|f(x+ iy)|2(1 + |x|2)−3dx.

Разделим это равенство на (1 + |y|2)3e2Φ(iy) и проинтегрируем по y ∈ R
2. Учитывая неравен-

ство (6), получим

∫

R2

‖Sy‖
2e−2Φ(iy)(1 + |y|2)−3dy =

∫

R2×R2

|f(x+ iy)|2e−2Φ(iy)(1 + |x|2)−3(1 + |y|2)−3 dy dx 6

6

∫

C2

|f(w)|2e−2Φ(w)(1 + |w|2)−3dm(w) 6 C0‖F‖
2
H2(ϕ̃)

. (8)

Пусть ũ = (ϕ̃+ ṽ)/2; тогда

ṽ(λ)− ũ(λ) =
ṽ(λ)− ϕ̃(λ)

2
> 5 ln(1 + |λ|), λ ∈ C.

Значит,

ṽ(λ) > ũ(λ) + 5 ln(1 + |λ|), ũ(λ) > ϕ̃(λ) + 5 ln(1 + |λ|).

По функции u определим функцию U(w), w ∈ C
2, так же как по функции ϕ определяли функ-

цию Φ(w):

U(w) = sup
z∈D

(

(

Re z · Imw1 + Im z · Imw2

)

− u(z)
)

, w ∈ C
2.

Из соотношения между u, ϕ и из (4) следует

U(iy) = ũ(y1 − iy2) > ϕ̃(y1 − iy2) + 5 ln(1 + |y|) = Φ(iy) + 5 ln(1 + |y|), y = (y1, y2) ∈ R
2.

В силу (8), согласно неравенству Коши—Буняковского, имеем

∫

R2

‖Sy‖e
−U(iy)dy 6

∫

R2

‖Sy‖e
−Φ(iy)(1 + |y|)−5dy 6

6





∫

R2

‖Sy‖
2e−2Φ(iy)(1 + |y|2)−3dy





1/2



∫

R2

(1 + |y|2)−7dy





1/2

6 C2‖F‖H2(ϕ̃), (9)

где

C2 = C0 ·





∫

R2

(1 + |y|2)−7dy





1/2

.

По лемме 3, примененной к паре функций u, v, для любой функции g, аналитической в области
D и удовлетворяющей условию

sup
z∈D

|g(z)|

K0(v, z)
<∞,
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функция g(z)/K0(u, z), продолженная нулем на C \ D, принадлежит C3(C) и, в частности, на
этой функции определено значение функционала Sy. Пусть

S(g) =

∫

R2

Sy

(

g(z)

K0(u, z)

)

e−U(iy)dy, g ∈ H−(D, v).

Из (9) следует оценка

|S(g)| 6

∥

∥

∥

∥

g(z)

K0(u, z)

∥

∥

∥

∥

W 2
3

∫

R2

‖Sy‖e
−U(iy)dy 6 C2

∥

∥

∥

∥

g(z)

K0(u, z)

∥

∥

∥

∥

W 2
3

‖F‖H2(ϕ̃).

По лемме 3
∥

∥

∥

∥

g(z)

K0(u, z)

∥

∥

∥

∥

W 2
3

6 CD

∥

∥

∥

∥

g(z)

K0(u, z)

∥

∥

∥

∥

C3

6MCD‖g‖H−(D,v),

где CD — постоянная, зависящая только от размеров области D. Таким образом,

|S(g)| 6MC2CD‖g‖H−(D,v)‖F‖H2(ϕ̃)

и S — линейный непрерывный функционал на H−(D, v), причем

‖S‖ 6MC2CD‖F‖H2(ϕ̃).

Докажем, что преобразование Фурье—Лапласа этого функционала — функция F . Сначала будем
предполагать, что носитель K = suppS функционала S — компакт в D. Поскольку мы считаем,
что 0 ∈ D, то найдется такое q ∈ (0; 1), что выпуклая оболочка носителя K лежит в области qD.
Возьмем q′ ∈ (0; 1), q′ > q. Согласно равенству (4) и п. (2) предложения 1 имеем для y = (y1, y2) ∈
R
2

U(iy) = ũ(y1 − iy2) > q′HD(y1 − iy2)− C ′
q′ = q′H(y)− C ′

q′ ,

где H — опорная функция области D в вещественном смысле. Поэтому

sup
t∈K

(

(y, t)− U(iy)
)

6 sup
t∈qD

(y, t)− q′H(y) + C ′
q′ = (q − q′)H(y) + C ′

q′ .

Таким образом, при s ∈ [0; 3] имеет место равномерная по t ∈ qD сходимость интегралов
∫

|y|6R

e(t,y)−U(iy)|y|s dy →

∫

R2

e(t,y)−U(iy)|y|sdy, R→ ∞.

Это значит, что имеет место сходимость в норме пространства C3(qD) функций

AR(t) =

∫

|y|6R

e(t,y)−U(iy)dy →

∫

R2

e(t,y)−U(iy)dy, R→ ∞.

Пусть t = (t1, t2), y = (y1, y2). Положим z = t1 + it2, λ = y1 − iy2; тогда последнее соотношение c
учетом (4) имеет вид

AR(t) →

∫

C

eReλz−ũ(λ)dm(λ) = K0(u, z), R→ ∞.

Таким образом, для любой функции g ∈ H−(D, v) имеет место сходимость в норме пространства
W 3

2 (z = t1 + it2):

g(z)

K0(u, z)
AR(t) → g(z), R→ ∞.
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Следовательно,

S(g) = lim
R→∞

∫

|y|6R

Sy

(

g(z)

K0(u, z)

)

e−U(iy)dy = lim
R→∞

∫

|y|6R

S0

(

g(z)e(t,y)−U(iy)

K0(u, z)

)

dy =

= lim
R→∞

S0

(

g(z)

K0(u, z)
AR(t)

)

dy = S0

(

lim
R→∞

g(z)

K0(u, z)
AR(t)

)

dy = S0(g(z)).

В частности,

S(eλz) = S0(e
λz).

Целая функция S0(e
−i(t,w)) по построению совпадает с целой функцией f(w) на мнимом подпро-

странстве, а S0(e
λz) — сужение этой функции на подпространство Σ. Значит, S(eλz) = F (λ).

Пусть теперь F — произвольная функция из H2(ϕ̃), S — функционал на H−(D, v), построенный
выше. Если

ϕ̃(λ0) = inf
λ
ϕ̃(λ),

то функция ϕ̃(λ0 + α(λ − λ0)) возрастающая по α ∈ R+. Для α ∈ (1/2; 1) положим Fα(λ) =
F (λ0 + α(λ − λ0)). Возьмем произвольное ε > 0 и пусть Rε > 0 таково, что

∫

|λ−λ0|>Rε/4

∣

∣F (λ)
∣

∣

2
e−2ϕ̃(λ)dm(λ) < ε.

Тогда
∫

|λ−λ0|>Rε/2

∣

∣Fα(λ)
∣

∣

2
e−2ϕ̃(λ)dm(λ) =

1

α2

∫

|w−λ0|>αRε/2

|F (w)|2e−2ϕ̃(λ0+
1

α
(w−λ0))dm(w) 6

6 4

∫

|w−λ0|>Rε/4

|F (w)|2e−2ϕ̃(w)dm(w) < 4ε.

Следовательно, интегралы, определяющие норму ‖Fα‖, сходятся равномерно по α ∈ (1/2; 1).
Поскольку при α → 1 функции Fα равномерно на компактах стремятся к F , то Fα → F при
α→ 1 в норме пространства H2(ϕ̃). Очевидно,

∣

∣Fα(λ)
∣

∣ ≺ eαHD(λ), λ ∈ C,

и согласно доказанному выше, каждая функция Fα является преобразованием Фурье—Лапласа
функционала Sα:

Sα(e
λz) = Fα(λ), λ ∈ C.

При этом ‖S − Sα‖ 6 C‖F − Fα‖; поэтому S(eλz) = lim
α→1

Sα(e
λz) = lim

α→1
Fα(λ) = F (λ). Теорема 1

доказана. �

Следствие 1. Пусть ϕ, v— выпуклые функции на ограниченной выпуклой области D, 0 ∈ D,

функции ϕ̃, ṽ удовлетворяют условию (B) c постоянной b > 12 и

ṽ(λ) > ϕ̃(λ) + 10 ln(1 + |λ|), λ ∈ C.

Тогда каждая функция F ∈ H2(ϕ̃) является преобразованием Фурье—Лапласа некоторого ли-

нейного непрерывного функционала S на пространстве H(D, v), причем

‖S‖H∗(D,v) 6M‖F‖H2(ϕ̃), F ∈ H2(ϕ̃),

и константа M зависит только от постоянной b.

Доказательство. Согласно правому неравенству в п (3) предложения 1 имеем H(D, v) ⊂
H−(D, v), причем

‖g‖H−(D,v) 6 ‖g‖H(D,v), g ∈ H(D, v),
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т.е. вложение непрерывное. Сужение линейного непрерывного функционала S ∈ (H−(D, v))∗ на
H(D, v) удовлетворяет соотношению

|S(g)| 6 ‖S‖(H−(D,v))∗‖g‖H−(D,v) 6 ‖S‖(H−(D,v))∗‖g‖H(D,v);

следовательно, ‖S‖H∗(D,v) 6 ‖S‖(H−(D,v))∗ 6M‖F‖H2(ϕ̃). Следствие 1 доказано. �

Теорема 2. Пусть ϕn(z), n ∈ N, — возрастающая последовательность выпуклых функций на

ограниченной выпуклой области D ⊂ C и функции

ϕ̃n(λ) = sup
z∈D

(Reλz − ϕn(z)), λ ∈ C,

дважды дифференцируемы и удовлетворяют следующим условиям:

(1) для любого n при некоторых bn > 12, Rn > 0 верно соотношение

2
∑

k,j=1

∂2ϕ̃n(x1 + ix2)

∂xj∂xk
yjyk >

bn
1 + |x|2

|y|2,

y = (y1, y2) ∈ R
2, x = x1 + ix2 ∈ C, |x1 + ix2| > Rn;

(2) для всех n существуют такие постоянные cn, что

ϕ̃n(λ) > ϕ̃n+1(λ) + ln(1 + |λ|) + cn, λ ∈ C.

Введем пространства

H =
⋃

n

H(D,ϕn), P =
⋂

n

H(ϕ̃n)

с топологиями индуктивного и проективного предела соответственно. Тогда преобразование

Фурье—Лапласа

L : S → ̂S(λ) = S(eλz), S ∈ H∗,

устанавливает топологический изоморфизм между сильно сопряженным пространством H∗

и пространством P , а преобразование

L : S → ̂S(z) = S(eλz), S ∈ P ∗,

устанавливает топологический изоморфизм между сильно сопряженным пространством P ∗ и

пространством H.

Доказательство. (1) Пусть S ∈ H∗; тогда S ∈ H∗(D,ϕn) для любого n. Согласно п. (2) леммы 1

имеем ̂S ∈ H(ϕ̃n) для любого n, причем ‖̂S‖H(ϕ̃n) 6 ‖S‖H∗(D,ϕn). Тем самым преобразование
Фурье—Лапласа непрерывно отображает H∗ в P . Инъективность отображения следует из полно-
ты системы eλz, λ ∈ C, в пространстве H.

Докажем сюръективность. Пусть F ∈ P , т.е. F ∈ H(ϕ̃n) для любого n. В силу второго условия
теоремы имеем F ∈ H2(ϕ̃n) для любого n. Возьмем n > 11, функции ϕ = ϕn, v = ϕn−10 удовлетво-

ряют условиям теоремы 1. Следовательно, F (λ) = ̂S(λ) для некоторого линейного непрерывного
функционала на пространстве аналитических на D функций с нормой

‖g‖ = sup
z∈D

|g(z)|

K0(v, z)
, K0(v, z) =

∫

C

eReλz−ṽ(λ)dm(λ),

причем ‖S‖(H−(D,v))∗ 6M‖F‖H2(ϕ̃), F ∈ H2(ϕ̃). Из п. (3) предложения 1 следует, что S — линей-
ный непрерывный функционал на H(D, v) = H(D,ϕn−10). В силу произвольности n заключаем,
что S — линейный непрерывный функционал на H. Первое утверждение теоремы доказано.

(2) Тот факт, что преобразование Фурье—Лапласа L : P ∗ → H действует непрерывно, следу-
ет из п. (1) леммы 1. Инъективность этого оператора следует из полноты системы eλz , z ∈ D,
в пространстве P . Докажем сюръективность. Значение обратного оператора L

−1 : P → H∗ на
функции F ∈ P будем обозначать символом F̌ . Возьмем произвольную функцию ϕ ∈ H и опре-
делим линейный функционал Sϕ на пространстве P формулой

Sϕ(F ) = F̌ (ϕ).
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Непрерывность этого функционала следует из непрерывности оператора L−1. Докажем, что

Sϕ(e
λz) = ϕ(z), z ∈ D.

Зафиксируем z ∈ D и обозначим через Ez функцию eλz ∈ P . Тогда Sϕ(e
λz) = Ěz(ϕ). Очевидно,

что для любого λ ∈ C справедливо соотношение Ěz(e
λw) = eλz, т.е. функционал Ěz на элементы

системы eλw, λ ∈ C, действует как точечный функционал δz : g → g(z). В силу полноты данной
системы в пространстве H функционал Ěz совпадает с δz: Sϕ(e

λz) = Ěz(ϕ) = ϕ(z). Теорема 2
доказана. �

Теорема 3. Пусть ϕn(z), n ∈ N, — убывающая последовательность выпуклых функций на

ограниченной выпуклой области D ⊂ C и функции

ϕ̃n(λ) = sup
z∈D

(

Reλz − ϕn(z)
)

, λ ∈ C,

дважды дифференцируемы и удовлетворяют следующим условиям:

(1) для всех n при некоторых bn > 12, Rn > 0 верно соотношение

2
∑

k,j=1

∂2ϕ̃n(x1 + ix2)

∂xj∂xk
yjyk >

bn
1 + |x|2

|y|2,

y = (y1, y2) ∈ R
2, x = x1 + ix2 ∈ C, |x1 + ix2| > Rn;

(2) для всех n существуют такие постоянные cn, что

ϕ̃n+1(λ) > ϕ̃n(λ) + ln(1 + |λ|) + cn, λ ∈ C.

Введем пространства

H =
⋂

n

H(D,ϕn), P =
⋃

n

H(ϕ̃n)

с топологиями проективного и индуктивного предела соответственно. Тогда преобразование

Фурье—Лапласа

L : S →→ ̂S(λ) = S(eλz), S ∈ H∗,

устанавливает топологический изоморфизм между сильно сопряженным пространством H∗

и пространством P , а преобразование

L : S → ̂S(z) = S(eλz), S ∈ P ∗,

устанавливает топологический изоморфизм между сильно сопряженным пространством P ∗ и

пространством H.

Первое утверждение теоремы доказано в [1]. Оба утверждения могут быть доказаны анало-
гично утверждениям теоремы 2.

3. Представляющие системы экспонент в индуктивных пределах весовых нормиро-

ванных пространств аналитических функций. Пусть D— ограниченная выпуклая область
на плоскости и u— выпуклая функция в этой области. В этом разделе будем предполагать, что
функция ũ дважды дифференцируема и для некоторой функции b(x) = b(|x|) =→ ∞ при |x| → ∞
выполняется соотношение

2
∑

k,j=1

∂2u(x1 + ix2)

∂xj∂xk
yjyk >

b(x)

1 + |x|2
|y|2, y = (y1, y2), x = (x1, x2) ∈ R

2. (B1)

Пусть
vn(λ) = ũ(λ) + n ln(1 + |λ|2), λ ∈ C, un(z) = ṽn(z), z ∈ D, n ∈ Z.

Последовательность функций vn — возрастающая по n. Соответственно, последовательность
функций un — убывающая. Введем пространства

Hp(D,u) =

∞
⋂

n=0

H(D,un), Hi(D,u) =

∞
⋃

n=0

H(D,u−n)
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с топологиями проективного и индуктивного предела соответственно. Пусть

Pi(u) =

∞
⋃

n=0

H(vn), Pp(u) =

∞
⋂

n=0

H(v−n).

Теорема 4. Пусть выпуклая в ограниченной выпуклой области D функция u удовлетворяет

условию (B1). Тогда преобразование Фурье—Лапласа устанавливает следующие топологические

изоморфизмы:

(1) сильно сопряженного пространства H∗
p(D,u) и пространства Pi(u), cильно сопряженного

пространства P∗
i (u) и пространства Hp(D,u);

(2) сильно сопряженного пространства P∗
p (u) и пространства Hi(D,u), сильно сопряженного

пространства H∗
i (D,u) и пространства Pp(u).

Доказательство. Элементарными вычислениями убеждаемся в оценке
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

k,j=1

∂2 ln(1 + |x|2)

∂xj∂xk
yjyk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
4

1 + |x|2
|y|2, y = (y1, y2) ∈ R

2, x = (x1, x2) ∈ R
2.

Пусть b(x) > 4n при |x| > R′
n и

Mn = sup
|x|6R′

n

ũ(x1 + ix2), Gn =
{

x : ũ(x1 + ix2) < Mn

}

.

Из условия (B1) и последней оценки следует, что функция ũ(x1 + ix2) + n ln(1 + |x|2) выпукла на
множестве R

2 \B(0, R′
n), а функция

ψn(x1 + ix2) := max
(

ũ(x1 + ix2) + n ln(1 + |x|2),Mn + n ln(1 + (R′
n)

2)
)

выпукла на R
2. В самом деле, на множестве R2\B(0, R′

n) эта функция выпукла как максимум двух
выпуклых функций, а в круге B(0, R′

n) она равна тождественно Mn + n ln(1 + (R′
n)

2). Заметим,
что

ψn(x1 + ix2) = ũ(x1 + ix2) + n ln(1 + |x|2) = vn(x1 + ix2)

на R
2 \Gn и тем самым удовлетворяет условию (B1). Кроме того, отсюда следует, что банаховы

пространства H(vn) и H(ψn) совпадают; значит
∞
⋃

n=0

H(ψn) = Pi(u),

∞
⋂

n=0

H(ψ−n) = Pp(u).

Положим
ϕn(z) = ˜ψn(z), z ∈ D, n ∈ Z.

Тогда в некоторой окрестности границы D ϕn(z) ≡ un(z) и, значит, совпадают банаховы про-
странства H(D,ϕn) и H(D,un). Поэтому

∞
⋃

n=0

H(D,ϕ−n) = Hi(D,u),
∞
⋂

n=0

H(D,ϕn) = Hp(D,u).

Убывающая последовательность выпуклых функций ϕn, n ∈ N, удовлетворяет условиям тео-
ремы 3. Из утверждения этой теоремы вытекает первое утверждение доказываемой теоремы.
Возрастающая последовательность ϕn, −n ∈ N, удовлетворяет условиям теоремы 2 и из утвер-
ждения этой теоремы вытекает второе утверждение доказываемой теоремы. Теорема 4 доказана.
�

Теорема 5. Пусть выпуклая в ограниченной выпуклой области D функция u удовлетворяет

условию (B1). Тогда в пространстве Hi(D,u) существует представляющая система экспонент

eλkz, т.е. каждая функция f ∈ Hi(D,u) представляется в виде ряда

f(z) =
∞
∑

k=1

fke
λkz, z ∈ D,
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причем ряд сходится в топологии пространства Hi(D,u). Если удалить из системы произ-

вольное конечное число элементов, то система останется представляющей. Если же удалить

бесконечную подсистему, то оставшаяся система, вообще говоря, уже не будет представляю-

щей.

Доказательство. Доказательство проведем на основе понятия достаточных множеств. Пусть S —
замкнутое множество на плоскости. В пространстве Pp(u) рассмотрим топологию, определяемую
полунормами

‖F‖n = sup
λ∈S

∣

∣F (λ)
∣

∣e−v−n(λ), v−n(λ) = ũ(λ)− n ln(1 + |λ|2), λ ∈ C, n ∈ N.

Множество S называется достаточным для пространства Pp(u), если эта топология оказывается
равносильной исходной топологии.

Известна связь между достаточными множествами в Pp(u) и представляющими системами
в Hi(D,u): если дискретное множество S = {λk}, k ∈ N, является достаточным для Pp(u), то

система экспонент eλkz, k ∈ N, является представляющей в Hi(D,u) (см. [12]).

Теорема B (см. [2, теорема 1]). Пусть ψ— субгармоническая функция на плоскости, имею-

щая конечный порядок роста ρ, µ— мера, ассоциированная с ней по Риссу. Если для некоторых

a, α > 0 для всех точек z ∈ C выполняется условие

µ(B(z, t)) 6 a(|z|+ 1)αt, t ∈ (0; (|z| + 1)−α),

то существует целая функция L с такими простыми нулями λn, что при некоторых δ, β >
0 круги Bn = B(λn, δ(|λn| + 1)−β) попарно не пересекаются, а сама функция для некоторых

постоянных A1, A2, A3 удовлетворяет соотношениям

ln |L(λ)| 6 ψ(λ) +A1 ln(|λ|
2 + 1), λ ∈ C,

ln |L(λ)| > ψ(λ)−A2 ln(|λ|
2 + 1), λ /∈

⋃

n

Bn,

ln |L′(λn)| > ψ(λn)−A3 ln(|λn|
2 + 1), n ∈ N.

Постоянные A1, A2, A3 зависят от ρ, α, a и не зависят от конкретного вида функции ψ.

Функция ũ удовлетворяет условиям теоремы B для ρ = 1, α = 0. Пусть L— целая функция,
удовлетворяющая указанным оценкам и λn, n ∈ N, — ее нули. Докажем, что множество S =
{λn, n ∈ N} является достаточным для пространства Pp(u).

Нужно показать, что для любого натурального числа m ∈ N найдутся такие числа n ∈ N и
M > 0, что для любой функции F ∈ Pp(u)

∣

∣F (λ)
∣

∣e−v−m(λ)
6M sup

k
|F (λk)|e

−v−n(λk) :=M‖F‖n, λ ∈ C.

Итак, зафиксируем натуральное число m и выберем натуральные числа N > A1 + m и n >

N +A2 +A3 + 1. Здесь постоянные Aj взяты из теоремы B. Пусть F ∈ Pp(u); тогда
∣

∣F (λ)
∣

∣ 6 ‖F‖H(v−n)e
v−n(λ), λ ∈ C.

Значит,
∣

∣λ2NF (λ)
∣

∣ 6 ‖F‖H(v−n)e
ũ(λ)(|λ|2 + 1)−A2−1.

Отсюда и в силу нижних оценок на функцию L получим, что на некоторых окружностях |λ| = Rk,
Rk → ∞, k → ∞, имеет место оценка

|λ2NF (λ)|

|L(λ)|
≺ (|λ|2 + 1)−1.

Следовательно, равномерно на плоскости сходится ряд Лагранжа

λ2NF (λ) =
∑

k

λ2Nk F (λk)

(λ− λk)L′(λk)
L(λ).
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В силу нижней оценки на L′(λk) имеем

|λ2Nk F (λk)|

|L′(λk)|
≺ ‖F‖n(1 + |λk|

2)−n+A3+N .

Отсюда и из представления в виде ряда Лагранжа в силу выбора n следует оценка для |λ−λk| > 1:
∣

∣F (λ)
∣

∣ 6 const ·‖F‖n|L(λ)||λ|
−2N ,

которая продолжается на все λ по принципу максимума. Отсюда, учитывая оценки сверху на
функцию L и выбор числа N , получим

∣

∣F (λ)
∣

∣e−ũ(λ)+m ln(1+|λ|2)
6 const ·‖F‖n

или
‖F‖H(vm) 6 const ·‖F‖n, F ∈ Pp(u).

Теорема 5 доказана. �

Предложение 3. Пусть выпуклая в ограниченной выпуклой области D функция u удовле-

творяет условиям теоремы 5, а L— целая функция, удовлетворяющая условию теоремы B для

ψ = ũ. Пусть λk, k ∈ N, — нули функции L, а µn, n ∈ N, — некоторое бесконечное подмножество

нулей. Система

E =
{

eλnz, n ∈ N

}

\
{

eµnz, n ∈ N

}

не является представляющей в пространстве Hi(D,u).

Доказательство. Переходя при необходимости к подмножеству, будем считать, что множество
{µk} удовлетворяет следующему условию: в каждый отрезок [2n; 2n+1], n ∈ N, попадает не более
одного rk = |µk| и rk > 1. Через m(t) обозначим считающую функцию этого множества. Тогда
функция

g(λ) =
∏

k

(

1−
λ

µk

)

, λ ∈ C,

является целой функцией, и выполняется соотношение

ln |g(λ)| =

|λ|
∫

1

m(t)dt

t
+O(ln |λ|), λ→ ∞, |λ− µn| > 1, n ∈ N.

Поскольку m(t) → ∞, t→ ∞, то

ln |λ| = o(ln |g(λ)|), |λ− µk| > 1, k ∈ N, |λ| → ∞.

В самом деле, пусть λ ∈ [2n; 2n+1]. Тогда
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

|µk|>2n+2

ln

∣

∣

∣

∣

1−
λ

µk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 |λ|

∞
∑

k=n+2

1

2k
6 1,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

|µk|62n−1

ln
∣

∣

∣1−
µk
λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

n−1
∑

k=1

1

2k
6 1.

Так как для |λ− µk| > 1
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

2n−1<|µk|<2n+2

∣

∣

∣

∣

1−
λ

µk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= O(ln |λ|), |λ| → ∞,

то

∣

∣ ln |g(λ)|
∣

∣ =
∑

|µk|62n−1

ln

∣

∣

∣

∣

λ

µk

∣

∣

∣

∣

+O(ln |λ|) =

|λ|
∫

1

m(t)dt

t
+O(ln |λ|), λ→ ∞.

Таким образом, функция

L1(λ) =
L(λ)

g(λ)
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принадлежит пространству Pp(u) и тем самым является преобразованием Фурье—Лапласа неко-
торого функционала S на пространстве Hi(D,u). Если бы система экспонент была представляю-
щей, то каждый элемент этого пространства был бы суммой ряда по этой системе. Подействовав
на этот ряд функционалом S, мы получили бы S = 0. Предложение 3 доказано. �
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Аннотация. Раcширено понятие оператора обобщенного дифференцирования Гельфонда—
Леонтьева в пространстве H(G) аналитических в односвязной области G функций. В связи с
этим понятием рассмотрены вопросы представления оператора, разрешимости линейных опера-
торных уравнений, сходимости рядов обобщенных экспонент, коммутации и ряд других.

Ключевые слова: оператор обобщенного дифференцирования, ряд обобщенных экспонент, ин-
тегральное представление, мультипликатор, диагональный оператор.

AMS Subject Classification: 30B40; 46E10; 47B47

1. Введение. Различным задачам, связанным с понятием оператора обобщенного дифферен-
цирования, посвящены работы самого А. Ф. Леонтьева, его учеников и последователей. Обзор
базируется, в основном, на исследованиях автора и его ученика А. В. Моржакова, и являет-
ся развернутым изложением доклада на конференции, посвященной 100-летию А. Ф. Леонтьева
(см. [11]).

Появление понятия оператора (операции) обобщенного дифференцирования связано с пробле-
мой обобщения ряда Фурье с целью представления решений линейных функциональных урав-
нений, начиная с простейших, типа разностного уравнения y(z + 1) − y(z) = 0. В [19] это была
аппроксимация системой экспоненциальных мономов

{

zl−1e{λnz}
}pn, ∞

l=1, n=1
(в частности, разложе-

ние в ряд по системе) и уравнения, порожденные дифференциальными операторами бесконечного

порядка
∞
∑

n=0
any

(n)(z). При этом характеристическая функция a(z) =
∞
∑

n=0
anz

n имела экспоненци-

альный тип и нули λn соответствующих кратностей pn, а функция y(z) =
∞
∑

n=0
ynz

n предполагалась

аналитической в круге |z| < R (y(z) ∈ H(D(0, R)) ). В [34] исследовалась аппроксимация систе-

мой обобшенных экспонент вида e(λnz) , где e(z) =
∞
∑

n=0
enz

n — целая функция конечного порядка

и нормального типа. Строилось функциональное уравнение, которому аппроксимируемые функ-
ции удовлетворяют, и изучалось общее решение этого уравнения. При синтезе этих подходов в [21]
задача представления операторного уравнения в дифференциальной форме и привела авторов к
введению оператора обобщенного дифференцирования

[Dey] (z) =

∞
∑

n=1

ek−1

ek
ykz

k−1.

Последующее развитие идеологии этой статьи включало различные подходы к обобщению
последнего определения (см. [28, 49, 51]). В [16] оператором обобщенного дифференцирования
Гельфонда—Леонтьева в пространстве аналитических в односвязной области G ⊆ C функций
H(G) (с топологией равномерной сходимости на компактах) назван линейный непрерывный
в H(G) оператор, действующий на системе степеней {zn} по правилу

Dzn = an−1z
n−1, n ∈ N, D1 = 0,

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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где {dn} ∈ C. Так как система полна в H(G), то оператор определяется единственным образом.
Определение не предполагает 0 ∈ G и обобщает исходное определение. Функцию

d(z) =

∞
∑

n=0

dnz
n

назовем порождающей функцией оператора обобщенного дифференцирования D. В случае, если
dn 6= 0 для всех n > 0, функцию

e(z) =
∞
∑

n=0

en
n!
zn, en :=

n!

d0 . . . dn−1
, e(0) = 1,

принято называть обобщенной экспонентой, если ряд сходится.
Диагональным оператором в H(G) называется любой линейный и непрерывный в H(G) опе-

ратор, действующий на системе степеней zn по правилу

Jzn = dnz
n, n ∈ N ∩ {0},

где {dn} ∈ C.

Замечание 1.1. Оператор обобщенного дифференцирования D не имеет обратного на про-
странстве многочленов span{zn}, но если dn 6= 0 для всех n > 0, то оператор, определяемый по
правилу

Izn =
1

dn
zn+1, n ∈ N ∩ {0},

и являющийся линейным на линейной оболочке span{zn}, будет единственным правым обратным
к D. В случае непрерывного продолжения на все H(G) он называется оператором обобщенного

интегрирования и является правым обратным к D на H(G).

2. Представление операторов обобщенного дифференцирования в H(G). При пере-
носе геометрических свойств области аналитичности пределов последовательностей полиномов
Дирихле на обобщенные полиномы Дирихле А. Ф. Леонтьев выделил такой класс операторов
обобщенного дифференцирования

Dzn = P (n)zn−1, n ∈ N, D1 := 0,

где P (z) = a1z + · · ·+ asz
s, as 6= 0, ak ∈ C. Для них было найдено представление

[Dy](z) =

s
∑

k=1

∆kz
k−1y(k)(z),

где ∆k — разделенные разности из интерполяционной формулы Ньютона

P (z) =
s

∑

k=1

∆kz(z − 1) . . . (z − k + 1)

с узлами 0, 1, . . . , s (см. [35]). Очевидно, операторы этого класса применимы к любой анали-
тической функции в каждой точке ее аналитичности. Порождающая функция этого оператора
обобщенного дифференцирования

d(z) =

∞
∑

n=0

P (n+ 1)zn =

s
∑

n=0

k!∆k
zk−1

(1− z)k+1

голоморфна в C\{1} и имеет в точке z = 1 полюс порядка не выше s+ 1. Обобщенная экспонента
имеет вид

e(z) = 1 +
∞
∑

n=1

zn

P (1) . . . P (n)

в предположении P (n) 6= 0 для всех n ∈ N.
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Причина отсутствия свободного члена в многочлене P (z) вызвана постановкой задачи: опера-
тор обобщенного дифференцирования должен быть применим к любой аналитической функции.
Если поставить задачу найти оператор обобщенного дифференцирования рассматриваемого типа,
применимый к любой аналитической в начале координат функции в каждой точке ее аналитич-
ности, то получается следующий результат.

Теорема 2.1 (см. [17]). Пусть P (z) = a0+a1z+ · · ·+asz
s, где as 6= 0, ak ∈ C. Тогда соответ-

ствующий оператор обобщенного дифференцирования имеет представление

[Dy](z) = a0
y(z)− y(0)

z
+

s
∑

k=1

∆kz
k−1y(k)(z),

причем ∆0 = a0, ∆s = as. Если ν1, . . . , νs — нули P (z), то

e(z) = 1 +
∞
∑

n=1

zn

P (1) . . . P (n)
= 1 +

∞
∑

n=1

zn

(1− ν1)n . . . (1− νs)n
=: 1Fs(1; 1 − ν1, . . . , 1− νs; z),

где 1Fs — обобщенная гипергеометрическая функция (см. [56]).

Очевидно, оператор обобщенного дифференцирования не применим к функциям, имеющим
z = 0 особой точкой, и применим к любой функции, аналитической в этой точке, в каждой точке
ее аналитичности.

В [28] изучались операторы обобщенного дифференцирования, применимые к любой аналити-
ческой в нуле функции в каждой точке ее аналитичности. Для них при помощи интегрального
представления в форме Адамара (см. [65]) была найдена форма

[Dy](z) =
1

2πi

∮

C

y(t)
1

t2
d
(z

t

)

dt,

где d(z) — аналитическая функция в C \ {1}. Следующая теорема описывает в терминах ядра
класс операторов обобщенного дифференцирования в пространстве H(G), где область G ⊆ C

односвязна. Выберем последовательность ограниченных областей G1 ⊂⊂ · · · ⊂⊂ Gn ⊂⊂ . . . ,
которая исчерпывает G.

Теорема 2.2 (см. [46]). Определенное на последовательности степеней {zn} отображение

Dzn = dn−1z
n−1, n ∈ N, D1 = 0,

расширяется до линейного непрерывного отображения в H(G) тогда и только тогда, когда ряд

d(z) =

∞
∑

n=0

dnz
n

сходится в окрестности начала координат и функциональный элемент d(z/t), |t| > 1/ε,
|z − z0| < ε, как функция двух переменных аналитически продолжается в каждую односвязную

область G
′
N(n) × Gn ⊂ C × C, n ∈ N. Это расширение имеет на H(G) интегральное представ-

ление

[Dy](z) =
1

2πi

∮

ΓGN+1

y(t)
1

t2
d
(z

t

)

dt, z ∈ Gn.

Рассмотрим конкретные примеры операторов обобщенного дифференцирования.
Обобщенный оператор Данкла (см. [7])

[Λα,βy](z) = y′(z) + α
y(z) − y(0)

z
+ β

y(−z)− y(0)

z
, α, β > 0,

β − α

2
/∈ N,

совпадает с оператором Данкла (см. [57])

[Λαy](z) = y′(z) +
2α+ 1

2

y(z)− y(−z)

z
, α > −

1

2
,
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при α = β. Он является оператором обобщенного дифференцирования в пространстве H(G), где
односвязная область G центрально-симметрична относительно начала координат,

Λα,βz
n = (n+ α+ (−1)n−1β)zn−1, n ∈ N, D1 = 0.

Порождающая функция оператора Λα,β равна

d(z) =
1

(1− z)2
+

α

1− z
+

β

1 + z
,

а обобщенная экспонента —

e(z) = 1F3

(

1; 1,
1 + α+ β

2
,
2 + α− β

2
;
z2

4

)

+
z

1 + α+ β
1F3

(

1; 1,
3 + α+ β

2
,
2 + α− β

2
;
z2

4

)

.

Оператор обобщенного дифференцирования имеет вид (см. [18])

Dzn =
(a+ n− 1)(b+ n− 1)

c+ n− 1
zn−1, n ∈ N, D1 = 0, c 6= 0,−1, . . . .

В этом случае порождающая функция будет равна

d(z) =
1

(1− z)2
+
a+ b− c− 1

1− z
+

(a− c)(b − c)

c
2F1(1, c; 1 + c; z),

где 2F1(1, c; 1 + c; z)— сумма гипергеометрического ряда (см. [56]). Обобщенная экспонента этого
оператора является целой функцией экспоненциального типа и равна

e(z) =
∞
∑

n=0

(c)n
(a)n(b)n

zn = 2F2(1, c; a, b; z).

Оператор обобщенного дифференцирования имеет такое представление при условии Re c > 0:

[Dy](z) = y′(z) + (a+ b− c− 1)
y(z)− y(0)

z
+

(a− c)(b− c)

zc

z
∫

0

tc+1 y(t)− y(0)

t
dt.

Оператор обобщенного дифференцирования (см. [5]) имеет вид

Dzn =
1− qn

1− aqn−1
zn−1, n ∈ N, D1 = 0, a, q ∈ C, |a| 6 |q| < 1,

а порождающая его функция

d(z) =
∞
∑

n=0

1− qn+1

1− aqn
zn =

1

1− z
+ (a− q)

∞
∑

n=0

an

1− qn+1z

является мероморфной с простыми полюсами 1, 1/q, . . . и решением функционального уравнения

F (z)− aF (qz) =
1− q

(1− z)(1 − qz)
.

На аналитические в звездной области функции он действует по правилу

[Dy](z) =

(

1−
a

q

) ∞
∑

n=1

(

a

q

)n−1 y(z)− y(qnz)

z
.

Порождающая функция

d1(z) =

∞
∑

n=0

1− aqn

1− qn+1
zn =

1

1− z
+ (q − a)

∞
∑

n=0

qn

1− qn+1z

линейного правого обратного к D оператора

Izn =
1− aqn

1− qn+1
zn+1, n > 0,
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является решением функционального уравнения

F (z) − qF (qz) =
1

1− z
−

a

1− qz
.

Функция Гейне

e(z) = 1 +

∞
∑

n=1

(1− a) . . . (1− aqn−1)

(1− q) . . . (1− qn)

является обобщенной экспонентой и решением функционального уравнения

F (z) −
1− az

1− z
F (qz) = 0.

Вернемся к теореме 2.2. Очевидно,

G′−1G ⊆

∞
⋃

n=1

G
′−1
N(n)Gn.

Так как z/t ∈ G
′−1
N(n)Gn, то можно было ожидать, что d(z) будет аналитически продолжаться до

однозначной локально аналитической функции на множестве G′−1G :=
{

ζz : ζ ∈ G′−1, z ∈ G
}

,
которое не обязательно является открытым. В [46] найдены односвязная область G и оператор
обобщенного дифференцирования на H(G), порождающая функция которого оказывается мно-
гозначной при аналитическом продолжении на G′−1G.

Вопрос описания класса областей G, для которых порождающие функции всех операторов
обобщенного дифференцирования на H(G) будут локально аналитическими на G′−1G, тесно свя-
зан с понятием мультипликатора. Впервые его определение дано в ежегодном отчете автора по
НИР за 1998 г. (тема № 15 «Операторы обобщенного дифференцирования и смежные вопросы»,
Ростовская государственная академия сельхозмашиностроения, номер государственной регистра-
ции 2.09.90 001184). Назовем мультипликатором множества G1 ⊆ C по отношению к множеству
G2 ⊆ C множество

M(G1, G2) :=
{

z ∈ C : zG1 ⊆ G2

}

.

Для мультипликатора справедливо равенство

M(G1, G2) = (G−1
1 G′

2)
′.

В частности, мультипликатором множества G назовем множество

M(G) :=
{

z ∈ C : zG ⊆ G
}

.

Очевидно, 1 ∈M(G).
Необходимость введения и изучения этого понятия возникла как результат рассмотрения

автором цикла задач: описание области абсолютной сходимости ряда обобщенных экспонент
(см. [4, 12]; исследование линейных операторов, символ которых является функцией произве-
дения своих аргументов (см. [2]); описание обобщенного преобразования Бореля (см. [3]). Теория
мультипликатора множеств развита в серии работ [3,9,15,47]. Установлены общие свойства муль-
типликатора пары множеств и одного множества. Исследована обратная задача описания всех
множеств, имеющих мультипликатором заданное множество.

Теорема 2.3 (см. [9]).

(1) В случае несвязного мультипликатора M(G) в пространстве H(G) всегда найдется опера-

тор обобщенного дифференцирования, для которого аналитическое продолжение порождаю-

щей функции d(z) на G′−1G будет многозначным, а в случае связного M(G) 6= {1} функция

d(z) локально аналитическая и однозначная на G′−1G.

(2) Пусть мультипликатор M(G) связный.

(a) Пусть 0 ∈ M(G) . Тогда существует такое ε > 0, что D(0, ε) ⊆ M(G) тогда и только

тогда, когда G ограничена. Если G не ограничена и 6= C, то 0 ∈ G и M(G) ⊆ D(0, 1).



34 А. В. БРАТИЩЕВ

(b) В случае 0 /∈ G существует спираль с началом в точке 1, наматывающаяся на точку 0
или на точку ∞:

Sϕ0
=

{

z = exp{reϕ0i} : r > 0
}

⊆M(G), ϕ0 6= πk +
π

2
,

и существует полунепрерывная сверху на (−∞,+∞) функция k(x) со связной областью

определения {x : k(x) <∞}, которая определяет область G по формуле

G ≡
{

z = exp{reϕi} : k(r sin(ϕ0 − ϕ)) < cos(ϕ0 − ϕ)
}

.

(c) В случае 0 ∈ G существует наматывающаяся на точку 0 спираль Sϕ0
⊆ M(G),

π/2 < ϕ0 < 3π/2, и (−2π cosϕ0)— периодическая полунепрерывная сверху на (−∞,+∞)
функция k1(x), которая задает границу области G по формуле

Γ =

{

exp

{

k1(x) cosϕ0 +

(

k1(x) sinϕ0 −
x

cosϕ0

)

i

}

: x ∈ (−∞,+∞)

}

.

(3) Дополнение G′ в случае |ϕ0 − ϕ| < π/2 представляет собой пучок спиралей с вершиной в

бесконечности, а в случае |ϕ0| < π/2— пучок с вершиной в нуле.

Приведем конкретные классы областей G, для которых порождающие функции всех мульти-
пликаторов из H(G) составляют пространство однозначных локально аналитических на G′−1G
функций.

Теорема 2.4.

(1) (см. [16]) Односвязная область G, 0 /∈ G, имеет своим мультипликатором полуинтервал

(0, 1] тогда и только тогда, когда множество G ∪ {0} звездное и оно не совпадает с от-

крытым углом с вершиной в нуле. В этом случае порождающие функции всех операторов

обобщенного дифференцирования из H(G) аналитически продолжаются во внешность неко-

торого отрезка [0,M ], M > 1, расширенной комплексной плоскости, G′−1G = C \ [1,∞).
(2) (см. [47]) Пусть каждый луч с началом в нуле пересекает область по интервалу (из ко-

торых хотя бы один конечный и хотя бы один не начинается в нуле) или по пустому

множеству. В этом случае порождающие функции всех операторов обобщенного дифферен-

цирования аналитически продолжаются в C \ {1}.
(3) (см. [48]) Пусть G— звездная область относительно нуля и G 6= C. В этом случае порож-

дающие функции всех операторов обобщенного дифференцирования из H(G) аналитически

продолжаются в звездную область G′−1G.

3. Обобщенное преобразование Бореля. Классическое преобразование Бореля (см. [33])
связывает целую функцию экспоненциального типа

f(z) =

∞
∑

n=0

fn
n!
zn

с аналитической в бесконечно удаленной точке расширенной комплексной плоскости функцией

F (t) =

∞
∑

n=0

fn
tn+1

,

также называемой преобразованием Бореля функции f(z). Обозначим через Kf наименьшее вы-
пуклое множество, во внешность которого аналитически продолжается F (t). Если ввести обозна-
чения

hf (θ) := lim
r→∞

ln |f(r exp{θi})|

r
, θ ∈ [0, 2π),

для индикатора функции f(z) и kf (θ) для опорной функции компакта Kf , то согласно теореме
Пойа они связаны равенством

kf (θ) = hf (−θ).

Kf называется сопряженной индикаторной диаграммой функции f(z).
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Преобразование Бореля используется в ряде задач комплексного анализа и потому подверга-
лось различным обобщениям (см. [22]). Суть их состоит в том, чтобы, заменяя ядро exp{−zt}
преобразования на близкую по свойствам функцию, пытаться получить полностью или частично
аналог теоремы Пойа. При этом обычно менялся порядок функции f(z) . В [3] мы остаемся в
классе целых функций экспоненциального типа, но описываем все обобщенные экспоненты, для
которых в той или иной мере сохраняется аналог теоремы Пойа.

Обобщенную экспоненту сейчас удобнее брать в виде

e(z) =

∞
∑

n=0

en
n!
zn.

Обобщенным преобразованием Бореля (ОПБ) целой функции экспоненциального типа

f(z) =

∞
∑

n=0

fn
n!
zn

(относительно e(z)) назовем сумму

Fe(t) =

∞
∑

n=0

fn
entn+1

.

Обобщенным обратным преобразованием Бореля (ООПБ) голоморфной в точке {∞} функции

F (t) =
∞
∑

n=0

fn
tn+1

назовем сумму ряда

fe(z) =

∞
∑

n=0

fnen
n!

zn.

Несложно доказать следующее утверждение.

Предложение 3.1.

(1) Для каждой функции экспоненциального типа ряд, определяющий обобщенное преобразова-

ние Бореля, сходится в окрестности t = ∞ тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

n
√

|en| > 0.

В этом случае функция

ẽ1(z) :=

∞
∑

n=0

1

en
zn

голоморфна в начале координат.

(2) Для каждой голоморфной в точке t = ∞ функции ряд, определяющий обобщенное обратное

преобразование Бореля, сходится к целой функции экспоненциального типа тогда и только

тогда, когда

lim
n→∞

n
√

|en| <∞.

В этом случае функция

ẽ(z) =

∞
∑

n=0

enz
n

голоморфна в начале координат.

Обозначим символом [1, h(θ)] пространство целых функций экспоненциального типа с индика-
тором 6h(θ). В следующей теореме для случая K = {0} в пунктах (b) подразумевается анали-
тичность в нуле.
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Теорема 3.1 (см. [3]).

(1) Пусть

e1(z) =

∞
∑

n=0

1

enn!
zn

— целая функция экспоненциального типа и K — выпуклый компакт, опорную функцию ко-

торого обозначим hK(−θ). Тогда следующие утверждения равносильны:
(a) для любой функции

f(z) =

∞
∑

n=0

fn
n!
zn ∈ [1, hK(θ)]

имеем

Fe(t) =
∞
∑

n=0

fn
entn+1

∈ H(K ′);

(b) Ke1 ⊆M(K); при этом диагональный оператор

[J1f ](z) =
1

2πi

∮

C

f(t)
1

t
ẽ1

(z

t

)

dt

непрерывен в пространстве H(K ′−1).
(2) Пусть

e(z) =

∞
∑

n=0

en
n!
zn

— целая функция экспоненциального типа и K — выпуклый компакт. Тогда следующие

утверждения равносильны:
(b) для каждой функции F (t) ∈ H(K ′) имеем fe(z) ∈ [1, hK(θ)];
(b) Ke ⊆M(K); при этом диагональный оператор

[Jf ](z) =
1

2πi

∮

C

f(t)
1

t
ẽ
(z

t

)

dt

непрерывен в пространстве H(K ′−1).

Предложение 3.2. Пусть

0 < lim
n→∞

n
√

|en| 6 lim
n→∞

n
√

|en| <∞

и K — выпуклый компакт. Для того чтобы существовали порожденное функцией

e1(z) =

∞
∑

n=0

1

enn!
zn

прямое и порожденное функцией

e(z) =
∞
∑

n=0

en
n!
zn

обратное преобразования Бореля соответственно пространств [1, hK(θ)] и H(K ′), необходимо

и достаточно, чтобы Ke, Ke1 ⊆M(K).

Приведем пример из [3] нетривиальных компакта K и функции e(z), для которых имеет место

это утверждение. Положим κs := exp

{

2πi

s

}

, где s > 2 фиксировано. В качестве K возьмем

правильный s-угольник

Ks :=

{

z =
s

∑

l=1

αlκ
l
s : αl > 0,

s
∑

l=1

αl 6 1

}

.
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Для отличных от нуля комплексных чисел a0, a1, . . . , as−1 положим

e(z) :=
1

s

s−1
∑

i=0

(

a0 + a1κ
−i
s + · · ·+ as−1κ

−(s−1)i
s

)

exp{κisz}.

Функции

ẽ(z) =
a0 + · · · + as−1z

s−1

1− zs
, ẽ1(z) =

a−1
0 + · · ·+ a−1

s−1z
s−1

1− zs

голоморфны вне точек κls, l = 1, . . . , s. Поэтому для компакта Ks существуют порождаемые этой
функцией e(z) обобщенные прямое и обратное преобразования Бореля пространств [1, hKs(θ)]
и H(K ′

s).

Теорема 3.2 (см. [3]). Пусть

e(z) =

∞
∑

n=0

en
n!
zn

— целая функция экспоненциального типа. Тогда пара утверждений

(a) для каждого содержащего начало координат выпуклого компакта K и для любой функ-

ции F (t) ∈ H(K ′) для ее обобщенного обратного преобразования Бореля имеем fe(z) ∈
[1, hK(θ)],

(b) Ke ⊆ [0, 1]

равносильна паре утверждений

(a) для каждого не содержащего начало координат выпуклого компакта K и для любой функ-

ции F (t) ∈ H(K ′) для ее обобщенного обратного преобразования Бореля имеем fe(z) ∈
[1, hK(θ)],

(b) Ke = {1}.

Аналогичное утверждение имеет место для пары ẽ1(z) и обобщенного преобразования Бореля.

Замечание 3.1. Ранее в статье (см. [40]) о представлении функций рядами обобщенных экспо-
нент А. Ф. Леонтьев также пришел к классу функций экспоненциального типа e(z), для которых
ẽ(z) и ẽ1(z) аналитически продолжаются в область C\ [1,∞]. Он доказал, что такие функции e(z)
необходимо имеют вполне регулярный рост в правой полуплоскости Re z > 0, но не обязательно
вполне регулярного роста в левой полуплоскости.

Замечание 3.2. Если ẽ(z)— функция, аналитическая в области C\[1,∞]}, а ẽ1(z)— функция,
аналитическая в круге D(0, 1), то граница главной звезды ẽ1(z) задается в полярной системе
координат следующей кривой (см. [55]):

∃α, β ∈
(

0,
π

2

)

∀θ ∈ (0, 2π) ρ(θ) := min
{

exp{θ tgα}, exp{(2π − θ) tg β}
}

, ρ(0) = 1.

4. Полиномы Бренке и коммутационные соотношения. В [60] было предложено обоб-
щение понятия полиномов Аппеля (1880 г.), получившее название полиномов Бренке, которые, в
свою очередь, подвергались дальнейшим обобщениям; кроме того, изучались разложения в ряды
по этим полиномам (см. [59]).

Пусть даны два формальных степенных ряда

a(z) =

∞
∑

n=0

an
n!
zn, qqqψ(z) =

∞
∑

n=0

ψnz
n.

Их произведение

a(w)ψ(zw) =

∞
∑

n=0

pn(z)w
n
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порождает последовательность полиномов Бренке (ППБ)

pn(z) =

n
∑

k=0

an−k

(n− k)!
ψkz

k, n = 0, 1, . . . .

В частном случае ψ(z) = ez получается последовательность полиномов Аппеля

pn(z) =

n
∑

k=0

an−k

(n− k)!k!
zk,

которые связаны равенствами
d

dz
pn(z) = pn−1(z), n ∈ N.

Имеет место следующая связь между классом полиномов Бренке и классом операторов обоб-
щенного дифференцирования Гельфонда—Леонтьева на span{zn} .

Теорема 4.1 (см. [7]). Последовательность полиномов Бренке pn(z), где ψn 6= 0 для всех n >

0, порождает оператор обобщенного дифференцирования D на span{zn} по следующему правилу :

Dzn =
ψn−1

ψn
zn−1, n ∈ N, D1 := 0,

причем

Dpn(z) = pn−1(z), Dpn(0) =
an−1ψ0

(n − 1)!
, n ∈ N, e(z) ≡

1

ψ 0

ψ(z).

Обратно, оператор обобщенного дифференцирования D на span{zn} с условием dn 6= 0, n > 0, и

формальный ряд

a(z) =

∞
∑

n=0

an
n!
zn

порождают ППБ {pn(z)} с порождающей функцией полиномов

a(w)e(zw) =

∞
∑

n=0

pn(z)w
n,

причем

Dpn(z) = pn−1(z), Dpn(0) =
an−1

(n− 1)!
, n ∈ N.

Обозначим символом LD множество линейных операторов L на span{zn}, которые коммути-
руют с оператором обобщенного дифференцирования D: LD = DL.

Теорема 4.2 (см. [7]). Между LD и множеством всех последовательностей полиномов

Бренке с порождающей функцией

a(w)e(zw) =
∞
∑

n=0

pn(z)w
n,

где dn 6= 0 для всех n > 0 и

e(z) := 1 +
∞
∑

n=1

zn

d0 . . . dn−1
=

∞
∑

n=0

en
n!
zn

— обобщенная экспонента оператора обобщенного дифференцирования D, существует изомор-

физм, задаваемый правилом
[

L
en
n!
tn
]

(z) = pn(z), n > 0.

При этом (формально)
[

Le(λt)
]

(z) = a(λ)e(λz), an =
[

Ltn
]

(0)en, n = 0, 1, . . . .
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Следующая теорема дает критерий расширяемости оператора из LD до оператора, непрерыв-
ного в H(G), и интегральное представление такого оператора.

Теорема 4.3 (см. [7]). Пусть оператор обобщенного дифференцирования D непрерывен в

H(G) и обобщенная экспонента

e(z) =

∞
∑

n=0

en
n!
zn

является целой функцией экспоненциального типа. Оператор L ∈ LD расширяется до непре-

рывного в H(G) оператора тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

(1) его характеристическая функция

a(z) =

∞
∑

n=0

[Ltn](0)en
n!

zn

является целой функцией экспоненциального типа, что равносильно условию

lim
n→∞

n

√

∣

∣

∣

[

Ltn
]

(0)en

∣

∣

∣ <∞;

(2) для последовательности его полиномов Бренке

pn(z) =
[

L
(en
n!
tn
)]

(z)

имеет место равномерная по n оценка через старшие коэффициенты на каждом компакте

из G: для любого m > 1 существует такое Cm > 0, что при всех z ∈ Gm и всех n > 1
справедливо неравенство

|pn(z)| 6 Cm max
t∈Gm

∣

∣

∣

en
n!
tn
∣

∣

∣ ,

что равносильно равномерной сходимости ряда

k(t, z) :=

∞
∑

n=0

n! pn(z)

en tn+1

в бицилиндрической области D(∞, Rm)×Gm, где

D(∞, Rm) :=
{

z ∈ C : |z| > Rm

}

;

(3) для всех m > 1 существует такое M =M(m), что сумма ряда

k(t, z) :=

∞
∑

n=0

n!pn(z)

entn+1

аналитически продолжается в односвязную область G
′
M ×Gm ⊂ C × C. При этом L пред-

стави́м в виде оператора обобщенной комплексной свертки:

[Ly](z) =
1

2πi

∮

ΓGM+1

y(t)k(t, z) dt,

и обобщенное обратное преобразование Бореля ядра k(t, z) равно
[

Le(λt
)

](z) = a(λ)e(λz).

Более простой по форме критерий расширения оператора, коммутирующего с оператором обоб-
щенного дифференцирования, получается для круговой области D(0, R), если воспользоваться
критерием М. Г. Хапланова (см. [53]).
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Замечание 4.1. Пусть оператор обобщенного дифференцирования D непрерывен вH(D(0, R)),

т.е. его порождающая функция d(z) =
∞
∑

n=0
dnz

n аналитична в D(0, 1). Оператор L ∈ LD расши-

ряется до непрерывного в H(D(0, R)) оператора тогда и только тогда, когда модули членов его
полиномов Бренке имеют следующую равномерную оценку: для любого r < R

lim
n→∞

n

√

1

|en|
max
06k6n

∣

∣

∣

[

Ltn−k
]

(0)Ck
nen−kek

∣

∣

∣rk < R.

Замечание 4.2 (см. [7]). ПустьG— односвязная центрально симметричная область,D = Λα,β ,
L ∈ LΛα,β

. Следующие утверждения равносильны:

(1) L расширяется до линейного непрерывного в H(G) оператора и коммутирует с обобщенным
оператором Данкла: LΛα,β = Λα,βL на H(G);

(2) функция

a(λ) :=

∞
∑

n=0

[Ltn](0)

(1 + α+ β) . . . (n+ α+ (−1)n−1β)
λn

является целой функцией экспоненциального типа, а функция

A(t− z) :=

∞
∑

n=0

[Lζn](0)n!

(1 + α+ β) . . . (n+ α+ (−1)n−1β)

1

(t− z)n+1

аналитически продолжается в каждую область G
′
M ×Gm как функция двух переменных.

При D = d/dz имеем

e(z) =

∞
∑

n=0

1

n!
zn.

Первое условие теоремы принимает вид

lim
n→∞

n
√

|[Ltn](0)| <∞;

оно равносильно тому, что характеристическая функция оператора

a(z) :=
∞
∑

n=0

[Ltn](0)

n!
zn

является целой функцией экспоненциального типа. Преобразование Бореля последней

A(t) :=
∞
∑

n=0

[Lζn](0)

tn+1

аналитично в окрестности бесконечности, и можно показать, что

A(t− z) ≡
∞
∑

n=0

n!pn(z)

tn+1

на каждой бицилиндрической области D(∞, RM )×Gm. Поэтому имеет место следующее утвер-
ждение.

Предложение 4.1. Оператор L ∈ Ld/dz расширяется до непрерывного в H(G) тогда и толь-

ко тогда, когда выполнены следующие условия:

(1) его характеристическая функция a(z) является целой функцией экспоненциального типа;
(2) функция A(t − z) аналитически продолжается как функция двух переменных в каждую

область вида G
′
M ×Gm.
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Второе условие можно переформулировать так: функция A(t) аналитически продолжается из
окрестности бесконечности до локально аналитической на множестве G′−G. Нас давно интересо-
вал вопрос: будут ли эти продолжения однозначными локально аналитическими на G′ −G? Для
ограниченных областей имеем G′ − G = C \ {0}, и ответ положителен(см. [14, 54]). Для некото-
рых классов неограниченных областей ответ также положителен (см. [29]). В обоих случаях это
продолжение было аналитическим вне множества S(G) := {z ∈ C : z + G ⊆ G} , обладающего
свойством G′−G = (S(G))′ (см. [8,29]). Мы его назвали вычетом множества G. Всегда 0 ∈ S(G).

Теорема 4.4 (см. [8]). Пусть G— односвязная область, а ее вычет S(G) связен и 6= {0}. То-

гда для каждого непрерывного в H(G) оператора L ∈ Ld/dz существует локально аналитическая

на (S(G))′ функция A(t), обладающая следующим свойством: для любого m > 1 найдется такое

M =M(m), что для всех z ∈ Gm

[Ly](z) =
1

2πi

∮

ΓGM+1

y(t)A(t− z) dt.

В случае несвязного S(G) всегда существует непрерывный в H(G) оператор L ∈ Ld/dz, у кото-

рого соответствующая функция A(t) локально аналитична, но неоднозначна на (S(G))′.

Вопрос об однозначности ядер всех операторов комплексной свертки для случая S(G) = {0}
остается открытым.

5. Хаотичность и гиперцикличность операторов обобщенной свертки. В [57] была
установлена хаотичность и гиперцикличность операторов свертки, ассоциированных с опера-
тором Данкла, в пространстве целых функций H(C). В [27] этот результат распространен на
операторы обобщенного дифференцирования в исходном определении. В [26] изучено другое по
сравнению с предложенным нами в [7] обобщение оператора Данкла, которое также является
частным случаем оператора обобщенного дифференцирования Гельфонда—Леонтьева. Поэтому
результаты [27] позволили выделить соответствующий класс хаотических и гиперциклических
операторов свертки. В [6] был описан класс линейных непрерывных в H(G) операторов, комму-
тирующих с оператором Данкла Λα, дано его интегральное представление и доказана хаотичность
и гиперцикличность операторов этого класса. Имеет место следующая теорема.

Теорема 5.1 (см. [6]).

(1) Пусть линейный оператор L непрерывен на H(G), где область G односвязна и симметрична

относительно начала координат,

e(λ) :=
∞
∑

n=0

Γ(α+ 1)

2n
[

n
2

]

!Γ(α+ 1 +
[

n+1
2

]

)
zn

— обобщенная экспонента оператора Данкла Λα (см. [57]). Тогда равносильны следующие

утверждения:
(a) L ∈ LΛα ;
(b) L действует на последовательности степеней по правилу

L

[

n!Γ(α+ 1)

2n[n2 ]!Γ(α + 1 + [n+1
2 ])

tn

]

(z) :=
n
∑

k=0

Ck
nak

(n− k)!Γ(α+ 1)

2n−k
[

n−k
2

]

!Γ
(

α+ 1 +
[

n−k+1
2

]

)zn−k;

(c) функция

a(λ) =

∞
∑

n=0

an
n!
λn :=

[Le(λt)](z)

e(λz)

не зависит от z и является целой функцией экспоненциального типа по λ, а функция

двух переменных

A(t− z) :=

∞
∑

n=0

an
(t− z)n+1

, t ∈ D(∞, R) ⊆ G
′
M , z ∈ D(z0, ε) ⊆ Gm,
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аналитически продолжается в односвязные области G
′
M ×Gm ⊂ C×C. Такой оператор

L представим в виде обобщенной комплексной свертки

[Ly](z) =
1

2πi

∮

ΓGM+1

y(t)
[

Bea(λ)e(λz)
]

(t, z) dt.

(2) Пусть L— линейное непрерывное не скалярно кратное тождественному преобразование про-

странства H(G), где G— звездная область, и LΛα = ΛαL на H(G). Тогда L имеет инвари-

антное относительно Λα гиперциклическое многообразие, которое плотно в H(G). Опера-

тор L является также хаотическим.

В теореме 4.3 был описан класс линейных непрерывных в H(G) операторов, которые коммути-
руют с заданным и непрерывным в H(G) оператором обобщенного дифференцирования D. В [7]
для для этого класса доказана следующая теорема.

Теорема 5.2. Пусть оператор обобщенной комплексной свертки L удовлетворяет теоре-

ме 4.3 и не является скалярно кратным тождественному преобразование пространства H(G).
Тогда L имеет инвариантное относительно D гиперциклическое многообразие, которое плотно

в H(G). Оператор L является также хаотическим.

6. Операторы обобщенного дифференцирования и линейные операторные уравне-

ния. Операторы обобщенного дифференцирования первоначально появились в [21] как инстру-
мент представления операторных уравнений, которым удовлетворяют функции, аппроксимируе-
мые системой обобщенных экспонент {e(λnz)}. Развитие этого направления отражено в моногра-
фиях, диссертациях и обзорах, в частности, [24, 31, 36]. Изучение дифференциальных уравнений
на базе операторов обобщенного дифференцирования следует начинать с рассмотрения линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Теорема 6.1 (см. [47]).

(1) Пусть D— оператор обобщенного дифференцирования в H(G). Для того чтобы уравнение

(D − λI)y = 0 имело ненулевое решение для каждого λ ∈ C, достаточно (а в случае 0 ∈
G и необходимо), чтобы все числа dn, начиная с некоторого dn0

, были не равны нулю и

обобщенная экспонента

zn0 +
∞
∑

n=n0+1

1

dn0
. . . dn−1

zn =: e(z)

была целой функцией. В этом случае общее решение имеет вид y(z) = Ce(λz), где C ∈ C.

Далее предполагаем, что e(z) — целая функция.

(2) Частное решение неоднородного уравнения

(D − λI)y =

m
∑

k=0

ckz
ke(k)(λz)

имеет вид

y0(z) =

m+1
∑

k=1

ck−1

k
zke(k)(λz).

(3) Частное решение неоднородного уравнения

(D − λI)y =

m
∑

k=0

ckz
ke(k)(µz)

в случае λ 6= µ имеет вид

y0(z) =

m
∑

k=0

qkz
ke(k)(µz),

где коэффициенты qk явно выражаются через {ck}, λ, µ.
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(4) Общее решение неоднородного уравнения

(D − λI)sy =
m
∑

k=0

ckz
ke(k)(µz)

в случае λ 6= µ имеет вид

y(z) =
s−1
∑

k=0

bkz
ke(k)(λz) +

m
∑

k=0

qkz
ke(k)(µz),

где bk — произвольные постоянные, а qk явно выражается через {ck}, λ, µ.
(5) Пусть характеристическое уравнение однородного операторного уравнения

Dny + a1D
n−1y + · · ·+ any = 0

имеет корни λ1, . . . , λm кратностей соответственно p1, . . . , pm. Тогда общее решение этого

уравнения имеет вид

y(z) =
m
∑

l=1

pl−1
∑

k=0

cl,kz
ke(k)(λlz),

где cl,k — произвольные коэффициенты из C.

Теорема 6.2.

(1) (см. [47]) Пусть G— односвязная область, 0 ∈ G и D— оператор обобщенного дифференци-

рования в H(G). Уравнение Dy = f разрешимо в H(G) для любой правой части из H(G)
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
(a) dn 6= 0 для всех n ∈ N ∪ {0};

(b) ряд
∞
∑

n=0

1

dn
zn =: d1(z) сходится в окрестности начала координат, и функциональный

элемент
z

t
d1

(z

t

)

, |t| > 1/ε, |z − z0| < ε, аналитически продолжается в каждую одно-

связную область G
′
M × Gm, m ∈ N. В этом случае частное решение задается в виде

интеграла

y(z) = [If ](z) =
1

2πi

∮

ΓGM+1

f(t)
z

t
d1

(z

t

)

dt, z ∈ Gm.

(2) (см. [17]) Пусть G— звездная относительно нуля область, а оператор обобщенного диффе-

ренцирования

[Dy](z) = a0
y(z)− y(0)

z
+

s
∑

k=1

∆kz
k−1y(k)(z)

образован по многочлену P (z) = a0 + a1z + · · · + asz
s, as 6= 0, как описано выше. Предполо-

жим, что P (k) 6= 0 для всех k > 0 и все нули ν1, . . . , νs этого многочлена лежат в левой

полуплоскости: Re ν1, . . . ,Re νs < 1. Тогда общее решение в H(G) линейного операторного

уравнения Dy − λy = f для любой правой части из H(G) имеет вид

Ce(λz) +
z

as

1
∫

0

· · ·

1
∫

0

∞
∑

k=0

1

(k!)s

(

λ

as
(1− u1) . . . (1− us)z

)k s
∏

k=1

u−νk
k f(u1 . . . usz) du1 . . . dus,

где e(z) = 1Fs(1; 1 − ν1, . . . , 1− νs; z), C ∈ C.

(3) (см. [47]) Пусть G— односвязная область, 0 /∈ G, P (z) = z(z − ν), ν /∈ N ∪ 0. Тогда общее

решение в H(G) линейного операторного уравнения Dy− λy = f для любой правой части из
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H(G) имеет вид

Ce(λz) +

z
∫

z0

x2
∫

z0

∞
∑

k=0

1

k!2

(

λ

(

1−
x1
x2

)

(z − x2)

)k

x1
−νx2

ν−1f(x1) dx1 dx2.

В последнем пункте вопрос о представлении решения в случае degP > 2 открыт.

7. Операторы обобщенного дифференцирования и интерполяционная задача. В ра-
ботах А. Ф. Леонтьева присутствуют различные постановки интерполяционных задач с разным
их предназначением. Мы здесь не останавливаемся на так называемой «задаче свободной ин-
терполяции» (см. [1]) и интерполирующей функции Леонтьева (см. [25, 34]), а приводим задачи,
связанные c темой статьи.

Теорема 7.1 (см. [37]).

(1) Пусть интерполяционные задачи f1(n) = en, f2(n) = 1/en разрешимы в пространстве функ-

ций порядка не выше 1 и типа 0 в правой полуплоскости: существует такое N > 0, что

для всех n > N , всех ε > 0 и всех |z| > r(ε) справедливо неравенство
∣

∣fi(z)
∣

∣ 6 aε|z|.

Тогда функции

E(t) :=
∞
∑

n=0

en
tn+1

, E1(t) :=
∞
∑

n=0

1

entn+1
(1)

голоморфны вне отрезка [0, 1].
(2) Если функции (1) голоморфны вне отрезка [0, 1], то для каждой выпуклой области G, 0 ∈ G,

найдется такая последовательность {λn}, обладающая свойством

lim
n→∞

lnn

λn
= 0,

что последовательность {e(λnz)} будет представляющей в пространстве H(G).

Теорема 7.2 (см. [3]). Пусть

e(z) =

∞
∑

n=0

en
n!
zn

— целая функция экспоненциального типа и K — выпуклый компакт 6= {0} (в этом случае 1 ∈

M(K) ⊆ D(0, 1)). Тогда равносильны следующие утверждения:

(a) Ke ⊆M(K);
(b) существует функция экспоненциального типа в полуплоскости Re z > 0, интерполирующая

{dn} в следующем смысле: a(0) = d0, a(1) = d1, . . . , и такая, что ее преобразование Лапласа

аналитически продолжается в односвязную область (lnM(K))′, где lnM(K) есть объеди-

нение точки ∞ = ln 0 и всех точек из полосы −π 6 Im(z) < π, являющихся образами M(K)
при отображении w = ln z, −π 6 arg z < π.

Теорема 7.3 (см. [47]).

(1) Пусть мультипликатор односвязной области G равен M(G) = [0, 1]. Оператор обобщенного

дифференцирования Dzn = an−1z
n−1, n ∈ N, D1 = 0, непрерывен в H(G) тогда и только

тогда, когда найдутся σ > 0 и целая функция экспоненциального типа a(z) с индикаторной

диаграммой на [−σ, 0], которая решает следующую интерполяционную задачу : a(0) = d0,
a(1) = d1, . . . .

(2) Пусть каждый луч с началом в нуле пересекает односвязную область G по интервалу (из

которых хотя бы один конечный и хотя бы один не начинается в нуле) или по пустому

множеству. Оператор обобщенного дифференцирования Dzn = an−1z
n−1, n ∈ N, D1 = 0,

непрерывен в H(G) тогда и только тогда, когда найдется целая функция порядка не выше 1
и типа 0, которая решает следующую интерполяционную задачу : a(0) = d0, a(1) = d1, . . . .
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(3) Пусть G— звездная область относительно нуля и G 6= C. Оператор обобщенного диффе-

ренцирования Dzn = an−1z
n−1, n ∈ N, D1 = 0, непрерывен в H(G) тогда и только тогда,

когда найдется функция экспоненциального типа в полуплоскости Re z > 0, интерполиру-

ющая {dn} в следующем смысле: a(0) = d0, a(1) = d1, . . . , и такая, что ее преобразование

Лапласа аналитически продолжается в односвязную область (lnM(G))′, где lnM(G) есть

объединение точки ∞ = ln 0 и всех точек из полосы −π 6 Im(z) < π, являющихся образами

M(G) при отображении w = ln z, −π 6 arg z < π.

В последнем случае использованы результаты по аналитическому продолжению суммы сте-
пенного ряда из [45].

Пусть Λ := {λk,mk}
r
k=1 — последовательность попарно различных точек λ1, . . . , λr комплексной

плоскости кратностей соответственно p1, . . . , pr, n :=
r
∑

k=1

pk, EΛ — n-мерное векторное простран-

ство экспоненциальных мономов zl−1eλkz с базисом e(Λ) :=
{

zl−1eλkz
}mk ,r

l=1,k=1
. Это пространство

инвариантно как относительно операции дифференцирования d/dz, т.е. d/dz : EΛ → EΛ, так и
относительно оператора сдвига: Sα : EΛ → EΛ, где [Sαy](z) := y(z + α).

Линейный оператор L : EΛ → EΛ называется стационарным (см. [50]), если он коммутирует
со всеми операторами сдвига: LSαy = SαLy для всех y ∈ EΛ.

Теорема 7.4 (свойства стационарного линейного оператора в EΛ; см. [10]).

(1) Введем обозначение lk,i := [Ltieλkt](0). Тогда

[Ltleλkt](z) =
l

∑

i=0

Ci
l lk,l−iz

ieλkz.

(2) (критерий стационарности) Линейный оператор L : EΛ → EΛ стационарен тогда и только

тогда, когда он коммутирует с операцией дифференцирования:

L

(

dy

dt

)

=
d

dz
(Ly) ∀y ∈ EΛ.

(3) (формула представления) По последовательности
{

[

Ltl−1eλkt
]

(z)
}mk ,r

l=1,k=1
и узлам Λ :=

{

λk,mk

}r

k=1
образуем интерполяционный многочлен в форме Эрмита (см. [20])

p(x, z) =
r

∑

k=1

mk
∑

l=1

[

Ltl−1eλkt
]

(z)

(l − 1)!

mk−l
∑

s=0

1

s!

[

(ζ − λk)
mk

ω(ζ)

](s)

ζ=λk

ω(x)

(x− λk)mk−l−s+1
,

обладающий свойством

p
(l−1)

xl−1 (λk, z) =
[

Ltl−1eλkt
]

(z), k = 1, . . . , r, l = 1, . . . ,mk.

Стационарный линейный оператор L : EΛ → EΛ представим в виде интегрального опера-

тора

[Ly](z) =
1

2πi

∮

C

y(w)k(w, z) dw,

в котором ядро

k(w, z) =

∞
∫

0

p(t, z)e−wtdt

является преобразованием Бореля функции p(t, z), а контур C охватывает все узлы Λ.
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8. Ряды обобщенных экспонент. Впервые задача о полноте системы вида {e(λnz)},
lim
n→∞

λn = ∞, была рассмотрена в статье А. О. Гельфонда [63]. В [21] такие последовательности
трактуются как элементарные решения операторного уравнения, и исследуется вопрос о разло-
жении по этим решениям.

Формула вычисления области сходимости ряда из экспонент с комплексными показателями
была установлена Г. Л. Лунцем. Пусть неубывающая по модулю последовательность различных
комплексных чисел {λn} удовлетворяет условию

lim
n→∞

lnn

λn
= 0.

Пусть θn := arg λn, а ΘΛ — множество предельных точек последовательности {θn+2πk}∞, ∞
n=1, k=−∞.

По последовательности коэффициентов ряда
∞
∑

n=1

an exp{λnz} (2)

определим 2π-периодическую функцию по правилу

ka(ϕ) :=











lim
δ→0

lim
|θn−ϕ|<δ

1

|λn|
ln

1

|an|
, если ϕ ∈ ΘΛ,

+∞, если ϕ /∈ ΘΛ.

Тогда область сходимости этого ряда совпадает с областью абсолютной сходимости и вычисляется
по формуле (см. [43])

G :=
{

z ∈ C : ∀ϕ ∈ ΘΛ Re(eϕız) < ka(ϕ)
}

.

Под областью сходимости понимается множество точек, в некоторой окрестности каждой из ко-
торых ряд сходится. Ряд будет расходиться во всех точках вне замыкания множества G. Однако
это свойство нарушается при переходе к рядам обобщенных экспонент.

Пусть e(z) — целая функция порядка ρ > 0 с индикатором h(θ) (см. [33]). Под областью сходи-
мости ряда

∞
∑

n=1

ane(λnz) (3)

понимается множество точек Ge, в некоторой окрестности каждой из которых он сходится.
По последовательности коэффициентов ряда (3) определим 2π-периодическую функцию по

правилу

ka(ϕ) :=











lim
δ→0

lim
|θn−ϕ|<δ

1

|λn|ρ
ln

1

|an|
, если ϕ ∈ ΘΛ,

+∞, если ϕ /∈ ΘΛ.

Положим

Ga :=
{

z = r exp{θı} : ∀ϕ ∈ ΘΛ h(θ + ϕ)rρ < ka(ϕ)
}

,

Ĝa :=
{

z = r exp{θı} : ∀ϕ ∈ ΘΛ h(θ + ϕ)rρ 6 ka(ϕ)
}

.

В [44] установлены следующие факты:

(1) ряд (3) сходится абсолютно и равномерно на любом компакте из множества Ga;
(2) Если 2π-периодическое множество {θn+2πk}∞, ∞

n=1, k=−∞ нигде не плотно на оси и функция e(z)

имеет вполне регулярный рост (см. [33]), то в любом шаре вне Ĝa найдется точка, в которой
ряд (3) расходится.

Эти факты получили следующее развитие.

Теорема 8.1 (см. [12]).

(1) Ga ⊆ Ge, а если функция e(z) имеет вполне регулярный рост, то Ge ⊆ Ĝa.

Далее у функции e(z) предполагается вполне регулярный рост.
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(2) Для любого ряда
∞
∑

n=1
an exp(λnz) равенство Ga = Ge имеет место тогда и только тогда,

когда h(θ) 6= 0 тождественно ни на каком интервале (α, β).

(3) Если для любого ряда
∞
∑

n=1
an exp(λnz) имеет место равенство Ĝa = Ge, то h(θ) 6= 0 тожде-

ственно ни на каком интервале (α, β). Обратное, вообще говоря, неверно.

(4) Пусть

kGa(ϕ) := sup
z∈Ga

h(θ + ϕ)rρ, G0 :=
{

z : ∀ϕ h(θ + ϕ)rρ < kGa(ϕ)
}

.

Тогда Ga = G0, и функция kGa(ϕ) является ρ-тригонометрически выпуклой (см. [33] и 2π-
периодической.

Следующие примеры показывают, что Ga 6= Ĝa, вообще говоря, и Ge 6= Ga.
Рассмотрим ряды

∞
∑

n=1

(

1 + e−nz
)

,

∞
∑

n=1

1

n2
(1 + e−nz).

Они образованы по функции e(z) := 1 + ez и последовательности {λn} := {−n};

h(θ) :=

{

cos θ, |θ| < π/2,

0, |θ − π| 6 π/2.

В обоих случаях

ka(ϕ) =

{

0, ϕ = 2πn + π,

∞, ϕ 6= 2πn + π,

откуда

Ga =
{

z : h(θ + π)r < 0
}

= ∅, Ĝa =
{

z : h(θ + π)r 6 0
}

=
{

z : Re(z) > 0
}

6= Ga.

Для первого ряда Ge = ∅ = Ga; для второго ряда Ge = {z : Re(z) > 0}, т.е. Ge = Ĝa.
Пусть ρ = 1. Ассоциируем с рядом (3) ряд (2) с теми же коэффициентами и показателями.

Область сходимости ряда (2) обозначим G, а ее опорную функцию — kG(θ).

Теорема 8.2.

(1) (см. [12]) Пусть последовательность λn удовлетворяет условию

lim
n→∞

lnn

λn
= 0

и e(z) — целая функция экспоненциального типа вполне регулярного роста с ненулевым ин-

дикатором h(θ) и сопряженной индикаторной диаграммой K. Будем предполагать условие

lim
n→∞

1

λn
ln

1

|an|
> 0,

если нуль является угловой точкой границы компакта K. Тогда область сходимости Ge

ряда обобщенных экспонент совпадает с мультипликатором пары множеств K, G:

Ge =M(K,G) =
{

z ∈ C : zK ⊆ G
}

=
{

z ∈ C : ∀ϕ ∈ ΘΛ h(θ + ϕ)r < kG(−ϕ)
}

.

Следующее утверждение показывает существенность предположения о полной регуляр-

ности роста e(z).
(2) (см. [2]) Пусть e(z) — целая функция экспоненциального типа с ненулевым индикатором

h(θ) и сопряженной индикаторной диаграммой K. Рассмотрим множество рядов вида

∞
∑

n=1

ane(λnz),
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предполагая дополнительно

lim
n→∞

1

λn
ln

1

|an|
> 0,

если нуль является угловой точкой границы компакта K. Для того чтобы области сходи-

мости Ge, G, ряда и его ассоциированного всегда были связаны равенством

Ge =
{

z ∈ C : zK ⊆ G
}

,

необходимо и достаточно, чтобы функция e(z) имела вполне регулярный рост.

Замечание 8.1. В работе Т. А. Леонтьевой [41] доказана выпуклость области сходимости
ряда обобщенных экспонент (3) в предположении, что нули функции e(z) образуют R-множество
(см. [33]).

Последовательность e(λnz) называется представляющей в H(G) (см. [30]), если каждая функ-
ция из этого пространства представима в виде суммы ряда (3), сходящегося в топологии H(G).

Замечание 8.2. Пусть целая функция экспоненциального типа e(z) имеет вполне регулярный
рост. Без потери общности считаем тип равным 1 и h(0) = 0.

(1) (см. [39]) Для того чтобы существовали ряды (3) с произвольной выпуклой областью сходи-
мости G, 0 ∈ G, необходимо и достаточно, и чтобы все особенности функции

E(t) :=

∞
∑

n=0

en
tn+1

лежали на отрезке [0, 1].
(2) (см. [38]) Для того чтобы в каждом пространстве H(G), 0 ∈ G, G— выпуклая область, су-

ществовала представляющая последовательность {e(λnz)}, необходимо и достаточно, чтобы
en 6= 0 для всех n > 0 и чтобы все особенности функций

E(t) :=
∞
∑

n=0

en
tn+1

, E1(t) :=
∞
∑

n=0

1

entn+1

лежали на отрезке [0, 1].

Область назовем s-инвариантной, если она инвариантна относительно поворота вокруг начала
координат на угол 2π/s, s > 2. Класс всех выпуклых s-инвариантных областей обозначим Ωs.
В [13] рассмотрена задача получения аналогичного замечанию результата для класса Ωs.

Теорема 8.3. Пусть функция e(z) — целая функция экспоненциального типа с индикатором

h(θ), K — выпуклый компакт с опорной функцией h(−θ).

(1) Для того чтобы при любой G ∈ Ωs существовал ряд (3) с областью сходимости G, необхо-

димо и достаточно, чтобы K ⊆ Ks.

(2) Для того чтобы область сходимости ряда (3) была всегда s-инвариантной и для любой

G ∈ Ωs существовал ряд (3) с областью сходимости G, необходимо и достаточно, чтобы

K = Ks.

(3) Для того чтобы область сходимости ряда (3) была всегда s-инвариантной и для любой

G ∈ Ωs в H(G) существовала представляющая последовательность {e(λnz)}, необходимо и

достаточно, чтобы K = Ks, en 6= 0 для всех n > 0, и все особенности функции

E1(t) :=

∞
∑

n=0

1

entn+1

лежали в Ks.
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9. Однодиагональные операторы. Пусть G1, G2 ⊆ C— односвязные области. Непрерывный
линейный оператор L : H(G1) → H(G2) назовем однодиагональным (s-диагональным), если су-
ществует такое s ∈ N∪{0}, что L1 = · · · = Lzs−1 = 0 и Lzn = dn−sz

n−s для всех n > s или если су-
ществует такое s = −1,−2, . . . , что Lzn = dnz

n−s для всех n ∈ N∪{0}. Название объясняется тем,
что все элементы матрицы такого оператора в пространстве многочленов span{zn} с базисом {zn}
равны нулю, кроме элементов на линии, параллельной главной диагонали. Однодиагональными
являются, например, диагональные операторы, операторы обобщенного дифференцирования и
обобщенного интегрирования Гельфонда—Леонтьева.

Следующая теорема обобщает теорему 2.2

Теорема 9.1 (см. [18]). Определенное на {zn} по приведенному выше правилу отображение

расширяется до однодиагонального из оператора H(G1) → H(G2) тогда и только тогда, когда

ряд
∞
∑

n=0
dnz

n сходится в окрестности начала координат и для любого m ∈ N существует такое

{M = M(m)}, что функциональный элемент от двух переменных d (z/t), |t| > ε−1, |z| < ε,

аналитически продолжается в каждую односвязную область G
′
1,M × G2,m, где последователь-

ность односвязных областей Gi,m исчерпывает Gi, i = 1, 2, причем в случае 0 /∈ G2 элемент

d(z) аналитически продолжается в точку z = ∞, имеет в ней нуль порядка >s в случае s > 0
и нуль порядка >1 в случае s < 0. В случае s > 0 оператор имеет интегральное представление

∀y ∈ H(G1) ∀z ∈ G2,n [Ly](z) =
1

2πi

∮

ΓG1,N+1

y(t)
1

ts+1
d
(z

t

)

dt,

а случае s < 0— представление

∀y ∈ H(G1) ∀z ∈ G2,n [Ly](z) =
1

2πi

∮

ΓG1,N+1

y(t)
z−s

t
d
(z

t

)

dt.

Возьмем в качестве D обобщенную гипергеометрическую функцию (см. [56])

q+1Fq(a1, . . . , aq+1; b1, . . . , bq; z) :=

∞
∑

n=0

(a1)n . . . (aq+1)n
(b1)n . . . (bq)n

zn, ai, bj 6= −1,−2, . . . .

Она порождает однодиагональный оператор в H(G), 0 ∈ G, так как ее особыми точками (ветв-

ления) при аналитическом продолжении из нуля являются 0, 1,∞, причем 1,∞ /∈ G′−1G.
Частный случай однодиагональных операторов — диагональные операторы — ведут свое нача-

ло от теоремы Адамара об умножении особенностей (1899 г.). Они встречаются в [21] как опе-
раторы преобразования одного оператора обобщенного дифференцирования в другой и в [52]
как операторы преобразования обобщенных полиномов Фабера. Общее определение в H(G) дано
в [42].

Обозначим через L(G1, G2) = L(H(G1),H(G2) пространство линейных непрерывных операто-
ров L : H(G1) → H(G2). Каждый такой оператор реализуется в виде интегрального оператора

[Ly](z) =
1

2πi

∮

ΓG1,N+1

y(t)k(t, z) dt,

где ядро k(t, z) — локально аналитическая функция на множестве G1
′ ×G2 ⊂ C× C (см. [64]).

Функция e(λ, z) := [Leλt](z) есть обобщенное обратное преобразование Бореля ядра по пере-
менной t и потому является целой функцией экспоненциального типа по переменной λ. Назовем
функцию

h(λ, z) :=
e(λ, z)

exp{λz}
символом оператора L.

Обозначим через LLeo(G1, G2) подпространство в L(G1, G2), состоящее из всех диагональных
операторов.
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Теорема 9.2 (см. [2]). Пусть L ∈ L(G1, G2).

(1) Равносильны следующие утверждения:
(a) L ∈ LLeo(G1, G2);
(b) символ оператора h(λ, z) является функцией произведения своих аргументов;
(c) обратное преобразование Бореля по переменной t ядра k(t, z) является функцией произ-

ведения своих аргументов;

(d) L коммутирует с оператором z
d

dz
:

∀y ∈ H(G1) z
d

dz
L[y(t)] =

[

Lt
d

dt

]

(z);

(e) ядро k(t, z) удовлетворяет дифференциальному уравнению

t
dk

dt
+ z

dk

dz
+ k = 0

в областях G
′
1,M) ×G2,m.

(2) Если символ оператора L ∈ L(G1, G2) зависит от произведения аргументов, h(λ, z) = h(λz),

то оператор диагональный и его порождающая функция d(z) =
∞
∑

n=0
dnz

n связана с символом

равенством
∞
∑

n=0

dn
n!
zn = h(z)ez .

Рассмотрим класс операторов Lc(G1, G2), символ которых не зависит от переменной z:

e(λ, z)

exp{λz}
≡ a(λ).

Функция a(λ) называется также характеристической функцией оператора; она является целой
функцией экспоненциального типа. Эти операторы называются операторами комплексной сверт-

ки, так как имеют представление

[Ly](z) =
1

2πi

∮

C

y(t)A(t− z) dt

(см. [62]), где A(t)— преобразование Бореля характеристической функции a(λ).

Теорема 9.3 (см. [2]). Пусть 0 /∈ G1 ∪ G2. Обозначим через T : H(lnGi) → H(Gi), i = 1, 2,

топологический изоморфизм пространств с ядром k(t, z) :=
1

t− ln z
.

(1) Между пространством операторов L1 ∈ LLeo(G1, G2) и пространством операторов L2 ∈
Lc(lnG1, lnG2) существует взаимно однозначное соответствие, задаваемое формулой L2 =
T−1L1T .

(2) Ядра операторов L1, L2 связаны равенством

A(t) =
1

2πi

∮

C

d(e−ζ)
dζ

t− ζ
.

Характеристическая функция оператора L2 равна

a(λ) =
1

2πi

∮

C

tλ−1d

(

1

t

)

dt.

Замечание 9.1. Пусть 0 /∈ G1 ∪G2.

(1) Имеет место следующая связь понятий вычета и мультипликатора множеств:

lnM(G1, G2) = S(lnG1, lnG2).
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(2) Вопрос об эпиморфизме диагонального оператора сводится к вопросу об эпиморфизме опе-
ратора комплексной свертки (см. [23]).

Замечание 9.2. Если 0 ∈ G2 \G1, то LLeo(G1, G2) = ∅.

Можно исследовать линейные операторные уравнения, порожденные диагональным операто-
ром. Так, Г. Дэвис (см. [61]) изучал разрешимость дифференциального уравнения Эйлера беско-
нечного порядка

[Jy](z) ≡

∞
∑

n=0

anz
ny(n)(z) = f(z)

в пространстве H(C).

Теорема 9.4. Пусть 0 ∈ G1∩G2, J ∈ LLeo(G1, G2), Jz
n = dnz

n, n ∈ N∩{0}. Уравнение Jy = f
разрешимо в H(G1) для любой правой части из H(G2) тогда и только тогда, когда выполнены

следующие условия:

(a) dn 6= 0 для всех n ∈ N ∪ {0};
(b) ряд

∞
∑

n=0

1

dn
zn =: d1(z)

сходится в окрестности начала координат, и функциональный элемент

1

t
d1

(z

t

)

, |t| >
1

ε
, |z − z0| < ε,

аналитически продолжается в каждую односвязную область G
′
2,M(m)×G1,m, m ∈ N. В этом

случае решение уравнения находится с помощью диагонального оператора:

y(z) = [J1f ](z) =
1

2πi

∮

ΓGM+1

f(t)
1

t
d1

(z

t

)

dt, z ∈ G1,m.

Замечание 9.3. Случай G1 = G2 =: G рассмотрен в [47]. При условии аналитического про-
должения d(z) в C \{1} диагональный оператор представи́м на H(G) в виде дифференциального
оператора Эйлера бесконечного порядка (см. [32]):

[Jy](z) ≡

∞
∑

n=0

anz
ny(n)(z),

где

dn =
n
∑

k=0

n!

(n− k)!
ak, n = 0, 1, . . . .

В этой же работе изучалась разрешимость соотвествующего операторного уравнения.
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1. Введение

Пусть Ω— область в C
N , A(Ω)— пространство всех аналитических в Ω функций с топологи-

ей равномерной сходимости на компактах области Ω. Хорошо изучен оператор Поммье D0 в
A(Ω) в случае N = 1. (Часто D0 называют оператором сдвига влево.) Отметим те работы, в
которых изучены линейные непрерывные операторы, перестановочные с D0, и решаются задачи,
связанные с аппроксимационными свойствами D0. В [6, 7, 14, 15, 27, 32] описан коммутант D0 и
его одномерного возмущения — линейного непрерывного левого обратного к оператору умноже-
ния на независимую переменную в кольце всех линейных непрерывных в A(Ω) операторов и в
счетном индуктивном пределе E весовых пространств Фреше целых функций. В [9, § 9] изучен
коммутант оператора обобщенного дифференцирования в пространствах числовых семейств; его
частным случаем является оператор сдвига влево (см. также библиографию в [9]). Циклические
векторы D0 и линейного непрерывного левого обратного к оператору умножения на независи-
мую переменную в A(Ω) и в E исследованы в [5,11,14,20,30,32]. В [8,30] изучены их собственные
замкнутые инвариантные подпространства. В [28] исследованы циклические векторы и инвари-
антные подпространства D0 в пространстве Харди H2 в единичном круге; в [29] — коммутант и
циклические векторы обобщенного сдвига влево в банаховом пространстве. Отметим, что в [6–8]
применяется, в частности, подход, при котором коммутант D0 рассматривается как представле-
ние алгебры аналитических функционалов. Ранее этот метод применялся в [19] к коммутанту
оператора обобщенного интегрирования.
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В настоящей статье предложена многомерная версия оператора Поммье. Его естественной об-
ластью определения в многомерной ситуации является пространство A(Ω), когда Ω— полицилин-
дрическая область, в частности, пространство всех целых в C

N функций и его подпространства.
Структура работы следующая. В разделе 2 вводятся и изучаются частные операторы Поммье

Dj,z, 1 6 j 6 N , и их произведения — мультистепени Dα
z . Здесь исследуются и ассоциированные

c ними операторы сдвига и устанавливается их связь с многомерным вариантом интерполиру-
ющей функции А. Ф. Леонтьева. В разделе 3 дано полное описание линейных непрерывных в
A(Ω) операторов, перестановочных с каждым оператором Dj,0. В разделе 3 приводится также
аналогичное описание коммутанта системы операторов D0 := {Dj,0 : 1 6 j 6 N} в весовом
(LF)-пространстве целых функций. Раздел 4 посвящен описанию циклических векторов системы
D0 в A(Ω). По ходу изложения мы приводим некоторые исторические сведения.

2. Обозначения. Определения

2.1. Операторы Dα
z в полицилиндрических областях. Пусть N ∈ N; символ PN обозна-

чает множество {1, 2, . . . , N}. Для t = (tj)
N
j=1, z = (zj)

N
j=1 ∈ C

N , j ∈ PN , через tj,z обозначим

точку в C
N , полученную из t заменой j-й координаты на zj , т.е.

(tj,z)k :=

{

zj , k = j,

tj, k 6= j.

Положим ∂j := ∂/∂zj , j ∈ PN . Пусть N0 := N ∪ {0}. Для α = (αj)
N
j=1, β = (βj)

N
j=1 ∈ N

N
0 будем

писать α 6 β, если αj 6 βj , 1 6 j 6 N . Как обычно, считая, что c0 = 1 для любого c ∈ C,
полагаем

zα := zα1

1 · · · zαN

N , |α| := α1 + · · · + αN , α! := α1! · · ·αN !, z ∈ C
N , α ∈ N

N
0 .

Определение 2.1. Пусть функция f аналитична в полицилиндрической области Ω в C
N . Для

j ∈ PN , z, t ∈ Ω положим

Dj,z(f)(t) :=







f(t)− f(tj,z)

tj − zj
, tj 6= zj,

∂jf(tj,z), tj = zj.

Установим некоторые свойства операторов Dj,z. Для области Ω ⊂ C
N символ A(Ω) обозначает

пространство всех функций, аналитических в Ω, с топологией равномерной сходимости на ком-
пактах области Ω. Для локально выпуклого пространства H через L(H) обозначим пространство
всех линейных непрерывных операторов в H, символом H ′ — топологическое сопряженное к H,
а через H ′

β — сильное сопряженное к H пространство.

Далее, до конца этого пункта, Ω— полицилиндрическая область в C
N : Ω = Ω1×· · ·×ΩN , где Ωj,

j ∈ PN , — области в C. Пусть Mj — оператор умножения на j-ю переменную: Mj(f)(t) := tjf(t),
t ∈ Ω, f ∈ A(Ω); I — тождественный оператор. Ясно, что Mj ∈ L(A(Ω)), j ∈ PN . Определим
векторы ej ∈ C

N следующим образом: (ej)k := δjk, j, k ∈ PN .

Для z ∈ C
N , ε > 0 введем поликруги

Uε(z) :=
{

t ∈ C
N : |tj − zj | < ε, j ∈ PN

}

, U ε(z) :=
{

t ∈ C
N : |tj − zj | 6 ε, j ∈ PN

}

.

Лемма 2.1. Пусть Ω— полицилиндрическая область в C
N .

(i) Для любых z ∈ Ω, j, k ∈ PN в A(Ω) выполняется равенство

Dj,zDk,z = Dk,zDj,z.

(ii) Для любых j ∈ PN , λ, z ∈ Ω в A(Ω) выполняется равенство

Dj,z −Dj,λ = (zj − λj)Dj,zDj,λ.

(iii) Dj,z ∈ L(A(Ω)) для любых z ∈ Ω, j ∈ PN .
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(iv) Для любых j ∈ PN , z ∈ Ω оператор Mj − zjI является линейным непрерывным правым

обратным к Dj,z : A(Ω) → A(Ω) (отсюда, в частности, следует, что Dj,z : A(Ω) → A(Ω)
сюръективен).

(v) Для любых j ∈ PN , z ∈ Ω семейство Dj,λ ∈ L(A(Ω)), λ ∈ Ω\{z}, сходится к Dj,z при λ → z
равномерно на любом ограниченном множестве в A(Ω).

(vi) Для любых j ∈ PN , z ∈ Ω, f ∈ A(Ω) в A(Ω) существует предел

lim
t→0

Dj,z+tej(f)−Dj,z(f)

t
,

равный D2
j,z(f).

Доказательство. Утверждения (i), (ii) и (iv) проверяются непосредственно; (iii) вытекает из
теоремы о замкнутом графике (см. [23, теорема 6.7.1]).

(v). Возьмем такое ε > 0, что U ε(z) ⊂ Ω. Зафиксируем f ∈ A(Ω). Так как функция (t, z) 7→
Dj,z(f)(t) аналитична по каждой переменной tk и zk при фиксированных остальных, то по теореме
Гартогса она аналитична в Ω × Ω (по (t, z)). Отсюда следует, что множество V :=

{

Dj,λ(f) :

λ ∈ U ε(z)
}

ограничено в A(Ω). Следовательно, V относительно компактно в A(Ω). Поскольку
Dj,λ(f) → Dj,z(f) при λ → z поточечно в Ω, то Dj,λ(f) → Dj,z(f) при λ → z и в A(Ω). По теореме

Банаха—Штейнгауза
{

Dj,λ : λ ∈ U ε(z)
}

при λ → z сходится к Dj,z равномерно на каждом
ограниченном множестве в A(Ω).

Утверждение (vi) вытекает из равенства (ii) и (v). �

Таким образом, операторы Dj,z попарно перестановочны, и естественно для α ∈ N
N
0 , z ∈ Ω

ввести операторы Dα
z , действующие в A(Ω), следующим образом:

Dα
z := Dα1

1,zD
α2

2,z · · ·D
αN

N,z.

Из леммы 2.1(i) вытекает, что Dα
zD

β
z = Dα+β

z для любого z ∈ Ω, α, β ∈ N
N
0 .

Пусть fβ(t) := tβ, t ∈ C
N , β ∈ N

N
0 . Отметим, что Dα

0 (fβ) = fβ−α, если α 6 β, и Dα
0 (fβ) = 0 в

противном случае.
Следуя З. Биндерману (см. [24]), с операторами Dα

0 , α ∈ N
N
0 , как и в случае N = 1 (см.

замечание 2.1), можно связать их сдвиги Tz, z ∈ C
N . Они определяются таким образом, чтобы

для многочленов f выполнялось равенство

Tz(f) =
∑

α∈NN
0

zαDα
0 (f),

если Ω содержит 0.

Определение 2.2. Для z ∈ Ω, j ∈ PN , f ∈ A(Ω) положим

Tj,z(f)(t) :=







tjf(t)− zjf(tj,z)

tj − zj
, tj 6= zj ,

zj∂jf(tj,z) + f(tj,z), tj = zj ,

Tz = T1,zT2,z · · ·TN,z.

Отметим равенства Tj,z = Dj,zMj . Отсюда следует, что Tj,z ∈ L(A(Ω)) для любых j ∈ PN ,
z ∈ Ω. Кроме того, операторы Tj,z, j ∈ PN , попарно перестановочны (см. лемму 2.2).

Лемма 2.2. Для любых j, k ∈ PN , z, λ ∈ Ω имеем:

(i) Tj,z = I + zjDj,z;
(ii) Tj,zTk,z = Tk,zTj,z;
(iii) Dj,zTj,λ = Tj,λDj,z.

Доказательство. (i). Вследствие леммы 2.1(iv)

Tj,z = Dj,zMj = Dj,z(Mj − zjI + zjI) = I + zjDj,z.

Утверждения (ii) и (iii) вытекают из равенства (i) этой леммы и леммы 2.1(i). �
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Положим

CΩ := (C\Ω1)× · · · × (C\ΩN ), t1 := t1 · · · tN , t ∈ C
N ;

fz(t) :=
1

z − t
:=

1

(z − t)1
, z, t ∈ C

N , zj 6= tj, j ∈ PN .

Лемма 2.3.

(i) Пусть 0 ∈ Ω. Тогда для любого многочлена f и любой точки z ∈ Ω

Tz(f) =
∑

α∈NN
0

zαDα
0 (f),

где последняя сумма содержит конечное число слагаемых. В частности, Tz(1) = 1, где 1—

функция, равная тождественно 1.
(ii) Пусть области Ωj, j ∈ PN , односвязны и содержат 0. Тогда для любых α ∈ N

N
0 , f ∈ A(Ω),

z ∈ Ω справедливо равенство

Dα
0 (f)(z) =

1

α!
ϕα(Tz(f)).

(iii) Имеет место соотношение

Tz(fξ) =
ξ1

ξ − z
fξ, ξ ∈ CΩ, z ∈ Ω.

(iv) Для любых ϕ ∈ A(Ω)′, f ∈ A(Ω) функция z 7→ ϕ(Tz(f)) аналитична в Ω по z.
(v) Для любых ϕ ∈ A(Ω)′, f ∈ A(Ω), z, w ∈ Ω, j ∈ PN имеет место равенство

(Dj,z)t(ϕ(Tt(f)))(w) = ϕ(Tw(Dj,z(f))).

Доказательство. Равенство (i) справедливо для любого монома tβ, β ∈ N
N
0 , а значит, и для

любого многочлена f . Равенства (iii) проверяются непосредственно.
(ii). Для многочленов f утверждение следует из (i). Поскольку все области Ωj односвязны,

то множество многочленов плотно в A(Ω). Так как линейные операторы Tz и Dα
0 непрерывны

в A(Ω), то равенство в (ii) справедливо для любой функции f ∈ A(Ω).
(iv). Вследствие леммы 2.1(vi), с учетом равенства Tj,z = Dj,zMj, функция Φ(z) := ϕ(Tz(f))

дифференцирума в каждой точке Ω по каждой переменной, причем

∂jΦ(z) = ϕ
(

(

T1,z · · ·Tj−1,zD
2
j,zMjTj+1,z · · · TN,z

)

(f)
)

, z ∈ Ω.

Следовательно, функция Φ аналитична в Ω.
(v). Применяя леммы 2.2 и 2.1, получим, что при zj 6= wj

(Dj,z)t
(

ϕ(Tt(f))
)

(w) =
ϕ(Tw(f))− ϕ(Twj,z

(f))

wj − zj
= ϕ

(

Tw(f)− Twj,z
(f)

wj − zj

)

=

= ϕ

(

T1,w · · ·Tj−1,wTj+1,w · · ·TN,w

(

Tj,w(f)− Tj,z(f)

wj − zj

))

=

= ϕ

(

T1,w · · · Tj−1,wTj+1,w · · · TN,w

(

Dj,w(Mj(f))−Dj,z(Mj(f))

wj − zj

))

=

= ϕ

(

T1,w · · ·Tj−1,wTj+1,w · · ·TN,w

(

(wj − zj)Dj,wDj,z(Mj(f))

wj − zj

))

=

= ϕ
(

T1,w · · ·Tj−1,wTj+1,w · · ·TN,wDj,zDj,w

(

Mj(f)
)

)

=

= ϕ
(

T1,w · · ·Tj−1,wTj+1,w · · ·TN,wDj,z

(

Tj,w(f)
)

)

=

= ϕ
(

T1,w · · ·Tj−1,wTj+1,w · · ·TN,wTj,w

(

Dj,z(f)
)

)

= ϕ
(

Tw(Dj,z(f))
)

.

Лемма доказана. �
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Для произвольных z, t ∈ C
N , σ ⊂ PN определим tσ,z ∈ C

N следующим образом:

(tσ,z)j :=

{

tj , j /∈ σ,

zj , j ∈ σ

(если σ = {j}, то tσ,z = tj,z). Для множества σ ⊂ PN символ |σ| обозначает количество элементов
в σ. Считаем, что |∅| = 0. Далее Dz := D1

z .
Приведем лемму о действии операторов Dz и Tz.

Лемма 2.4. Пусть Ω— полицилиндрическая область в C
N .

(i) Dz(f)(t) =
1

t− z

∑

σ⊂PN

(−1)|σ|f(tσ,z), f ∈ A(Ω), t, z ∈ Ω, tj 6= zj, j ∈ PN ;

(ii) Tz(f)(t) =
1

t− z

∑

σ⊂PN

(−1)|σ|t1σ,zf(tσ,z), f ∈ A(Ω), t, z ∈ Ω, tj 6= zj, j ∈ PN ;

(iii) Tz(f)(t) = Tt(f)(z) для любых t, z ∈ Ω, f ∈ A(Ω).

Доказательство. Равенства (i) и (ii) проверяются индукцией по N ; (iii) следует из (ii). �

2.2. Операторы Dα
z в весовых пространствах целых функций. Для непрерывной функ-

ции v : CN → R и для f : CN → C введем весовые преднормы (нормы)

pv(f) := sup
z∈CN

|f(z)|

exp(v(z))
.

Для двойной последовательности таких функций vn,k : CN → R, что в C
N

vn,k+1 6 vn,k 6 vn+1,k, n, k ∈ N,

положим pn,k := pvn,k
и определим весовые пространства Фреше

En :=
{

f ∈ A(CN ) : pn,k(f) < +∞ ∀k ∈ N
}

, n ∈ N,

с фундаментальной последовательностью непрерывных преднорм (pn,k)k∈N. Отметим, что En

непрерывно вложено в En+1 для любого n ∈ N. Положим

E :=
⋃

n∈N

En.

Введем в E топологию индуктивного предела пространств En, n ∈ N, относительно вложений En

в E:

E := ind
n→

En.

Для z ∈ C
N положим

|z| :=





N
∑

j=1

|zj |
2





1/2

.

Ниже будем предполагать, что последовательность (vn,k)n,k∈N удовлетворяет следующему усло-
вию: для любого n существует такое m, что при всех k найдутся такие s и C > 0, что

sup
|t−z|61

vn,s(t) + ln(1 + |z|) 6 inf
|t−z|61

vm,k(t) + C, z ∈ C
N . (1)

Тогда пространство E инвариантно относительно каждого дифференцирования
∂|α|

∂zα1

1 . . . ∂zαN

N

,

α ∈ N
N
0 и сдвигов и для любого n ∈ N существует такое m ∈ N, что всякое ограниченное в En

множество относительно компактно в Em. Кроме того, E инвариантно относительно операторов
умножения Mj , j ∈ PN .
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Будем считать, что выполнено также следующее условие:

существует такое n, что для всех k имеем inf
z∈CN

vn,k(z) > −∞. (2)

Условие (2) равносильно тому, что E содержит функцию, тождественно равную 1 (а значит, и все
многочлены). Последнее позволяет ввести, как и выше, операторы Dj,z, j ∈ PN , и Dα

z , z ∈ C
N ,

α ∈ N
N
0 , действующие в E линейно и непрерывно. Аналогично случаю полиобласти, так же, как и

в п. 2.1, вводятся операторы сдвига Tz, z ∈ C
N , ассоциированные с системой D0 := {Dj,0 : j ∈ PN}.

Все операторы Tz, z ∈ C
N , линейно и непрерывно отображают E в E. Для введенных операторов

справедливы аналоги лемм 2.1, 2.2, 2.3(i), (iv), (v), 2.4. Равенство (ii) леммы 2.3 также справедливо
для E, если, например, множество многочленов плотно в E.

2.3. Связь с интерполирующей функцией А. Ф. Леонтьева. Отметим связь операторов
Dz = D1

z с многомерным аналогом интерполирующей функции А. Ф. Леонтьева. Пусть Kj , j ∈
PN , — выпуклые компакты в C, содержащие 0; K := K1×· · ·×KN ; A(K)— пространство ростков
всех аналитических на K функций с его естественной топологией счетного индуктивного предела
банаховых пространств. Положим

vn,k(z) :=
N
∑

j=1

(

HKj
(zj) +

|zj |

k

)

, z ∈ C
N , n, k ∈ N.

(Функции vn,k не зависят от n.) При этом для ограниченного множества Q ⊂ C
m символ HQ

обозначает опорную функцию Q:

HQ(z) := sup
t∈Q





m
∑

j=1

zjtj



 , z ∈ C
m.

Заметим, что

HK(z) =

N
∑

j=1

HKj
(zj), z ∈ C

N .

Положим

ez(t) := ezt,

где

zt :=

N
∑

j=1

zjtj , z, t ∈ C
N .

Согласно [21, теорема 4.5.3] преобразование Лапласа

F(ϕ)(z) := ϕ(ez), z ∈ C
N , ϕ ∈ A(K)′,

является топологическим изоморфизмом A(K)′β на пространство Фреше EK := E, где E задается

последовательностью (vn,k)n,k∈N, как выше. Естественная двойственность между A(K) и A(K)′

индуцирует двойственность между A(K) и EK , задаваемую билинейной формой

〈h, f〉 := F−1(f)(h), h ∈ A(K), f ∈ EK .

Для f ∈ EK , h ∈ A(K), z ∈ C
N положим

ωf (z, h) := 〈h,Dz(f)〉. (3)

Отображение ωf : CN×A(K) → C является многомерным вариантом интерполирующей функции
А. Ф. Леонтьева (см. [13]), определяемой f . В [4] исследован ее абстрактный аналог при N = 1 и
показано, что равенство (3) действительно задает интерполирующую функцию А. Ф. Леонтьева.
Обоснованием этого при N > 1 является следующее.



ОПЕРАТОР ПОММЬЕ В ПРОСТРАНСТВАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 61

Зафиксируем z ∈ C
N . Найдем вначале операторы D′

z : A(K) → A(K), сопряженные к Dz :
EK → EK относительно дуальной пары (A(K), EK). Для f ∈ EK , λ ∈ C

N , λj 6= zj , j ∈ PN ,
вследствие леммы 2.4(i),

〈D′
z(eλ), f〉 =

〈

eλ,Dz(f)
〉

= Dz(f)(λ) =
1

λ− z

∑

σ⊂PN

(−1)|σ|f(λσ,z) =

=

〈

1

λ− z

∑

σ⊂PN

(−1)|σ|eλσ,z
, f

〉

. (4)

Следуя А. Ф. Леонтьеву, введем оператор

Jz(h)(t) :=

t1
∫

0

· · ·

tN
∫

0

h(t− ξ)ezξdξ1 · · · dξN , h ∈ A(K)

(интегрирование ведется по отрезкам [0, tj ], j ∈ PN ; tj принадлежат таким выпуклым областям
Gj в C, содержащим Kj , что функция h аналитична в G1 × · · · ×GN ). Тогда Jz ∈ L(A(K)). Для
любого λ ∈ C

N , λj 6= zj , j ∈ PN

Jz(eλ)(t) =

N
∏

j=1

ezjtj − eλjtj

zj − λj
=

1

λ− z

∑

σ⊂PN

(−1)|σ|eλσ,z
.

Отсюда и из равенства (4) следует, что D′
z(eλ) = Jz(eλ) для для любого такого λ ∈ C

N , что
λj 6= zj , j ∈ PN , а значит, для любого λ ∈ C

N . Таким образом,

〈h,Dz(f)〉 = F−1(f)
(

Jz(h)
)

, f ∈ EK , h ∈ A(K), z ∈ C
N .

Последнее обосновывает равенство (3) (см. [13, гл. IV, § 2]).
Отметим, что ωf в ситуации, когда f является функцией с разделяющимися переменными, т.е.

f(z) =

N
∏

j=1

fj(zj),

применялась В. П. Громовым (см. [2]) при разложении в ряды экспонент аналитических функций
двух комплексных переменных, В. В. Напалковым (см. [16, гл. IV, § 19]) при разложении в ряды
экспонент функций, аналитических в полиобластях в C

N , для решения уравнений свертки в
полиобластях.

Замечание 2.1. Идея определения оператора сдвига для линейного оператора в локально
выпуклом пространстве восходит к Ж. Дельсарту (см. [25, 26]). Он определил и применил опе-
раторы сдвига для дифференциальных операторов, в частности, для оператора Бесселя с помо-
щью обобщения ряда Тейлора. Различные обобщения операторов сдвига применяются в теории
приближений (группы или полугруппы операторов в банаховом пространстве; операторы обоб-
щенного сдвига, теория которых создана и развита Б. М. Левитаном в [12] в связи с потреб-
ностями теории почти периодических функций). Другой класс операторов обобщенного сдвига
используется в теории уравнений типа свертки в пространствах аналитических функционалов, в
частности, в пространствах функций, аналитических в ρ-выпуклых областях (ρ > 0) (они порож-
дены оператором обобщенного дифференцирования Гельфонда—Леонтьева, заданным функцией
Миттаг-Леффлера; см. статью В. А. Ткаченко [18]). Обобщенные сдвиги, порожденные системой
операторов частного дифференцирования, использовались В. П. Громовым (см. [3]) при изуче-
нии циклических векторов в пространствах голоморфных вектор-функций. З. Биндерман ввел и
изучил операторы сдвига (функциональные R-сдвиги) для линейных операторов в комплексном
линейном пространстве, имеющих линейный правый обратный (см. [24]). В основе их опреде-
ления в [24] также лежит обобщение ряда Тейлора. Отметим, что В. А. Ткаченко (см. [19]),
Н. Е. Линчук (см. [14]) и Ю. С. Линчук (см. [32]) использовали одномерный оператор сдвига
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Tz при описании линейных непрерывных операторов, перестановочных, соответственно, с опе-
ратором обобщенного интегрирования и оператором Поммье (и связанным с ним оператором).
Кроме того, конструкции подобного рода в пространствах целых функций экспоненциального ти-
па применял И. Ф. Красичков-Терновский (см. [10, § 10]) для решения проблемы распространения
спектрального синтеза.

3. Коммутант системы операторов Поммье

3.1. Случай полицилиндрической области. Пусть Ω— полицилиндрическая область, со-
держащая 0. Обозначим через KΩ(D0) множество всех таких операторов B ∈ L(A(Ω)), что
BDj,0 = Dj,0B на A(Ω) для любого j ∈ PN . Ясно, что KΩ(D0) совпадает с множеством всех
B ∈ L(A(Ω)), перестановочных с каждым оператором Dα

0 , α ∈ N
N
0 . Пусть KΩ(T ) Э— множество

всех таких операторов B ∈ L(A(Ω)), что BTz = TzB на A(Ω) для любого z ∈ Ω.
Для α ∈ N

N
0 определим функционалы

ϕα(f) :=
∂|α|f

∂zα1

1 · · · ∂zαN

N

(0), f ∈ A(Ω).

Ясно, что ϕα ∈ A(Ω)′ для любого α ∈ N
N
0 .

Лемма 3.1. Для любой функции f ∈ A(Ω) и любого компакта K в Ω множество сдвигов

S(f,K) := {Tz(f) : z ∈ K} ограничено в A(Ω).

Утверждение этой леммы следует из того факта, что функция (t, z) 7→ Tz(f)(t) = Tt(f)(z)
аналитична в Ω× Ω (по (t, z)).

Для z ∈ Ω введем дельта-функции δz(f) := f(z), f ∈ A(Ω). Ясно, что δz ∈ A(Ω)′, z ∈ Ω. Далее,
C[z]— множество всех многочленов переменных z1, . . . , zN над полем C.

Теорема 3.1. Пусть Ω = Ω1 × · · · × ΩN , где Ωj, j ∈ PN , — односвязные области в C, содер-

жащие 0. Следующие условия равносильны:

(i) B ∈ KΩ(D0);
(ii) B ∈ KΩ(T );
(iii) существует такой функционал ϕ ∈ A(Ω)′, что B(f)(z) = ϕ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ A(Ω).

Доказательство. (i)⇒(ii). Пусть B ∈ KΩ(D0). Для любого β ∈ N
N
0 для монома fβ(t) = tβ по

лемме 2.3

Tz(fβ) =
∑

06α6β

zαDα
0 (fβ).

Поэтому

TzB(fβ) =
∑

06α6β

zαDα
0 (B(fβ)) = B

(

∑

06α6β

zαDα
0 (fβ)

)

= BTz(fβ).

Вследствие линейности оператор B перестановочен с каждым оператором Tz на C[z]. Поскольку
C[z] плотно в A(Ω), то равенство TzB = BTz выполняется и на A(Ω).

(ii)⇒(iii). Пусть B ∈ KΩ(T ). Тогда для любых f ∈ A(Ω), z, t ∈ Ω выполняются равенства

BTz(f)(t) = TzB(f)(t) = TtB(f)(z). (5)

Полагая t := 0, для ϕ := δ0B ∈ A(Ω)′ получим

ϕ(Tz(f)) = B(f)(z), f ∈ A(Ω), z ∈ Ω.

(iii)⇒(i) вытекает из леммы 2.3. �

Для многочлена P (z) =
∑

α
cαz

α ∈ C[z] положим

P (D0) :=
∑

α

cαD
α
0 .
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Пусть P(D0) := {P (D0) : P ∈ C[z]}. Ясно, что P(D0) ⊂ KΩ(D0). Ниже используется топология
поточечной сходимости в KΩ(D0); она задается множеством преднорм

pK,∆(B) := max
f∈∆

max
z∈K

|B(f)(z)|,

где K пробегает семейство всех компактных подмножеств Ω, а ∆— семейство всех конечных
подмножеств A(Ω).

Следствие 3.1. Множество P(D0) плотно в KΩ(D0) в топологии поточечной сходимости.

Доказательство. Возьмем B ∈ KΩ(D0). По теореме 3.1 существует ϕ ∈ A(Ω)′, для которого

B(f) = ϕ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ A(Ω).

Поскольку множество Φ := {ϕα : α ∈ N
N
0 } полно в A(Ω)′β , то существует сеть







Φµ =
∑

γ∈∆µ

cγ,µϕγ







µ∈M

,

сходящаяся к ϕ в A(Ω)′β (∆µ — конечные подмножества N
N
0 ). Зафиксируем компакт K в Ω. По

лемме 3.1 множество S(f,K) ограничено в A(Ω). Поэтому

sup
h∈S(f,K)

∣

∣Φµ(h) − ϕ(h)
∣

∣ −−−−→
µ∈M

0.

Поскольку по лемме 2.3(ii)

Φµ(Tz(f)) =
∑

γ∈∆µ

cγ,µϕγ(Tz(f)) =
∑

γ∈∆µ

γ!cγ,µD
γ
0 (f)(z),

то

sup
z∈K

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

γ∈∆µ

γ!cγ,µD
γ
0 (f)(z)−B(f)(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−−−−→
µ∈M

0. �

Перед формулировкой другого следствия приведем сведения о реализации сопряженного
к A(Ω) с помощью преобразования Коши. Символом A0(CΩ) обозначим пространство анали-
тических в CΩ функций, обращающихся в 0 во всех точках, хотя бы одна координата которых
равна ∞. При этом A0(CΩ) наделяется своей обычной топологией счетного индуктивного преде-
ла банаховых пространств. Согласно [16, § 12] преобразование Коши C(ϕ)(ξ) := ϕ(fξ), ϕ ∈ A(Ω)′

(здесь fξ(t) = 1/(ξ − t)), является линейным топологическим изоморфизмом A(Ω)′β на A0(CΩ).

Изоморфизм C : A(Ω)′ → A0(CΩ) индуцирует двойственность между A(Ω) и A0(CΩ). Соответ-
ствующая билинейная форма, задающая ее, имеет вид

〈f, g〉 = C−1(g)(f), f ∈ A(Ω), g ∈ A0(CΩ).

Зафиксируем g ∈ A0(CΩ). Тогда для ϕ = C−1(g), оператора Bϕ(h)(z) = ϕ(Tz(h)), его сопря-
женного B′

ϕ : A0(CΩ) → A0(CΩ) выполняются равенства

B′
ϕ(g)(ξ) = 〈B′

ϕ(g), fξ〉 = 〈g,Bϕ(fξ)〉 = 〈gz , ϕ(Tz(fξ))〉 =

〈

gz, ϕ

(

ξ1

ξ − z
fξ

)〉

= ξ1C(ϕ)(ξ)g(ξ).

Отсюда следует, что сопряженным к оператору Bϕ : A(Ω) → A(Ω) относительно дуальной пары
(A(Ω), A0(CΩ)) является оператор умножения Mϕ̃ на функцию ϕ̃(ξ) := ξ1C(ϕ)(ξ). Поскольку для
любого ненулевого ϕ ∈ A(Ω) оператор Mϕ̃ : A0(CΩ) → A0(CΩ) инъективен, имеет замкнутый
образ и A(Ω) является монтелевским пространством Фреше, получим следующее утверждение.

Следствие 3.2. Для любого ненулевого функционала ϕ ∈ A(Ω)′ оператор Bϕ : A(Ω) → A(Ω),
h 7→ ϕ(Tz(h)), z ∈ Ω, сюръективен. При N = 1 он имеет линейный непрерывный правый обрат-

ный.
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Часть предыдущего следствия, относящаяся к случаю N = 1, вытекает из сюръективности
Bϕ и того факта (см. [14, предложение 1]), что, как показано Н. Е. Линчук при N = 1, для
ϕ ∈ A(Ω)′\{0} ядро Bϕ конечномерно.

3.2. Случай весовых пространств целых функций. Для пространства E, как в п. 2.2,
справедлив аналог теоремы 3.1. Символ K(D0) (соответственно, K(T )) обозначает коммутант
системы D0 (соответственно {Tz : z ∈ C

N}) в кольце L(E).

Теорема 3.2. Пусть пространство E задано двойной последовательностью (vn,k)n,k∈N, удо-

влетворяющей условиям (1) и (2), как в п. 2.2. Предположим, что множество всех многочленов

плотно в E. Следующие утверждения равносильны:

(i) B ∈ K(D0);
(ii) B ∈ K(T );
(iii) существует такой функционал ϕ ∈ E′, что

B(f)(z) = ϕ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ E.

При сделанных предположениях доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео-
ремы 3.1.

Замечание 3.1. Известные ранее результаты о циклических векторах операторов Поммье
относятся к случаю N = 1. Н. И. Нагнибида (см. [15, следствие 3]) показал, применяя пред-
ставления линейных непрерывных операторов с помощью бесконечных матриц, что для круга
Ω = {z ∈ C : |z| < R} (0 < R 6 ∞) множество KΩ(D0) в точности состоит из D0-операторов
бесконечного порядка с постоянными коэффициентами. В [14] Н. Е. Линчук доказала равно-
сильность утверждений (i) и (iii) теоремы 3.1 в случае N = 1 для произвольной области Ω в
расширенной комплексной плоскости, содержащей 0. В [14] существенно используется теория ха-
рактеристических функций линейных непрерывных операторов Г. Кете (см. [31]). Этот метод
довольно тесно связан со спецификой пространства A(Ω). И. Димовски и В. Христов (см. [27])
доказали, по сути, равносильность всех трех утверждений (i)–(iii) теоремы 3.1 для односвязной
области Ω ⊂ C. Кроме того, в [27] охарактеризованы линейные непрерывные операторы в A(Ω),
отображающие в себя фиксированное гиперподпространство в A(Ω) и перестановочные в нем
с D0. Мы существенно используем метод доказательства статьи [27], более алгебраический. От-
метим, что для обычного сдвига (вместо Tz) перестановка z и t в равенстве (5) использовалась и
ранее при описании операторов, перестановочных со сдвигами (см., например, [17, теорема 6.33]).
Ю. С. Линчуком (см. [32]) были описаны линейные непрерывные операторы в A(Ω), перестано-
вочные с одномерным возмущением оператора Поммье D0, а именно, с оператором D0 +ϕδ0, где
ϕ— фиксированная функция, аналитическая в Ω, а δ0 — дельта-функция: δ0(f) := f(0). Опера-
торы D0 + ϕδ0 являются линейными непрерывными левыми обратными к оператору умножения
на независимую переменную. Эта статья Ю. С. Линчука послужила побудительным мотивом
изучения коммутанта оператора типа Поммье в весовом (LF)-пространстве целых в C функций
(см. [6]). В [6] доказана равносильность утверждений (i) и (iii) (фактически — всех утверждений
(i)–(iii)) теоремы 3.2 для N = 1 и для оператора типа Поммье (при этом не предполагается, что
выполнено условие (2)).

4. Циклические векторы

Пусть Ω = Ω1× · · · ×ΩN , где Ωj, j ∈ PN , — односвязные области в C, содержащие 0. Символом
CyclΩ(D0) обозначим множество всех циклических векторов системы D0, т.е. таких функций
f ∈ A(Ω), что система

{

Dα
0 (f) : α ∈ N

N
0

}

полна в A(Ω).

Лемма 4.1. Если сеть Φµ ∈ A(Ω)′, µ ∈ M , сходится к нулевому функционалу в A(Ω)′β , то

для любой функции f ∈ A(Ω) сеть
{

(Φµ)t
(

Tt(f)(z)
)

}

µ∈M
сходится к 0 в A(Ω) (по z ∈ Ω).
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Доказательство. Отметим, что функция t 7→ Tt(f)(z) = Tz(f)(t) аналитична в Ω по t. По лем-
ме 2.3(iv) функции (Φµ)t(Tt(f)(z)) = Φµ(Tz(f)), µ ∈ M , аналитичны в Ω (по z). Для любого
компакта K ⊂ Ω вследствие леммы 3.1

lim
µ∈M

sup
z∈K

(

Φµ

)

t

(

Tt(f)(z)
)

= lim
µ∈M

sup
z∈K

Φµ

(

Tz(f)
)

= lim
h∈S(f,K)

∣

∣Φµ(h)
∣

∣ = 0. �

Лемма 4.2. Пусть Ω = Ω1 × · · · × ΩN , где Ωj, j ∈ PN , — односвязная область в C, содержа-

щая 0. Для f ∈ A(Ω) следующие утверждения равносильны:

(i) f ∈ CyclΩ(D0);
(ii) система {Tz(f) : z ∈ Ω} полна в A(Ω).

Доказательство. (i)⇒(ii). Пусть f ∈ CyclΩ(D0). Предположим, что система {Tz(f) : z ∈ Ω} не
полна в A(Ω). Тогда существует такой ненулевой функционал ϕ ∈ A(Ω), что ϕ(Tz(f)) = 0 для
любого z ∈ Ω. Положим

B(h)(z) := ϕ(Tz(h)), h ∈ A(Ω), z ∈ Ω.

По теореме 3.1 B ∈ KΩ(D0). При этом B(h)(0) = ϕ(h), h ∈ A(Ω). Значит, B — ненулевой оператор.
Поскольку f ∈ KerB, то f /∈ CyclΩ(D0). Получено противоречие.

(ii)⇒(i). Пусть χ ∈ A(Ω)′ и χ(Dα
0 (f)) = 0 для любого α ∈ N

N
0 . По лемме 2.3

Dα
0 (f)(t) =

1

α!
ϕα(Tt(f)), α ∈ N

N
0 , t ∈ Ω.

Поскольку система {ϕα : α ∈ N
N
0 } полна в A(Ω)′β , то существует сеть (и даже последовательность)

χµ ∈ span{ϕα : α ∈ N
N
0 }, µ ∈ M , сходящаяся к χ в A(Ω)′β. Поэтому, учитывая лемму 4.1 и

равенства

(ϕγ)z
(

(ϕδ)t(Tt(f)(z))
)

= (ϕδ)t
(

(ϕγ)z(Tt(f)(z))
)

для любых γ, δ ∈ N
N
0 , получим для любого α ∈ N

N
0 :

0 = χ(Dα
0 (f)) =

1

α!

(

lim
µ∈M

χµ

)

t

(

(ϕα)z
(

Tt(f)(z)
)

)

=
1

α!
lim
µ∈M

(

(χµ)t
(

(ϕα)z(Tt(f)(z))
)

)

=

=
1

α!
lim
µ∈M

(

(ϕα)z
(

(χµ)t(Tt(f)(z))
)

)

=
1

α!
(ϕα)z

(

lim
µ∈M

(χµ)t(Tt(f)(z))

)

=
1

α!
(ϕα)z

(

χt(Tt(f)(z))
)

=

=
1

α!
(ϕα)z

(

χ(Tz(f))
)

.

Значит, χ(Tz(f)) = 0 для любого z ∈ Ω. Поэтому, в силу (ii), функционал χ нулевой. Следова-
тельно, выполняется утверждение (i). �

Далее для замкнутой жордановой кривой Γ в C символы int Γ и ext Γ) обозначают соответ-
ственно внутренность и внешность Γ в C; Q для Q ⊂ C— замыкание Q в C.

Теорема 4.1. Пусть Ω = Ω1 × · · · × ΩN , где Ωj, j ∈ PN , — односвязные области в C, содер-

жащие 0. Следующие условия равносильны:

(i) f ∈ CyclΩ(D0);
(ii) f ∈ A(Ω) и f отлична от рациональной функции.

Доказательство. (i)⇒(ii). Пусть f ∈ A(Ω) является рациональной функцией, т.е. f(t) =
P (t)/Q(t), где P и Q— многочлены. Вследствие леммы 2.4 для любой функции g ∈ A0(CΩ),
для некоторых замкнутых жордановых кривых Lj в Ωj, j ∈ PN , таких, что g аналитична на
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extL1 × · · · × extLN , для L = L1 × · · · × LN

∫

L

g(t)Tz(f)(t)dt =
∑

σ⊂PN

(−1)|σ|
∫

L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)

t− z
dt =

=
∑

σ⊂PN ,
σ 6=∅

(−1)|σ|
∫

L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)

t− z
dt+

∫

L

t1g(t)
f(t)

t− z
dt, z ∈ (Ω1\L1)× · · · × (ΩN\LN ). (6)

При этом для любого z ∈ intL1 × · · · × intLN по (одномерной) интегральной формуле Коши для
неограниченной области, каждый из интегралов

∫

L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)

t− z
dt, σ ⊂ PN , σ 6= ∅,

равен нулю. Пусть

P (t) =
∑

α∈Λ

bαt
α, Q(t) =

∑

α∈Λ

cαt
α

(Λ — конечное подмножество N
N
0 ); ωj := max{αj : α ∈ Λ}, j ∈ PN . Возьмем g(t) := Q(t)/tδ , где

δj = ωj + 2, j ∈ PN . Тогда

g ∈ A0

(

(C\{0}) × · · · × (C\{0})
)

,

а значит, g ∈ A0(CΩ). Возьмем такое ε > 0, что U ε(0) ⊂ Ω, и положим

Lj :=
{

tj ∈ C : |tj | = ε
}

, j ∈ PN .

По интегральной формуле Коши
∫

L

t1g(t)f(t)

t− z
dt =

∫

L

t1P (t)

tγ(t− z)
dt = 0

для любого z ∈ Uε(0). Вследствие (6)
∫

L

g(t)Tz(f)(t)dt = 0

для любого z ∈ Ω. Поскольку функция g ненулевая, система {Tz(f) : z ∈ Ω} не является полной
в A(Ω), и по лемме 4.2 f /∈ CyclΩ(D0).

(ii)⇒(i). Предположим, что f /∈ CyclΩ(D0). Согласно (двойственному) критерию полноты и
лемме 4.2 существует такая ненулевая функция g ∈ A0(CΩ), что для некоторых замкнутых
жордановых кривых Lj в Ωj, j ∈ PN , таких, что g аналитична на extL1 × · · · × extLN , для
L = L1 × L2 × · · · × LN выполняются равенства

∫

L

g(t)Tz(f)dt = 0, z ∈ Ω,

т.е., вследствие леммы 2.4,

∑

σ⊂PN

(−1)|σ|
∫

L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)

t− z
dt = 0, z ∈ (Ω1\L1)× · · · × (ΩN\LN ).

Следовательно,
∫

L

t1g(t)f(t)

t− z
dt =

∑

σ⊂PN ,
σ 6=∅

(−1)|σ|+1

∫

L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)

t− z
dt, z ∈ (Ω1\L1)× · · · × (ΩN\LN ).
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Пусть для σ ⊂ PN символ Φσ,− обозначает предельные значения функции

Φ(z) := (2πi)−N

∫

L

t1g(t)f(t)

t− z
dt

на L, если для кривой Lj для j /∈ σ они берутся изнутри, а для кривой Lj при j ∈ σ — извне.
Выполняется равенство (см. [1, § 9])

t1g(t)f(t) =
∑

σ⊂PN

(−1)|σ|Φσ,−, t ∈ L.

Поскольку значения функции Φ не изменятся, если кривые заменить на замкнутые жордановы
кривые в Ωj, содержащие в своей внутренности Lj, то все функции Φσ,− равны нулю, если σ 6= PN .
Значит,

t1g(t)f(t) = (−1)NΦPN ,−(t), t ∈ L.

Поэтому по каждой переменной (при фиксированных остальных) t1g(t)f(t) является рациональ-
ной функцией. Согласно [22, гл. 1, задача 10] f — рациональная функция. �

Следствие 4.1. Для целой в C
N функции f следующие утверждения равносильны:

(i) f ∈ CyclCN (D0);
(ii) f отлична от многочлена.

Замечание 4.1. Ранее условия цикличности векторов относительно оператора Поммье были
получены для N = 1. М. Г. Хапланов (см. [20]) доказал достаточные условия полноты системы
{Dn

0 (f) : n ∈ N0} в пространстве A(Ω) в случае, когда Ω— круг |z| < R (при этом он использовал
матричное представление линейных непрерывных операторов в соответствующем пространстве).
Ю. А. Казьмин установил критерий полноты такой системы в A(Ω) для односвязной области Ω
в C (см. [11]). Метод доказательства теоремы 4.1, используемый в данной работе, близок к при-
мененному в [11] и основанному на специальных интегральных представлениях, в частности, на
интегральном представлении n-й степени оператора Поммье. Н. Е. Линчук доказала такой кри-
терий уже в самом общем случае — для произвольной области Ω в расширенной комплексной
плоскости (см. [14]). Ю. С. Линчук (см. [32]) получил условия цикличности функций в A(Ω)
также для односвязной области Ω ⊂ C, но относительно оператора более общего вида, именно,
оператора D0 + ϕδ0, где ϕ— фиксированная функция, аналитическая в Ω. При этом в [32] пред-
полагалось, что функция 1− zϕ(z) не обращается в нуль в Ω. От этого предположения удалось
избавиться в [5]. Заметим, что в [14,32] использовался метод, основанный на применении теории
Кете характеристических функций линейных непрерывных операторов в A(Ω) (последняя суще-
ственно связана, в свою очередь, со свойствами простейших дробей). Отметим также работу [28],
в которой исследованы циклические векторы оператора сдвига влево в пространстве Харди H2 в
единичном круге, и статью [29], в которой получены общие результаты о циклических векторах
обобщенного сдвига влево в банаховых пространствах.
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Аннотация. Статья посвящена обзору последних результатов И. Р. Каюмова и С. Поннусами,

связанных с неравенством Бора. Кроме того, получена точная оценка усиленного неравенства

Бора, а также исследован радиус Бора—Рогозинского для одного класса подчинения. Все резуль-
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1. Введение. Одна из классических задач теории аналитических функций — это задача на-
хождения величины

r0 = sup

{

r ∈ (0, 1) : Bf (r) :=
∞
∑

n=0

|an|r
n
6 ‖f‖∞

}

,

где супремум берется по классу ограниченных аналитических функций f(z) =

∞
∑

n=0

anz
n, опре-

деленных на единичном круге D :=
{

z ∈ C : |z| < 1
}

. М. Риc, И. Шур и Ф. Винер доказали,
что r0 = 1/3; число 1/3 называется классическим радиусом Бора для автоморфизмов единично-
го круга D. В [12] получен радиус Бора для степенных рядов n переменных, определенных на
полидиске C

n. Многие авторы обращались в своих исследованиях к радиусу Бора, что привело к
расширению этого понятия. Это, в свою очередь, вызвало большой интерес к неравенству Бора,
возникающему в различных ситуациях, в том числе и функциональных пространствах (см., на-
пример, [10,11,27], недавнее исследование по этой теме Абу-Муханна и др. [5], а также несколько
новых результатов [20–23,25]).

Цель данной статьи — обзор последних результатов в этой области, а также получение улуч-
шенного неравенство Бора для аналитических функций.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 сформулирована и доказана классиче-
ская теорема Бора, а также приведены недавние результаты, включающие нахождение радиуса
Бора для нечетных аналитических функций. В разделе 3 приведены четыре различных улуч-
шенных варианта классической теоремы Бора, при этом внимание уделено как радиусу Бора,
так и понятию радиуса Бора—Рогозинского для аналитических функций. В разделе 4 обсужда-
ются [22], связанные с радиусом Бора—Рогозинского для аналитических функций. В разделе 5
представлены новые результаты с доказательствами. В разделе 6 мы продолжаем обсуждение ра-
диуса Бора и p-радиуса Бора для ограниченных гармонических функций. Наконец, в разделе 7
рассмотрен радиус Бора для гармонических функций Блоха.
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2. Классическая теорема Бора. Сформулируем и докажем неравенство Бора, которое так-
же называется теоремой Бора. Ввиду его простоты и элегантности, приведем это доказательство
в полном объеме.

Теорема 1. Пусть f(z) =
∞
∑

n=0

anz
n — аналитическая функция в области D и |f(z)| 6 1 в D.

Тогда справедливы следующие отверждения:

(i) точное неравенство |an| 6 1− |a0|
2 достигается при n > 1;

(ii) Bf (r) :=
∞
∑

n=0

|an|r
n
6 1 для |z| 6 1

3 ;

(iii) радиус 1/3 является неулучшаемым.

Доказательство. Напомним, что если ωn = 1, то

Sk(n) = 1 + ωk + ω2k + · · ·+ ωk(n−1) =

{

n, если k кратно n,

0, в обратном случае.

Используя это, находим, что

g(z) =
f(ωz) + f(ω2z) + · · ·+ f(ωn−1z) + f(z)

n
=

∞
∑

k=0

Sk(n)

n
akz

k =

= a0 + anz
n + a2nz

2n + · · · =: h(zn),

где h— аналитическая функция и |h(z)| 6 1 в D. Таким образом, по лемме Шварца—Пика имеем
|h′(0)| 6 1− |h(0)|2, что доказывает (i). Теперь ясно, что для r 6 1/3

Bf (r) 6 |a0|+ (1− |a0|
2)

∞
∑

n=1

rn = |a0|+
(

1− |a0|
2
) r

1− r
6

6 |a0|+ (1− |a0|
2)

1/3

1− (1/3)
=

1

2

[

2− (1− |a0|)
2
]

6 1.

что доказывает (ii). Наконец, чтобы показать, что радиус 1/3 является неулучшаемым, рассмот-
рим

ϕ(z) =
α− z

1− αz
= (α− z)

∞
∑

k=0

αkzk = α− (1− α2)
∞
∑

k=1

αk−1zk,

где α ∈ (0, 1). Видим, что ϕ(D) = D, ϕ(∂D) = ∂D и

Bϕ(r) = α+ (1− α2)

∞
∑

k=1

αk−1rk = α+
(1− α2)r

1− αr
=

1− α

1− αr
[r(1 + 2α) − 1] .

Отсюда следует, что Bϕ(r) > 1 тогда и только тогда, когда r > 1/(1+ 2α). Так как α может быть
выбрано сколь угодно близко к 1, то это означает, что r0 = 1/3 наилучшее из возможных. �

Этот простой результат вызвал большой интерес среди математиков. В продолжение исследо-
ваний, связанных неравенством Бора, среди прочего, классическая теорема Бора была сформу-
лирована для нечетных аналитических функций, а также для знакопеременных рядов (см. [6]).

В [6, лемма 2.2] было показано, что если функция f(z) = z

∞
∑

k=0

a2k+1z
2k аналитична и |f(z)| 6 1

в D, то Bf (r) 6 1 для всех |z| = r 6 r∗, где r∗ — решение уравнения

5r4 + 4r3 − 2r2 − 4r + 1 = 0,
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которое единственно в интервале 1/
√
3 < r < 1. Величина r∗ может быть вычислена приближенно

и равна 0,7313 . . .. Кроме того, в [6] приведен пример, показывающий, что радиус Бора для класса
нечетных функций удовлетворяет неравенствам r∗ 6 r 6 r∗ ≈ 0,789991, где

r∗ =
1

4

√

B − 2

6
+

1

2

√

3

√

6

B − 2
−
B

24
−

1

6
; (1)

здесь

B =
(

3601 − 192
√
327
)1/3

+
(

3601 + 192
√
327
)1/3

.

Таким образом, в [6] была поставлена следующая задача.

Задача 1 (см. [6]). Найти радиус Бора для класса нечетных функций f , удовлетворяющих
условию |f(z)| 6 1 для всех z ∈ D.

В [20] авторы решили эту задачу в более общей форме. А именно, аналогичную пробле-

му для p-симметричных функций вида f(z) = z

∞
∑

k=0

apk+1z
pk. Стоит отметить, что свойство p-

симметричности в случае p > 1 доставляет серьезные трудности из-за того, что если использовать
точные неравенства |an| 6 1 − |a0|

2 (n > 1) одновременно (как и в классическом случае), мы не
получим точного результата из-за того, что в экстремальном случае |a0| < 1. Кроме того, важно,
что в классическом случае нет экстремальной функции, а в нашем случае есть. Сформулируем
эти результаты и их следствия (см. [20]).

Теорема 2 (см. [20, теорема 1]). Пусть p ∈ N, f(z)— такая аналитическая и p-симметри-

ческая в D функция, что |f(z)| 6 1 в D. Тогда

Bf (r) 6 1 для r 6 rp,

где rp — наибольший положительный корень уравнения

−6rp−1 + r2(p−1) + 8r2p + 1 = 0

в интервале (0, 1). Экстремальная функция имеет вид z(zp − a)/(1− azp), где

a =

(

1−

√

1− rp2p
√
2

)

1

rpp
.

Результат при p = 1 хорошо известен: r∗1 = 1/
√
2.

Случай p = 2 имеет особый интерес, поскольку он обеспечивает решение задачи 1.

Следствие 1. Если f(z)— нечетная аналитическая функция в D и |f(z)| 6 1 в D, то

Bf (r) 6 1 при r 6 r2 = 0,789991 . . . ,

где r2 = r∗ совпадает с (1). Экстремальная функция имеет вид z(z2 − a)/(1 − az2).

В [21] был доказан следующий общий результат.

Теорема 3 (см. [21, теорема 1]). Пусть p ∈ N и 0 6 m 6 p, f(z) =

∞
∑

k=0

apk+mz
pk+m — анали-

тическая функция в D и |f(z)| 6 1 в D. Тогда

Bf (r) 6 1 при r 6 rp,m,

где rp,m — наибольший положительный корень уравнения

−6rp−m + r2(p−m) + 8r2p + 1 = 0.

Экстремальная функция имеет вид zm(zp − a)/(1 − azp), где

a =

(

1−

√

1− rp,m2p

√
2

)

1

rp,mp
.
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Случай p = 2 и m = 1 представляет особый интерес, поскольку он охватывает класс нечетных
аналитических функций; это простое упражнение, чтобы увидеть, что для p = m, 2m, 3m радиусы
Бора равны

rm,m =
1

2m
√
2
, r2m,m = m

√
r2, r3m,m =

2m

√

7 +
√
17

16
,

где r2 приведено в следствии 1. Стоит отметить, что в последнем случае r3,1 имеет значение

(
√

7 +
√
17)/4. Результат при m = 0 хорошо известен (см. [6]); напомним его из-за его самостоя-

тельного интереса.

Следствие 2. Пусть p > 1. Если f(z) =

∞
∑

k=0

apkz
pk — аналитическая функция в D и

∣

∣f(z)
∣

∣ 6 1

в D. Тогда Bf (r) 6 1 для 0 6 r 6 rp,0 = 1/ p

√
3. Радиус rp,0 = 1/ p

√
3 является наилучшим.

Если a0 = 0, то из доказательства [21, теорема 1] следует, что число rp,0 = 1/ p

√
3 в следствии 2

может быть заменено на rp,0 = 1/ 2p
√
2, которое в этом случае является радиусом Бора. Более

того, радиус r = 1/ 2p
√
2 является наилучшим из возможных, что показывает функция

ϕα(z) = zp
(

α− zp

1− αzp

)

,

где α = 1/ 2p
√
2. Случай p = 1 из этого результата совпадает со случаем p = 2 общего результата

следствия 4 (при g(z) ≡ 0).
Чтобы сформулировать следующий результат, введем понятие подчинения.
Пусть f и g— аналитические функции в D. Функция g наазывается подчинением для f (обо-

значение g ≺ f или g(z) ≺ f(z)), если существует такая аналитическая функция w, что w(0) = 0,
|w(z)| < 1 и g(z) = f(w(z)) при z ∈ D. В случае, когда f однолистна в D, g ≺ f тогда и только
тогда, когда g(0) = f(0) и g(D) ⊂ f(D) (см. [9, гл. 2] и [16, с. 190, 253]). Из леммы Шварца (см.,
например, [9]) следует, что

∣

∣g′(0)
∣

∣ =
∣

∣f ′(w(0))w′(0)
∣

∣ 6
∣

∣f ′(0)
∣

∣.

Для данной аналитической функции f введем обозначение S(f) = {g : g ≺ f}. В [2, теоре-
ма 1] показано, что если f , g— такие аналитические функции, что функция f однолистна в D и

g(z) =
∞
∑

n=0

bnz
n принадлежит S(f), то неравенство

Bg(r) =
∞
∑

n=0

|bn|r
n
6 1

выполняется при rf = 3 − 2
√
2 ≈ 0,17157. Равенство выполняется для функции Кебе f(z) =

z/(1 − z)2. Наш следующий результат касается радиуса Бора для подчиненных функций, когда
подчиняющая функция нечетна и однолистна в D. В этом случае радиус Бора намного больше,
и доказательство совершенно иное. В отличие от предыдущего случая (см. также [2, теорема 1]),
а также классического случая (см. теорему 1), где для доказательства требуется оценка коэф-

фициентов, для нечетной однолистной функции f(z) =
∞
∑

k=1

a2k−1z
2k−1 точная оценка для |a2k−1|

до сих пор не известна. Даже если мы используем известную оценку коэффициентов для класса
нечетных однолистных функций, задача не станет проще.

Теорема 4 (см. [20, теорема 2]). Если f , g— такие аналитические функции в D, что

f(z) = z +
∞
∑

k=2

a2k−1z
2k−1
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— нечетная аналитическая в D и

g(z) =

∞
∑

n=1

bnz
n ∈ S(f),

то неравенство Bg(r) 6 1 выполняется при r 6 r∗, где r∗ = 0,554958 — наименьший положи-

тельный корень уравнения

x2 = (1− x)2(1 + x).

Как отмечено в [20, замечание 2], если в теореме 4 g— также нечетная аналитическая функция,
то легко получить точное значение радиуса Бора из теоремы 4. Следующая задача, предложенная
в [20], остается открытой.

Задача 2. Найти радиус Бора для класса нечетных функций f , удовлетворяющих условию
0 < |f(z)| 6 1 для всех 0 < |z| < 1.

3. Усиление неравенства Бора И. Р. Каюмовым и С. Поннусами. Помимо приведенных
выше результатов, И. Р. Каюмов и С. Поннусами (см. [22]) усилили классическую версию теоремы
Бора в четырех различных формулировках. Приведем эти формулировки.

Теорема 5. Пусть f(z) =
∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая функция в D, |f(z)| 6 1 в D и Sr — пло-

щадь образа круга |z| < r при отображении функцией f . Тогда

∞
∑

k=0

|ak|r
k +

16

9

(

Sr
π

)

6 1 при r 6
1

3
,

причем числа 1/3 и 16/9 не могут быть улучшены. Кроме того,

|a0|
2 +

∞
∑

k=1

|ak|r
k +

9

8

(

Sr
π

)

6 1 при r 6
1

2
,

причем константы 1/2 и 9/8 не могут быть улучшены.

Теорема 6. Пусть f(z) =
∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая в круге D функция и |f(z)| 6 1 в D. Тогда

|a0|+
∞
∑

k=1

(

|ak|+
1

2
|ak|

2

)

rk 6 1 при r 6
1

3
,

причем числа 1/3 и 1/2 не могут быть улучшены.

Теорема 7. Пусть f(z) =

∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая функция в круге D и |f(z)| 6 1 в D. Тогда

∞
∑

k=0

|ak|r
k +

∣

∣f(z)− a0
∣

∣

2
6 1 при r 6

1

3
,

причем число 1/3 не может быть улучшено.

Теорема 8. Пусть f(z) =

∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая в круге D функция и |f(z)| 6 1 в D. Тогда

|f(z)|2 +

∞
∑

k=1

|ak|
2r2k 6 1 при r 6

√

11

27
,

и это число не может быть улучшено.
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Понятие радиуса Бора, первоначально определенное для аналитических функций из D в D,
было распространено некоторыми авторами для отображений из D на некоторые области Ω из D

(см. [2, 3, 7]).

4. Радиус Бора—Рогозинского для аналитических функций. Помимо радиуса Бора ис-
пользуется также понятие радиуса Рогозинского (см. [24, 28, 29]), который определяется следу-

ющим образом. Если f(z) =

∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая функция в круге D, удовлетворяющая

неравенству |f(z)| < 1 в D, то для каждого N > 1 имеем |SN (z)| < 1 в круге |z| < 1/2, и эта
оценка точна, где SN — частичные суммы разложения функции f :

SN (z) =
N−1
∑

k=0

akz
k.

И. Р. Каюмов и С. Поннусами (см. [22]) ввели новую величину, которую назвали суммой Бора—

Рогозинского Rf
N (z) функции f :

Rf
N (z) := |f(z)|+

∞
∑

k=N

|ak|r
k, |z| = r.

Заметим, что при N = 1 эта величина связана с классической суммой Бора, в которой f(0)
заменяется на f(z). Очевидно, что

|SN (z)| =

∣

∣

∣

∣

∣

f(z)−
∞
∑

k=N

akz
k

∣

∣

∣

∣

∣

6 Rf
N (z).

Таким образом, оценка радиуса Бора для Rf
N (z) вытекает из оценки радиуса Рогозинского для

ограниченных аналитических функций. Следовательно, сумма Бора—Рогозинского связана с сум-
мой Рогозинского. Как и в классической ситуации радиуса Бора, естественно определить радиус
Бора—Рогозинского. Приведем несколько основных результатов статьи [22], которые связывают
эти радиусы.

Теорема 9. Пусть f(z) =

∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая в круге D функция и |f(z)| < 1 в D.

Тогда

|f(z)|+

∞
∑

k=N

|ak|r
k
6 1 при r 6 RN ,

где RN — положительный корень уравнения ψN (r) = 0, ψN (r) = 2(1+ r)rN − (1− r)2. Радиус RN

является наилучшим возможным. Более того,

|f(z)|2 +

∞
∑

k=N

|ak|r
k
6 1 при r 6 R′

N ,

где R′
N — положительный корень уравнения (1 + r)rN − (1 − r)2 = 0. Радиус R′

N является наи-

лучшим возможным.

Из принципа максимума следует, что радиус Бора—Рогозинского всегда меньше или равен
радиусу Бора. Очевидно, что радиус Рогозинского всегда больше или равен радиусу Бора—
Рогозинского.

Заметим, что RN и R′
N в теореме 9 оба стремятся к 1, когда N → ∞, поэтому значение радиуса

Бора—Рогозинского в обоих случаях стремится к 1 при N → ∞. Заметим, что R1 =
√
5 − 2—

корень уравнения

ψ1(r) = 2(1 + r)r − (1− r)2 = −1 + 4r + r2 = 0,
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и мы получаем, что R′
1 = 1/3. Таким образом мы можем сформулировать следующее утвержде-

ние.

Следствие 3. Пусть f(z) =

∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая в круге D функция и |f(z)| < 1 в D.

Тогда

|f(z)|+

∞
∑

k=1

|ak|r
k
6 1 при r 6

√
5− 2 ≈ 0,236068,

и значение радиуса r не может быть больше, чем
√
5− 2. Более того,

|f(z)|2 +
∞
∑

k=1

|ak|r
k
6 1 при r 6

1

3
,

и значение радиуса r не может быть больше, чем 1/3.

5. Усиление теоремы 5. Наша главная цель — усилить теорему 5. Справедлива следующая
теорема.

Теорема 10. Пусть f(z) =

∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая в круге D функция, |f(z)| 6 1 в D и

Sr — площадь образа круга |z| < r при отображении функцией f . Тогда

M(r) :=

∞
∑

k=0

|ak|r
k +

16

9

(

Sr
π − Sr

)

6 1 при r 6
1

3
, (2)

и число 16/9 не может быть улучшено.

Для доказательства теоремы 10 нам нужны следующие леммы.

Лемма 1 (см. [20, лемма 2]). Пусть |b0| < 1 и 0 < R 6 1. Если g(z) =

∞
∑

k=0

bkz
k — аналитиче-

ская функция и |g(z)| 6 1 в D. Тогда выполняется точное неравенство

∞
∑

k=1

|bk|
2Rpk

6 Rp (1− |b0|
2)2

1− |b0|2Rp
. (3)

Лемма 2 (см. [22, лемма 1]). Пусть функция g(z) =
∞
∑

k=0

bkz
k аналитична в D, |g(z)| < 1 в D

и Sr — площадь образа круга |z| < r при отображении функцией g. Тогда выполняется точное

неравенство

Sr
π

:=

∞
∑

k=1

k|bk|
2r2k 6 r2

(1− |b0|
2)2

(1− |b0|2r2)2
при 0 < r 6

1
√
2
. (4)

Замечание 1. Как показывает пример функции g(z) = zn, n > 2, для функций, не являю-
щихся однолистными, лемма 1, вообще говоря, не верна при r > 1/

√
2.

Лемма 3. Пусть p ∈ N, 0 6 m 6 p и функция f(z) =
∞
∑

k=0

apk+mz
pk+m аналитична в D и

|f(z)| < 1 в D. Тогда выполняются неравенства

∞
∑

k=1

|apk+m|rpk 6



















A(r) := rp
1− |am|2

1− rp|am|
при |am| > r,

B(r) := rp
√

1− |am|2
√
1− r2p

при |am| < r.

(5)
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Доказательство этой леммы следует из доказательства теоремы 1 из [21] (см. также [20, доказа-
тельство теоремы 1] в случае m = 0). Однако для удобства читателя мы представим некоторые
детали. Во-первых, заметим, что для функции f имеет место представление f(z) = zmg(zp), где

|g(z)| 6 1 в D и g(z) =

∞
∑

k=0

bkz
k аналитична в D, bk = apk+m. Пусть |b0| = a. Выберем такое ρ > 1,

что ρr 6 1. Тогда из неравенства Коши—Шварца и (3) при R, замененным на ρr, следует, что

∞
∑

k=1

|bk|r
pk

6

√

√

√

√

∞
∑

k=1

|bk|
2ρpkrpk

√

√

√

√

∞
∑

k=1

ρ−pkrpk 6
rp(1− a2)
√

1− a2rpρp
1

√

1− ρ−prp
(6)

по лемме 1. Рассмотрим случаи a > rp и a < rp отдельно.
Если a > rp, то в (6) можно положить ρ = 1/ p

√
a. С другой стороны, если a < rp, то в (6) можно

положить ρ = 1/r. Имеем оценку

∞
∑

k=1

|bk|r
pk

6















rp
(1− a2)

1− rpa
, a > rp,

rp
√
1− a2

√
1− r2p

, a < rp.

Искомые неравенства (5) получаются при подстановке bk = apk+m и a = |am|. �

Доказательство теоремы 10. Рассмотрим функцию M(r), определяемую выражением (2). Так
как M(r)— возрастающая по r функция, достаточно доказать неравенство (2) при r = 1/3. Пусть
r = 1/3. Кроме того, при m = 0 и p = 1 из леммы 3 получаем, что

∞
∑

k=1

|ak|r
k
6 Φ(r) =



















A(r) := r
1− |a0|

2

1− r|a0|
, |a0| > r,

B(r) := r

√

1− |a0|2
√
1− r2

, |a0| < r.

(7)

В частности,

Φ

(

1

3

)

=



















A

(

1

3

)

:=
1− |a0|

2

3− |a0|
, |a0| >

1

3
,

B

(

1

3

)

:=

√

1− |a0|2
√
8

, |a0| <
1

3
.

(8)

Далее, из леммы 2 находим, что

Sr
π

6
r2(1− |a0|

2)2

(1− |a0|2r2)2
при 0 < r 6

1
√
2
;

следовательно

1−
Sr
π

>
(1− r2)(1 − r2|a0|

4)

(1− |a0|2r2)2
.

Отсюда мы получаем, что

Sr
π − Sr

6
r2(1− |a0|

2)2

(1− r2)(1 − r2|a0|4)
при 0 < r 6

1
√
2
. (9)
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В случае |a0| > 1/3, используя (8) и (9) при r = 1/3, имеем

M(r) 6 |a0|+A

(

1

3

)

+
16

9

(

S1/3

π − S1/3

)

6

6 1−
(

1− |a0|
)

[

1−
1 + |a0|

3− |a0|
−

2(1 + |a0|)(1 − |a0|
2)

9− |a0|4

]

6

6 1−
2(1− |a0|)

3(6 + |a0|+ |a0|
3)

(3− |a0|)(9− |a0|4)
.

Последнее означает, очевидно, что M(r) 6 1 при |a0| ∈ [1/3, 1]. Таким образом, неравенство (2)
выполняется при |a0| ∈ [1/3, 1].

Далее рассмотрим случай |a0| < 1/3. Еще раз используя (8) и (9) при r = 1/3, получаем, что

M(r) 6 |a0|+B(1/3) +
16

9

(

S1/3

π − S1/3

)

6

√

1− |a0|2
√
8

+

(

|a0|+
2(1− |a0|

2)2

9− |a0|4

)

=

=

√

1− |a0|2
√
8

+
2 + 9|a0| − 4|a0|

2 + 2|a0|
4 − |a0|

5

9− |a0|4
6

1
√
8
+ Ψ(|a0|),

где

Ψ(t) =
2 + 9t− 4t2 + 2t4 − t5

9− t4
, t ∈

[

0,
1

3

)

.

Легко видеть, что Ψ(t) возрастает при t ∈ [0, 1/3). Действительно, числитель выражения возрас-
тает на [0, 1/3), а знаменатель убывает на [0, 1/3), поэтому максимум достигается при t = 1/3.
Следовательно,

M(r) 6
1
√
8
+ Ψ(1/3) =

1
√
8
+

139

273
< 1,

поэтому неравенство (2) выполняется при |a0| ∈ [0, 1/3). �

Теорема 11. Пусть f(z) =

∞
∑

k=0

akz
k — аналитическая в D функция, |f(z)| 6 1 в D и Sr —

площадь образа круга |z| < r при отображении функцией f . Тогда

M1(r) := |a0|
2 +

∞
∑

k=1

|ak|r
k +

9

8

(

Sr
π − Sr

)

6 1 при r 6
1

2
, (10)

причем число 9/8 не может быть улучшено.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 10, сначала из (7) следует, что

∞
∑

k=1

|ak|r
k
6 Φ

(

1

2

)

=



















A

(

1

2

)

:=
1− |a0|

2

2− |a0|
, |a0| >

1

2
,

B

(

1

2

)

:=

√

1− |a0|2
√
3

, |a0| <
1

2
,

(11)

при r 6 1/2. Кроме того, в силу (9), получим

S1/2

π − S1/2
6

4

3

(1− |a0|
2)2

4− |a0|4
. (12)
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Пусть |a0| > 1/2. В этом случае, используя (11) и (12), получим, что

M1(r) 6 |a0|
2 +A

(

1

2

)

+
9

8

(

S1/2

π − S1/2

)

6

6 1−
(

1− |a0|
2
)

[

1−
1

2− |a0|
−

3

2

(1− |a0|
2)

4− |a0|4

]

6

6 1−

(

1− |a0|
2
)(

1− |a0|
)2(

2− |a0|+ 2|a0|
2 + 2|a0|

3|
)

2
(

2− |a0|
)(

4− |a0|4
) ;

следовательно, M1(r) 6 1 при |a0| ∈ [1/2, 1].
Пусть теперь |a0| < 1/2. Еще раз используя (11), (12) и доказательство теоремы 10, получаем,

что M1(r) 6 Ψ1(|a0|), где

Ψ1(t) =

√
1− t2
√
3

+
3 + 2t2 + 3t4 − 2t6

8− 2t4
.

Вычисления показывают, что Ψ1(t) на [0, 1/2) имеет только одну стационарную точку при
t = 0,22558 . . . (локальный минимум), и поэтому максимум Ψ(t) достигается при t0 = |a0| = 1/2
и равен

Ψ(t0) =
27

28
< 1;

следовательно M1(r) 6 1 при |a0| ∈ [0, 1/2). Таким образом, неравенство (11) имеет место при
|a0| ∈ [0, 1]. �

6. Неравенство Бора для гармонических отображений. Большое количество задач, воз-
никающих в механике жидкости, электростатике, теплопроводности и многих других задачах
физики, имеют математическую интерпретацию в терминах уравнения Лапласа ∆u = 0, где ∆
обозначает комплексный оператор Лапласа

∆ = 4
∂2

∂z∂z
=

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

Таким образом, все эти физические задачи сводятся к решению уравнения в некоторой области D
комплексной плоскости. Функция u(x, y) обычно удовлетворяет некоторым граничным условиям
на границе ∂D области D. Из основных свойств теории аналитических функций следует, что
решение указанной выше задачи сводится к нахождению аналитической функции f в D, удо-
влетворяющей преобразованным граничным условиям на ∂D. Оказывается, решение этой задачи
может быть значительно упрощено в выпуклых областях, таких как полуплоскости, диски, по-
лосы и т. п. Большую часть обоснований можно найти в классической литературе.

Будем считать, что комплекснозначная гармоническая функция f = u + iv определена на
односвязной области D. Тогда f имеет канонический вид f = h + g, где h и g аналитичны в D.
Обобщение неравенства Бора для гармонических функций в единичном круге D со значениями
в D было начато Абу Муханном в [2].

Теорема 12 (см. [2]). Пусть

f(z) = h(z) + g(z) =
∞
∑

n=0

anz
n +

∞
∑

n=1

bnzn

— комплекснозначная гармоническая функция в D. Если |f(z)| < 1 в D, то

∞
∑

n=1

(|an|+ |bn|)r
n
6

2

π
≈ 0,63662 (13)

и
∞
∑

n=1

| eiµan + e−iµbn|r
n + |Re eiµa0| 6 1 (14)
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для r 6 1/3 и любого вещественного µ. Равенство в (14) достигается для преобразования Ме-

биуса

ϕ(z) =
z − a

1− az
, 0 < a < 1, при a→ 1.

В [2] приведен пример гармонической функции, показывающий, что неравенство (14) не вы-
полняется, если |Re eiµa0| заменить на |a0|.

Пусть D— ограниченное множество. Обозначим через D замыкание D и через Dmin наимень-
ший замкнутый круг, содержащий D.

Теорема 13 (см. [4, теорема 4.4]). Пусть

f(z) = h(z) + g(z) =
∞
∑

n=0

anz
n +

∞
∑

n=1

bnzn

— комплекснозначная гармоническая функция в D. Если f : D → D для некоторой ограниченной

области D, то для r 6 1/3

∞
∑

n=1

(

|an|+ |bn|
)

rn 6
2

π
ρ,

∞
∑

n=1

∣

∣eiµan + e−iµbn
∣

∣ rn +
∣

∣Re eiµ(a0 − w0)
∣

∣ 6 ρ,

где ρ и w0 — радиус и центр круга Dmin соответственно.

Значение r = 1/3 точное и достигается для аналитической однолистной функции f , дей-

ствующей из D в D. В частности, если D— окружность радиуса ρ > 0 с центром в точке ρw0,

то r = 1/3 для функции Мёбиуса

ϕ(z) = eiµ0ρ

(

z + a

1 + az
+ |w0|

)

для некоторого 0 < a < 1 и µ0, удовлетворяющего равенству w0 = |w0|e
iµ0 .

Для изложения результатов, связанных с радиусом Бора для гармонических отображений, нам
понадобится следующее определение. Для p > 1 будем говорить, что число rp является p-радиусом

Бора для гармонической функции f = h + g, определенной в единичном круге D, где g(0) = 0,
если rp является наибольшим значением, при котором выполнено неравенство

∞
∑

k=0

(

|ak|
p + |bk|

p
)1/p

rk 6 1 при |z| = r 6 rp.

Отметим, что все эти радиусы совпадают в аналитическом случае. Более того, они эквивалент-
ны с учетом оценок

max
(

|ak|, |bk|
)

6
(

|ak|
p + |bk|

p
)1/p

6 |ak|+ |bk| 6 2max
(

|ak|, |bk|
)

.

Заметим, что случай max(|ak|, |bk|) соответствует p = ∞. Этот подход был использован при
получении следующего результата.

Теорема 14 (см. [21, Theorem 3]). Пусть f = h + g— такое гармоническое отображение,

определенное в D, что |f(z)| 6 1 в D, где

h(z) =

∞
∑

k=0

akz
k, g(z) =

∞
∑

k=1

bkz
k. (15)

Тогда для любых p > 1 и r < 1 выполняется неравенство

∞
∑

k=1

(

|ak|
p + |bk|

p
)1/p

rk 6 max
{

2(1/p)−1/2, 1
}
√

1− |a0|2
r

√
1− r2

.
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В частности, из теоремы 14 при p = 1 следует, что r 6 1/3,
∞
∑

k=1

(

|ak|+ |bk|
)

rk 6

√

1− |a0|2

2
6

1

2
.

Напомним (см. (13)), что это неравенство было первоначально получено с 2/π ≈ 0,63662 вместо

(
√

1− |a0|2)/2. Это означает, что приведенное выше неравенство является значительным улуч-
шением по сравнению с результатом Абу Муханна [2].

Заметим, что max
{

2(1/p)−1/2, 1
}

равен 1 при p > 2 и равен 2(1/p)−1/2 при p ∈ [1, 2]. Это наблю-
дение для a0 = 0 в теореме 14 дает следующий интересный результат.

Следствие 4 (см. [21]). Пусть f = h + g— такое гармоническое отображение круга D,

что |f(z)| 6 1 в D, где h(z) и g(z) такие же, как в (15). Если p > 2, то

∞
∑

k=1

(

|ak|
p + |bk|

p
)1/p

rk 6 1 при r 6
1
√
2
.

Константа 1/
√
2 точная.

Другие результаты, замечания и комментарии можно найти в [21]. Сформулируем некоторые
результаты, связанные с радиусом Бора для некоторого класса гармонических отображений, по-
лученные И. Р. Каюмовым и др. в [23].

Теорема 15 (см. [23, теорема 1]). Пусть

f(z) = h(z) + g(z) =

∞
∑

n=0

anz
n +

∞
∑

n=1

bnz
n

— такое гармоническое отображение круга D, что |g′(z)| 6 |h′(z)| в D, h— ограниченная в D

функция. Тогда

|a0|+
∞
∑

n=1

(

|an|+ |bn|
)

rn 6 ||h||∞ при r 6
1

5
, (16)

причем константа 1/5 точная. Кроме того, если a0 = 0 или |a0| в (16) можно заменить

на |a0|
2, то константа 1/5 может быть заменена на 1/3, которая тоже точна.

В более общем смысле, теорема 15 может быть расширена для гармонических функций f , у
которых аналитическая часть не ограничена. Например, справедлива следующая теорема.

Теорема 16 (см. [23, теорема 2]). Пусть

f(z) = h(z) + g(z) =
∞
∑

n=0

anz
n +

∞
∑

n=1

bnz
n

— такое гармоническое отображение единичного круга D, что |g′(z)| 6 |h′(z)| в D, где h удовле-

творяет условию Reh(z) 6 1 в D и h(0) = a0 > 0. Тогда

a0 +

∞
∑

n=1

(

|an|+ |bn|
)

rn 6 1 при r 6
1

5
,

причем константа 1/5 точная.

Доказательства теорем 15 и 16 опираются на неравенство
∞
∑

n=1

|bn|
2rn 6

∞
∑

n=1

|an|
2rn при |z| = r < 1,

которое справедливо, когда |g′(z)| 6 |h′(z)| в D.
С другой стороны, когда h и g ограничены и h(0) = 0, определение точного значения радиуса

Бора для гармонической функции f = h+ g требует нового подхода.
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Теорема 17 (см. [23, теорема 3]). Пусть

f(z) = h(z) + g(z) =
∞
∑

n=1

anz
n +

∞
∑

n=1

bnz
n

— гармоническая функция, определенная в круге D, функции h и g ограничены в D. Тогда

∞
∑

n=1

(

|an|+ |bn|
)

rn 6 max
{

‖h‖∞, ‖g‖∞
}

при r 6

√

7

32
,

причем константа
√

7/32 точная.

Как и симметричном случае аналитических функций (см. [6,20,21]), в [23] получен следующий
аналогичный результат для гармонических функций.

Теорема 18 (см. [23, теорема 4]). Пусть p > 2. Предположим, что

f(z) = h(z) + g(z) =

∞
∑

n=0

anz
pn+1 +

∞
∑

n=0

bnz
pn+1

— гармоническая p-симметричная функция, определенная в круге D, функции h и g ограниченны

в D. Тогда
∞
∑

n=0

(

|an|+ |bn|
)

rpn+1
6 max

{

‖h‖∞, ‖g‖∞
}

при r 6
1

2
,

причем константа 1/2 является точной.

В [23] получен ряд других результатов о радиусе Бора для квазиконформных гармонических
отображений. Кроме того, в этой статье можно также найти открытые проблемы и гипотезы о
радиусе Бора.

7. Радиус Бора для гармонических функций Блоха. В этом разделе рассмотрена задача
нахождения радиуса Бора для пространства ограниченных гармонических функций Блоха.

Гармоническая функция f = h+ g, определенная в круге D, называется гармонической функ-

цией Блоха, если

sup
z∈D

(

1− |z|2
)

Λf (z) < +∞,

где Λf (z) = |fz(z)| + |fz(z)| = |h′(z)| + |g′(z)|. Пространство всех гармонических функций Блоха
обозначается BH ; оно является комплексным банаховым пространством с нормой ‖ · ‖, заданной
соотношением (см. [15])

‖f‖BH
= |f(0)|+ sup

z∈D

(

1− |z|2
)

Λf (z);

эту норму называют гармонической нормой Блоха. В последнее время пространство BH вместе с
его различными обобщениями были широко исследованы (см., например, [17–19]).

Очевидно, что это определение совпадает с классическим пространством Блоха B, когда f
является аналитической в D функцией. Отметим замечательный обзор [8] по этой теме и моно-
графию [26].

Сначала сформулируем наш результат для аналитического случая.

Теорема 19. Пусть f ∈ B и ‖f‖B 6 1. Тогда

∞
∑

n=0

|an|r
n
6 1 при r 6 R = 0,55356 . . . , (17)

где R— положительный корень уравнения

1−R+R log(1−R) = 0.

Число R не может быть заменено на число, большее, чем 0,624162 . . . .
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Сформулируем теперь гармонический аналог теоремы 19.

Теорема 20. Пусть f = h+ g— гармоническая в D функция, g(0) = 0 и ‖f‖BH
6 1, где

‖f‖BH
= |f(0)|+ sup

z∈D

(

1− |z|2
)(

|h′(z)| + |g′(z)|
)

.

Тогда

|a0|+

∞
∑

n=1

√

|an|2 + |bn|2r
n
6 1 при r 6 R = 0,55356 . . . . (18)

Число 0,55356 . . . не может быть заменено на число большее, чем 0,624162 . . . .

Как отмечалось ранее, если заменить первое слагаемое |a0| в (17) и (18) на |a0|
2, радиус Бо-

ра можно будет определить в усовершенствованной форме. Совсем недавно Лиу и Поннусами
(см. [25]) обобщили полученные результаты для ν-отображений Блоха. Для более подробного
исследования этого вопроса читатель может обратиться к [25].
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Аннотация. В статье изучаются условия, при которых спектр оператора Штурма—Лиувилля на
некоторой гладкой кривой локализуется около счетного числа лучей. В случае, когда потенциал
кусочно аналитичен, найдена асимптотика собственных чисел каждой серии, локализующейся
около соответствующего луча. Полученный результат позволяет обобщить известную формулу
об асимптотике функции распределения спектра, которая была установлена Б. Дэвисом в случае
конечного числа лучей локализации.

Ключевые слова: несамосопряженный дифференциальный оператор, спектральная устойчи-
вость, локализация спектра.

AMS Subject Classification: 34B24, 47A10

1. Введение. Пусть γ — кривая с параметризацией z(x) = x + is(x), x ∈ [0, 1], где функция s
кусочно непрерывно дифференцируема, т.е. существует такое разбиение 0 < x1 < · · · < xn−1 <
xn = 1, что s ∈ C(1)[xm−1, xm]. Кроме того, пусть s′ не убывает, s(0) = s(1) = 0, s′(0) < 0 < s′(1).
Введем обозначения α0 = arctg s′(0), α1 = arctg s′(1). Тогда

−
π

2
< α0 < 0 < α1 <

π

2
. (1)

Для любой функции y ∈ AC(γ), т.е. абсолютно непрерывной на кривой γ (относительно меры
|dz|), функцию

y′γ(z) := lim
γ∋ζ→z

y(ζ)− y(z)

ζ − z
,

определенную почти всюду на γ, будем называть производной y вдоль γ. Аналогично определяем
y′′γ(z) и т. д. (в предположении что эти объекты существуют). Всюду далее, если не возникает

путаница, значок γ в y
(n)
γ будем опускать.

Определение 1. Пусть q ∈ L1(γ). Оператором Штурма–Лиувилля на кривой γ будем назы-
вать оператор Lγ с областью определения

D(Lγ) =
{

y ∈ L2(γ) : y′ ∈ AC(γ), −y′′ + qy ∈ L2(γ), y(0) = y(1) = 0
}

,

действующий в пространстве L2(γ) по правилу

Lγy = −y′′ + qy.

Точно так же, как в случае γ = [0, 1] (см., например, [8, § 17, теорема 1]), доказывается, что
оператор Lγ плотно определен. Отсюда, поскольку спектр Lγ дискретен (см. [1, лемма 2]), то
оператор Lγ замкнут (см. [11, лемма 1.1.2]).

Определение 2. Будем говорить, что спектр T0 локализуется около лучей arg λ = αk (k =
1,m), если для любого ε > 0

N(T0, r) ∼
m
∑

k=1

N
(

T0, αk − ε, αk + ε, r
)

, r → +∞, (2)

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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где N(T, η, ζ, r) и N(T, r)— число собственных значений оператора T соответственно в секторе
{η < argλ < ζ, |λ| < r} и в круге {|λ| < r}.

Используя условие (1), легко показать, что если s′(0) и s′(1) положительны, то все собствен-
ные значения оператора Lγ , за исключением конечного числа, лежат в угле −2α1 < arg λ < −2α0

(см. [1, лемма 2]). В [2, 3] показано, что спектр оператора Lγ локализуется (в смысле определе-
ния 2) около луча arg λ = 0 тогда и только тогда, когда функция q почти всюду на γ совпадает
с угловым граничным значением (см. [9, гл. I, § 5]) некоторой функции Q, удовлетворяющей
следующим условиям:

(TM1) Q мероморфна в области Ω, ограниченной кривой γ и отрезком [0, 1]; ее полюсы мо-
гут скапливаться только к отрезку [0, 1], в окрестности каждого полюса zk справедливо
разложение

Q(z) =
mk(mk − 1)

(z − zk)2
+

mk−1
∑

i=0

cki(z − zk)
2i + (z − zk)

2mk−1r(z), (3)

где mk ∈ N, cki — некоторые числа, функция r(z) голоморфна в некоторой окрестности
точки zk;

(TM2) Q принадлежит пространству Смирнова (см. [9, гл. II, § 7]) E1(ω) для любой области
ω ⊂ Ω, не содержащей полюсов Q и такой, что ω ∩ [0, 1] = ∅.

Функцию q, удовлетворяющую в области Ω указанным условиям, для краткости будем называть
безмонодромной в этой области. Из сказанного следует, что для оператора Lγ с потенциалом q,
безмонодромным в Ω, справедлива формула

N(Lγ , r) ∼

√
r

π
, r → +∞. (4)

Существенность условия безмонодромности q во всей области Ω в некоторой степени подтвер-
ждается следующим примером. Если

q(z) =
k(k + 1)

(z − a)2
, a ∈ Ω, k /∈ Z,

то собственные числа оператора Lγ распадаются на две серии (см. [1]):

λ
(1)
k ∼

(

πk

a

)2

, λ
(2)
k ∼

(

πk

1− a

)2

, k → +∞, (5)

так что

N(Lγ , r) ∼
|P |

π

√
r, r → +∞, (6)

где |P | означает длину ломаной P , составленной из отрезков [0, a] и [a, 1].
Из результатов работы Дэвиса [12] следует, что если q постоянна на дугах γm = {z = z(x),

xm−1 < x < xm}, 0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1, так что в каждой точке

am = z(xm), m = 1, N − 1, (7)

терпит скачок, то спектр оператора Lγ разбивается на N серий {λmn}
∞
n=1 (m = 1, N), имеющих

асимптотику

λmn ∼

(

πn

am − am−1

)2

, n → ∞. (8)

Отсюда, в частности, следует формула (6), где P — ломаная с вершинами в точках
0, a1, . . . , aN−1, 1. Отметим, что в рассматриваемом случае характеристическая функция спектра

Φ(λ) := ϕ(1, λ), (9)

где ϕ(z, λ) — решение уравнения
−y′′ + qy = λ2y, (10)

удовлетворяющее условиям
ϕ(0, λ) = 0, ϕ′(0, λ) = 1, (11)
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является квазиполиномом, поэтому формула (8) следует из результатов работы В. Б. Лидского
и В. А. Садовничего (см. [6]), в которой для класса функций K, включающих в себя квазиполи-
номы, были получены формулы регуляризованных следов.

Цель настоящей работы — обобщение формулы (8) в двух направлениях:

(1) для любого разбиения

γ =

N
⋃

m=1

γm (N < ∞) (12)

найти наиболее широкий класс функций qm = q
∣

∣

∣

γm
, для которых верна формула (8);

(2) найти условия на функцию q, при которых спектр оператора Lγ разбивается на счетное число
серий {λmn}

∞
n=1 (m = 1, 2, . . . ), для которых имеет место формула вида (8).

Основной результат работы составляют теоремы 1 и 2. В теореме 1 утверждается, что для спра-
ведливости формулы (8) достаточно, чтобы функция qm была безмонодромна в области Ωm

(m = 1, N ), ограниченной отрезком [am−1, am] и дугой γm, имела там конечное число полю-
сов и удовлетворяла некоторым дополнительным условиям регулярности около границы Ωm так,
чтобы характеристическая функция Φ была функцией вполне регулярного роста (см. [4, гл. III]).
В теореме 2 показано, что если каждая функция qm удовлетворяет условиям теоремы 1 и при
достаточно больших m голоморфна в области Ωm, так что q′m ∈ E2(Ωm) и функция q в каждой
точке am терпит скачок, то формула (8) верна и при N = ∞, причем оценка остаточных членов
в (8) равномерна по m, откуда будет следовать формула (6).

2. Формулировка основных результатов. Сначала договоримся о некоторых терминах и
обозначениях.

1. Если G— односвязная область со спрямляемой границей, то
(a) M(G) — множество таких мероморфных в G функций q, что любое решение уравнения (10)

при всех значениях λ однозначно в G (как известно [13], q ∈ M(G) тогда и только тогда,
когда функция q мероморфна в области G и в окрестности каждого полюса представляется
в виде (3));

(b) M0(G)— множество q из M(G) с конечным числом полюсов;
(c) M1(G)— множество q из M0(G), для которых q̃ (регулярная часть q) принадлежит про-

странству Смирнова E1(G).
2. Если am — точки на кривой γ, определяемые по формуле (7), то M(γ)— 2N -угольник с вер-

шинами в точках ±i(2Am − 1), m = 0, N .
3. I — сопряженная диаграмма (см. [4, гл. I, § 20]) функции Φ (см. (9)).
4. Если P – ломаная с вершинами в точках 0, (7) и 1, qP ∈ L1(P ), то LP — оператор, который

определяется так же, как и Lγ при γ = P , q = qP . Соответственно ΦP — характеристическая
функция спектра оператора LP , IP — сопряженная диаграмма функции ΦP .

5. Если функция f кусочно непрерывна на кривой γ и z0 = z(t0) ∈ γ, то

∆f(z0) :=











f(0), t0 = 0,

f
(

z(t0 + 0)
)

− f
(

z(t0 − 0)
)

, 0 < t0 < 1,

−f(1), t0 = 1.

(13)

6. Если β — незамкнутая кривая, то
◦

β = β\{концы β}.

Всюду далее будем считать, что Ωm 6= ∅ при всех m = 1, N , т.е. M(γ)— невырожденный
2N -угольник.

Как известно (см. [9, гл. III, п. 6.3]), если функция f принадлежит E1(G), где G— односвязная
область со спрямляемой границей ∂G, то почти в каждой точке (относительно дуговой меры)
границы ∂G функция f имеет угловое граничное значение. Отсюда, согласно определению клас-
са M1(G), любая функция из M1(G) также имеет угловые граничные значения почти всюду
на ∂G.
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Если функция f принадлежит E1(G), то для некоторой дуги Γ ⊂ ∂G запись f ∈ Wm
p (Γ) будет

означать, что функция fΓ — угловое граничное значение f на Γ— принадлежит пространству
Соболева Wm

p (Γ).

Теорема 1. При некотором разбиении (12) пусть q(z) = qm(z), z ∈
◦
γm, где qm ∈ L1(γm).

Если qm допускает такое мероморфное продолжение в область Ωm, что

qm ∈ M1(Ωm), m = 1, N, (14)

то имеет место равенство

σ(Lγ) = σ(LP ), (15)

где оператор LP определяется по п. 4 с потенциалом qP , равным почти всюду на P угловому

граничному значению q.
Если дополнительно к условиям (14)

qm ∈ W 1
1 ([am−1, am]), m = 1, N, (16)

и

∆q(am) 6= 0, m = 1, N − 1, (17)

то для спектра оператора Lγ справедливо представление

σ(Lγ) =

N
⋃

m=1

∞
⋃

n=1

λmn, (18)

λmn ∼

(

πn

dm
+ cm +O

(

n−1
)

)2

, m = 2, N − 1, n → +∞, (19)

λmn ∼

(

πn

dm
+

σm lnn

2dm
+ cm +O

(

lnn

n

))2

, m = 1, N, n → +∞, (20)

где dm = am − am−1, σ1 = 1, σN = −1, коэффициенты cm вычисляются явно.

Теорема 2. Пусть {xm}∞m=0 — такая возрастающая последовательность, что x0 = 0,
lim

m→∞
xm = 1, и пусть P — ломаная с вершинами в точках am = z(xm), m = 0, 1, . . . . Далее,

пусть

γm =
{

z = z(x), x ∈ [xm−1, xm]
}

, m = 1, 2, . . . ,

и функции qm = q
∣

∣

∣

γm
дополнительно к (14), (16) и (17) удовлетворяют условиям

(1) функции q и qP принадлежат соответственно W 1
1 (γ) и W 1

1 (P );

(2) ряд
∞
∑

k=1

|∆q(ak| сходится.

Тогда спектр оператора Lγ допускает представление

σ(T ) =
∞
⋃

m=1

∞
⋃

n=1

λmn, (21)

где λmn имеет асимптотику (20) при m = 1 и асимптотику (19) при m > 2.

Теорема 3. В условиях теоремы 2 имеет место формула

N(Lγ , r) ∼
|P |

π

√
r, r → +∞, (22)

где |P |— длина ломаной P с вершинами в точках {ak}
∞
0 .
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3. Лемма об интегральном представлении для характеристической функции спек-

тра. Для доказательства теоремы 1 можно было бы воспользоваться известными (см., напри-
мер, [2]) ВКБ-разложениями функции (9) при больших λ из сектора −α1 < arg λ < −α0. Вместо
этого мы получим интегральное представление (23) для функции Φ, из которого легко получатся
формулы (18), (19). Кроме того, формула (23) сыграет важную роль и при доказательстве тео-
ремы 2. Отметим, что в [3] в случае N = 1 при помощи аналогичной формулы было получено
необходимое условие на q, при котором спектр оператора Lγ имеет вид (18), (19).

Как известно (см., например, [10, гл. I, теорема 1.5]), ϕ(z, λ) при каждом фиксированном z ∈ γ
является четной целой функцией экспоненциального типа, так что Φ— четная целая функция
экспоненциального типа.

Введем следующие обозначения: Gγ (GP )— внешность контура Γγ (соответственно ΓP ), обра-
зованного двумя кривыми Γ±

γ = {±(2t − 1)i, t ∈ γ} (соответственно Γ±
P = {±(2t − 1), t ∈ P}),

Dγ = C\Gγ ,DP = C\GP , H1(t)— функция, ассоциированная по Борелю (см. [4, гл. I, § 20]) с
функцией λΦ(λ)− sinλ, H(t) = H1(2it).

Лемма 1. Справедливы следующие утверждения.

(1) Если q ∈ L1(γ), то сопряженная диаграмма функции Φ(·) есть Dγ , функция H(·) анали-

тична в области Gγ , непрерывна на замыкании Gγ и абсолютно непрерывна на Γγ .

(2) Если qm = q
∣

∣

∣

γm
при некотором разбиении γ =

N
⋃

m=1
γm (N 6 ∞) удовлетворяет (14), то

сопряженная диаграмма функции Φ(·) есть DP , функция H(·) аналитична в области GP ,

непрерывна на замыкании GP и абсолютно непрерывна на ΓP .

(3) Если q удовлетворяет условиям теоремы 1 или 2, то для Φ(·) справедливо представление

Φ(λ) =
sinλ

λ
−

1

λ

∫

P

sinλ(2s− 1)Q(s)ds +
Ψ(λ)

λ4
+

R(λ)

λ4
, (23)

Ψ(λ) =
1

8

N
∑

k=0

cos λ(2ak − 1)Ak∆q(ak), (24)

Ak =

∫

P

qdt− 2

ak
∫

0

q dt, (25)

R(λ) =

∫

P

cos λ(2t− 1)rdt, r ∈ L1(P ). (26)

Доказательство. Пусть h(β)— индикатор (см. [4, гл. I, § 15]) функции Φ(λ). Тогда (см. [4, гл. I,
§ 20])

H(t) =

∞eiβ
∫

0

e−2iλt(λΦ(λ)− sinλ)dλ, Im
(

eiβz
)

< −h(β)/2, (27)

и, кроме того,

λΦ(λ)− sinλ =
1

π

∫

C

e2iλtH(t)dt,

где C = {t = 2iτ : τ ∈ C1}, C1 — любой контур, охватывающий сопряженную диаграмму функции
λΦ(λ)− sinλ. Следовательно,

Φ(λ) =
sinλ

λ
+

1

πλ

∫

C

e2iλtH(t)dt. (28)
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C другой стороны, (см., например, [5, гл. I, § 2])

ϕ(z, λ) =
sinλz

λ
+

1

λ

z
∫

0

sinλ(z − t)q(t)ϕ(t, λ)dt,

поэтому1

λΦ(λ)− sinλ =

∫

P

sinλ(1− t)q(t)ϕ(t, λ)dt.

Отсюда, полагая

F (λ) =

∫

P

eiλtq(t)ϕ(t, λ)dt, (29)

будем иметь

λΦ(λ)− sinλ =
1

2i

(

eiλF (−λ)− e−iλF (λ)
)

. (30)

Далее, пусть hF (β)— индикатор функции F (λ). Положим

N(t) =

∞eiβ
∫

0

e−2iλtF (λ)dλ, Im
(

eiβz
)

< −
hF (β)

2
, A(t) =

1

π
(N(t) + J(t)) ,

J(t) =
1

2i

∫

P

Q(s)

s− t
ds, Q(s) =

1
∫

s

qdτ, B(t) = A′(t).

Из равенства (27) при достаточно больших |t| имеем

H(t) = H0(t) +H1(t), (31)

где

H0(t) = −
1

2





∫

P

Q(s)ds

2t+ 2s− 1
+

∫

P

Q(s)ds

−2t+ 2s− 1



 , (32)

H1(t) = −
π

2i
[A(1/2 − t) +A(1/2 + t)] . (33)

Обозначим через G1 внешность контура Γ1 = P∪P ∗, где P ∗ — образ ломаной P при повороте ее на
угол π вокруг точки 1/2. В [2, леммы 1–3] показано, что функция A(·) голоморфна в области G,
непрерывна в ее замыкании и абсолютно непрерывна на границе Γ области G. Непосредственно
проверяется, что точки ±(1 + t)/2 лежат вне G тогда и только тогда, когда t лежит вне G1.
Подставляя (30)–(33) в (28), получим

Φ(λ) =
sinλ

λ
+Φ0(λ) + Φ1(λ),

Φk(λ) =
1

πλ

∫

C

e2iλtHk(t)dt, k = 0, 1.
(34)

Непосредственные вычисления показывают, что

Φ0(λ) = −
1

λ

∫

P

sinλ(2s− 1)Q(s)ds,

Φ1(λ) =
1

4λ2

∫

C

e2iλtR(s)ds,

1Здесь и всюду далее запись
b∫

a

означает интеграл по участку ломаной P , заключенной между точками a, b.



90 Х. К. ИШКИН, А. В. РЕЗБАЕВ

где

R(s) = B

(

1

2
− t

)

−B

(

1

2
+ t

)

. (35)

Чтобы оценить Φ1(λ), воспользуемся уравнением для B, полученным в [2]:

B(z) = B0(z)−

∫

P

Q(t)B(t, t− z)dt, z ∈ Γ, (36)

где

B0(z) = −
1

2i

∫

P

Q(t)

t
∫

0

Q(t, τ)

(τ − t+ z)2
dτdt, Q(t, τ) =

t
∫

τ

q(s)ds.

Функция B(z, s) определяется следующим образом:

F (z, λ) =

t
∫

0

eiλsq(s)ϕ(s, λ)ds,

N(z, s) =

∞eiβ
∫

0

e−2iλsF (z, λ)dλ, Im
(

eiβs
)

< −hF (β)/2,

A(z, s) =
1

π

(

N(z, s) + J(z, s)
)

, J(z, s) =
1

2i

z
∫

0

Q(z, r)

r − s
dr, B(z, s) =

∂

∂s
A(z, s)

и является решением уравнения (см. [2])

B(z, s) = B(z, s)−

z
∫

0

Q(z, t)B(t, t− s+ a)dt, s ∈ Gz, (37)

где

B0(z, s) = −
1

2i

z
∫

0

Q(z, t)

t
∫

0

Q(t, τ)

(τ − t+ s− a)2
dτdt. (38)

Интегрируя по частям, имеем

B0(z) =
1

2i

∫

P

Q(t)Q(t, 0)

t− z
dt+

1

2i

∫

P

Q(t)

t
∫

0

qdτ

τ − t+ z
dt. (39)

Положим

Φ1(λ) =
1

4λ2
(Ψ1(λ) + Ψ2(λ)), Ψ1(λ) =

∫

C

e2iλt[B0(1/2 − t)−B0(1/2 + t)]dt. (40)

Тогда

Ψ1(λ) = −eiλI(−λ)− e−iλI(λ), I(λ) =

∫

C

e2iλzB0(z)dz.

Из (39) непосредственными вычислениями находим

I(λ) = −

∫

P

Q(t)Q(t, 0)e2iλtdt+

∫

P

Q(t)

t
∫

0

qe2iλ(t−τ)dτdt.



К ФОРМУЛЕ ДЭВИСА О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 91

Следовательно,

Ψ1(λ) = 2





∫

P

Q(t)Q(t, 0) cos λ(2t− 1)dt−

∫

P

Q(t)

t
∫

0

q cos λ[2(t− τ)− 1]dτdt



 .

Интегрируя по частям, получим

Ψ1(λ) =
1

λ





∫

P

sinλ(2t− 1)q[Q(t, 0) −Q(t)]dt+

∫

P

q(t)

t
∫

0

q(τ) sin λ[2(t− τ)− 1]dτdt



 .

Положим ∆q(0) = q(0) и в случае N < ∞ ∆q(1) = −q(1) (см. (13)). Из условий 1) и 2) следует,
что оба интеграла в правой части последнего равенства можно проинтегрировать по частям еще
раз. В результате будем иметь

Ψ1(λ) =
1

2λ2

[

N
∑

k=0

(cos λ(2ak − 1)Ak∆q(ak)) + ω(λ)

]

,

Ak =

∫

P

qdt− 2

ak
∫

0

qdt,

ω(λ) =

∫

P

cos λ(2t− 1)rdt, r ∈ L1(P ).

(41)

Аналогично, используя уравнение (37) и равенство (38), проверяется, что в условиях теоремы

Ψ2(λ) = λ−2

∫

P

(

e2iλtf + e−2iλtg
)

dt, f, g ∈ L1(P ). (42)

Из равенств (34), (40) – (42) следуют соотношения (23). Тем самым лемма доказана. �

4. Доказательства теорем 1 и 2. Сначала докажем теорему 1. Пусть m = 1, N , N < ∞.
Предположим сначала, что в области Ωm функция qm полюсов не имеет. Согласно условию (14)
qm ∈ E1(Ωm). Поэтому по теореме Ф. и М. Риссов (см. [9, гл. III, п. 8.1]) любая ее первообраз-
ная Qm голоморфна в Ωm и непрерывна на Ωm. Далее, поскольку y является решением (10) тогда
и только тогда, когда Y = (y,−y′ +Qmy)T — решение системы

Y ′ =

(

Qm −1
λ+Q2

m −Qm

)

Y, (43)

то любое решение уравнения (10) допускает аналитическое продолжение с кривой γm в область
Ωm, непрерывное вместе с производной вплоть до границы Ωm. Следовательно, функция Φ(λ) не
меняется при замене γm на отрезок [am−1, am]. Согласно условию (14) и теореме 1 из [2] это утвер-
ждение сохраняет силу и в случае, когда qm в Ωm имеет полюсы zmk, k = 1, km, удовлетворяющие
условию (3). Отсюда следует (15). Таким образом, для доказательства теоремы 1 достаточно по-
казать, что при дополнительных условиях (16) и (17) спектр оператора LP представляется в
виде (18), (19).

Введем числа βm = arg(am − am−1), m = 1, N , так, что α0 < β1 < · · · < βN < α1. Так
как функция q суммируема на P , то по лемме 2 из [1] при любом ε > 0 оператор Lγ вне угла
−2βN−ε 6 arg λ 6 −2β1+ε может иметь лишь конечное число точек спектра. Поэтому достаточно
изучить нули функции Φ(λ) внутри угла −βN − ε 6 arg λ 6 −β1 + ε.

Если q удовлетворяет условиям теоремы 1, то, повторяя выкладки, проведенные при выводе
представления (41), для второго члена в (23) находим

∫

P

sinλ(2s − 1)Q(s)ds =
Q(0)

2λ
cos λ+

1

4λ2

N
∑

k=0

sinλ(2ak − 1)∆q(ak) +
1

4λ2

∫

P

sinλ(2s− 1)q′dt. (44)
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Введем функцию

Φm(λ) =
8iλ3eiλ(2am−1)Φ(λ)

∆q(am−1)
, m = 1, N.

Из формул (23) и (44) следует, что для любого m = 1, N − 1 и для любого ε > 0 найдется такая
постоянная C(m, ε) > 0, что

Φm(λ) = e2iλ(am−am−1)
[

1 +O
(

e−C(m,ε)|λ|
)

]

, λ → ∞,

равномерно по arg λ из [−βm+1+ε,−βm−ε]. Следовательно, при любом m = 1, N − 1 и любом ε > 0
оператор Lγ в угле −2βm+1+ε 6 arg λ 6 −2βm−ε может иметь лишь конечное число собственных
чисел. Поэтому спектр оператора Lγ может локализоваться (в смысле определения 2) только

около лучей arg λ = −2βm, m = 1, N .
Пусть 0 < ε ≪ 1. Тогда из оценок (23) и (44) легко увидеть, что при каждом m = 2, N − 1

Φm(λ) = e2iλ(am−am−1) +
∆q(am)

∆q(am−1)
+ rm(λ),

где rm(λ) −−−−→
r→∞

0 равномерно по | arg λ + βm| < ε. Отсюда, используя теорему Руше (см.,

например, [7, гл. IV, § 3, п. 4]), получим (19). Формула (20) доказывается аналогично.
Поскольку при N = ∞ за счет дополнительных условий теоремы 2 оценки (23) и (44) сохраняют

силу, то теорема 2 доказывается точно так же, как и теорема 1.

5. Доказательство теоремы 3. Пусть функция q удовлетворяет условиям теоремы 2. Обозна-
чим через n(r, ϑ, θ) число собственных значений оператора Lγ в секторе {|z| < r, ϑ < arg z < θ}.
Из формул (21) и (19), (20) следует, что предел

∆(ϑ, θ) = lim
r→∞

n(r, ϑ, θ)
√
r

существует при всех −π < ϑ < θ 6 π, за исключением счетного множества {−2βm}∞1 . А именно,
при любом −2β0 < θ < π и −2βM+1 < ϑ < −2βM , M = 0, 1, . . . , имеем

∆(ϑ, θ) =
1

π

M
∑

m=1

|am − am−1| =
PM

π
,

где |PM | означает длину ломаной с вершинами a0, a1, . . . , aM . Отсюда следует, что спектр опера-
тора Lγ представляет собой множество, имеющее относительно порядка 1/2 угловую плотность
(см. [4, гл. II, § 1]). Таким же свойством (относительно порядка 1) обладает, очевидно, множе-
ство нулей функции Φ, откуда в силу четности Φ— целая функция с правильно распределенными
корнями. Следовательно, угловая плотность ∆(Φ, ϑ, θ) множества корней функции Φ внутри угла
ϑ < arg λ < θ равна деленной на 2π длине дуги границы индикаторной диаграммы между точ-
ками опоры опорных прямых lθ и lϑ, перпендикулярных к лучам arg λ = θ и arg λ = ϑ. Согласно
п. (2) леммы 1 сопряженной диаграммой функции Φ является DP . Поэтому (см. [4, гл. I, § 20,
теорема 33]) индикаторной диаграммой функции Φ является область IP , которая получается из
области DP симметрией относительно оси абсцисс. Легко проверить, что опорные прямые l−β1

и l−α1
пересекают область IP в точках −i и i соответственно, так что дуга границы IP , соеди-

няющая эти точки есть ломаная P, которая получается из ломаной P растяжением в 2 раза,
сдвигом, поворотом и симметрией; поэтому |P| = 2|P |. Следовательно, ∆(Φ,−α1,−β1) = |P |.
Отсюда в силу равенства

lim
r→∞

N(Lγ , r)√
r

= ∆(Φ,−α1,−β1)

следует утверждение теоремы 3.
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Аннотация. В настоящей работе изучаются спектральные разложения по системе корневых эле-
ментов дифференциальных операторов второго порядка на отрезке, резольвенты которых имеют
сверточное представление. Вначале доказано сверточное представление резольвент дифференци-
альных операторов второго порядка на отрезке с интегральными краевыми условиями. Затем
по свертке, порождаемой исходным дифференциальным оператором, строится преобразование
Фурье. Установлена связь между операцией свертки в исходном пространстве функций и опера-
цией умножения в пространстве преобразований Фурье. В заключительной части изучен вопрос
сходимости спектральных разложений, порождаемых исходным дифференциальным оператором.
Приведены примеры сверток, порождаемые операторами.

Ключевые слова: свертка, спектральное разложение, резольвента, краевая задача, дифферен-
циальный оператор, граничные формы.
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1. Введение. В математической физике решение неоднородного уравнения Au = f записыва-
ется в виде свертки двух функций u = ε ∗ f , где ε — соответствующее фундаментальное решение
(см. [1]). В данной работе решение неоднородного уравнения с параметром Au− λu = f записы-
вается в виде свертки, причем каждому оператору соответствует своя индивидуальная форму-
ла свертки. Здесь и дальше под сверткой понимается билинейная (возможно, некоммутативная
или неассоциативная) операция без правых аннуляторов. В случае, когда существует обратный
оператор A−1, свертка, связанная с линейным оператором A, не имеет делителей нуля. Если опе-
ратор A соответствует краевой задаче в ограниченной области, то свертка может зависеть от
его граничных условий. К примеру, свертка, соответствующая оператору B1 в функциональном
пространстве L2(0, 1), имеет вид

(f ∗B1
g) (x) =

x
∫

0

f(x− t)g(t)dt +
1

h

1
∫

x

f(1 + x− t)g(t)dt. (1)

Здесь оператор B1 соответствует краевой задаче

−i
dy

dx
= f(x), 0 < x < 1, y(1) = hy(0).

Резольвента оператора B1 имеет сверточное представление

(B1 − λI)−1 f(x) = (ελ ∗B1
f) (x), где ελ(t) = ih

eiλt

h − eiλ
.

Свертка ∗B1
, определяемая по формуле (1), зависит от граничного параметра h.
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Более сложный пример свертки приведен в [6]. В гильбертовом пространстве L2(0, 1) определим
оператор B2, порожденный дифференциальным выражением

l(u) ≡ −
d2u(x)

dx2
, 0 < x < 1,

с областью определения

D(B2) =
{

u ∈ W 2
2 [0, 1] : u(0) = 0, u′(0) = u′(1)

}

,

спектральные свойства которого были подробно изучены в работе Н. И. Ионкина [3]. Свертка,
порождаемая оператором B2, задается формулой

(g ∗B2
f) (x) =

1

2

1
∫

x

g(1 + x− t)f(t)dt+
1

2

1
∫

1−x

g(x− 1 + t)f(t)dt+

+

x
∫

0

g(x− t)f(t)dt−
1

2

1−x
∫

0

g(1 − x− t)f(t)dt+
1

2

x
∫

0

g(1 + t− x)f(t)dt, (2)

причем резольвента оператора B2 имеет сверточное представление

(B2 − λI)−1 f(x) = (ελ ∗B2
f) (x), где ελ(t) =

sin
√
λt

√
λ(cos

√
λ− 1)

.

В связи с тем, что граничные условия оператора B2 достаточно сложны, свертка ∗B2
опреде-

ляется по нетривиальной формуле (2).
В работах [4, 6, 10, 12] можно найти свертки, порождаемые дифференциальными оператора-

ми первого порядка с интегральными краевыми условиями. В работах М. В. Ружанского и его
соавторов (см. [5, 11, 14, 15]) исследуются свертки, порождаемые

(a) операторами, корневые элементы которых образуют базис Рисса в соответствующем про-
странстве,

(b) б) базисами Рисса гильбертова пространства.

В отличие от вышеупомянутых работ [4,6,10,12], где выписаны явные формулы сверток, в работах
М. В. Ружанского [5,11,14,15] свертки определяются в неявном виде с помощью специальных ря-
дов. Заметим, что операторы, не удовлетворяющие условию (а), могут иметь свертки. К примеру,
задаче Коши

−i
dy

dx
− λy = f(x), 0 < x < 1, y(0) = 0 (3)

соответствует свертка

(g ∗ f) (x) =

x
∫

0

g(x − t)f(t)dt,

т.е. решение задачи (3) имеет сверточное представление

y(x) = i

x
∫

0

eλ(x−t)f(t)dt.

Построение явных формул сверток использует представление функций Грина. Обычно функ-
ция Грина G(x, t)— двуместная функция, в то же время фундаментальное решение ε(t)— одно-
местная функция. При выводе явной формулы свертки необходимо двуместную функцию G(x, t)
выразить линейно через одну одноместную ε(t), при этом разрешается использовать операции
интегрирования и дифференцирования. Реализация указанной идеи приводит к следующему ре-
зультату.
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Теорема 1 (сверточное представление резольвенты). Пусть B — оператор, порождаемый диф-

ференциальным выражением

l(y) = −y′′(x) + q(x)y(x), 0 < x < 1,

на области определения

D(B) =
{

y ∈ W 2
2 [0, 1] : U1(y) = 0, U2(y) = 0

}

,

где U1(·), U2(·)— граничные линейные формы, q(·)— непрерывная на [0, 1] функция. Допустим,

что линейные формы U1(·), U2(·) выбраны так, что в пространстве L2(0, 1) существует B−1.

Тогда существуют такие двуместная билинейная операция ∗B и мероморфная по λ функция

kλ(t), что резольвента оператора B имеет сверточное представление

(B − λI)−1 f(x) = (kλ ∗B f) (x), 0 < x < 1. (4)

Теорему 1 удается распространить и на операторы, порождаемые дифференциальными выра-
жениями высших порядков:

l(y) = y(n)(x) +

n−1
∑

k=0

pk(x)y
(k)(x), 0 < x < 1,

где pk(x) ∈ Ck[0, 1], k = 0, 1, . . . , n − 1.
Когда res

λ
kµ ∈ D(B) при λ ∈ σ(B), то соответствующие свертки и их связь с множеством

операторов, коммутирующих с оператором B, изучена в монографии [10], а вопросы базисности
системы корневых элементов оператора B исследованы в [4]. В отличие от работ [4,10], в данной
работе не предполагается, что

res
λ

kµ ∈ D(B), λ ∈ σ(B).

К примеру, для оператора B3, соответствующего периодической задаче

−y′′(x) = f(x), 0 < x < 1, y(0) = y(1), y′(0) = y′(1),

свертка ∗B3
имеет вид

(f ∗B3
g) (x) =

x
∫

0

f(x− t)g(t)dt +

1
∫

x

f(t− x)g(t)dt +

x
∫

0

f(1 + t− x)g(t)dt +

1
∫

x

f(1 + x− t)g(t)dt,

причем резольвента оператора B3 имеет сверточное представление

(B3 − λI)−1 f(x) = (kλ ∗B3
f) (x), где kλ(x) = −

sin
√
λx

2
√
λ(1− cos

√
λ)

.

В данном случае σ(B3) =
{

(2πn)2, n = 0, 1, . . .
}

, и вычет res
(2πn)2

kµ(x) пропорционален функции

x cos 2πnx+
sin 2πnx

πn
, которая непериодична. Таким образом, res

(2πn)2
kµ(x) /∈ D(B3).

Поскольку резольвента оператора B имеет сверточное представление (4), то из первого резоль-
вентного тождества Гильберта вытекают следующие свойства свертки. Известно (см. [13]), что
для всех λ, µ ∈ ρ(B) и всех f ∈ L2(0, 1) верно тождество

(B − λI)−1 f − (B − µI)−1 f = (λ− µ) (B − λI)−1 (B − µI)−1 f, (5)

которое называют резольвентным тождеством Гильберта. Если операция ∗B ассоциативна и не
имеет правых делителей нуля, то из (5) вытекает тождество для свертки ∗B

kλ(x)− kµ(x) = (λ− µ)(kλ ∗B kµ)(x). (6)

В частности, из (6) вытекает свойство коммутативности

kλ ∗B kµ = kµ ∗B kλ.
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Если операция ∗B только ассоциативна, то из (5) вытекает более слабое соотношение

(kλ − kµ − (λ− µ)(kλ ∗B kµ)) ∗B f = 0, ∀f ∈ L2(0, 1).

Отсюда следует слабое коммутативное соотношение

(kλ ∗B kµ) ∗B f = (kµ ∗B kλ) ∗B f, ∀f ∈ L2(0, 1).

Когда для свертки ∗B не всегда выполняется свойства ассоциативности, то из (5) вытекает еще
более слабое коммутативное соотношение

kµ ∗B (kλ ∗B f) = kλ ∗B (kµ ∗B f), ∀f ∈ L2(0, 1). (7)

В то же время для ∗B в общем случае не исключается, что

h ∗B (g ∗B f) 6= g ∗B (h ∗B f) (8)

при некоторых h, g и f . К примеру, неравенство (8) выполняется для ∗B3
при некоторых h, g и f ,

хотя тождество (7) сохраняется для всех

kλ(x) =
sin

√
λx

2
√
λ(cos

√
λ− 1)

, λ 6= (2πn)2, n = 0, 1, . . . .

В данной работе предполагается, что мероморфная функция kλ(x) из теоремы 1 имеет пред-
ставление

kλ(x) =
ϕ(x, λ)

∆(λ)
, 0 < x < 1, (9)

где ϕ(x, λ) и ∆(λ)— целые по λ функции. Также предполагается, что ϕ(x, λ) является решением
однородного уравнения

−ϕ′′(x, λ) + q(x)ϕ(x, λ) = λϕ(x, λ), 0 < x < 1. (10)

Это предположение не является ограничительным, так как из доказательства теоремы 1 можно
убедиться в его справедливости. К примеру, в случае оператора B1 имеем

kλ(x) =
eiλx

1− 1
ihe

iλ
,

т.е.

ϕ1(x, λ) = eiλx, ∆1(λ) = 1−
1

ih
eiλ.

Операторам B2 и B3 соответствует одна и та же мероморфная функция

kλ(x) =
sin

√
λx

√
λ(cos

√
λ− 1)

.

В данном случае

ϕ2,3(x, λ) =
sin

√
λx

√
λ

, ∆2,3(λ) = cos
√
λ− 1.

Для указанных примеров соотношения (9) и (10) выполняются. Заметим, что операторы B2 и
B3 интересны тем, что все собственные значения, кроме одного, двукратны. Оператор B3 са-
мосопряжен, т.е. корневые подпространства состоят только из собственных функций. В то же
время оператор B2 не является самосопряженным и, следовательно, имеет бесконечное число
присоединенных функций.

По свертке ∗B строится соответствующее преобразование Фурье, а затем устанавливаются
связь между преобразованием Фурье от свертки и преобразованием Фурье сомножителей. В
частности, в случае оператора B2 подобные утверждения доказаны в [6]. Заметим, что наличие
бесконечного числа присоединенных функции у оператора B2 несколько усложняет операцию
умножения в пространстве коэффициентов Фурье.
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В заключительной части работы изучается вопрос сходимости спектральных разложений, по-
рождаемых оператором B. Хорошо известно, что частичные суммы ряда Фурье имеют вид

SR(f, x) = −
1

2πi

∮

|µ|=R

(B − µI)−1 f(x)dµ.

В нашем случае верно представление

SR(f, x) = −
1

2πi

∮

|µ|=R

(kµ ∗B f) (x)dµ = −
∑

|µ|<R

(

res
λ∈σ(B)

kµ ∗B f

)

(x).

Таким образом, сверточное представление резольвенты (B − µI)−1 приводит к интегральному
представлению частичных сумм, и тем самым удается выписать аналог ядра Дирихле.

Реализация указанной идеи приводит к следующему результату. Согласно лемме 5 область
определения D(B) оператора B можно переписать в виде

D(B) =







y(x) ∈ W 2
2 [0, 1] : V 0

j (y) =

1
∫

0

l(y)ρj(x)dx, j = 1, 2







;

здесь V 0
j (·)— двухточечные граничные формы

V 0
j (y) = αjkjy

(kj)(0) + βjkjy
(kj)(1), j = 1, 2, 1 > k1 > k2 > 0.

Теорема 2. Пусть функции ρ1(·) и ρ2(·) удовлетворяют условиям ρj ∈ W 2−kj [0, 1], ρ(s)(0) =

ρ(s)(1) = 0, s = 0, . . . , 1− kj, а граничные формы V 0
1 (·), V

0
2 (·) являются усиленно регулярными по

Биркгофу краевыми формами. Тогда любая функция f из L2(0, 1) разлагается в интеграл

f(x) = −
1

2πi

ia+∞
∫

ia−∞

(kµ ∗B f) (x), (11)

где a— некоторое вещественное число. Интеграл (11) сходится в смысле нормы L2(0, 1).

2. Сверточное представление резольвенты. В данном разделе исследуется представление
резольвенты оператора B. Пусть B — оператор, порождаемый дифференциальным выражением

l(y) = −y′′(x) + q(x)y(x), 0 < x < 1,

на области определения

D(B) =
{

y ∈ W 2
2 [0, 1] : U1(y) = 0, U2(y) = 0

}

,

где U1(·), U2(·)— граничные линейные формы, q(·)— непрерывная на [0, 1] функция.
Допустим, что линейные формы U1(·), U2(·) выбраны так, что в пространстве L2(0, 1) суще-

ствует B−1.
Граничные линейные формы выберем в виде

Uj(y) = y(j−1)(0)−

1
∫

0

l(y)pj(x)dx, j = 1, 2, (12)

где p1(·), p2(·)— некоторые функции из L2(0, 1).
Если функции pj(x) являются решениями однородного уравнения

p′′j (x) = q(x)pj(x), 0 < x < 1,

то указанные граничные формы запишутся в виде

Uj(y) =
1

∑

k=0

(

αkjy
(k)(0) + βkjy

(k)(1)
)

, j = 1, 2, (13)
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где αkj, βkj — некоторые (возможно, комплексные) числа. Формы (13) представляют собой гра-
ничные двухточечные формы.

Хотя формы (12) не всегда являются граничными, тем не менее их, следуя работам [2, 7],
называют граничными формами. Заметим (см. [2, 7]), что при таком выборе граничных форм
U1(·), U2(·) оператор B имеет непрерывный обратный в пространстве L2(0, 1).

Удобно ввести решения c(x, λ) и s(x, λ) однородного уравнения

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy, 0 < x < 1,

с ненулевыми условиями Коши в нуле:

c(0, λ) = s′(0, λ) = 1, c′(0, λ) = s(0, λ) = 0.

Согласно результатам монографии [8], резольвента оператора B записывается в виде

(B − λI)−1 f(x) =
H(x, f)

∆(λ)
, (14)

где

∆(λ) =

∣

∣

∣

∣

U1(c) U1(s)
U2(c) U2(s)

∣

∣

∣

∣

,

g(x, t) =

∣

∣

∣

∣

c(t) s(t)
c(x) s(x)

∣

∣

∣

∣

,

H(x, f) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c(x) s(x)

x
∫

0

g(x, t)f(t)dt

U1(c) U1(s) U1





x
∫

0

g(x, t)f(t)dt





U2(c) U2(s) U2





x
∫

0

g(x, t)f(t)dt





∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Наша цель — преобразовать операторную функцию H(x, f) так, чтобы получить утверждение
теоремы 1.

Перепишем H(x, f) в следующем виде:

H(x, f) = U1ξU2η

(

˜G(x, ξ, η, f)
)

, (15)

где

˜G(x, ξ, η, f) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c(x, λ) s(x, λ)

x
∫

0

g(x, t)f(t)dt

c(ξ, λ) s(ξ, λ)

ξ
∫

0

g(ξ, t)f(t)dt

c(η, λ) s(η, λ)

η
∫

0

g(η, t)f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Легко понять, что

˜G(x, ξ, η, f) = g(η, ξ)

x
∫

0

g(x, t)f(t)dt + g(x, η)

ξ
∫

0

g(ξ, t)f(t)dt + g(ξ, x)

η
∫

0

g(η, t)f(t)dt. (16)
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Вначале преобразуем функцию g(ξ, x) к сверточному виду. Для этого вспомним (см. [8]), что
решения c(x, λ) и s(x, λ) представимы в виде

c(x, λ) = cos
√
λx+

x
∫

0

Kc(x, t) cos
√
λt dt, (17)

c(x, λ) =
sin

√
λx

√
λ

+

x
∫

0

Ks(x, t)
sin

√
λt

√
λ

dt, (18)

где Kc(x, t) и Ks(x, t)— некоторые функции.
Учитывая представления (17) и (18), запишем функцию g(x, ξ) в виде

g(ξ, x) =
sin

√
λ(ξ − x)
√
λ

+
1

2

ξ
∫

0

Ks(ξ, θ)

[

sin
√
λ(x+ θ)
√
λ

+
sin

√
λ(θ − x)
√
λ

]

dθ−

−
1

2

x
∫

0

Ks(x, θ)

[

sin
√
λ(ξ + θ)
√
λ

+
sin

√
λ(θ − ξ)
√
λ

]

dθ+

+
1

2

x
∫

0

Kc(x, ξ)

[

sin
√
λ(θ + ξ)
√
λ

+
sin

√
λ(θ − ξ)
√
λ

]

dξ−

−
1

2

ξ
∫

0

Kc(ξ, θ)

[

sin
√
λ(θ + x)
√
λ

+
sin

√
λ(x− θ)
√
λ

]

dx+

+
1

2

ξ
∫

0

dθ2

x
∫

0

Kc(x, θ1)Ks(x, θ2)

[

sin
√
λ(θ2 + θ1)√

λ
+

sin
√
λ(θ2 − θ1)√

λ

]

dθ1−

−
1

2

ξ
∫

0

dθ2

x
∫

0

Kc(ξ, θ2)Ks(x, θ1)

[

sin
√
λ(θ1 − θ2)√

λ
+

sin
√
λ(θ1 + θ2)√

λ

]

dθ1.

Таким образом, функция g(ξ, x) линейно выражается через функцию sin
√
λt/

√
λ. При этом раз-

решается использовать операцию интегрирования и умножения на фиксированные функции, не
зависящие от λ. Теперь преобразуем произведение g(η, ξ)g(x, t). Поскольку g(η, ξ) и g(x, t) линей-

но выражаются через функцию sin
√
λt/

√
λ, то их произведение g(η, ξ)g(x, t) линейно выражается

через функцию cos
√
λt/λ.

Из формулы (16), учитывая полученное утверждение о произведении g(x, η)g(ξ, t), получа-

ем, что функция ˜G(x, ξ, η, f) также линейно выражается через cos
√
λt/λ. С другой стороны,

˜G(x, ξ, η, f) линейно зависит от функции f . Следовательно, ˜G(x, ξ, η, f) представляет билиней-

ную функцию от f и cos
√
λt/λ.

Операторная функция H(x, f) определяется по формуле (15). Подействуем граничной линей-

ной формой U2η по переменной η на функцию ˜G(x, ξ, η, f). При этом надо дифференцировать

оператором d2/dη2 и умножать на функцию q(η). При этом производную
d2

dη2
cos

√
λ(η+ t) всегда

можно заменить на производную
d2

dt2
cos

√
λ(η + t). Если по переменной t происходит интегри-

рование, то, применяя формулу интегрирования по частям, избавляемся от второй производной
d2

dt2
cos

√
λ(η + t). Если же вместо t записано x, то выражение

d2

dx2
cos

√
λ(η + x) означает дву-

кратное дифференцирование по x. Таким образом, из формулы (15) следует, что операторная
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функция H(x, f) представляет билинейную функцию от
cos

√
λt

λ
и f(t). При этом выражение

«линейно выражается через
cos

√
λt

λ
» означает, что разрешается дифференцирование, интегри-

рование, умножение на функции, не зависящие от λ. Таким образом, теорема 1 полностью дока-
зана.

3. Свертка и преобразование Фурье. Если свертка вводится по стандартной формуле

(f ∗B g)(x) =

∫

R

f(x− t)g(t)dt, x ∈ R,

а преобразование Фурье согласно соотношению

F [ ̂f ](ξ) =

∫

R

f(x)eiξxdx,

то связь между сверткой и преобразованием Фурье задается следующим равенством:

F [f ∗ g](ξ) = F [f ](ξ) · F [g](ξ). (19)

Таким образом, операции свертки в исходном пространстве функции соответствует операция
умножения в пространстве преобразований Фурье (см. [1]).

В данном разделе для свертки ∗B из теоремы 1, порождаемой оператором B, строится соответ-
ствующее преобразование Фурье и выписывается аналог равенства (19). Поскольку оператор B
может иметь бесконечное число присоединенных элементов, то аналог соотношения (19) может
несколько усложниться.

В данном пункте считается, что резольвента оператора B имеет следующее сверточное пред-
ставление:

(B − λI)−1 f(x) = (kλ ∗B f)(x), (20)

где kλ = ϕ(x, λ)/∆(λ)— мероморфная функция от λ; здесь ϕ(x, λ) и ∆(λ)— некоторые целые
функции от λ. Также предполагаем, что ϕ(x, λ) является решением однородного уравнения

−ϕ′′(x, λ) + q(x)ϕ(x, λ) = λϕ(x, λ), 0 < x < 1.

Заметим, что билинейная операция ∗B из формулы (20) не зависит от λ.
В следующей лемме утверждается, что ∗B не может иметь делителей нуля.

Лемма 1. Если при некотором f ∈ L2(0, 1) верно равенство

(kλ ∗B f)(x) = 0 при ∆(λ) 6= 0, (21)

то f ≡ 0.

Доказательство. Так как (kλ∗B f)(x) = (B − λI)−1 f(x), то равенство (21) переписывается в виде

(B − λI)−1 f(x) = 0. Действуя оператором (B − λI) на обе части последнего равенства, получим
f = 0. Лемма 1 доказана. �

Замечание 1. Равенство (21) на самом деле выполняется на всех функциях из подпростран-

ства






N
∑

j=1

cjkλj
(x) : cj ∈ C, ∆(λj) 6= 0







и его замыкании.

Для произвольного λ из спектра σ(B) оператора B введем функцию

umλ−1,λ(x) = − res
λ

kµ(x),

где mλ — алгебраическая кратность собственного значения λ.
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Известно (см. [13]), что проектор Pλ : L2(0, 1) → ker (B − λI)mλ задается по формуле

Pλf(x) = (umλ−1,λ ∗B f)(x). (22)

Заметим, что корневое подпространство ker (B − λI)mλ состоит из линейных комбинации соб-
ственных и присоединенных функций, соответствующих собственному значению λ ∈ σ(B). Со-
отношение (22) означает, что все собственные и присоединенные функции из ker (B − λI)mλ

можно получить из одной-единственной функции umλ−1,λ(x). Правда, для этого надо приме-
нить некоторую сложную операцию ∗B . Подобное представление встречается при восстановле-
нии подпространства воспроизводящим ядром (см. [16]). В принципе, нет гарантии того, что
umλ−1,λ(x) ∈ ker (B − λI)mλ : в общем случае функция umλ−1,λ(x) может не принадлежать корне-
вому подпространству ker (B − λI)mλ .

Через Bmax будем обозначать оператор

Bmaxy = −
d2y(x)

dx2
+ q(x)y(x), 0 < x < 1, y(x) ∈ D(Bmax) ≡ W 2

2 [0, 1].

Для λ ∈ σ(B) обозначим через umλ−2,λ(x), . . . , u0,λ(x) функции, определяемые по формуле

umλ−2,λ(x) = Bmaxumλ−1,λ(x)− λumλ−1,λ(x),

...

um0,λ
(x) = Bmaxu1,λ(x)− λu1,λ(x).

Из формулы (22) следует справедливость включений

vmλ−1,λ(x) :=
(

umλ−1,λ ∗B umλ−1,λ

)

(x) ∈ ker (B − λI)mλ , λ ∈ σ(B),

vmλ−2,λ(x) :=
(

umλ−1,λ ∗B umλ−2,λ

)

(x) ∈ ker (B − λI)mλ , λ ∈ σ(B),

...

v0,λ(x) :=
(

umλ−1,λ ∗B um0,λ

)

(x) ∈ ker (B − λI)mλ , λ ∈ σ(B).

Лемма 2. Система функций vmλ−1,λ(x), vmλ−2,λ(x), . . ., v0,λ(x) линейно независима тогда и

только тогда, когда v0,λ(x)— ненулевой элемент пространства L2(0, 1).

Доказательство. Рассмотрим линейную комбинацию

αmλ−1,λvmλ−1,λ(x) + αmλ−2,λvmλ−2,λ(x) + . . .+ α0,λv0,λ(x) ≡ 0. (23)

Поскольку
(Bmax − λI)mλ−1vs,λ(x) = 0, s = 0, 1, . . . ,mλ − 2,

то, применяя оператор (Bmax − λI)mλ−1 к обеим частям равенства (23), получим

αmλ−1,λv0,λ(x) ≡ 0.

Если v0,λ(x)— ненулевой элемент в L2(0, 1), то αmλ−1,λ = 0. Таким образом, соотношение (23)
можно переписать в виде

αmλ−2,λvmλ−2,λ(x) + . . . + α0,λv0,λ(x) ≡ 0. (24)

Применяя оператор (Bmax − λI)mλ−2 к обеим частям равенства (24), получим

αmλ−2,λv0,λ(x) ≡ 0.

Отсюда αmλ−2,λ = 0. Продолжая указанные рассуждения, находим

αmλ−1,λ = 0, αmλ−2,λ = 0, . . . , α0,λ(x) = 0.

Лемма 2 доказана. �

Выпишем более детальные формулы для функций umλ−1,λ(x), umλ−2,λ(x), . . ., u0,λ(x). Для
этого разложим функцию в окрестности µ = λ в ряд Тейлора

(µ− λ)mλ

∆(µ)
= α0 + α1(µ− λ) + α2(µ − λ)2 + . . . , (25)
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где

α−1
0 =

1

mλ!
∆(mλ)(µ) 6= 0.

Последнее неравенство означает, что λ— нуль функции ∆(µ) кратности mλ. Вспоминая опреде-
ление функции umλ−1,λ(x), с учетом соотношения (25) получим формулу

umλ−1,λ(x) =

mλ−1
∑

s=0

αs
1

(mλ − s− 1)!

dmλ−s−1

dλmλ−s−1
ϕ(x, λ).

Заметим, что функции

ymλ−s−1(x, λ) =
1

(mλ − s− 1)!

dmλ−s−1

dλmλ−s−1
ϕ(x, λ), s = 0, 1, . . . ,mλ − 1,

удовлетворяют уравнению

−
d2

dx2
ys(x, λ) + q(x)ys(x, λ) = λys(x, λ) + ys(x, λ),

где y−1(x, λ) ≡ 0. В частности, верно равенство

−
d2

dx2
y0(x, λ) + q(x)y0(x, λ) = λy0(x, λ),

так как y0(x, λ) = ϕ(x, λ). С другой стороны, из определения функции u0,λ(x) вытекает

u0,λ(x) = α0ϕ(x, λ).

Отсюда сразу же следует соотношение

v0,λ(x) = α0 (umλ−1,λ ∗B ϕ) (x).

Из последнего соотношения получаем неравенство

v0,λ(x) 6= 0.

Так как mλ = dimker ((B − λI)mλ), то согласно лемме 2 система vmλ−1,λ(x), vmλ−2,λ(x), . . .,
v0,λ(x) образует базис подпространства ker ((B − λI)mλ). Поэтому для f ∈ L2(0, 1) справедливо
разложение

Pλf(x) = Cmλ−1,λ(f)v0,λ(x) + Cmλ−2,λ(f)v1,λ(x) + . . .+ C0,λ(f)vmλ−1,λ(x),

где линейные функционалы Cmλ−1,λ(f), . . ., C0,λ(f) представляют коэффициенты Фурье функ-

ции f ∈ L2(0, 1) по системе
{

(

v0,λ(x), v1,λ(x), . . ., vmλ−1,λ(x)
)

, λ ∈ σ(B)
}

. Следовательно, для

произвольного элемента f ∈ L2(0, 1) можно поставить в соответствие числовую последователь-
ность

{

(

C0,λ(f), . . . , Cmλ−2,λ(f), Cmλ−1,λ(f)
)

: λ ∈ σ(B)
}

∈
∏

λ∈σ(B)

C
mλ .

Введем преобразование Фурье по формуле

f → f̂ =
{

(

C0,λ(f), . . . , Cmλ−2,λ(f), Cmλ−1,λ(f)
)

: λ ∈ σ(B)
}

.

В пространстве числовых последовательностей X :=
∏

λ∈σ(B)

C
mλ введем свертку Коши по формуле

ξ ∗X η = µ,

где

ξ =
{

(

ξ0,λ, . . . , ξmλ−2,λ, ξmλ−1,λ

)

: λ ∈ σ(B)
}

,

η =
{

(

η0,λ, . . . , ηmλ−2,λ, ηmλ−1,λ

)

: λ ∈ σ(B)
}

,

µ =
{

(

µ0,λ, . . . , µmλ−2,λ, µmλ−1,λ

)

: λ ∈ σ(B)
}

,
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причем

µ0,λ = ξ0,λη0,λ, µ1,λ = ξ0,λη1,λ + ξ1,λη0,λ, . . . , µmλ−1,λ =

mλ−1
∑

j=0

ξj,ληmλ−1−j,λ.

В следующей лемме указана связь между ∗B и ∗X .

Лемма 3. Для любых функций f, g ∈ L2(0, 1) справедливо равенство

(g ∗B f)∧ = ĝ ∗X f̂ . (26)

Доказательство. Пусть f(x) = umλ−1,λ(x). Тогда равенство

(umλ−1,λ ∗B g)∧ = ̂vmλ−1,λ ∗X ĝ

следует из следующей цепочки равенств:

(umλ−1,λ ∗B g)∧ = (Pλg)
∧ =

(

C0,λ(g), . . . , Cmλ−2,λ(g), Cmλ−1,λ(g)
)

=

= (1, 0, . . . , 0) ∗X
(

C0,λ(g), . . . , Cmλ−2,λ(g), Cmλ−1,λ(g)
)

= ̂vmλ−1,λ ∗X ĝ.

Пусть теперь f(x) = us,λ(x); тогда

(us,λ ∗B g)∧ =
(

(Bmax − λI)mλ−1−sumλ−1,λ ∗B g
)∧

=

=
(

(B − λI)mλ−1−s(umλ−1,λ ∗B g)
)∧

=
(

(B − λI)mλ−1−sPλg
)∧

=
(

Pλ(B − λI)mλ−1−sg
)∧

=

=
(

C0,λ(B − λI)mλ−1−sg), . . . , Cmλ−2,λ((B − λI)mλ−1−sg), Cmλ−1,λ(B − λI)mλ−1−sg)
)

.

С другой стороны, справедливы соотношения

Cmλ−1,λ

(

(B − λI)g
)

= Cmλ−2,λ(g), . . . , C1,λ

(

(B − λI)g
)

= C0,λ(g), C0,λ

(

(B − λI)g
)

= 0,

т.е. действие оператора (B−λI) эквивалентно сдвигу в пространстве последовательностей. Тогда
действие оператора (B−λI)mλ−1−s соответствует сдвигу вправо на (mλ−1−s) позиции. Поэтому
получаем равенство

(us,λ ∗B g)∧ = v̂s,λ ∗X ĝ, s = 0, 1, . . . ,mλ − 1.

Таким образом, лемма 3 доказана для всех элементов базиса vmλ−1,λ(x), vmλ−2,λ(x), . . . , v0,λ(x).
Отсюда следует равенство (26) для всех элементов пространства. Лемма 3 доказана полностью.
�

4. Спектральный анализ. В данном разделе проводится спектральный анализ в функцио-
нальном пространстве L2(0, 1) оператора B, резольвента которого имеет сверточное представле-
ние

(B − λI)−1 f(x) = (kλ ∗B f)(x),

где ∗B — билинейная ассоциативная операция из теоремы 1. Изучим вопрос интегрального пред-
ставления частичных сумм рядов Фурье. Хорошо известно (см. [13]), что частичная сумма ряда
Фурье имеет вид

SR(f, x) = −
1

2πi

∮

|µ|=R

(B − µI)−1 f(x)dµ =
∑

|λ|<R,
λ∈σ(B)

Pλf(x).

Используя сверточное представление резольвенты оператора B, получаем

SR(f, x) = −
1

2πi

∮

|µ|=R

(kµ ∗B f) (x)dµ. (27)

Для произвольных функций f из L2(0, 1) интегральное представление частичной суммы SR(f, x)
требует довольно громоздких аналитических выкладок. В случае, когда f(x) = kβ(x), т.е. ко-
гда f(x)— решение однородного уравнения l(f) = βf(x), интегральное представление SR(f, x)
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вытекает из соотношения (6). Как уже указывалось, чтобы выполнялось соотношение (6), надо
потребовать ассоциативность и отсутствие правых делителей нуля у свертки ∗B . В дальнейшем
считаем, что свертка ∗B ассоциативна и не имеет правых делителей нуля. Итак, в соотноше-
ние (27) вместо f(x) поставим функцию k(x, β). Тогда из (6) получаем

SR(k(·, β);x) = −
1

2πi

∮

|µ|=R

(kµ ∗B kβ) (x)dµ = −
1

2πi

∮

|µ|=R

k(x, β) − k(x, µ)

β − µ
dµ.

Так же, как в разделе 1, считаем, что выполнено представление (9); в таком случае частичная
сумма, соответствующая функции ϕ(x, β), примет вид

SR(ϕ(·, β);x) = −
1

2πi

∮

|µ|=R

ϕ(x, β)∆(µ) − ϕ(x, µ)∆(β)

(β − µ)∆(µ)
dµ =

= −
1

2πi

∮

|µ|=R

ϕ(x, β)

β − µ
dµ +

1

2πi

∮

|µ|=R

ϕ(x, µ)∆(β)

(β − µ)∆(µ)
dµ.

Дальше считаем, что |β| < R, поэтому получаем соотношение

SR(ϕ(·, β);x) = ϕ(x, β) +
1

2πi

∮

|µ|=R

ϕ(x, µ)∆(β)

(β − µ)∆(µ)
dµ.

Следовательно, при f(x) = ϕ(x, β) для остаточного члена верно интегральное представление

QR(ϕ(·, β);x) := SR(ϕ(·, β);x) − ϕ(x, β) =
1

2πi

∮

|µ|=R

ϕ(x, µ)∆(β)

(β − µ)∆(µ)
dµ. (28)

Лемма 4. Если свертка ∗B из теоремы 1 ассоциативна и не имеет правых делителей нуля,

то для решений ϕ(x, β) однородного уравнения l(ϕ) = βϕ остаточные члены QR ряда Фурье

имеют интегральное представление (28).

Прежде чем сформулировать теорему о спектральном разложении функции из L2(0, 1) по си-
стеме корневых функций оператора B, укажем один способ нормировки граничных условий.
Область определения оператора B определяется граничными формами (12). Набор граничных
форм U1(·), U2(·), задаваемых формулами (12), заменим эквивалентным набором таких гранич-
ных форм V1(·), V2(·), что

D(B) =
{

y ∈ W 2
2 [0, 1] : V1(y) = 0, V2(y) = 0

}

,

Vj(y) = V 0
j (y)−

1
∫

0

l(y)ρj(x)dx, j = 1, 2;
(29)

здесь двухточечные граничные формы

V 0
j (y) = αjkjy

(kj)(0) + βjkjy
(kj)(1), j = 1, 2, 1 > k1 > k2 > 0,

выбраны так, что они составляют усиленно регулярные по Биркгофу граничные формы (см. [8,
с. 66-67]. Такая замена граничных форм всегда возможна; это соответствует нормировке гранич-
ных условий (см. [8]).

Лемма 5. Существуют такие функции ρ1(x), ρ2(x) из L2(0, 1), что выполняются соотно-

шения (29).

Доказательство. На самом деле лемма 5 следует из результатов [2]. Выберем граничные формы
V 0
1 (·), V

0
2 (·) так, чтобы задача

−y′′(x) + q(x)y(x) = 0, 0 < x < 1, V 0
1 (y) = 0, V 0

2 (y) = 0
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имела только нулевое решение. Такой выбор форм V 0
1 , V 0

2 всегда возможен. Рассмотрим опера-
торное уравнение

By = f(x), 0 < x < 1. (30)

Так как в пространстве L2(0, 1) существует B−1 , то существует единственное решение уравне-
ния (30)

y(x) = B−1f(x). (31)

Вычислим значения функционалов при j = 1, 2:

V 0
j (y) = V 0

j (B
−1f).

Функционал V 0
j (B

−1·) является линейным над пространством L2(0, 1). Покажем, что V 0
j (B

−1·)—

это непрерывный функционал. Действительно, из того, что y ∈ D(B) следует выполнение ра-
венств

y(0) =

1
∫

0

f(x)p1(x)dx, y′(0) =

1
∫

0

f(x)p2(x)dx.

Таким образом, функционалы y(0) и y′(0) подчинены неравенствам

|y(0)| 6 ‖f‖L2
‖p1‖L2

, |y′(0)| 6 ‖f‖L2
‖p2‖L2

. (32)

С другой стороны, учитывая обозначения, введенные в разделе 2, имеем

y(x) = y(0)c(x) + y′(0)s(x) +

x
∫

0

g(x, t)f(t)dt,

y′(x) = y(0)c′(x) + y′(0)s′(x) +

x
∫

0

g′x(x, t)f(t)dt.

Отсюда вытекает, что функционалы y(1) и y′(1) также подчинены неравенствам

|y(1)| 6 C‖f‖L2
, |y′(1)| 6 C‖f‖L2

, (33)

где C — некоторая константа, не зависящая от f(·). Следовательно, функционалы V 0
1 (B

−1·),
V 0
2 (B

−1·) согласно неравенствам (32), (33) и

‖B−1f‖L2
6 C‖f‖L2

также ограничены в пространстве L2(0, 1). Таким образом, функционалы V 0
1 (B

−1·), V 0
2 (B

−1·)
являются линейными и ограниченными в L2(0, 1). По теореме Рисса об общем виде линейного
ограниченного функционала в L2(0, 1) существуют такие функции ρ1, ρ2 из L2(0, 1), что

V 0
j (B

−1 · f) =

1
∫

0

f(x)ρj(x)dx, j = 1, 2.

Таким образом, лемма 5 доказана. �

Основная теорема о разложении сформулирована во введении в виде теоремы 2.
Доказательство основной теоремы следует из утверждения А. A. Шкаликова (см. [9]) и следу-

ющих рассуждений.
Итак, согласно результатам [9] имеем

f(x) = lim
RK→∞






−

1

2πi

∮

|µ|=RK

(B − µI)−1 f(x)dµ






,
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где предполагается, что существует возрастающая последовательность {RK}, R1 < R2 < . . .. Так
как по условию теоремы спектр оператора B принадлежит некоторой горизонтальной полосе
|ℑµ| < h и согласно [8, лемма 1, c. 93] верна оценка

∣

∣G(x, s, µ)
∣

∣ 6
M

|µ|1/2
, |µ| = RK ,

то получаем предельное равенство (11). Теорема 2 доказана.
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1. Введение

В 1948 г. А. Ф. Леонтьев впервые рассмотрел задачу интерполяции в пространстве целых функ-
ций конечного ненулевого порядка, которая получила впоследствии название задачи свободной
интерполяции. Эта работа послужила толчком для многочисленных исследований в простран-
ствах целых и аналитических в различных областях функций. В дальнейшем, как и в работе
А. Ф. Леонтьева, критерии разрешимости таких задач, как правило, формулировались в терминах
канонических произведений (т.е. произведений Вейерштрасса в пространствах целых функций,
произведений Неванлинны или Бляшке в пространствах функций аналитических в полуплоско-
сти и т. п.) интерполируемых множеств. После работы Л. Карлесона (1958 г.), в которой была
решена задача свободной интерполяции в пространстве функций аналитических и ограниченных
в единичном круге, эти критерии стали дополняться различными критериями, формулируемыми
в терминах меры, определяемой узлами интерполяции. Термин «свободная интерполяция» свя-
зан с тем, что на значения интерполирующей функции, принадлежащей данному пространству
функций, накладываются наименьшие ограничения, которым обязательно должна удовлетворять
любая функция из этого пространства. В настоящей работе рассматриваются задачи свободной
интерполяции в пространствах целых и аналитических в верхней полуплоскости функций ко-
нечного порядка. Приведен обзор задач и основные результаты, относящиеся к таким задачам.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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Критерии разрешимости сформулированы как в терминах канонических произведений узлов ин-
терполяции, так и в терминах меры, определяемой этими узлами.

Классическая задача интерполяции состоит в отыскании функции F данного класса, прини-
мающей в заданных точках {an}

∞
n=1 — узлах интерполяции — заданные значения {bn}

∞
n=1:

F (an) = bn, n ∈ N. (1)

При решении общей задачи интерполяции (1) обычно используется следующая процедура: стро-
ится интерполяционный ряд

F (z) =
∞
∑

n=1

bnPn(z), Pn(ak) = δnk,

где δnk — символ Кронекера. Если этот ряд сходится, то его сумма дает решение задачи (1).
В дальнейшем мы будем рассматривать интерполяционные задачи в различных пространствах

целых функций и функций, аналитических в верхней полуплоскости C+ = {z : Im z > 0}, и всюду
понимать сходимость интерполяционного ряда в смысле равномерной сходимости на каждом
компакте.

Пусть f(z)— целая функция,

M(f, r) = max
06ϕ<2π

|f(reiϕ)|.

Через [ρ,∞] обозначим пространство целых функций, порядок которых не превышает ρ, ρ > 0,
т.е. таких, что

lim sup
r→∞

ln+ ln+M(f, r)

ln r
6 ρ.

В 1948 г. А. Ф. Леонтьев впервые рассмотрел задачу, получившую впоследствии название
задачи свободной интерполяции (см. [20]): определить, каким условиям должна удовлетворять
последовательность различных точек {an}

∞
n=1, |an| ↑ ∞, комплексной плоскости для того, чтобы

по каждой последовательности чисел {bn}
∞
n=1, удовлетворяющей неравенству

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|

ln |an|
6 ρ, ρ > 0, (2)

можно было построить целую функцию F (z) из пространства [ρ,∞], удовлетворяющую равен-
ствам (1). Используя обобщенный ряд Лагранжа

∞
∑

n=1

bnE(z)ϕ(z)

(z − an)E′(an)ϕ(an)
(3)

с ϕ(z) = (z/an)
Sn (здесь E(z)— каноническая функция, т.е. каноническое произведение Вейер-

штрасса, последовательности {an}
∞
n=1, Sn — последовательность натуральных чисел, обеспечива-

ющая сходимость ряда (3) в пространстве [ρ,∞]), А. Ф. Леонтьев доказал следующую теорему.

Теорема 1.1. Для того чтобы задача (1) была разрешима в пространстве [ρ,∞], ρ > 0,
необходимо и достаточно выполнение условия

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

|E′(an)|
6 ρ.

Ранее некоторые достаточные условия разрешимости задачи (1) в пространстве [ρ,∞] нашли
М. Мурси и Э. Уинн (см. [55]) и А. Макинтайр и Р. Уилсон [52]. В [28] были найдены новые кри-
терии разрешимости задачи (1) в пространстве [ρ,∞] в терминах распределения единичных масс
в узлах интерполяции. В качестве характеристики такого распределения выбирается семейство
функций

Φz(α) =
(nz(α|z|) − 1)+

|z|̺(|z|)
,

где через nz(t) обозначено число точек последовательности {an}
∞
n=1 в круге {ζ : |ζ − z| 6 t}

(a+ = max{a, 0}). На основе результатов А. Ф. Леонтьева было доказано, что для разрешимости
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задачи (1) в пространстве [ρ,∞], необходимо и достаточно существование такого уточненного
порядка1 ̺(r), lim

r→∞
̺(r) 6 ρ, что

Φz(α) 6
1

ln(1/α)
,

и чтобы для любого ε > 0 выполнялось соотношение

∞
∑

n=1

1

|an|ρ+ε
< ∞.

Заметим, что условие (2) является естественным необходимым условием разрешимости ин-
терполяционной задачи (1) в пространстве [ρ,∞] и наименее ограничительным на значения bn,
поэтому такие задачи и называются задачами свободной интерполяции.

2. Задачи свободной интерполяции

в пространствах целых функций конечного порядка

В этом разделе мы ограничимся рассмотрением задач свободной интерполяции в простран-
ствах целых функций конечного порядка, оставляя за рамками многочисленные исследования в
пространствах целых функций, рост которых определяется различными весовыми функциями.

2.1. Задачи интерполяции в пространстве [ρ,∞]. Пусть D = {an, qn}
∞
n=1 — дивизор, т.е.

множество различных комплексных чисел {an = rne
iθn}∞n=1 ⊂ C вместе с их кратностями

{qn}
∞
n=1 ⊂ N. По заданному дивизору D определим меру

µD(z) =

∞
∑

n=1

qnδ(z − an),

где δ(·) — дельта-функция Дирака. Будем обозначать символом C(z, t) замкнутый круг с центром
в точке z радиуса t:

C(z, t) = {w ∈ C : |w − z| < t} 6 t}.

Определим семейство функций

Φ̃D(z, α) =
(

µD(C(z, α|z|)) − qn

)+
,

где qn — кратность ближайшей к z точки дивизора D (если таких точек несколько, то берем
точку с наибольшей кратностью; если и таких несколько — любую из них, например, точку с
наибольшей мнимой частью). Из формулы Коши для производных нетрудно получить следующее
утверждение: если f ∈ [ρ,∞], то неравенство

|f (k−1)(z)| 6 (k − 1)! exp[|z|ρ+ε], k ∈ N,

выполняется при фиксированном ε > 0 для всех достаточно больших z, |z| > rε. Это неравенство
мотивирует введение следующего понятия.

Определение 2.1. Дивизор D = {an, qn}
∞
n=1 называется интерполяционным в пространстве

[ρ,∞], если для любой последовательности комплексных чисел bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N, удо-
влетворяющих условию

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln+ sup

16k6qn

|bn,k|

(k − 1)!
6 ρ,

существует функция F ∈ [ρ,∞], обладающая свойством

F (an)
(k−1) = bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N. (4)

1Определение уточненного порядка см. ниже в п. 2.2.
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Изучая задачу (4), обобщенный ряд Лагранжа (3) обычно заменяют рядом

∞
∑

n=1

E(z)





qn
∑

j=1

1

(z − an)j

(

qn−j
∑

k=0

bn,k+1

k!(qn − k − j)!

[

(z − an)
qn

E(z)

](qn−k−j)

z=an

)

− hn(z)



 , (5)

в котором полиномы hn(z) выбираются таким образом, чтобы ряд сходился на компактах и его
сумма принадлежала нужному пространству.

Одним из первых задачу (4) в пространстве [ρ,∞] рассмотрел М. Мурси (см. [54]) при неко-
торых специальных предположениях относительно узлов интерполяции. Случай кратной интер-
поляции был позже рассмотрен Г. П. Лапиным (см. [14]), который рассматривал только случай
ρ > 0 и получил критерии разрешимости задачи (4) в терминах канонических произведений типа
А. Ф. Леонтьева. Задачу (4) Лапин рассматривал при следующих ограничениях на значения в
узлах интерполяции:

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln+ sup

16k6qn

|bn,k| 6 ρ,

т.е. в такой постановке задача не является задачей свободной интерполяции.
Окончательно задача (4) в классе [ρ,∞], включая случай ρ = 0, была решена в совместной

работе К. Г. Малютина и О. А. Боженко [37].

Теорема 2.1 (см. [37]). Следующие три утверждения эквивалентны.

1. Дивизор D является интерполяционным в классе [ρ,∞].
2. Каноническая функция ED(z) дивизора D удовлетворяет условию

lim
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln+

qn!

|E
(qn)
D (an)|

6 ρ.

3. Для любого ε > 0 выполняются неравенства

∞
∑

n=1

qn
|an|ρ+ε

< ∞, lim sup
n→∞

ln qn
ln |an|

6 ρ, lim sup
z→∞

1

ln |z|
ln+

1
∫

0

Φ̃D(z, α)

α
dα 6 ρ. (6)

Заметим (см. [38]), что последнее неравенство в (6) эквивалентно следующему утверждению:
существует такой уточненный порядок ̺(r), lim

r→∞
̺(r) 6 ρ, что

Φ̃D(z, α) 6
1

|z|̺(|z|) ln(1/α)
.

2.2. Интерполяция в пространстве [̺(r),∞). Если интерполируемая последовательность
{bn}

∞
n=1 удовлетворяет условию

ln+ |bn| 6 K|an|
ρ

при некотором K > 0, не зависящем от n, то задачу интерполяции (1) естественно рассматривать
в пространстве таких целых функций [ρ,∞), что неравенство

ln+M(f, r) 6 Kfr
ρ

выполняется для всех r > 1 при некотором Kf > 0, не зависящем от r. При нецелом ρ > 0
А. Ф. Леонтьев доказал следующий критерий.

Теорема 2.2 (см. [21]). Для того чтобы задача (1) была разрешима в пространстве [ρ,∞)
при нецелом ρ > 0, необходимо и достаточно, чтобы каноническая функция E(z) последова-

тельности {an}
∞
n=1 удовлетворяла условию

lim sup
n→∞

1

|an|ρ
ln

1

|E′(an)|
< ∞.

Полностью, без ограничения на порядок ρ > 0, А. Ф. Леонтьев решил эту задачу в классе
[ρ,∞) в других терминах в [22].
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Теорема 2.3 (А. Ф. Леонтьев). Для того чтобы задача (1) была разрешима в пространстве

[ρ,∞) при ρ > 0, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее условие:

lim sup
n→∞

n

|an|ρ
< ∞, lim sup

n→∞

1

|an|ρ
ln

1

ηn
< ∞,

где

ηn =
∏

k 6=n

(

1−
an
ak

)

, (1− δ)|an| < |ak| < (1 + δ)|an|.

В более общем классе [̺(r),∞), где ̺(r)— уточненный порядок, задачу свободной интерполя-
ции (1) решила О. С. Фирсакова.

Функция ̺(r), определенная на полуоси (0,∞), удовлетворяющая условию Липшица на любом
сегменте [a, b] ⊂ (0,∞), называется уточненным порядком в смысле Бутру, если она удовлетво-
ряет следующим условиям:

−∞ < α = lim inf
r→∞

̺(r) 6 ρ = lim sup
r→∞

̺(r) 6 +∞, lim
r→∞

̺′(r)r ln r = 0.

Если α = ρ > 0, то функция ̺(r) называется уточненным порядком в смысле Валирона (часто
просто уточненным порядком). В случае, если число ρ в определении уточненного порядка в
смысле Валирона равно нулю, то уточненный порядок ̺(r) называется нулевым уточненным

порядком. Функцию r̺(r) будем обозначать через V (r). Далее будем рассматривать только случай
уточненного порядка в смысле Валирона, не оговаривая это особо.

Пусть ̺(r)— уточненный порядок. Символом [̺(r),∞) обозначим пространство целых функций
f , для которых выполняется неравенство

lim sup
r→∞

lnM(f, r)

V (r)
< ∞.

О. С. Фирсакова (см. [45]) нашла критерии разрешимости задачи свободной интерполяции (1)
в пространстве [̺(r),∞) при условии

lim sup
n→∞

ln+ |bn|

V (|an|)
< ∞,

в форме, аналогичной условиям теорем А. Ф. Леонтьева. По последовательности узлов интерпо-
ляции, удовлетворяющей условию

lim sup
n→∞

n

V (|an|)
< ∞, (7)

строится присоединенная функция L(z)1. Присоединенная функция всегда существует, но не
единственна.

О. С. Фирсакова доказала, что для того, чтобы задача (1) была разрешима в пространстве
[̺(r),∞), необходимо, чтобы любая присоединенная функция L(z) удовлетворяла условию

lim sup
n→∞

1

V (|an|)
ln

1

|L′(an)|
< ∞, (8)

и достаточно, чтобы некоторая присоединенная функция удовлетворяла условию (8).
На основе результатов А. Ф. Леонтьева и О. С. Фирсаковой в [28] были получены критерии

разрешимости задачи (1) в пространстве [̺(r),∞) в терминах функции распределения единичных
масс Φz(α).

Теорема 2.4 (К. Г. Малютин). Пусть ̺(r)— уточненный порядок, lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0. Для

того чтобы задача (1) была разрешима в пространстве [̺(r),∞), необходимо и достаточно,

1Определение присоединенной функции см., например, в [19, гл. 4].
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чтобы выполнялось условие (7) и

sup
z∈C

1/2
∫

0

Φz(α)

α
dα < ∞.

Как и в случае пространства [ρ,∞], формула Коши для производных обосновывает следующее
определение.

Определение 2.2. Дивизор D = {an, qn}
∞
n=1 называется интерполяционным в пространстве

[̺(r),∞), если для любой последовательности комплексных чисел bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N,
удовлетворяющих условию

sup
n→∞

1

V (|an|)
ln+ sup

16k6qn

|bn,k|

(k − 1)!
< ∞,

существует функция F ∈ [ρ,∞]Ю обладающая свойством (4).

Г. П. Лапин применил методы А. Ф. Леонтьева к исследованию задачи кратной интерполя-
ции (4) в пространстве [ρ,∞). В [15] им был получен критерий ее разрешимости в этом классе.

Теория кратной интерполяции в пространстве [̺(r),∞) получила свое дальнейшее развитие в
работе А. В. Братищева и Ю. Ф. Коробейника [6], где впервые рассматривался случай нулево-
го уточненного порядка, который, однако, требует корректировки. Поэтому приведем результат
А. В. Братищева и Ю. Ф. Коробейника для ненулевого уточненного порядка.

Теорема 2.5. Пусть ̺(r)— уточненный порядок, lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0. Для того чтобы дивизор

D был интерполяционным в пространстве [̺(r),∞), необходимо и достаточно, чтобы выпол-

нялось условие (7) и

sup
n∈N

1

V (|an|)
ln max

16j6qn

∣

∣

∣

∣

∣

1

j!

[

(z − an)
qn

η̃δn(z)

](j−1)

z=an

∣

∣

∣

∣

∣

< ∞,

где

η̃δn(z) =
∏

|ak−an|<δ|an|

(

1−
z

ak

)qk

, 0 < δ < 1,

и δ фиксировано.

Задача простой интерполяции (1), в пространстве [̺(r),∞) в случае нулевого порядка была
изучена в совместной работе О. А. Боженко, А. Ф. Гришина и К. Г. Малютина [3]. Результат
А. В. Братищева и Ю. Ф. Коробейника был также дополнен геометрическим критерием. Пусть
функция N(t) определяется формулой

N(t) =

t
∫

0

n(x)

x
dx,

где через n(x) обозначено число точек последовательности {an}
∞
n=1 в круге {ζ : |z| 6 x} (мы

считаем, не ограничивая общности, что 0 /∈ {an}
∞
n=1, так как это ограничение в рамках рассмат-

риваемых вопросов всегда легко снимается).

Теорема 2.6 (см. [3]). Пусть ̺(r)— нулевой уточненный порядок, удовлетворяющий усло-

вию

σ = lim inf
r→+∞

V (r)

ln r
= +∞.

Следующие утверждения эквивалентны.

1. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r),∞).
2. Выполняются следующие условия:
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(2.1) справедливы неравенства

lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
< ∞, sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E′(an)|
< ∞,

где

E(z) =
∞
∏

n=1

(

1−
z

an

)

;

(2.2) для любого числа M > 0 существует такая целая функция g ∈ [̺(r),∞), что для

любого n в круге {z : |z − an| < 1/(1 + |an|)} выполняется неравенство

ln |g(z)| > MV (|an|).

3. Выполняется условие (2.2) и

lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
< ∞, sup

z∈C

δ
∫

0

Φz(α)

α
dα < ∞,

где δ > 0— произвольное фиксированное число.

Отметим, что в случае, когда lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0 в теоремах, аналогичных теоремe 2.6, нет

аналога условия (2.2). Дело в том, что в этом случае, как показано в [28], условие (2.2) является
следствием предыдущих условий. Однако, рассуждения из [28] не распространяются на случай,
когда ρ = 0. Поэтому в случае нулевого порядка появляется специфическое условие (2.2).

В последние десятилетия для исследования задач (1) и (4), кроме рядов (3) и (5), начал ак-
тивно применяться метод Хермандера решения ∂̄-проблемы, который ранее применялся в много-
мерном комплексном анализе. В исследовании задач (1) и (4) этот метод был впервые применен
Б. Берндтссоном (см. [48]) и К. А. Бернстейном и Б. А. Тейлором (см. [49]). Обозначим через Aφ

класс целых функций, в котором ищется решение задачи (4) и рост которых |f(z)| 6 A exp(Bφ(z))
определяется некоторой субгармонической функцией φ(z) с некоторыми константами A,B > 0.
Функция φ(z) удовлетворяет условиям:

1) φ(z) > 0,
2) ln(1 + |z|2) = O(φ(z)),
3) существуют такие константы C,D > 0, что φ(ζ) 6 Cφ(z) +D для всех |ζ − z| 6 1.

Класс Aφ при некоторой функции φ(z) может содержать функции бесконечного порядка. Оче-
видно, что в этом случае значения в узлах интерполяции должны удовлетворять неравенству

sup
n→∞

1

φ(an)
ln+ sup

16k6qn

|bn,k|

(k − 1)!
< ∞.

Были получены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи в виде критериев
А. Ф. Леонтьева:

sup
n∈N

1

φ(an)
ln

qn!

|E(qn)(an)|
< ∞.

У. Сквайрс [56], отправляясь от результатов Бернстейна и Тейлора, получил эти критерии, как
и в работе [28], в терминах функции Φz(α).

2.3. Интерполяция в пространстве [̺(r), h(θ)]. Пусть ̺(r)— уточненный порядок,

lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0.

Если f(z)— голоморфная функция внутри угла α < arg z < β и удовлетворяет в нем неравенству

ln |f(z)| 6 M1V (|z|) +M2,

с некоторыми постоянными M1,M2 > 0, то функция

hf (θ) = lim sup
r→∞

ln |f(reiθ)|

V (r)
, θ ∈ (α, β),
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называется индикатором Фрагмена—Линделёфа, или индикатором роста функции f (при уточ-
ненном порядке ̺(r)).

Пусть h(θ)— ρ-тригонометрически выпуклая функция на отрезке [0, 2π]. Символом [̺(r), h(θ)]
будем обозначать класс целых функций f , индикатор которых не превосходит h(θ), θ ∈ [0, 2π].
Через [̺(r), h(θ)]r ([̺(r), h(θ)]r ⊂ [̺(r), h(θ)]) будем обозначать класс целых функций f вполне ре-
гулярного роста при уточненном порядке ρ(r) в смысле Левина—Пфлюгера (см. [17]), индикатор
которых не превосходит h(θ).

В [16] Б. Я. Левин рассмотрел задачу интерполяции (1) с узлами, образующими регулярное
множество (R-множество) с показателем ̺(r) (см. [17, §2, гл. 2]). В этом случае для существова-
ния целой функции F ∈ [̺(r), h(θ)], удовлетворяющей условиям интерполяции (1), необходимо и
достаточно, чтобы выполнялось неравенство

lim sup
n→∞

[

ln |bn|

V (|an|)
− h(arg an)

]

6 0. (9)

О. С. Фирсакова (см. [45]) обобщила результат Б. Я. Левина из [16] на случай множества узлов
интерполяции, обладающих лишь свойством правильной распределенности. Она доказала, что
в этом случае для любой последовательности чисел, удовлетворяющих условию (9), существует
функция F ∈ [̺(r), h(θ)], решающая задачу (1), тогда и только тогда, когда выполняется условие

lim sup
n→∞

[

1

V (|an|)
ln

1

|E′(an)|
+ h(arg an)

]

6 0.

В [28] было показано, что это условие эквивалентно условию

lim
δ→0

sup
z∈C

δ
∫

0

Φz(α)

α
dα = 0.

Наиболее законченный результат для пространств [̺(r), h(θ)] и [̺(r), h(θ)]r принадлежит
А. Ф. Гришину и A. M. Руссаковскому (см. [13]). Чтобы сформулировать их результат, введем
следующее определение.

Определение 2.3. Дивизор D = {an, qn}
∞
n=1 называется интерполяционным в пространстве

[̺(r), h(θ)] (в пространстве [̺(r), h(θ)]r), если для любой последовательности комплексных чисел
bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N, удовлетворяющих условию

lim sup
n→∞

[

1

V |an|
ln+ sup

16k6qn

|bn,k|

(k − 1)!
− h(arg an)

]

6 0,

существует функция F ∈ [̺(r), h(θ)] (F ∈ [̺(r), h(θ)]r), обладающая свойством (4).

Пусть K — компакт в C,

Kσ =
⋃

z∈K

C(z, σ),

Kt — гомотетия компакта K с центром в точке z = 0 и с коэффициентом t. Обозначим через

dD(K) = lim
σ→0

lim sup
t→∞

µD((Kσ)
t)

V (t)
.

Введем также следующие обозначения. Если D = {an, qn}
∞
n=1 — дивизор, то |D| =

⋃

n
an. Включе-

ние D ⊂ D′ = {sn, pn}
∞
n=1 означает, что |D| ⊂ |D′|, и если an = sn, то qn 6 pn. Через Df будем

обозначать дивизор корней функции f .

Теорема 2.7 (см. [13]). Пусть ̺(r)— уточненный порядок, lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0, h(θ)— 2π-пери-

одическая ρ-тригонометрически выпуклая функция. Тогда следующие пять утверждений экви-

валентны.

1. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)].
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2. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)]r.
3. Существует такая функция f ∈ [̺(r), h(θ)], что D ⊂ Df , причем

lim sup
an→∞

an∈|D|

[

1

V (|an|)
ln

∣

∣

∣

∣

qn!

f (qn)(an)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg an)

]

= 0. (10)

4. Существует такая функция f ∈ [̺(r), h(θ)]r, что D ⊂ Df = {sn, pn}
∞
n=1, причем

lim sup
n→∞

[

1

V (|sn|)
ln

∣

∣

∣

∣

pn!

f (pn)(sn)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg sn)

]

= 0.

5. Для любого компакта K ⊂ C выполняется неравенство dD(K) 6 µH(K), где µH(K)—

риссовская мера субгармонической функции H(z) = h(arg z)|z|ρ;

lim
δ→0

sup
z∈C

1

V (|z|)

δ
∫

0

ΦD(z, α)

α
dα = 0, lim

n→∞

qn ln |an|

V (|an|)
= 0.

Несколько ранее А. В. Братищев (см. [5]) и А. М. Руссаковский (см. [40, 41]) рассматривали
частные случаи задачи (4) в пространствах [̺(r), h(θ)] и [̺(r), h1(θ)], где h1(θ)— ρ-тригономет-
рически выпуклая функция, которая, вообще говоря, отлична от h(θ). В [40, 41] было показано,
что условие (10) является достаточным для разрешимости задачи (4) в пространстве [̺(r), h(θ)], а
если функция E(z) является функцией вполне регулярного роста — то и необходимым. А. В. Бра-
тищев нашел критерии разрешимости задачи (4) в пространстве [̺(r), h(θ)] при условии, что

sup
n→∞

[

1

V |an|
ln+ sup

16k6qn

|bn,k|

(k − 1)!
− h1(arg an)

]

< 0,

а также в пространстве [̺(r), h1(θ)) для данных bn,k, удовлетворяющих этому строгому неравен-
ству.

Отметим, что сформулированная теорема Гришина—Руссаковского является в некотором
смысле завершающим исследованием по задаче свободной интерполяции в пространствах
[̺(r), h(θ)] и [̺(r), h(θ)]r . Однако остается следующая проблема.

Проблема. Рассмотреть задачу (4) в пространствах [̺(r), h(θ)] и [̺(r), h(θ)]r , когда ̺(r)—
нулевой уточненный порядок.

3. Задачи свободной интерполяции в пространствах

аналитических в полуплоскости функций конечного порядка

В этом разделе рассмотрены задачи свободной интерполяции в пространствах аналитиче-
ских в полуплоскости функций конечного порядка. Замечательным является тот факт, что идеи
А. Ф. Леонтьева о свободной интерполяции в пространствах целых функций нашли свое развитие
в проблемах интерполяции в полуплоскости.

3.1. Интерполяция в H∞. Немного отвлекаясь от заявленной проблематики, начнем с об-
суждения ставшей уже классикой задачи свободной интерполяции в пространстве H∞ функций,
аналитических и ограниченных в в верхней полуплоскости C+ = {z : Im z > 0}.

Последовательность {an}
∞
n=1 ⊂ C+ называется интерполяционной последовательностью в

пространстве H∞, если для всякой ограниченной последовательности комплексных чисел
{bn}

∞
n=1 существует функция F (z) ∈ H∞, удовлетворяющая равенствам (1).

Необходимое и достаточное условие для интерполяционности последовательности {an}
∞
n=1 в

пространстве H∞ в терминах канонического произведения E(z) (в данном случае произведения
Бляшке с простыми нулями в точках an), аналогичное критериям А. Ф. Леонтьева, состоит в
выполнении неравенства

sup
n

1

Iman|E′(an)|
6

1

δ

при некотором δ > 0.
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Этот результат принадлежит Л. Карлесону (см. [50]). В [50] был также получен геометриче-
ский критерий интерполяционности последовательности {an}

∞
n=1 в пространстве H∞: для этого

необходимо и достаточно, чтобы

sup
n 6=k

an − ak
an − āk

> δ′ > 0

и мера µ(z) =
∑

n
Im anδ(z − an) была мерой Карлесона, т.е. при всех x ∈ R и всех h > 0

µ((x, x+ h)× (0, h)) 6 Ch,

где C > 0— некоторая константа, не зависящая от x и h.
Позднее появились многочисленные работы, посвященные задачам свободной интерполяции в

пространстве H∞. П. Джонс [51] указал совершенно элементарный способ решения в виде ряда,
отличного от ряда (3).

В связи с кратной интерполяцией в H∞ отметим работу В. М. Мартиросяна [39].

3.2. Задачи интерполяции в пространстве [ρ,∞]+. Обозначим через [ρ,∞]+ пространство
аналитических в верхней полуплоскости C+ функций порядка ρ > 0 в смысле эквивалентных
между собой определений Говорова и Титчмарша (см. [9, гл. 1]). В [18] Б. Я. Левин и Нгуен
Тхыонг Уен рассмотрели интерполяционную задачу (1) в пространстве [ρ,∞]+ функций порядка
ρ > 1 в полуплоскости C+. Они показали, что для того, чтобы по каждой последовательности
{bn}

∞
1 , удовлетворяющей условию (2), можно было построить функцию из пространства [ρ,∞]+,

удовлетворяющую равенствам (1), необходимо, чтобы при любом ε > 0 сходился ряд

∞
∑

n=1

sin(arg an)

|an|ρ+ε
< ∞ (11)

и

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

Im an|E′(an)|
6 ρ, (12)

и достаточно, чтобы выполнялось условие (11) и

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

Im2 an|E′(an)|
6 ρ, (13)

где E(z) — каноническое произведение Неванлинны (см. [9, гл. 1]) множества {an}
∞
1 . При этом

дополнительно предполагалось, что множество {an}
∞
1 имеет единственную точку сгущения на

бесконечности (хотя это следует и из условия (13)). Условие (13) накладывает ограничение на
скорость убывания Iman, а именно, справедливо асимптотическое неравенство

Im an > exp(−|an|
ρ+ε), ε > 0,

которое позволило авторам строить решение задачи (1) в виде ряда (3).
Полностью задача простой свободной интерполяции в пространстве [ρ,∞]+, ρ > 1, была решена

в [27, 28]. Было показано, что условия (11), (12) и

sup
n

1

ln |an|
ln+ ln

1

Im an|E′(an)|
< ∞

являются необходимыми и достаточными разрешимости задачи (1) в классе [ρ,∞]+. При этом
узлы интерполяции могут иметь конечные предельные точки на вещественной оси.

Условия разрешимости интерполяционной задачи в пространстве [ρ,∞]+ были сформулирова-
ны также в терминах функции Φ+

z (α):

Φ+
z (α) =

n+(C(z, α|z|) \ an)

V (|z|)
,

где n+(G) =
∑

an∈G
sin(arg an), an — точка из {an}

∞
1 , ближайшая к z (если таких точек несколько —

выбираем точку с наибольшей мнимой частью).
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Для разрешимости задачи (1) в пространстве [ρ,∞]+ необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось условие (11) и существовал такой уточненный порядок ρ(r), lim

r→∞
ρ(r) = ρ, что

Φ+
z (α) 6











α

q
, α > q sin(arg z), q ∈ (0, 1),

ln
eq sin(arg z)

α
, α < q sin(arg z).

Задачу кратной интерполяции в пространстве [ρ,∞]+, ρ > 1, при ограничениях, аналогичных
ограничениям в [18], рассматривал Нгуен Тхыонг Уен (см. [43]). Как и ранее, были получены
условия, необходимые и условия достаточные для ее разрешимости, которые различаются между
собой. Работы, в которых бы рассматривалась задача кратной интерполяции в пространстве
[ρ,∞]+ для случая 0 6 ρ 6 1, автору не известны.

Проблема. Рассмотреть задачу (4) в пространстве [ρ,∞]+ для случая ρ > 0.

3.3. Интерполяция в пространстве [̺(r),∞)+. Пусть ̺(r)— уточненный порядок,

lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0.

Пусть функция f голоморфна в C+. Уточненный порядок ̺(r) называется формальным порядком

функции f , если существует такая константа M , что для всех z ∈ C+ выполняется неравенство

ln |f(z)| < MV (|z|).

Уточненный порядок ̺(r) называется полуформальным порядком функции f , если он является ее
формальным порядком и выполняется условие Б. Я. Левина: существуют такие числа q ∈ (0, 1)
и δ ∈ (0, π/2), что в каждой области

D(R, q, δ) =

{

z : qR < |z| <
R

q
, δ < arg z < π − δ

}

найдется точка z, в которой выполняется неравенство

ln |f(z)| > −MV (|z|).

Это определение принадлежит А. Ф. Гришину.
Обозначим через [̺(r),∞)+ пространство функций, для которых ̺(r) является формальным

порядком, а через [̺(r),∞)+h — пространство функций, для которых ̺(r) является полуформаль-

ным порядком. Ясно, что [̺(r),∞)+h ⊂ [̺(r),∞)+. Заметим, что при ρ > 1 пространства [̺(r),∞)+h
и [̺(r),∞)+ совпадают. Различаются они, вообще говоря, при 0 6 ρ 6 1.

В работах [42, 44] Н. Т. Уен рассматривал задачи простой и кратной интерполяции в про-
странстве [ρ,∞)+ при ρ > 1. Были получены как необходимые, так и достаточные условия для
ее разрешимости в терминах канонического произведения Неванлинны, аналогичные критери-
ям разрешимости задачи простой интерполяции в пространстве [ρ,∞]+, полученные в [18, 43].
Полностью задача простой свободной интерполяции в пространстве [̺(r),∞)+ при ρ > 1 была
решена в [27,28]. Были найдены необходимые и достаточные условия ее разрешимости как в тер-
минах канонического произведения Неванлинны, так и в терминах меры, определяемой узлами
интерполяции.

Задачи кратной интерполяции в пространствах [̺(r),∞)+ и [̺(r),∞)+h при ρ > 0 были решены
в [31,36].

Пусть D = {ak, qk}
∞
k=1 — дивизор, {ak}

∞
k=1 ⊂ C+. Введем обозначения Λz = min{1; Im z}, Λn =

Λan . Пусть f(z) ∈ [ρ(r),∞)+. Из формулы Коши нетрудно получить неравенство

|f (k−1)(z)| 6
(k − 1)!

Λk−1
z

exp[MV (|z|)], k ∈ N,

которое мотивирует следующее определение.
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Определение 3.1. Дивизор D = {an, qn}
∞
n=1 называется интерполяционным в пространстве

[̺(r),∞)+ (в пространстве [̺(r),∞)+h ), если для любой последовательности комплексных чисел
bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N, удовлетворяющих условию

sup
n

1

V (|an|)
sup

16k6qn

ln+
|bn,k|Λ

k−1
n

(k − 1)!
< ∞, (14)

существует функция F ∈ [̺(r),∞)+ (F ∈ [̺(r),∞)+h ), обладающая свойством (4).

По заданному дивизору D = {an, qn}
∞
n=1, an = rne

iθn , определим следующие меры:

µ̃+
D(G) =

∑

an∈G

qn Im an, µ+
D(G) =

∑

an∈G\C(0,1)

qn sin θn + ñ+
D(G ∩C(0, 1))

Определим семейство функций

Φ+
D(z, α) =

µ+
D(C(z, α|z|) \ {an})

V (|z|)
,

где an — точка носителя дивизора D, ближайшая к точке z (если таких точек несколько, то
выбираем любую из них, например, у которой наибольшая мнимая часть).

Теорема 3.1 (К. Г. Малютин). Следующие утверждения эквивалентны.

1. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r),∞)+.

2. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r),∞)+h .

3. Если ρ = lim
r→∞

̺(r)— нецелое, то каноническое произведение дивизора D удовлетворяет

условию

sup
n

1

V (|an|)
ln

qn!

Λqn
n |E(qn)(an)|

< ∞. (15)

3′. Если ρ > 1— целое, то из утверждения 1 следует, что условие (15) выполняется для

любой присоединенной функции1 E(z) дивизора D. Наоборот, если (15) выполняется хотя

бы для одной присоединенной функции E(z) дивизора D, то справедливо утверждение 1.
4. Выполняются следующие условия:
(4.1) при любом δ > 0

sup
z∈C+

sin(arg z)

δ
∫

0

Φ+
D(C(z, α) dα

α(α + sin(arg z))2
< ∞; (16)

(4.2) имеет место неравенство

sup
n∈N

qn
V (|an|)

ln
2 Im an
Λn

< ∞; (17)

(4.3) при некотором K > 0, не зависящем от R, справедливо неравенство

µ+
D(C(0, R)) 6 KV (R) (18)

Задача кратной интерполяции в пространствах [̺(r),∞)+ и [̺(r),∞)+h для нулевого уточнен-
ного порядка ̺(r) (т.е. при ρ = 0) была решена в совместной работе О. А. Боженко и К. Г. Ма-
лютина [2]. В этом случае формулировка критериев ее разрешимости полностью аналогична
формулировке последней теоремы, только вместо (18) требуется выполнение условия

∞
∑

n=1

qn Iman
1 + |an|2

< ∞.

1Определение присоединенной функции см. в [36].
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Приведем формулу для интерполяционного ряда типа Джонса, который решает интерполяци-
онную задачу (4) в пространстве [̺(r),∞)+. Введем обозначение

αn,m =
(−1)m−1

(m− 1)!

qn−m
∑

i=0

1

i!
γn,qn+1−m−ibn,i+1,

где

γn,k =
1

(k − 1)!

(

d

dz

)k−1 (z − an)
qn

E(z)

∣

∣

∣

∣

z=an

, k = 1, . . . , qn, n ∈ N.

Перенумеровав точки дивизора D в случае необходимости, можно считать, что

Im an+1

1 + r2n+1

6
Im an
1 + r2n

, n ∈ N.

Положим

αn(z) =

∞
∑

k=n

1 + āk(z + iΛn)

i(āk − z − iΛn)

Im ak

(1 + r2k)
[ρ]+3

2

, n = 1, 2, . . . .

Ряд, определяющий функции αn(z), сходится равномерно в каждой области

Dn
r,δ =

{

z : |z| 6 r, Im z > −Λn + δ, δ > 0
}

.

Для Reαn(z) справедлива оценка

∞
∑

k=n

(Im ak)
2

(1 + r2k)
([ρ]+3)/2

1

|āk − z − iΛn|2
6 Reαn(an) 6 M < ∞.

Положим далее

Pn(z) =

qn
∑

m=1

αn,m

[

ϕn(z)

z − an

](m−1)

,

где

ϕn(z) =

(

1 + zān
1 + r2n

)Sn+[ρ]+3(2 Im an
z − ān

)2

exp
[

αn(an)− αn(z)
]

,

Sn — последовательность натуральных чисел, которая выбирается так, что ряд

F (z) = E(z)

∞
∑

n=1

Pn(z)

решает интерполяционную задачу (4) в пространстве [̺(r),∞)+.
Таким образом задача (4) в пространствах [̺(r),∞)+ и [̺(r),∞)+h решена полностью.
Заметим, что имеются многочисленные работы, в которых устанавливается связь между вопро-

сами базисности и интерполяции в различных пространствах целых функций. Для пространств
функций аналитических в полуплоскости, за исключением случая H∞, такие задачи не рассмат-
ривались.

3.4. Интерполяция в пространстве [̺(r), h(θ)]+. Пусть h(θ)— ограниченная ρ-тригономет-
рически выпуклая функция на отрезке [0, π], ρ > 0, ̺(r)— уточненный порядок, lim

r→∞
̺(r) = ρ > 0.

Обозначим через [̺(r), h(θ)]+ пространство функций f ∈ [̺(r),∞)+, индикатор hf (θ) которых
удовлетворяет неравенству hf (θ) 6 h(θ), θ ∈ (0, π). Через [̺(r), h(θ)]+r обозначим пространство
таких функций f ∈ [̺(r),∞)+ вполне регулярного роста в смысле Гришина—Говорова в откры-
той полуплоскости C+, что hf (θ) = h(θ), θ ∈ (0, π). Если h(θ)— непрерывная на отрезке [0, π]
функция, то через [̺(r), h(θ)]+ (соответственно, [̺(r), h(θ)]+r ) обозначим пространство функций
f ∈ [̺(r),∞)+, индикатор которых hf (θ) удовлетворяет неравенству hf (θ) 6 h(θ) (соответственно,
равенству hf (θ) = h(θ) и f(z)— функция вполне регулярного роста в замкнутой полуплоскости

C+) при θ ∈ [0, π].
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Интерполяционные задачи в пространствах [̺(r), h(θ)]+ (в пространствах [̺(r), h(θ)]+r ) разли-
чаются в зависимости от того, является ли функция h(θ) непрерывной на отрезке [0, π] или имеет
разрывы в точках 0 и π. Эти задачи были решены в [29,30, 32–35].

Рассмотрим сначала задачу с непрерывным индикатором на отрезке [0, π].

Определение 3.2. Пусть h(θ)— непрерывная ρ-тригонометрически выпуклая функция на от-
резке [0, π], ρ > 0, ̺(r)— уточненный порядок, lim

r→∞
̺(r) = ρ. Дивизор D = {an, qn}

∞
n=1 называется

интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)]+ (в пространстве [̺(r), h(θ)]+r ), если для любой
последовательности комплексных чисел bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N, удовлетворяющих услови-
ям (14) и

lim sup
|an|→∞

[

1

V (|an|)
sup

16k6qn

ln+
|bn,k|Λ

k−1
n

(k − 1)!
− h(arg an)

]

6 0,

существует функция F ∈ [̺(r), h(θ)]+ (F ∈ [̺(r), h(θ)]+r ), обладающая свойством (4).

Естественность такого определения объясняется неравенствами Коши.
Для компакта K положим

d+D(K) = lim
σ→0

lim sup
t→∞

µ+
D((Kσ)

t)

V (t)
.

Если v — субгармоническая функция в C+, то обозначим через µ+
v ее неванлинновскую меру, т.е.

dµ+
v (z) = sin arg zdµv(z), где µv — риссовская мера функции v.

Теорема 3.2 (К. Г. Малютин). Пусть ̺(r)— уточненный порядок, lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0, h(θ)—

непрерывная ρ-тригонометрически выпуклая функция на отрезке [0, π]. Тогда следующие пять

утверждений эквивалентны.

1. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)]+.

2. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)]+r .

3. Существует такая функция f ∈ [̺(r), h(θ)]+, что D ⊂ Df , причем выполняются усло-

вия (15) и

lim
an→∞an∈|D|

[

1

V (|an|)
ln

∣

∣

∣

∣

qn!

Λqn
n f (qn)(an)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg an)

]

= 0.

4. Существует такая функция f ∈ [̺(r), h(θ)]r, что D ⊂ Df = {sn, pn}
∞
n=1, причем выполня-

ются условия (15) и

lim
n→∞

[

1

V (|sn|)
ln

∣

∣

∣

∣

pn!

Λpn
n f (pn)(sn)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg sn)

]

= 0.

5. Справедливо следующее:
(5.1) для любого компакта K выполняется неравенство

dD(K) 6 µ+
H(K),

где µ+
H(K)— неванлинновская мера субгармонической функции H(z) = h(arg z)|z|ρ;

(5.2) выполняются соотношения (16), (17), (18) и

lim
δ→0

lim sup
z→∞
z∈C+

sin(arg z)

δ
∫

0

Φ+
D(C(z, α)) dα

α(α + sin(arg z))2
= 0, lim

|an|→∞

qn
V (|an|)

ln
2 Im an
Λn

= 0.

Рассмотрим задачу интерполяции с ограниченным индикатором, который имеет разрывы в
точках 0 и π.

Определение 3.3. Пусть h(θ)— ограниченная ρ-тригонометрически выпуклая функция на
отрезке [0, π], ρ > 0, ̺(r)— уточненный порядок, lim

r→∞
̺(r) = ρ. Дивизор D = {an, qn}

∞
n=1 назы-

вается интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)]+ (в пространстве [̺(r), h(θ)]+r ), если для
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любой последовательности комплексных чисел bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N, удовлетворяющих
условиям (14) и

lim sup
|an|→∞

arg an∈[ε,π−ε]

[

1

V (|an|)
sup

16k6qn

ln+
|bn,k|Λ

k−1
n

(k − 1)!
− h(arg an)

]

6 0

для любого ε > 0, существует функция F ∈ [̺(r), h(θ)]+ (F ∈ [̺(r), h(θ)]+r ), обладающая свой-
ством (4).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.3 (К. Г. Малютин). Пусть ̺(r)— уточненный порядок, lim
r→∞

̺(r) = ρ > 0, h(θ)—

ограниченная ρ-тригонометрически выпуклая функция на отрезке [0, π]. Тогда следующие пять

утверждений эквивалентны.

1. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)]+.

2. Дивизор D является интерполяционным в пространстве [̺(r), h(θ)]+r .

3. Существует такая функция f ∈ [̺(r), h(θ)]+, что D ⊂ Df , причем выполняются усло-

вия (15) и для любого ε > 0

lim
|an|→∞

arg an∈[ε,π−ε]

[

1

V (|an|)
ln

∣

∣

∣

∣

qn!

Λqn
n f (qn)(an)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg an)

]

= 0.

4. Существует такая функция f ∈ [̺(r), h(θ)]r, что D ⊂ Df = {sn, pn}
∞
n=1, причем выполня-

ются условия (15) и для любого ε > 0

lim
|sn|→∞

arg sn∈[ε,π−ε]

[

1

V (|sn|)
ln

∣

∣

∣

∣

pn!

Λpn
n f (pn)(sn)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg sn)

]

= 0.

5. Справедливо следующее:
(5.1) для любого компакта K выполняется неравенство

dD(K) 6 µ+
H(K),

где µ+
H(K)— неванлинновская мера субгармонической функции H(z) = h(arg z)|z|ρ;

(5.2) выполняются соотношения (16), (17),(18) и для любого ε > 0

lim
δ→0

lim sup
z→∞

arg z∈[ε,π−ε]

sin(arg z)

δ
∫

0

Φ+
D(C(z, α)) dα

α(α + sin(arg z))2
= 0; lim

|an|→∞
arg an∈[ε,π−ε]

qn
V (|an|)

ln
2 Im an
Λn

= 0.

Проблема. Рассмотреть задачу (4) в пространствах [̺(r), h(θ)]+ и [̺(r), h(θ)]+r , когда ̺(r)—
нулевой уточненный порядок.

4. Регулярные множества

Геометрические критерии интерполяционности множеств позволяют строить интерполяцион-
ные последовательности в различных классах целых и аналитических функций. Примеры ин-
терполяционных в H∞ множеств приведены в статье [7]. Б. Я. Левиным было введено понятие
регулярного множества в комплексной плоскости [17, гл. 2]. Было доказано, что регулярные
множества являются интерполяционными в классах [̺(r), h(θ)]. В [1, 53] введено понятие слабо
регулярных множеств в различных классах целых и аналитических в полуплоскости функций
конечного порядка.

Пусть ρ(r)— некоторый уточненный порядок, lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0, A = {an, n = 1, 2, . . . }— после-

довательность различных точек в комплексной плоскости C. Предположим, что точки отделены
друг от друга, точнее, выполняется одно из следующих условий (C) или (C′):
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(C) точки an расположены в середине углов с общей вершиной в начале координат, которые
не пересекаются, причем для любых двух точек последовательности A, расположенных в
середине одного из углов, выполняется условие

|an+1| − |an| > rn = d|an|
1−ρ(|an|)

при некотором d > 0;
(C′) существует такое число d > 0, что кружки радиусов

rn = d|an|
1−ρ(|an|)/2

с центрами в точках an не пересекаются.

Правильное множество A (см. [17, гл. 2]), удовлетворяющее одному из условий (C) или (C′),
называется регулярным множеством в смысле Левина, или кратко R-множеством.

Множества, удовлетворяющие условию (C), играют важную роль в теории целых функций. В
частности, они применяются для построения канонических произведений множеств (см. [23]).

Как и ранее, через [ρ,∞] обозначим пространство целых функций f порядка ρ > 0.
Последовательность an называется слабо регулярной последовательностью при порядке ρ > 0,

или, точнее, WR(ρ)-множеством, если существует такой уточненный порядок ρ(r), lim
r→∞

ρ(r) 6 ρ,

что выполняется одно из условий (C) или (C′), а также условие (7).
Аналогичное определение справедливо и для пространства [̺(r),∞).
Последовательность an называют слабо регулярной последовательностью при уточненном по-

рядке ρ(r), или точнее, WR(ρ(r))-множеством? если выполняется условие (7) и справедливо одно
из условий (C) или (C′).

Предложение 1. Предположим, что последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . } является

слабо регулярной при уточненном порядке ρ(r). Тогда A— интерполяционная последователь-

ность в пространстве [ρ(r),∞).

Предложение 2. Предположим, что последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . } является

слабо регулярной при порядке ρ > 0. Тогда A— интерполяционная последовательность в про-

странстве [ρ,∞].

В [34, 35] рассматривались множества A = {an, n = 1, 2, . . . } в верхней полуплоскости C+,
удовлетворяющие следующему условию:

(C+) при некотором d > 0 для точек множества A выполняется неравенство

|an+1| − |an| > rn = d sin arg(an) |an|
1−ρ(|an|).

Такие множества также используются для построения канонических произведений в верхней
полуплоскости C+. Введем следующее определение.

Последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . }, A ∈ C+, называется слабо регулярной последо-

вательностью в C+ при уточненном порядке ρ(r) или, точнее, WR+(ρ(r))-множеством, если
выполняется один из следующих наборов условий (C′

+) или (C+):

условия (C′
+):

(i) существует такое число d > 0, что круги радиусов

rn = d(sin(arg an))
1/2|an|

1− ρ(|an|)

2

с центрами в точках an не пересекаются;
(ii) при некотором K > 0 выполняется неравенство

µ+
A(C(0, r)) 6 KV (r); (19)

условия (C+):
(i) среди точек множества A нет кратных и нет точек с одинаковыми модулями;
(ii) A ∩ C(0, 2) = ∅;
(iii) выполняется неравенство (19);
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(iv) существует такое число d > 0, что для всех точек an и ak, принадлежащих A, из нера-
венства |an| > |ak| следует, что

|an| > |ak|+
d Im ak
V (|ak|)

.

Предложение 3. Слабо регулярные последовательности в C+ при уточненном порядке ρ(r)
являются интерполяционными в пространстве [ρ(r),∞)+.

Проблема. Рассмотреть регулярные множества для случая нулевого уточненного поряд-
ка ρ(r).

5. Проблема Леонтьева

В теории функций комплексного переменного имеется большое число давно стоящих открытых
проблем. Одной из таких проблем является проблема А. Ф. Леонтьева (см. [24]), возникшая в
связи с вопросами разложения функций в ряды экспонент. Обобщение этой проблемы появляется
при рассмотрении интерполяционной задачи в классе [ρ(r), h(θ)] целых функций с индикаторами
при уточненном порядке ρ(r) (→ ρ > 0), не превосходящими заданную ρ-тригонометрически вы-
пуклую на отрезке [0, 2π] функцию h(θ). Кратко ее можно сформулировать следующим образом.
Пусть A = {an}n∈N — последовательность различных комплексных чисел и E(z) — каноническое
произведение (или присоединенная функция) последовательности A. Для разрешимости задачи
свободной интерполяции в пространстве [ρ(r), h(θ)] необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
условие

lim
n→∞

[

1

|λn|ρ(|λn|)
ln

1

|E′(an)|
+ h(argn)

]

= 0. (20)

Условие (20) является также необходимым и достаточным для разрешимости интерполяцион-
ной задачи в пространстве [ρ(r), h(θ)]r целых функций вполне регулярного роста. Естественно
возникает вопрос: следует ли из условия (20), что множество A является правильно распреде-
ленным? Другими словами, следует ли из условия (20), что функция E(z) является функцией
вполне регулярного роста? Отметим, что А. Ф. Леонтьев сформулировал проблему для случая
ρ(r) ≡ 1.

А. В. Братищев дал положительный ответ на этот вопрос в случае 0 6 ρ < 1/2 и отрица-
тельный — в случае ρ > 1/2 (см. [4]). Однако в работе А. В. Братищева не была выписана явно
последовательность A, для которой выполняется равенство (20) и которая не является правильно
распределенной (фактически доказано лишь существование такой последовательности).

Ранее А. Ф. Гришин (см. [10–12]), используя построенную им теорию множеств регулярно-
го роста целых функций, показал, что при выполнении условия (20) множество A может быть

дополнено множеством Ã так, что объединение A ∪ Ã является интерполяционным в простран-
стве [ρ(r), h(θ)] (в пространстве [ρ(r), h(θ)]r), правильно распределенным множеством. При этом
доказательство А. Ф. Гришина носило конструктивный характер.

Таким образом, остается открытым вопрос: при каких при дополнительных ограничениях мож-
но охарактеризовать правильную распределенность последовательности A, удовлетворяющую
условию (20)? Частично ответ на этот вопрос получил В. Б. Шерстюков (см. [46,47]), рассмотрев-
ший классическую проблему А. Ф. Леонтьева, используя понятие индекса ω-конденсации (или
весового индекса конденсации) последовательности A, введенного в 1990-х гг. А. М. Гайсиным
(см. [8]) по правилу

δ(ω,A) = lim
n→∞

1

ω(λn)
ln

1

|E
′

(λn)|
,

где ω(r)— положительная функция, определенная при r > a с фиксированным a > 0 и удовле-
творяющая некоторым стандартным условиям, принятым при рассмотрении аналогичного класса
задач. В. Б. Шерстюков получил условие

∞
∫

a

ω(r)

r2
dr < ∞,
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достаточное для того, чтобы всякая положительная последовательность A ⊂ R, имеющая конеч-
ную верхнюю плотность и конечный индекс ω-конденсации, была правильно распределенной.

Сформулируем проблему, аналогичную обобщенной проблеме А. Ф. Леонтьева, для полуплос-
кости C+. Из теорем 3.2 и 3.3 следует, что если каноническое произведение Неванлинны E(z)
последовательности A ⊂ C+ без кратных точек удовлетворяет условиям

sup
n

1

V (|an|)
ln

∣

∣

∣

∣

1

ΛnE
′(an)

∣

∣

∣

∣

< ∞, lim
|an|→∞

[

1

V (|an|)
ln

∣

∣

∣

∣

1

ΛnE
′(an)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg an)

]

= 0 (21)

или условиям

sup
n

1

V (|an|)
ln

∣

∣

∣

∣

1

ΛnE′(an)

∣

∣

∣

∣

< ∞, lim
|an|→∞

arg an∈[ε,π−ε]

[

1

V (|an|)
ln

∣

∣

∣

∣

1

ΛnE′(an)

∣

∣

∣

∣

+ h(arg an)

]

= 0, (22)

то она является интерполяционной в пространствах [̺(r), h(θ)]+ ([̺(r), h(θ)]+r ), где h(θ)— непре-
рывная (или ограниченная) ρ-тригонометрически выпуклая функция на отрезке [0, π].

Проблема. Следует ли из условий (21) или условий (22), что последовательность A является
правильно распределенной в полуплоскости C+?

Частично ответ на этот вопрос получен в [34,35], где показано, что в этом случае множество A

может быть дополнено множеством Ã так, что объединение A ∪ Ã является интерполяционным
в пространствах [̺(r), h(θ)]+ ([̺(r), h(θ)]+r ), правильно распределенным множеством в полуплос-
кости C+. Никакие другие работы, связанные с проблемой Леонтьева для полуплоскости, автору
не известны.
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Аннотация. Мероморфные функции с заданным ростом сферической производной на комплекс-
ной плоскости описаны в терминах взаимного расположения a-точек функций. Полученный ре-
зультат позволяет построить пример мероморфной функции в C с медленным ростом характе-
ристики Неванлинны и произвольным ростом сферической производной. Кроме того, на основе
универсальности дзета-функции Римана дана оценка роста сферической производной ζ(z).

Ключевые слова: мероморфная функция, сферическая производная, характеристика Неван-
линны, дзета-функция Римана.
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1. Введение и предварительные результаты. Согласно формуле Альфорса—Симидзу рост
характеристики Неванлинны T (r, f) мероморфной функции f на комплексной плоскости C можно

оценить в терминах роста сферической производной f ♯(z) =
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
. Однако обратная оценка

невозможна. В данной работе мы построим пример функции f , для которой T (r, f) = O(log2 r)
при r → ∞ и с быстрым ростом f ♯(z). Кроме того, мы покажем, что дзета-функция Римана имеет
произвольно быстрый рост сферической производной, хотя известно, что T (ζ, r) = O(r log r) при
r → ∞ (см. [14]).

Пусть ϕ(x) удовлетворяет условию Липшица L на [0,∞) с постоянной α, α 6 1, т.е.

αr = sup
r6x<y

∣

∣

∣

∣

ϕ(x) − ϕ(y)

x− y

∣

∣

∣

∣

6 α, r > 0.

Условимся считать, что ϕ удовлетворяет условию L0, если

lim
r→∞

αr = 0.

Введем обозначение

Dϕ(a, r) =
{

z ∈ C : |z − a| 6 rϕ(|a|)
}

, a ∈ C, r > 0.

Определение 1. Мероморфная на комплексной плоскости функция f(z) называется ϕ-

Иосида функцией, если

lim sup
|z|→∞

ϕ(|z|)
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
< ∞. (1)

Такие функции отнесем к классу Wϕ(C). Если ϕ(x) = x2−p, 1 6 p < ∞, тогда получим классы
f ∈ Wp(C).

Класс W1 известен как класс исключительных функций Жюлиа (см. [18]). Класс W2 совпадает
с классом (A) Иосиды (см. [21], а также [1, 3, 4, 6, 7, 10, 12, 13, 18, 20, 22]).
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О. Лехто доказал (см. [13]), что мероморфная на комплексной плоскости функция f , удовле-
творяющая условию

lim sup
|z|→∞

|z|
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
<

1

2
, (2)

является рациональной функцией. Если ϕ(x) = o(x) при x → ∞, то условие (1) равносильно нор-
мальности семейства функций {f(an+ϕ(|an|)z)} в C для любой последовательности комплексных
чисел {an}, lim

n→∞
|an| = ∞. В случае ϕ(x) = x рассматривается нормальность семейства функций

{f(anz)} в C\{0} для любой последовательности комплексных чисел {an}, lim
n→∞

|an| = ∞ (см. [1]).

Мероморфные функции, которые не удовлетворяют условию (1), были описаны в терминах
пикаровского поведения в окрестностях точек некоторых последовательностей.

Определение 2 (см. [1]). Последовательность {zn} ⊂ C, lim
n→∞

|zn| = ∞, называется последо-

вательностью Mϕ-точек функции f , если для любого положительного ε и любой подпоследова-

тельности {znk
} функция f принимает каждое значение из C бесконечно часто, за возможным

исключением, на множестве
∞
⋃

k=1

Dϕ(znk
, r).

Определение 3 (см. [1, 10]). Последовательность {zn} ⊂ C, lim
n→∞

|zn| = ∞, называется после-

довательностью µϕ-точек функции f , если для любых монотоных положительных последователь-
ностей {εn}, lim

n→∞
εn = 0, и {αn}, lim

n→∞
αn = 0, в каждом круге Dϕ(zn, εn) функция f принимает все

значения из C за возможным исключением двух множеств En и Gn из C, хордальные диаметры
которых меньше, чем αn.

В случае ϕ(x) = x2−p, p > 1, получим последовательности µp-точек и Mp-точек.
Последовательности M1-точек мероморфных функций были введены Г. Жюлиа (см. [11]) как

обощение теоремы Пикара. Мийю (см. [16, 17]) уточнил результат Жюлиа в случае аналитиче-
ских функций и ввел понятие кругов наполнения, аналогичные тем, что определены для после-
довательностей µ-точек. Марти (см. [15]) обобщил понятие кругов наполнения на мероморфные
функции. Отметим также, что Марти доказал (см. [15]), что для любой мероморфной функции
f(z), не являющейся исключительной в смысле Жюлиа, т.е.

lim sup
|z|→∞

|z|
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
= ∞, (3)

любая последовательность точек {zn}, на которой реализуется условие (3), является последова-
тельностью центров кругов наполнения.

Существует непосредственная связь между понятиями последовательностей µϕ-точек, Mϕ-
точек и ростом сферической производной.

Теорема 1 (см. [1, 10]). Пусть функция f мероморфна на комплексной плоскости C, а по-

следовательность комплексных чисел {zn} удовлетворяет условию lim
n→∞

zn = ∞. Следующие

условия эквивалентны:

(a) {zn} является последовательностью Mϕ-точек для f ;
(b) {zn} является последовательностью µϕ-точек для f ;
(c) существует положительная последовательность {rn}, lim

n→∞
rn = 0, для которой

lim
n→∞

sup
z∈Dϕ(zn,rn)

ϕ(|z|)
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
= ∞.

Лемма 1 (см. [7]). Если ϕ удовлетворяет условию L0, то для любого r > 0

lim
|z|→∞

sup
w∈Dϕ(z,r)

ϕ(|w|)

ϕ(|z|)
= 1.
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Лемма 2. Пусть последовательности комплексных чисел {an} и {bn} удовлетворяют усло-

виям

lim
n→∞

|an| = ∞, lim
n→∞

|an − bn|

ϕ(|an|)
= 0,

а f(z)— мероморфная функция в C. Если lim
n→∞

χ(f(an), f(bn)) > 0, то {an} и {bn} являются

последовательностями Mϕ-точек для f .

Доказательство. Допустим, что {an} не является последовательностью Mϕ-точек (µϕ-точек)
для f . Тогда согласно теореме 1 и лемме 1 существует положительная последовательность {rn},
lim
n→∞

rn = 0, для которой

lim sup
n→∞

sup
z∈Dϕ(an,rn)

ϕ(|z|)f#(z) = M < ∞. (4)

Пусть {bn} удовлетворяет условиям леммы. Тогда при n → ∞ в силу леммы 1 и предположе-
ния (4) получим противоречие:

0 8 χ(f(an), f(bn)) =

∫

L(an,bn)

f#(z)|dz| 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

bn
∫

an

ϕ(|z|)

ϕ(|z|)
f#(z)|dz|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
M |bn − an|

ϕ(|an|)
→ 0.

Следовательно, {an} является последовательностью Mϕ-точек для f . Аналогично, {bn} также
является последовательностью Mϕ-точек для f (см. [1]). �

Лемма 3. Для произвольных последовательностей комплексных чисел {xm}, lim
m→∞

|xm| = ∞,

и {yn}, lim
n→∞

|yn| = ∞, и весовой функции ϕ(x), удовлетворяющей условию L0, следующие условия

равносильны:

inf
m,n

|xm − yn|

ϕ(|xm|)
= 0, inf

m,n

|xm − yn|

ϕ(|yn|)
= 0. (5)

Доказательство. Допустим, что

inf
m,n

|xm − yn|

ϕ(|xm|)
= 0

и

inf
m,n

|xm − yn|

ϕ(|yn|)
= δ > 0. (6)

Тогда существуют такие подпоследовательности {xmk
} и {ynk

}, что

|xmk
− ynk

|

ϕ(|xmk
|)

= εk → 0 при k → ∞, lim
k→∞

|xmk
− ynk

|

ϕ(|ynk
|)

> δ > 0.

С другой стороны,
|xmk

− ynk
|

ϕ(|ynk
|)

=
|xmk

− ynk
|

ϕ(|xmk
|)

·
ϕ(|xmk

|)

ϕ(|ynk
|)

= εk
ϕ(|xmk

|)

ϕ(|ynk
|)
.

Так как ϕ удовлетворяет условию L0, то получаем
∣

∣

∣

∣

1−
ϕ(|ynk

|)

ϕ(|xmk
|)

∣

∣

∣

∣

=
|ϕ(|xmk

|)− ϕ(|ynk
|)|

ϕ(|xmk
|)

6 α ·
||xmk

| − |ynk
||

ϕ(|xmk
|)

6 α ·
|xmk

− ynk
|

ϕ(|xmk
|)

= α · εk → 0

при k → ∞. Отсюда следует, что

ϕ(|ynk
|)

ϕ(|xmk
|)

= 1 + βk, где lim
k→∞

βk = 0.

Таким образом, имеем

|xmk
− ynk

|

ϕ(|ynk
|)

6 εk(1 + βk), где lim
k→∞

βk = 0, lim
k→∞

εk = 0,
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и, следовательно,

inf
m,n

|xm − yn|

ϕ(|yn|)
= 0,

что противоречит (6). �

2. Близость a-точек и рост сферической производной. В дальнейшем нам потребуется
понятие ϕ-близости последовательностей точек X = {xm} и Y = {yn} в C. Пусть

Dϕ(X,Y ) = min

{

inf
m,n

|xm − yn|

ϕ(|xm|)
, inf

m,n

|xm − yn|

ϕ(|yn|)

}

.

Определение 4. Последовательности X и Y назовем ϕ-близкими, если Dϕ(X,Y ) = 0.

Для произвольных различных a, b, c, d ∈ C обозначим через {am}, {bn}, {ck}, {dl} решения
соответствующих уравнений f(z) = a, f(z) = b, f(z) = c, f(z) = d.

Теорема 2. Пусть ϕ(x) удовлетворяет условию L0. Мероморфная в C функция f(z) удовле-

творяет условию (1) тогда и только тогда, когда для произвольных a, b, c, d ∈ C никакие два

множества среди {am}, {bn}, {ck}, {dl} не являются ϕ-близкими.

Доказательство. Если хотя бы для трех значений из C множества корней конечны, то f — раци-
ональная функция, и выполняется оценка (3). Следовательно, f удовлетворяет условию (1).

Рассмотрим случай, когда хотя бы два из четырех множеств {am}, {bn}, {ck}, {dl} бесконечны.

Необходимость. Допустим, что для функции f выполняется условие Dϕ({am}, {bn}) = 0. Тогда
в силу леммы 2 последовательности {am} и {bn} являются последовательностями Mϕ-точек для
f , и поэтому f не удовлетворяет условию (1), что противоречит нашему предположению.

Достаточность. Если f не удовлетворяет (1), то существует последовательность µϕ-точек
{zn} для f , lim

n→∞
zn = ∞, и в силу определения 3 существует такой номер N , что для всех n > N

в каждом круге Dϕ(zn, εn), где lim
n→∞

εn = 0, найдутся корни уравнений f(z) = a и f(z) = b. В

каждом круге Dϕ(zn, εn) возьмем a-точку an и b-точку bn. Тогда

|an − zn|

ϕ(|zn|)
< εn,

|bn − zn|

ϕ(|zn|)
< εn.

В силу леммы 3 получим, что

lim
n→∞

|an − bn|

ϕ(|an|)
= 0.

Последнее противоречит предположению, что a-точки и b-точки не являются ϕ-близкими. �

В случае ϕ(x) = 1 теорема 2 была доказана К. Иосидой (см. [21]), а для ϕ(x) = x теорема 2
является частью теоремы Островского для исключительных функций Жюлиа (см. [5, 18]).

3. Исключительные функции Жюлиа. Напомним, что трансцендентная мероморфная
функция f в C называется исключительной функцией Жюлиа, если семейство функций {f(az)},
|a| > 1, нормально в C \ {0} в смысле Монтеля.

В 1957 г. O. Лехто и K. Виртатнен доказали следующую теорему.

Теорема 3 (см. [12]). Функция f является исключительной функцией Жюлиа тогда и толь-

ко тогда, когда выполняется условие

lim sup
|z|→∞

|z|f#(z) 6 Kf < ∞.

Из теоремы 3 следует, что исключительные функции Жюлиа имеют медленный рост характе-
ристики Неванлинны

T (r, f) = O(ln2 r) r → ∞.
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Пусть a ∈ C. Величина

δ(a, f) = lim inf
r→∞

m(r, a, f)

T (r, f)
= 1− lim sup

r→∞

N(r, a, f)

T (r, f)

называется неванлиновским дефектом и

∆(a, f) = lim sup
r→∞

m(r, a, f)

T (r, f)
= 1− lim inf

r→∞

N(r, a, f)

T (r, f)

называется валироновским дефектом. Очевидно, что 0 6 δ(a, f) 6 ∆(a, f) 6 1 (см. [2]).
Андерсон и Клуни (см. [6]) доказали, что для произвольной исключительной функции Жюлиа

f неванлиновский дефект δ(a, f) равен нулю для любого a ∈ C.
Тода и Дзинно (см. [19]) улучшили результат Андерсона и Клуни и доказали, что для про-

извольной исключительной функции Жюлиа f валироновский дефект ∆(a, f) равен нулю для
любого a ∈ C.

Примером исключительной функцией Жюлиа является функция

f(z) =
∏

(

1−
z

qn

)

/
∏

(

1 +
z

qn

)

,

где q > 1 (см. [20]). Отметим, что эта функция не имеет лучей Жюлиа. Долгое время ошибочно
считалось, что исключительные функции Жюлиа не имеют лучей Жюлиа. Этот факт опроверг-
ла Дзинно. Она построила пример исключительной функцией Жюлиа, для которой каждый луч
{z : arg z = θ} является лучом Жюлиа (см. [22]). Ее пример основан на суперпозозиции ло-
гарифма (главная ветвь) и ℘-функции Вейерштрасса с иррациональным отношением периодов
двоякопериодической функции.

Теорема 4. Для произольной ϕ, удовлетворяющей условию L0, существует мероморфная

функция f в C с медленным ростом T (r, f), для которой

lim sup
|z|→∞

ϕ(|z|)
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
= ∞.

Доказательство. Возьмем последовательность комплексных чисел {an}, lim
n→∞

|an| = ∞, для ко-

торой
∞
∑

k=1

1

|ak|
< ∞.

Для

f(z) =

∞
∏

k=1

(

1−
z

ak

)

/

∞
∏

k=1

(

1 +
z

ak

)

характеристика Неванлинны T (r, f) = O(log2 r) при r → ∞.
Возьмем ak = 2k и bk = 2k + ϕ(2k)/k. Пусть

f1(z) =

∞
∏

k=1

(

1−
z

ak

)

/

∞
∏

k=1

(

1 +
z

ak

)

, f2(z) =

∞
∏

k=1

(

1−
z

bk

)

/

∞
∏

k=1

(

1 +
z

bk

)

.

Тогда

F (z) =
f1(z)

f2(z)
=

∞
∏

k=1

(

1−
z

ak

)

∞
∏

k=1

(

1 +
z

ak

) ·

∞
∏

k=1

(

1 +
z

bk

)

∞
∏

k=1

(

1−
z

bk

)

является функцией с медленным ростом характеристики Неванлинны (см. [2]), т.е. T (r, F ) =
O(log2 r) при r → ∞. Нули {ak}, {−bk} и полюсы {−ak}, {bk} функции F будут ϕ-близкими в
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смысле определения 4. Тогда в силу теоремы 2 получим, что

lim sup
|z|→∞

ϕ(|z|)
|F ′(z)|

1 + |F (z)|2
= ∞. �

Отметим, что функции fj(z), j = 1, 2, являются исключительными функциями Жюлиа (см. [18,
20]). Отношение этих функций имеет медленный рост характеристики Неванлинны и быстрый
рост сферической производной.

Следствие 1. Произведение или отношение исключительных функций Жюлиа не обязатель-

но является исключительной функцией Жюлиа.

4. Рост сферической производной дзета-функции Римана. В этом разделе мы изучим
рост сферической производной дзета-функции Римана

ζ(z) =

∞
∑

n=1

1

nz
.

Дзета-функция была введена Л. Эйлером в 1737 г. как функция действительной переменной.
Б. Риман обобщил функцию на комплексную область.

Функцию ζ можно мероморфно продолжить на комплексную плоскость C таким образом, что
1 будет простым полюсом с вычетом +1.

Дзета-функция Римана имеет простые нули в точках z = −2n, n = 1, 2, . . .. Согласно гипотезе
Римана (см., например, [9]) нетривиальные нули функциии ζ(z) расположены на критической
линии Re z = 1/2.

Л. Лиао и С. С. Янг (см. [14]) получили оценку

T (ζ, r) =
r log r

π
+Br +O(log2 r), r → ∞, где B 6

π − log π − 1

π
,

т.е. дзета-функция Римана имеет рост ρ(ζ) = 1 и тип σ(ζ) = ∞.
С. М. Воронин в 1975 г. показал, что дзета-функции Римана обладает свойством универсаль-

ности.

Теорема 5 (см. [9]). Дзета-функция Римана ζ(z) является универсальной функцией для

функций, не имеющих нулей в фундаментальной полосе S = {z : 1/2 < Re z < 1}. Иначе говоря,

для каждой функции f , не имеющей нулей в полосе S, существует такая последовательность

{τn} действительных чисел, τn → ∞, что

ζ(z + iτn) → f(z)

равномерно на компактных подмножествах полосы S.

П. Готье (см. [8]) применил свойство универсальности дзета-функции для того, чтобы показать,
что ζ(z) имеет круги наполнения. Под кругами наполнения подразумеваются круги, центрами
которых являются µ2-точки функции ζ(z) (см. определение 3).

Теорема 6 (см. [8]). Для каждого σ0 в интервале 1/2 6 σ 6 1 на линии Re z = σ0 найдется

последовательность точек, которая будет центрами кругов наполнения функции ζ(z).

Используя универсальность дзета-функции Римана, П. Готье показал (см. [8]), что ζ(z) име-
ет последовательность µ2-точек. В доказательстве не оговаривается вопрос о радиусах кругов
наполнения. Рассматриваются круги вида |z − zk| < rk, где lim

k→∞
rk = 0. Доказательство Готье

допускает рассмотрение радиусов кругов наполнения с весом ϕ(zk) для каждого круга с центром
в zk, где ϕ удовлетворяет условию L0. Отсюда следует, что центры кругов наполнения {zk} бу-
дут µϕ-точками функции ζ(z). Тогда в силу теоремы 1 получаем, что существует положительная
последовательность {rn}, lim

n→∞
rn = 0, для которой

lim
n→∞

sup
z∈Dϕ(zn,rn)

ϕ(|z|)ζ#(z) = ∞.
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Последнее означает, что сферическая производная ζ(z) имеет быстрый рост сферической произ-
водной. Таким образом, мы обобщили результат П. Готье.

Теорема 7. Для произвольной положительной функции ϕ, удовлетворяющей условию L0, и

для каждого σ0 в интервале 1/2 6 σ 6 1 на линии Re z = σ0 найдется последовательность

µϕ-точек функции ζ(z).
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Аннотация. Изучается задача описания в терминах преобразования Лапласа функционалов со-
пряженного пространства для гильбертова пространства целых функций n переменных, постро-
енного при помощи выпуклой функции в C

n, зависящей от модулей переменных и растущей на
бесконечности быстрее a‖z‖ для любого a > 0.
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1. Введение.

1.1. О проблеме. Пусть H(Cn)— пространство целых функций в C
n, dµn — мера Лебега в C

n.
Для u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ R

n положим

〈u, v〉 := u1v1 + · · · + unvn, absu := (|u1|, . . . , |un|),

‖u‖— евклидова норма u.
Обозначим через V(Rn) множество всех выпуклых функций g : Rn → R, обладающих следую-

щими свойствами:

1) g(x) = g(abs x), x ∈ R
n;

2) сужение g на [0,∞)n не убывает по каждой переменной;

3) lim
x→∞

g(x)

‖x‖
= +∞.

По функции ϕ ∈ V(Rn) определим гильбертово пространство

F 2
ϕ =











f ∈ H(Cn) : ‖f‖ϕ =





∫

Cn

|f(z)|2e−2ϕ(abs z) dµn(z)





1/2

< ∞











со скалярным произведением

(f, g)ϕ =

∫

Cn

f(z) g(z) e−2ϕ(abs z) dµn(z), f, g ∈ F 2
ϕ.

Отметим, что для любого ϕ ∈ V(Rn) функция fλ(z) = e〈λ,z〉 (где λ ∈ C
n) принадлежит F 2

ϕ.

Поэтому для любого линейного непрерывного функционала S на пространстве F 2
ϕ корректно

определена в C
n функция Ŝ(λ) = S(e〈λ,z〉), λ ∈ C

n, — преобразование Лапласа функционала S.

Ŝ — целая функция (см. лемму 1).

Обозначим через (F 2
ϕ)

∗ сопряженное пространство к пространству F 2
ϕ, через (̂F 2

ϕ)
∗ — простран-

ство преобразований Лапласа функционалов из (F 2
ϕ)

∗.

Актуальной является задача описания пространства (̂F 2
ϕ)

∗. Если ϕ(x) = ‖x‖2/2 (т.е. F 2
ϕ — про-

странство Фока), то (̂F 2
ϕ)

∗ = F 2
ϕ. Действительно, в этом случае проблема описания пространства

Работа выполнена при поддержке Российкого фонда фундаментальных исследований (проект № 15-01-01661) и
Программы Президиума РАН (проект «Комплексный анализ и функциональные уравнения».

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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(F 2
ϕ)

∗ в терминах преобразования Лапласа функционалов легко решается благодаря классиче-

скому представлению: для любого f ∈ F 2
ϕ

f(λ) = π−n

∫

Cn

f(z) e〈λ,z〉−‖z‖2 dµn(z), λ ∈ C
n.

Для случая, когда ϕ ∈ V(Rn)— радиальная функция, решение указанной задачи было получено
В. В. Напалковым и С. В. Попеновым (см. [3, 5]).

Цель данной работы — найти условия на ϕ ∈ V(Rn), при выполнении которых пространство

(̂F 2
ϕ)

∗ преобразований Лапласа линейных непрерывных функционалов на F 2
ϕ совпадает с F 2

ϕ∗ .

1.2. Обозначения и определения. Для мультииндекса α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+ введем его длину

|α| := α1 + . . .+ αn; положим α̃ := (α1 + 1, . . . , αn + 1). Если z = (z1, . . . , zn) ∈ C
n, то

zα := zα1

1 · · · zαn
n , Dα

z :=
∂|α|

∂zα1

1 · · · ∂zαn
n

.

Для мультииндекса α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+ и функции ϕ ∈ V(Rn) положим

cα(ϕ) :=

∫

Cn

|z1|
2α1 · · · |zn|

2αne−2ϕ(abs z) dµn(z).

Для функции u с областью определения, содержащей множество (0,∞)n, определим функцию
u[e] в R

n по правилу u[e](x) = u(ex1 , . . . , exn), x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n.

Через B(Rn) обозначим множество всех непрерывных функций u : Rn → R, удовлетворяющих

условию lim
x→∞

u(x)
‖x‖ = +∞.

Преобразование Юнга—Фенхеля функции u : R
n → [−∞,+∞]— это функция u∗ : R

n →
[−∞,+∞], определяемая по формуле

u∗(x) = sup
y∈Rn

(

〈x, y〉 − u(y)
)

, x ∈ R
n.

Если E ⊂ R
n, x ∈ E, то vd(x,E) — «объемное расстояние», введенное в [7].

Если E — выпуклая область в R
n, h— выпуклая функция в E, Ẽ = {y ∈ R

n : h∗(y) < ∞} и для

каждого y ∈ Ẽ через xy обозначена произвольная точка E, для которой верно равенство

h∗(y) + h(xy)− 〈xy, y〉 = 0,

то
Dh,y =

{

t ∈ Ẽ : h(xy) + h∗(t)− 〈xy, t〉 6 1
}

, y ∈ Ẽ.

1.3. Основной результат.

Теорема. Пусть ϕ ∈ V(Rn) и при некотором K > 0 для всех α = (α1, . . . , αn) ∈ N
n выполня-

ется неравенство

1

K

n
∏

j=1

αj 6 vd
(

2α,D2ϕ[e],2α
)

vd
(

2α,D2ϕ∗[e],2α
)

6 K
n
∏

j=1

αj.

Тогда отображение L : S ∈ (F 2
ϕ)

∗ → Ŝ устанавливает изоморфизм между пространствами

(F 2
ϕ)

∗ и F 2
ϕ∗ .

Доказательство этой теоремы (см. п. 3.2) основано на использовании техники степенных рядов
(ранее применявшейся при изучении этой проблемы в [3,5] и аналогичной — в [4]), новых свойств
преобразования Юнга–Фенхеля (см. п. 2.1) и одного результата об асимптотике многомерного
интеграла Лапласа из [1] (см. также п. 2.2 и [7]).
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2. Вспомогательные сведения и результаты.

2.1. О некоторых свойствах преобразования Юнга—Фенхеля. Легко убедиться в справедливо-
сти следующих двух утверждений.

Предложение 1. Пусть u ∈ B(Rn). Тогда (u[e])∗(x) > −∞ для x ∈ Rn, (u[e])∗(x) = +∞ для

x /∈ [0,∞)n, (u[e])∗(x) < +∞ для x ∈ [0,∞)n.

Предложение 2. Пусть u ∈ B(Rn). Тогда

lim
x→∞,

x∈[0,∞)n

(u[e])∗(x)

‖x‖
= +∞.

Следующее утверждение доказано в [10, Proposition 3].

Предложение 3. Пусть u ∈ B(Rn) ∩ C2(Rn)— выпуклая функция. Тогда

(u[e])∗(x) + (u∗[e])∗(x) =

n
∑

j=1

(xj lnxj − xj), x = (x1, . . . , xn) ∈ (0,∞)n.

Его можно усилить, пользуясь результатами Д. Асагры (см. [8, 9]).

Теорема 1 (см. [8]). Пусть U ⊆ R
n — открытое выпуклое множество. Для любой выпуклой

функции f : U → R и для любого ε > 0 существует такая вещественно аналитическая выпуклая

функция g : U → R, что f(x)− ε 6 g(x) 6 f(x), x ∈ U .

Таким образом, справедливо следующее утверждение (см. [9]).

Следствие 1 (см. [9]). Пусть U ⊆ R
n — открытое выпуклое множество. Для любой выпук-

лой функции f : U → R и для любого ε > 0 существует такая бесконечно дифференцируемая

выпуклая функция g : U → R, что f(x)− ε 6 g(x) 6 f(x), x ∈ U .

Пользуясь предложением 3 и следствием 1, легко доказать следующее утверждение.

Предложение 4. Пусть u ∈ B(Rn)— выпуклая функция. Тогда

(u[e])∗(x) + (u∗[e])∗(x) =
n
∑

j=1

(xj lnxj − xj), x = (x1, . . . , xn) ∈ (0,∞)n.

2.2. Асимптотика многомерного интеграла Лапласа. В [1] доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть E — выпуклая область в пространстве R
n и h— выпуклая функция в об-

ласти E. Тогда

1

e(1 + n!) vd(y,Dh,y)
eh

∗(y)
6

∫

Rn

e〈x,y〉−h(x) dx 6
e2(1 + n!)(2n)n

vd(y,Dh,y)
eh

∗(y), y ∈ Ẽ.

Здесь предполагается, что h(x) = +∞ для x /∈ E.

3. Описание сопряженного пространства.

3.1. Вспомогательные леммы. При доказательстве основной теоремы будут полезны следую-
щие леммы.

Лемма 1. Пусть ϕ ∈ V(Rn), S — линейный непрерывный функционал на F 2
ϕ. Тогда Ŝ — целая

функция в C
n, причем (Dα

λ Ŝ)(λ) = S(zαe〈λ,z) для любого α ∈ Z
n
+.

Доказательство. Пусть λ0 — произвольная точка из C
n. Покажем, что функция Ŝ голоморфна в

точке λ0. Вначале отметим, что для любого j = 1, . . . , n функция z = (z1, . . . , zn) ∈ C
n 7→ zje

〈z,λ0〉

принадлежит пространству F 2
ϕ. Пользуясь линейностью функционала S, имеем

Ŝ(λ0 + h)− Ŝ(λ0)−

n
∑

j=1

hjS
(

zje
〈z,λ0〉

)

= S
(

e〈z,λ0〉
(

e〈z,h〉 − 1− 〈z, h〉
)

)

. (1)
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В силу непрерывности линейного функционала S имеем
∣

∣

∣S
(

e〈z,λ0〉
(

e〈z,h〉 − 1− 〈z, h〉
)

)

| 6 ‖S‖
∥

∥

∥e〈z,λ0〉
(

e〈z,h〉 − 1− 〈z, h〉
)∥

∥

∥

ϕ
, (2)

где ‖S‖— норма функционала S. Пользуясь неравенством

∣

∣et − 1− t
∣

∣ 6
1

2
|t|2e|t|, t ∈ C,

имеем для всех z, h ∈ C
n

∣

∣

∣e〈z,λ0〉
(

e〈z,h〉 − 1− 〈z, h〉
)

∣

∣

∣ 6
1

2
‖z‖2‖h‖2 e‖z‖

(

‖λ0‖+‖h‖
)

.

Отсюда, из равенства (1) и неравенства (2) следует, что

Ŝ(λ0 + h)− Ŝ(λ0)−

n
∑

j=1

hjS(zje
〈z,λ0〉) = o(h), h → 0. (3)

Следовательно, Ŝ голоморфна в точке λ0. Так как λ0 — произвольная точка из C
n, то Ŝ — целая

функция в C
n. Отметим еще, что из (3) следует, что

∂Ŝ

∂λj
(λ0) = S

(

zje
〈z,λ0〉

)

, j = 1, . . . , n.

Отсюда легко следует, (Dα
λ Ŝ)(λ0) = S(zαe〈z,λ0〉) что для любого α = (α1, . . . , αn) ∈ Z

n
+. �

Лемма 2. Пусть ϕ ∈ V(Rn). Тогда система {exp〈λ, z〉}λ∈Cn полна в пространстве F 2
ϕ.

Доказательство. Пусть S — такой линейный непрерывный функционал на пространстве F 2
ϕ, что

S(e〈λ,z〉) = 0 для любого λ ∈ C
n. Поскольку (Dα

λ Ŝ)(λ) = S(zαe〈z,λ〉) для любого мультииндекса α ∈
Zn
+, то из этого равенства получаем, что S(zα) = 0. Так как функция ϕ(|z1|, . . . , |zn|)— выпуклая

в C
n, то из результата Б. А. Тейлора о весовой аппроксимации целых функций полиномами

(см. [11, Theorem 2]) следует, что полиномы плотны в F 2
ϕ. Значит, S — нулевой функционал. По

следствию из теоремы Хана—Банаха получаем, что система {exp〈λ, z〉}λ∈Cn полна в F 2
ϕ. �

Отметим, что система {zα}|α|>0 ортогональна в F 2
ϕ. Кроме того, она полна в F 2

ϕ. Следовательно,

система {zα}|α|>0 — базис в F 2
ϕ.

Лемма 3. Пусть

f(z) =
∑

|α|>0

aαz
α ∈ F 2

ϕ.

Тогда
∑

|α|>0

∣

∣aα
∣

∣

2
cα(ϕ) < ∞, ‖f‖2ϕ =

∑

|α|>0

∣

∣aα
∣

∣

2
cα(ϕ).

Обратно, пусть последовательность (aα)|α|>0 чисел aα ∈ C такова, что сходится ряд

∑

|α|>0

|aα|
2cα(ϕ).

Тогда

f(z) =
∑

|α|>0

aαz
α ∈ H(Cn),

причем f ∈ F 2
ϕ.
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Доказательство. Пусть f(z) =
∑

|α|>0

aαz
α — целая функция из класса F 2

ϕ. Тогда

‖f‖2ϕ =

∫

Cn

|f(z)|2 e−2ϕ(abs z) dλ(z) =

∫

Cn

∑

|α|>0

aαz
α
∑

|β|>0

aβ z
β e−2ϕ(abs z) dµn(z) =

=
∑

|α|>0

|aα|
2

∫

Cn

|z1|
2α1 · · · |zn|

2αn e−2ϕ(abs z) dµn(z) =
∑

|α|>0

|aα|
2cα(ϕ).

Обратно, пусть ряд
∑

|α|>0

|aα|
2cα(ϕ) сходится. Отметим, что для любого мультииндекса α ∈ Z

n
+

и для любых положительных чисел R1, . . . , Rn имеем

cα(ϕ) = (2π)n
∞
∫

0

· · ·

∞
∫

0

r2α1+1
1 · · · r2αn+1

n e−2ϕ(r1,··· ,rn) dr1 · · · drn >

> (2π)n
R1
∫

0

· · ·

Rn
∫

0

r2α1+1
1 · · · r2αn+1

n e−2ϕ(R1,··· ,Rn) dr1 · · · drn =

= (2π)n
R2α1+2

1

2α1 + 2
· · ·

R2αn+2
n

2αn + 2
e−2ϕ(R1,··· ,Rn).

Отсюда получаем, что для любых t ∈ R
n

cα(ϕ) >
πn

α̃1 · · · α̃n
e〈2α̃,t〉−2ϕ[e](t).

Следовательно,

cα(ϕ) >
πn

α̃1 · · · α̃n
e2(ϕ[e])

∗(α̃).

Отсюда, пользуясь предложением ??, получаем, что для любого M > 0 найдется такая посто-
янная CM > 0, что cα(ϕ) > CMM |α| для любого α ∈ Z

n
+. Но тогда для любого ε > 0 найдется

такая постоянная cε > 0, что |aα| 6 cεε
|α| для любого α ∈ Z

n
+. Значит, f(z) =

∑

|α|>0

aαz
α — целая

функция в C
n. Легко видеть, что f ∈ F 2

ϕ. �

Лемма 4. Пусть ϕ ∈ V(Rn). Тогда для любого α ∈ Z
n
+ имеем

(2π)n

e(1 + n!) vd
(

2α̃,D2ϕ[e],2α̃
) e2(ϕ[e])

∗(α̃)
6 cα(ϕ) 6

(4πn)ne2(1 + n!)

vd
(

2α̃,D2ϕ[e],2α̃
) e2(ϕ[e])

∗(α̃).

Доказательство. Пусть α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+. Тогда

cα(ϕ) = (2π)n
∞
∫

0

· · ·

∞
∫

0

r2α1+1
1 · · · r2αn+1

n e−2ϕ(r1,··· ,rn) dr1 · · · drn =

= (2π)n
∞
∫

−∞

· · ·

∞
∫

−∞

e(2α1+2)t1+···+(2αn+2)tn−2ϕ[e](t1,...,tn) dt1 · · · dtn,

т.е.

cα(ϕ) = (2π)n
∫

Rn

e〈2α̃,t〉−2ϕ[e](t) dt.

Теперь, воспользовавшись теоремой 2, получим утверждение леммы. �
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3.2. Доказательство теоремы. Покажем, что отображение L действует из (F 2
ϕ)

∗ в F 2
ϕ∗ . Пусть

S ∈ (F 2
ϕ)

∗. Согласно лемме 1 Ŝ — целая функция. Найдется такая функция gS ∈ F 2
ϕ, что S(f) =

(f, gS)ϕ, т.е.

S(f) =

∫

Cn

f(z) gS(z) e
−2ϕ(abs z) dµn(z), f ∈ F 2

ϕ.

При этом ‖S‖ = ‖gS‖ϕ. Если gS(z) =
∑

|α|>0

bαz
α, то

Ŝ(λ) =
∑

|α|>0

cα(ϕ)bα
α!

λα, λ ∈ C
n.

Следовательно,

‖Ŝ‖2ϕ∗ =
∑

|α|>0

(

cα(ϕ)|bα|

α!

)2

cα(ϕ
∗). (4)

По лемме 4 для любого α ∈ Z
n
+ имеем

cα(ϕ) 6
(4πn)ne2(1 + n!)

vd(2α̃,D2ϕ[e],2α̃)
e2(ϕ[e])

∗(α̃), cα(ϕ
∗) 6

(4πn)ne2(1 + n!)

vd(2α̃,D2ϕ∗[e],2α̃)
e2(ϕ

∗[e])∗(α̃).

Следовательно

cα(ϕ)cα(ϕ
∗) 6

(4πn)2ne4(1 + n!)2

vd(2α̃,D2ϕ[e],2α̃) vd(2α̃,D2ϕ∗[e],2α̃)
e2(ϕ[e])

∗(α̃)+2(ϕ∗[e])∗(α̃)

для любого α ∈ Z
n
+. Согласно предложению 4

(ϕ[e])∗(α̃) + (ϕ∗[e])∗(α̃) =

n
∑

j=1

((αj + 1) ln(αj + 1)− (αj + 1))

для любого α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+. Так как по формуле Стирлинга (см. [6, с. 792])

(m+ 1) ln(m+ 1)− (m+ 1) = lnΓ (m+ 1)− ln
√
2π +

1

2
ln(m+ 1)−

θ

12(m+ 1)

для любого m ∈ Z+, где θ ∈ (0, 1) зависит от m, то

(ϕ[e])∗(α̃) + (ϕ∗[e])∗(α̃) = −n ln
√
2π +

n
∑

j=1

(

lnΓ (αj + 1) +
1

2
ln(αj + 1)−

θj
12(αj + 1)

)

,

где θj ∈ (0, 1) зависит от αj . Тогда

e2((ϕ[e])
∗(α̃)+(ϕ∗[e])∗(α̃))

α!2
=

1

(2π)n

n
∏

j=1

(αj + 1)e
−

θj

6(αj+1) (5)

Таким образом,

cα(ϕ)cα(ϕ
∗)

α!2
6

(2π)n(2n)2ne4(1 + n!)2

vd(2α̃,D2ϕ[e],2α̃) vd(2α̃,D2ϕ∗[e],2α̃)

n
∏

j=1

α̃j .

Пользуясь условием на ϕ, получаем

cα(ϕ)cα(ϕ
∗)

α!2
6 (2π)n(2n)2ne4(1 + n!)2K

для любого α ∈ Z
n
+. Отсюда и из (4), полагая M = (2π)n(2n)2ne4(1 + n!)2K, получаем

‖Ŝ‖2ϕ∗ 6 M
∑

|α|>0

cα(ϕ)|bα|
2 = M‖gS‖

2
ϕ = M‖S‖2.

Значит, Ŝ ∈ F 2
ϕ∗ . Кроме того, из последней оценки следует, что линейное отображение L действует

из (F 2
ϕ)

∗ в F 2
ϕ∗ непрерывно.
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Отметим, что отображение L действует из (F 2
ϕ)

∗ в F 2
ϕ∗ инъективно, поскольку по лемме 2

система {exp〈λ, z〉}λ∈Cn полна в F 2
ϕ.

Покажем, что отображение L действует из (F 2
ϕ)

∗ на F 2
ϕ∗ сюръективно. Пусть G ∈ F 2

ϕ∗ . Поль-
зуясь представлением целой функции G в виде ряда Тейлора

G(λ) =
∑

|α|>0

dαλ
α, λ ∈ C

n,

имеем

‖G‖2ϕ∗ =
∑

|α|>0

|dα|
2cα(ϕ

∗).

Для каждого α ∈ Z
n
+ определим числа gα = dαα!/cα(ϕ) и рассмотрим вопрос о сходимости ряда

∑

|α|>0

|gα|
2cα(ϕ). Имеем

∑

|α|>0

|gα|
2cα(ϕ) =

∑

|α|>0

∣

∣

∣

∣

dαα!

cα(ϕ)

∣

∣

∣

∣

2

cα(ϕ) =
∑

|α|>0

α!2

cα(ϕ)cα(ϕ∗)
|dα|

2cα(ϕ
∗).

По лемме 4

cα(ϕ) >
(2π)ne2(ϕ[e])

∗(α̃)

e(1 + n!) vd(2α̃,D2ϕ[e],2α̃)
, cα(ϕ

∗) >
(2π)ne2(ϕ

∗[e])∗(α̃)

e(1 + n!) vd(2α̃,D2ϕ∗[e],2α̃)

для любого α ∈ Z
n
+. Следовательно,

cα(ϕ)cα(ϕ
∗) >

(2π)2ne2(ϕ[e])
∗(α̃)+2(ϕ∗[e])∗(α̃)

e2(1 + n!)2 vd(2α̃,D2ϕ[e],2α̃) vd(2α̃,D2ϕ∗[e],2α̃)

для любого α ∈ Z
n
+. Отсюда и из равенства (5) для любого α = (α1, . . . , αn) ∈ Z

n
+ имеем

α!2

cα(ϕ)cα(ϕ∗)
6

en+2(1 + n!)2 vd(2α̃,D2ϕ[e],2α̃) vd(2α̃,D2ϕ∗[e],2α̃)

(2π)n
n
∏

j=1
α̃j

.

Пользуясь условием на ϕ, получаем

α!2

cα(ϕ)cα(ϕ∗)
6

Ken+2(1 + n!)2

(2π)n

для любого α ∈ Z
n
+. Следовательно, для рассматриваемого ряда имеем

∑

|α|>0

|gα|
2cα(ϕ) 6

Ken+2(1 + n!)2

(2π)n

∑

|α|>0

|dα|
2cα(ϕ

∗) =
Ken+2(1 + n!)2

(2π)n
‖G‖2ϕ∗ . (6)

Итак, ряд
∑

|α|>0

|gα|
2cα(ϕ) сходится. Но тогда по лемме 3 функция g(λ) =

∑

|α|>0

gαλ
α, λ ∈ C

n,

является целой, причем, в силу (6) g принадлежит F 2
ϕ и

‖g‖2ϕ 6 Ke2(2eπ)n‖G‖2ϕ∗ . (7)

Определим функционал S на F 2
ϕ формулой

S(f) =

∫

Cn

f(z) g(z) e−2ϕ(abs z) dµn(z), f ∈ F 2
ϕ.

Очевидно, S — линейный непрерывный функционал на F 2
ϕ, причем Ŝ = G. Поскольку ‖S‖ = ‖g‖ϕ,

то оценка (7) показывает, что обратное отображение L−1 непрерывно. Таким образом, L устанав-
ливает изоморфизм между пространствами (F 2

ϕ)
∗ и F 2

ϕ∗ . Теорема доказана.



142 И. Х. МУСИН

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Башмаков Р. А., Исаев К. П., Юлмухаметов Р. С. О геометрических характеристиках выпуклых
функций и интегралax Лапласа// Уфим. мат. ж. — 2010. — 2, № 1. — С. 3–16.

2. Напалков В. В., Башмаков Р. А., Юлмухаметов Р. С. Асимптотическое поведение интегралов Лапла-
са и геометрические характеристики выпуклых функций// Докл. РАН. — 2007. — 413, № 1. — С. 20–22.

3. Напалков В. В., Попенов С. В. О преобразовании Лапласа функционалов в весовом пространстве
Бергмана целых функций в Cn// Докл. РАН. — 1997. — 352, № 5. — С. 595–597.

4. Напалков В. В., Юлмухаметов Р. С. Весовые преобразования Фурье—Лапласа аналитических функ-
ционалов в круге// Мат. сб. — 1992. — 183, № 11. — С. 139–144.

5. Попенов С. В. О преобразовании Лапласа функционалов в некоторых весовых пространствах Берг-
мана в C

n// в сб.: Комплексный анализ, дифференциальные уравнения, численные методы и прило-
жения. Т. 2. Комплексный анализ. — Уфа, 1996. — С. 125–132.

6. Фихтенгольц Г. М. Курс дифференциального и интегрального исчисления. Т. II. — М.: Наука, 1970.
7. Юлмухаметов Р. С. Асимптотика многомерного интеграла Лапласа// в сб.: Исследования по теории

приближений. — Уфа, 1989. — С. 132–137.
8. Azagra D. Global and fine approximation of convex functions// Proc. London Math. Soc. — 2013. — 107,

№ 4. — С. 799–824.
9. Azagra D. Global approximation of convex functions/ e-print arXiv:1112.1042v7.

10. Musin I. Kh. On a space of entire functions rapidly decreasing on Rn and its Fourier transform// Concr.
Oper. — 2015. — 2, № 1. — С. 120–138.

11. Taylor B. A. On weighted polynomial approximation of entire functions// Pac. J. Math. — 1971. — 36,
№ 2. — С. 523–539.

И. Х. Мусин
Институт математики с вычислительным центром,
Уфимский федеральный исследовательский центр РАН, Уфа
E-mail: musin_ildar@mail.ru



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.

Тематические обзоры.

Том 153 (2018). С. 143–150

УДК 517.54

НЕОДНОРОДНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА
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Аннотация. В статье рассматривается неоднородная краевая задача Гильберта теории аналити-
ческих функций с бесконечным индексом и краевым условием для полуплоскости. Коэффициенты
краевого условия непрерывны по Гельдеру всюду, кроме конечного числа особых точек, в которых
аргумент функции коэффициентов имеет разрывы второго рода (степенного порядка с показате-
лем меньше единицы). Получены формулы общего решения неоднородной задачи, рассмотрены
вопросы существования и единственности решения. При исследовании решения применялся ап-
парат теории целых функций и геометрической теории функций комплексного переменного.

Ключевые слова: задача Гильберта, принцип Фрагмена—Линделефа, бесконечный индекс, це-
лые функции.

AMS Subject Classification: 30E25, 35Q15

1. Постановка задачи. Пусть E+ = {z : z = x + iy, 0 < y}— верхняя полуплоскость в
плоскости комплексного переменного z, L = ∂E+. Рассмотрим краевую задачу Гильберта теории
аналитических функций с краевым условием на вещественной оси:

a(t)ReΦ(t)− b(t) ImΦ(t) = c(t), t ∈ L. (1)

В классической постановке (коэффициенты и правая часть краевого условия непрерывны по
Гельдеру) картина разрешимости задачи полностью описывается в терминах индекса задачи, т.е.
деленного на 2π полного изменения аргумента функции G(t) = a(t)−ib(t) (см. [4, c. 280], [9, c.155]).
Та же картина наблюдается и в случае задачи с конечным числом точек разрыва первого рода
коэффициентов (см. [4, c.466], [9, c.302]), и в случае счетного множества точек разрыва первого
рода, если только удается вычислить индекс задачи (см. [12, 16]). Следует отметить, что задача
Гильберта с разрывами первого рода коэффициентов краевого условия интересна разнообраз-
ными приложениями в некоторых математических (например, в проведенном И. Х. Сабитовым
исследовании задачи Маркушевича, см. [10]) и физических (как при решении С. И. Безродных
и В. И. Власовым математической модели процесса магнитного пересоединения плазмы, см. [3])
задачах. Принципиальным шагом в развитии краевых задач теории аналитических функций яви-
лось рассмотрение задач с бесконечным индексом. Так называют краевые задачи, индекс кото-
рых не существует. Фундаментальные результаты по краевой задаче, индекс которой обращается
в бесконечность, получил Н. В. Говоров (см. [5] и библиографические ссылки в этой работе).
Проведенное Н. В. Говоровым глубокое исследование задачи Римана с краевым условием на
гладком неограниченном разрезе и с завихрением (т.е. точкой разрыва второго рода у аргумента
коэффициента краевого условия) степенного порядка на бесконечности, в результате которого
были созданы аппарат и философия решения задач с не существующим в том или ином смысле
индексом, послужило толчком к многочисленным публикациям. В качестве примеров приведем
работы [2,8,11,13,15], в которых контуром служила вещественная ось, а двустороннее завихрение
располагалось в бесконечно удаленной точке. Краевые задачи с многосторонним завихрением на
бесконечности рассмотрены в [1, 14].

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 17-01-00282-a).

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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Мы впервые рассмотрим неоднородную задачу Гильберта для полуплоскости с конечным чис-
лом точек двустороннего завихрения. Здесь коэффициенты краевого условия неоднородной за-
дачи Гильберта непрерывны по Гельдеру всюду на вещественной оси, кроме конечного числа
особых точек t0 = ∞ и tj, j = 1, n, в которых аргумент функции коэффициентов (arg[a(t)− ib(t)])
имеет разрывы второго рода степенного порядка.

Краевое условие задачи Гильберта запишем в виде

Re
[

e−iν(t)Φ(t)
]

=
c(t)

|G(t)|
, t ∈ L, t 6= tj, j = 1, n, (2)

где G(t) = a(t)− ib(t), причем a2(t) + b2(t) 6= 0 всюду на L и функция ν(t) = argG(t) непрерывна
на L всюду, кроме точек t0, tj , j = 1, n, в которых она имеет разрывы второго рода. Именно,
справедливо представление

ν(t) =
n
∑

j=0

νj(t) + ν̃(t), ν0(t) =

{

ν−tρ, t > 0,

ν+|t|ρ, t < 0,
νj(θ) =



















ν−j
(tj − t)ρj

, t < tj,

ν+j
|tj − t|ρj

, tj < t,

j = 1, n, (3)

с некоторыми числами ν+, ν−, ν+j , ν−j , ρ, 0 < ρ < 1, ρj , 0 < ρj < 1, j = 1, n, причем ν̃(t) ∈

HL(µ). Здесь HL(µ)— класс функций ν̃(t), удовлетворяющих условию Гельдера с показателем µ
на всем контуре L, включая бесконечно удаленную точку. Также считаем, что |G(t)| ∈ HL(µ),
c(t) ∈ HL(µ).

Вначале получим формулу общего решения и исследуем разрешимость однородной задачи, т.е.
определим функцию Φ(z), аналитическую и ограниченную в области E+ по краевому условию:

Re
[

e−iν(t)Φ(t)
]

= 0, t ∈ L, t 6= tj, j = 1, n. (4)

Отметим, что общее решение и некоторые результаты по разрешимости однородной задачи
Гильберта на окружности с конечным числом точек двустороннего завихрения получены в [17].

2. Решение однородной задачи. Для аналитического выделения особенностей функций (3)
в точках tj рассмотрим аналитические в области E+ функции

Pj(z) + iQj(z) :=
lje

iαj

(tj − z)ρj
, j = 1, n, P0(z) + iQ0(z) := leiαzρ, (5)

где lj, αj — действительные постоянные, lj > 0, 0 6 αj < 2π, z = reiθ, 0 6 θ 6 π. Эти функции на
вещественной оси L принимают значения

Pj(t) + iQj(t) =



















lje
iαj

|tj − t|ρj
, t < tj,

lje
i(αj+πρj)

|tj − t|ρj
, t > tj,

P0(t) + iQ0(t) =

{

leiαtρ, t > 0,

lei(α+πρ)|t|ρ, t < 0.
(6)

Выберем числа lj и αj так, чтобы выполнялись условия
{

lj cos (αj) = ν−j ,

lj cos(αj + πρj) = ν+.
(7)

Из (7) выводим формулы

lj cos(αj) = ν−j , lj sin(αj) =
ν−j cos(πρj)− nu+j

sin(πρj)
, lj =

√

(ν−j )
2 − 2ν−j ν

+
j cos(πρj) + (ν+j )2

sin(πρj)
. (8)
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C учетом этих формул для вещественной и мнимой частей первой из функций (6) получим сле-
дующие представления:

Pj(t) =



















ν−j
(tj − t)ρj

, t < tj ,

ν+j
|tj − t|ρj

, tj < t,

Qj(t) =



















ν−j cos(πρj)− ν+j
(tj − t)ρj sin(πρj)

, t < tj,

ν−j − ν+j cos(πρj)

|tj − t|ρj sin(πρj)
, tj < t.

(9)

Формулы

P0(t) =

{

ν−tρ, 0 < t,

ν+|t|ρ, t < 0,
Q0(t) =



















ν− cos(πρ)− ν+

sin(πρ)
tρ, 0 < t,

ν−j − ν+j cos(πρ)

sin(πρ)
|t|ρ, t < 0,

(10)

доказаны в [11, c. 85].
Теперь для непрерывной в силу (9), (10) функции

ν̂(t) = ν(t)−

n
∑

j=1

Pj(t) (11)

введем интеграл типа Коши

Γ(z) :=
1

π

+∞
∫

−∞

ν̂(t)
dt

t− z
(12)

и перепишем краевое условие однородной задачи (4) в виде

Re



e−iΓ(t) exp
{

− ileiαtρ
}

n
∏

j=1

exp

{

−i
lje

iαj

(tj − t)ρj

}

Φ(t)



 = 0, (13)

где Γ(t)— краевое значение на L аналитической в E+ и непрерывной в E+ функции Γ(z):

Γ(t) =
1

π

+∞
∫

−∞

ν̂(τ)
dτ

τ − t
+ iν̂(t). (14)

Рассмотрим аналитическую в E+ функцию

F (z) = ie−iΓ(z) exp
{

− ileiαzρ
}

n
∏

j=1

exp

{

−i
lje

iαj

(tj − z)ρj

}

Φ(z), (15)

граничные значения которой в силу (13) удовлетворяют условию

ImF (t) = 0, t ∈ L, t 6= tj . (16)

Выразим из равенства (15) искомую функцию

Φ(z) = −ieiΓ(z) exp
{

ileiαzρ
}

n
∏

j=1

exp

{

i
lje

iαj

(tj − t)ρj

}

F (z). (17)

Отметим, что если функция (17) является ограниченным в E+ решением задачи (13) то, как

следует из формулы (15), функция F (z) имеет рост не больше, чем C1e
C2/|z−tj |

ρj
, при подходе к

исключительным точкам tj, j = 1, n, и имеет рост не больше, чем C1e
C2|z|ρ, при подходе из E+ к

бесконечно удаленной точке, т.е. удовлетворяет неравенствам
{

|F (z)| 6 C1e
C2/|tj−z|ρj , z → tj , z ∈ E+, 0 < ρj < 1, j = 1, n,

|F (z)| 6 C1e
C2|z|ρ, z → ∞, z ∈ E+, 0 < ρ < 1.

(18)
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Потребуем, чтобы граничные значения аналитической в E+ функции F (z) кроме условия (16)
удовлетворяли еще неравенству

|F (t)| 6 C exp
{

Q0(t) +

n
∑

j=1

Qj(t)
}

, C = const, t ∈ L. (19)

Далее нам понадобится следующий обобщенный принцип максимума аналитических функций
(см., например, [6, p. 456-457]), который получается, если пересадить функцию из подобласти
верхней полуплоскости, частью границы которой служит отрезок вещественной оси, содержащий
ровно одну из исключительных точек tj, в верхнюю полуплоскость так, чтобы исключительная
точка перешла в бесконечно удаленную, и применить теорему Фрагмена—Линделефа. Именно,
справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Если регулярная в полуплоскости E+ функция F (z) во всех точках границы обла-

сти E+, за исключением конечного их числа, удовлетворяет условию

lim
z→t

|F (z)| 6 C, z ∈ E+, t ∈ L, (20)

ограничена в E+ или имеет рост не больше, чем C1e
C2/|tj−z|ρj , 0 < ρj < 1, при подходе к

исключительным точкам tj и C1e
C2|z|ρ, 0 < ρ < 1, при подходе к бесконечно удаленной точке,

то |F (z)| 6 C0, C0 = const, во всей области E+.

Поскольку в силу (19) всюду на L выполняется неравенство

|F (t)|e−Q0(t)
n
∏

j=1

e−Qj(t) 6 C, (21)

то по принципу максимума модуля функция (17) будет ограниченной в E+.
Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Общее решение однородной краевой задачи в классе ограниченных в E+ функций

дается формулой (17), где F (z) — произвольная аналитическая в E+ функция, удовлетворяющая

неравенствам (18) и на границе L— условиям (16), (19).

3. Условия разрешимости задачи. Из теоремы 1 следует, что существование и число ре-
шений зависит от существования и множества функций F (z), удовлетворяющих условиям (16),
(18), (19).

Из формулы (10), неравенства (18) и леммы сразу следует, что если выполнены условия

ν−j cos(πρj)− ν+j 6 0, ν−j − ν+j cos(πρj) 6 0, j = 1, n, (22)

то функция F (z) ограничена по модулю в E+, ее граничные значения в точках tj имеют устрани-
мые особенности, в силу условия (16) функция F (z) может быть продолжена по симметрии через
вещественную ось до аналитической во всей плоскости функции, которая по теореме Лиувилля
является постоянной, а если хотя бы одно неравенство среди (22) строгое, то в силу формул (9)
для функции Qj(t), и (10) в случае Q0(t) следует, что F (z) ≡ 0.

Итак, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Однородная краевая задача (13)

(a) не имеет нетривиальных ограниченных решений, если выполнены условия (22), причем хотя

бы одно из неравенств строгое;
(b) имеет единственное решение вида Φ(z) = −iAeΓ(z), A = const, ImA = 0, если

ν−j cos(πρj)− ν+j = 0, ν−j − ν+j cos(πρj) = 0, j = 1, n.
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Теперь рассмотрим следующие однородные задачи Гильберта для полуплоскости E+ с двусто-
ронним завихрением степенного порядка в единственной точке:

Re
[

e−iν0(t)Φ0(t)
]

= 0, t ∈ L, ν0(t) =

{

ν−tρ, t > 0,

ν+|t|ρ, t < 0,
(23)

Re
[

e−iνj(t)Φj(t)
]

= 0, t ∈ L, t 6= tj, νj(θ) =



















ν−j
(tj − t)ρj

, t < tj,

ν+j
|tj − t|ρj

, tj < t,

j = 1, n. (24)

Задача (23) подробно изучена в [11, c. 86]; формула общего решения имеет вид

Φ0(z) = −ieile
iαzρF0(z), (25)

где F0(z)— целая функция порядка не выше, чем ρ, удовлетворяющая условию ImF0(t) = 0,
t ∈ L, и неравенству

|F0(t)| 6 CeQ0(t), C = const, t ∈ L, (26)

а величины l, α определяются из системы уравнений

l cos (α) = ν−, l cos(α+ πρ) = ν+. (27)

Для этой задачи выявлена полная картина разрешимости в классе ограниченных в верхней по-
луплоскости функций. Ниже нам понадобится следующее утверждение, являющееся частным
случаем теоремы 2.4 из [11].

Теорема 3. Пусть ρ < 1/2. Тогда однородная краевая задача (23):

(a) не имеет нетривиальных ограниченных решений, если

ν− cos(πρ)− ν+ < 0 либо ν− − ν+ cos(πρ) < 0;

(b) имеет единственное решение вида

Φ0(z) = −iAe−leiαzρ , A = const, ImA = 0,

если
{

ν− cos(πρ)− ν+ = 0,

ν− − ν+ cos(πρ) > 0
либо

{

ν− − ν+ cos(πρ) = 0,

ν− cos(πρ)− ν+ > 0;
(28)

(c) имеет бесконечное множество решений вида (25), где F0(z) — произвольная целая функция

порядка ρF0
6 ρ, принимающая на L вещественные значения и удовлетворяющая на границе

условию (26), если

ν− cos(πρ)− ν+ > 0, ν− − ν+ cos(πρ) > 0.

Частным случаем теоремы 2 из [18] является следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть 1/2 6 ρ < 1.

(a) Если ν− < 0 или ν+ > 0, то однородная краевая задача (23) не имеет нетривиальных

ограниченных в E+ решений.

(b) Если ν− > 0, ν+ 6 0, (ν− cos(πρ) − ν+)(ν− − ν+ cos(πρ)) < 0, то однородная краевая задача

(23) имеет бесконечное множество ограниченных решений, определяемых формулой (25), где

F0(z)— произвольная целая функция порядка ρ, принимающая на L вещественные значения

и удовлетворяющая на границе условию (26).
(c) Если ν− > 0, ν+ 6 0, (ν− cos(πρ) − ν+)(ν− − ν+ cos(πρ)) > 0, то однородная краевая задача

(23) имеет бесконечное множество ограниченных решений, определяемых формулой (25),
где F0(z) — произвольная целая функция порядка ρF0

6 ρ, принимающая на L вещественные

значения, а при ρF0
= ρ удовлетворяющая на границе еще и условию (26).
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Замечание 1. Формула общего решения и картина разрешимости однородной задачи (24)
получается из формул (25), (26) для решения задачи (23) и теорем 3, 4 при помощи конформного
автоморфизма ζj(z) = 1/(tj − z) полуплоскости.

В частности, общее решение задачи (24) представимо формулой

Φj(z) = ieile
iαj /(tj−z)ρjFj(z), j = 1, n, (29)

в которой имеем Fj(z) = fj ◦ ζj(z), где fj(ζ)— целая функция порядка не выше ρj, удовлетворя-
ющая на вещественной оси условию Im fj(t) = 0. Таким образом, учитывая еще (26), заключаем,
что Fj(z)— аналитическая в E+ функция, ограниченная всюду, кроме полуокрестности точки tj,

в которой имеет рост не больше, чем C1e
C2/|tj−z|ρj . Граничные значения этой функции удовле-

творяют условиям

ImFj(t) = 0, |Fj(t)| 6 CeQj(t), C = const, t ∈ L. (30)

Имея в виду утверждения теорем 3 и 4 и замечание 1, сформулируем следующий достаточный
признак разрешимости задачи (13).

Теорема 5. Задача (13) разрешима, если разрешимы задача (23) и задачи (24) для всех

j = 1, n.

Доказательство. Пусть задачи (23), (24) разрешимы. Это означает, что для каждого j, j = 0, n,
в формуле общего решения (25) или (29) существует функция Fj(z), аналитическая в E+, удо-
влетворяющая условиям (30), непрерывная вплоть до границы за исключением точки tj (∞,

если j = 0), вблизи которой допускается рост не больше, чем C1e
C2/|tj−z|ρj , (C1e

C2|z|
ρj

). Введем
функцию

F (z) :=

n
∏

j=0

Fj(z). (31)

Легко видеть, что в силу условий (30) определенная выше функция F (z) удовлетворяет услови-
ям (16), (18), (19); следовательно, формула (17) является содержательной, решение задачи (13)
существует. �

4. Решение неоднородной задачи. С учетом введенных в п. 2 функций перепишем краевое
условие (2) неоднородной задачи в виде

Re



e−iΓ(t) exp
{

− ileiαtρ
}

n
∏

j=1

exp

{

−i
lje

iαj

(tj − t)ρj

}

Φ(t)



 =

c(t)
n
∏

j=0
eQj(t)

|G(t)|eΓ0(t)
. (32)

Для нахождения частного решения этой задачи нам понадобится каноническое решение Φ̃(z)
однородной задачи. Будем считать, что однородная задача (13) разрешима, так что задача (23) и
задачи (24) для всех j = 1, n имеют бесконечно много решений. В этой ситуации требуется найти

частное решение задачи (13) по формуле (17) с функцией F̃ (z), удовлетворяющей условиям (16),
(18), (19) и дополнительным ограничениям

F̃ (t) 6= 0, t ∈ L; lim
t→∞

n
∏

j=0
eQj(t)

F̃ (t)
= m, 0 < m < ∞;

n
∏

j=0
eQj(t)

F̃ (t)
∈ HL(µ). (33)

При этом функцию F̃ (z) можно искать в виде

F̃ (z) =

n
∏

j=0

F̃j(z), (34)
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где F̃0(z)— целая функция порядка ρ, входящая в формулу (25) для канонического решения
задачи (23), т.е. удовлетворяющая дополнительно условиям

F̃0(t) 6= 0, t ∈ L; lim
t→∞

eQ0(t)

F̃0(t)
существует;

eQ0(t)

F̃0(t)
∈ HL(µ), (35)

F̃j(z)— функция, входящая в формулу (29) для канонического решения задачи (24), дополни-
тельно удовлетворяет условиям

F̃j(t) 6= 0, t ∈ L; lim
t→tj

eQj(t)

F̃j(t)
существует;

eQj(t)

F̃j(t)
∈ HL(µ) (36)

и F̃j(z) = f̃j ◦ ζj(z), где f̃j(ζ)— целая функция порядка ρj .

Построение функции F̃0(z) со свойствами (30), (35) подробно описано в [11, c. 96-106)]. Следуя
этой работе по известным из (3) числам ν−, ν−, ρ найдем

∆ =

√

(ν−)2 − 2ν−ν+ cos(πρ) + (ν+)2

2π
, θρ = arccos

ν− − ν+ cos(πρ)

2π∆
, 0 < θ < π. (37)

По последовательности нулей в верхней полуплоскости определим целую функцию

F̃0(z) :=

∞
∏

k=1

(

1−
z

rkeiθ

)(

1−
z

rke−iθ

)

, (38)

для которой через n0(τ) обозначим число нулей в круге |z| < τ . Если теперь потребовать выпол-
нения условия

lim
τ→∞

n0(τ)

τρ
= ∆, (39)

то порядок этой целой функции будет равен ρ (см. [7, c.35]). Нужная плотность распределения
нулей ∆ будет гарантирована (см. [5, c. 127]), если положить

rk =

(

2k − 1

2∆

)1/ρ

⇒ n(τ) =

[

τρ∆+
1

2

]

, (40)

где символом [a] обозначена целая часть числа a. Аналогично, по величинам ν−j , ν−j , ρj опреде-

лим целую функцию f̃j(ζj) порядка ρj для j = 1, n, затем определим функцию F̃j(z) := f̃j ◦ ζj(z).

Последняя будет удовлетворять условиям (30), (36). Далее находим F̃ (z), которая, очевидно, удо-

влетворяет условиям (16), (18), (19), (33). Подставив F̃ (z) в формулу (17), находим каноническое
решение

Φ̃(z) = −ieiΓ(z) exp
{

ileiαzρ
}

n
∏

j=1

exp

{

i
lje

iαj

(tj − t)ρj

}

F̃ (z) (41)

однородной задачи Гильберта (13).

Краевое условие неоднородной задачи (32) после деления на F̃ (t) и выделения в знаменателе

левой части функции Φ̃(t) примет вид

Re

[

−i
Φ(t)

Φ̃(t)

]

= c1(t), c1(t) :=

c(t)
n
∏

j=0
eQj(t)

|G(t)|eΓ0 (t)F̃ (t)
. (42)

Будем искать частное решение неоднородной задачи, имеющее те же последовательности нулей,
что и функция F̃ (z), и, следовательно, Φ̃(z). Поэтому отношение Φ(z)/Φ̃(z) для искомой функ-
ции будет аналитической и ограниченной в полуплоскости функцией. Поскольку c1(t) ∈ HL(µ),

функция −iΦ(z)/Φ̃(z) представима по формуле Шварца для полуплоскости; следовательно,

Φ(z) = −ieiΓ(z) exp
{

ileiαzρ
}

n
∏

j=1

exp

{

i
lje

iαj

(tj − t)ρj

}

F̃ (z)
1

π

∫

L

c1(t)dt

t− z
. (43)
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Последняя формула дает частное решение неоднородной краевой задачи (2), общее решение ко-
торой представимо в виде суммы общего решения соответствующей однородной задачи и данного
частного решения. Итак, справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Если каждая из задач (23), (24), j = 1, n, имеют бесконечное множество реше-

ний, то общее решение неоднородной краевой задачи (2) представляется как сумма функций (17)
и (43).
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ПРИБЛИЖЕНИЕ КОНСТАНТЫ ЛЕБЕГА ПОЛИНОМА ЛАГРАНЖА

ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ СО СМЕЩЕНИЕМ АРГУМЕНТА

c© 2018 г. И. А. ШАКИРОВ

Аннотация. В работе улучшены известные двусторонние оценки для констант Лебега двух клас-
сических тригонометрических интерполяционных полиномов Лагранжа. При этом в качестве ап-
парата их приближения использованы логарифмические функции со смещением аргумента.

Ключевые слова: интерполяционный полином Лагранжа, остаточный член, константа Лебега,
приближение константы Лебега логарифмическими функциями, экстремальная задача, элемент
наилучшего приближения.

AMS Subject Classification: 42A15

1. Введение. Работа имеет непосредственное отношение к теории равномерного приближения
заданной функции x = x(t) ∈ C2π, где C2π =

{

x ∈ C[0, 2π] : x(0) = x(2π)}, классическими
интерполяционными полиномами Лагранжа n-й степени:

Φ∗
n(x, t) =

1

n

2n
∑

k=1

x(tk)D
∗
n(tk − t), D∗

n(u) =
sinnu

2 tg 0.5u
, tk =

πk

n
, (1)

Ln(x, t) =
2

2n + 1

2n+1
∑

k=1

x(tk)Dn(tk − t), Dn(u) =
sin(n+ 0.5)u

2 sin 0.5u
, tk =

2πk

2n+ 1
, (2)

определенными соответственно в четном и нечетном числе равноотстоящих узлов. При практиче-
ском использовании этих полиномов на первый план выходит вопрос об их скорости сходимости к
интерполируемой функции x(t), на что согласно общеизвестному фундаментальному неравенству
(неравенству Лебега) влияют константы Лебега

λ∗
n ≡ λ∗(n) =

1

n

n−1
∑

k=0

ctg
2k + 1

4n
π =

1

n

n
∑

k=1

ctg
2k − 1

4n
π, n ∈ N, (3)

λn ≡ λ(n) =
1

2n + 1

(

1 + 2

n−1
∑

k=0

cosec
2k + 1

4n+ 2
π

)

=
1

2n+ 1

(

1 + 2

n
∑

k=1

cosec
2k − 1

4n+ 2
π

)

. (4)

Отметим, что аппроксимативные возможности полиномов (1), (2) и их алгебраических аналогов
хорошо изучены в работах С. Н. Бернштейна, Л. Фейера, А. Н. Колмогорова, Г. Сеге, Г. Харди,
А. Н. Турецкого, А. Зигмунда, Ю. Марцинкевича, И. П. Натансона, П. Эрдеша, А. Ф. Тимана,
Т. Ривлина, В. К. Дзядыка, К. И. Бабенко, их многочисленных учеников и последователей.

В математической литературе более активно, по сравнению с (4), изучалось поведение констан-
ты (3). Эти интерполяционные характеристики первоначально оценивались как O(lnn), а затем
для них были установлены оценки вида

A1 +B1 lnn 6 Λn 6 A2 +B2 lnn, n ∈ N (Λn = λ∗
n ∨ λn) , (5)

где Ak, Bk — некоторые известные, хотя и несколько грубо определенные, действительные числа.
Здесь в основном последовательно улучшались верхние оценки, а нижние оценки проводились
реже в связи с возникающими при этом техническими проблемами. Например, Λn < 4 + lg n
(см. [4]), Λn 6 8 + (4/π) ln n (см. [8]), Λn 6 4

√
2 + (2/π) ln n (см. [2]).

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2018
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Коэффициенты, входящие в неравенство (5), многократно уточнялись. В [6] неравенство Λn 6

4/π + (2/π) ln(2N/π) установлено в случае нечетного числа (N = 2n+1), а в [3, с. 106] — четного
числа (N = 2n) узлов интерполяции. В монографии [1, с. 215] приводится оценка константы
Лебега вида λ2n−1 = (2/π) ln n + 2(1 − 1/π)θn, θn ∈ (0, 1), уточняющая поведение ограниченных
констант, входящих в асимптотические равенства

λ∗
n =

2

π
lnn+O∗(1), N = 2n, λn =

2

π
lnn+O(1), N = 2n+ 1. (6)

Первое из них было установлено еще в начале двадцатого века (1918 г.) С. Н. Бернштейном. Затем
вопросы асимптотического поведения константы Лебега рассматривались во многих работах оте-
чественных и зарубежных авторов (см. [1, с. 215], [5, с. 61], [7, с. 66], [8, с. 540], [10,12–15]). Из них
следует, что для получения неулучшаемой двусторонней оценки вида (5) с вполне определенными
константами необходимо

(i) изучить на монотонность остаточные члены

O∗
n ≡ O∗(n) = λ∗

n −
2

π
lnn, N = 2n, On ≡ O(n) = λn −

2

π
lnn, N = 2n+ 1; (7)

(ii) установить их предельные значения

lim
n→+∞

[

λ∗
n −

2

π
lnn

]

= α0, N = 2n, lim
n→+∞

[

λn −
2

π
lnn

]

= β0, N = 2n + 1. (8)

Заметим, что в [11] значение α0 установлено простым и отличным от [14] методом с использо-
ванием нового представление для константы Лебега λ∗

n (см. [9]).
Полное решение задач, связанных с соотношениями (6)–(8), обзор соответствующей литера-

туры содержится в [10, 12, 14], согласно которым неулучшаемые двусторонние оценки для кон-
стант (3) и (4) нижеследующие:

α0 +
2

π
lnn 6 λ∗

n 6 1 +
2

π
lnn, α0 =

2

π

[

γ + ln
8

π

]

= 0,962522826 . . . , (9)

β0 +
2

π
lnn 6 λn 6 5/3 +

2

π
lnn, β0 =

2

π

[

γ + ln
16

π

]

= 1,403794027 . . . , (10)

где n ∈ N = N ∪ {+∞}, γ = 0,577215664 . . . — константа Эйлера. Равенства в верхних оценках
достигаются только при значении аргумента n = 1, а в нижних — при n = +∞ ∈ N. Двойные
неравенства (9), (10) позволяют без особых проблем указать для констант λ∗

n, λn элементы их
наилучших приближений

µ∗
n ≡ µ∗(n) =

2

π
lnn+

1

2
+

γ

π
+

1

π
ln

8

π
, µn ≡ µ(n) =

2

π
lnn+

5

6
+

γ

π
+

1

π
ln

16

π
, n ∈ N, (11)

и решить экстремальные задачи

inf
b∈[0,2]

sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λ∗
n − b−

2

π
lnn

∣

∣

∣

∣

= sup
n∈N

∣

∣

∣λ∗
n − µ∗

n

∣

∣

∣ =
1

2
−

γ

π
−

1

π
ln

8

π
= 0,018738586 · · · = ε∗, (12)

inf
b∈[0,2]

sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λn − b−
2

π
lnn

∣

∣

∣

∣

= sup
n∈N

∣

∣

∣λn − µn

∣

∣

∣ =
5

6
−

γ

π
−

1

π
ln

16

π
= 0,131436319 · · · = ε, (13)

где ε∗, ε— соответствующие элементам (11) наилучшие (дискретные) равномерные приближения
констант Лебега (3), (4) логарифмическими функциями вида y = y(n, b) = (2/π) ln n + b, n ∈ N,
b ∈ [0, 2].

В данной работе изучаются равномерные аппроксимации констант λ∗
n, λn вида

Λn ≈
2

π
ln(n+ a) + b, n ∈ N, (a, b) ∈ Ω = [0, 1] × [0, 2] ⊂ R

2, (14)

содержащие в правой части (14) смещение a (сдвиг) аргумента n логарифмической функции, и
оцениваются допущенные при этом погрешности. Рассматриваются более общие, чем (12) и (13),
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экстремальные задачи

E∗ def
= inf

(a,b)∈Ω
sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λ∗
n −

2

π
ln(n+ a)− b

∣

∣

∣

∣

, E
def
= inf

(a,b)∈Ω
sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λn −
2

π
ln(n + a)− b

∣

∣

∣

∣

, (15)

которые в математической литературе ранее не исследовались. За пределами области Ω они не
могут иметь решений, что немедленно следует из результатов ранее приведенных работ и правила
воздействия сдвига аргумента функции на ее график.

Величины E∗, E имеют важное практическое значение и являются своего рода ориентиром
(наилучшим приближением), позволяющим судить об аппроксимативных качествах выбранного
каким-либо способом логарифмического приближения (14). Ниже для них получены достаточно
строгие оценки сверху вида

E∗
6 sup

n∈N

∣

∣

∣

∣

λ∗
n −

2

π
ln(n+ a∗)− b∗

∣

∣

∣

∣

= θ∗ = 0,008594791 . . . , (16)

E 6 sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λn −
2

π
ln(n+ a0)− b0

∣

∣

∣

∣

= θ = 0,001151281 . . . , (17)

где

a∗ = exp
[π

2
(1− α0)

]

− 1 = 0,060636294 . . . , b∗ = α0 = 0,962522826 . . . , (18)

a0 = exp

[

π

2

(

5

3
− β0

)]

− 1 = 0,511223181 . . . , b0 = β0 = 1,403794027 . . . . (19)

В (16), (17) качество приближения констант Лебега λ∗
n, λn по сравнению с (12), (13) заметно

улучшено, что хорошо видно из следующих соотношений:

ε∗

θ∗
= 2,16 . . . ,

ε

θ
= 114,16 . . . . (20)

Однако задача определения наилучших пар вида (a, b) ∈ Ω, обеспечивающих достижение величин
E∗ и E в (15), остается открытой.

2. Случай нечетного числа узлов интерполяции. Приведем определения классов функ-
ций, которые далее используем в ходе доказательства основных теорем.

Определение. Строго монотонную функцию φ = φ(n), n ∈ D = D(φ) ⊆ N, дискретного аргу-
мента, имеющую малое изменение δ области значений R(φ), назовем функцией, имеющей малую

монотонную вариацию, а класс таких функций обозначим через V ±
δ , где знак «+» выбирается в

случае возрастания функции в области D(φ), а «−— при ее убывании;

δ = δ(φ) = sup{φ(n) | n ∈ D} − inf{φ(n) | n ∈ D}, δ 6 δ0 (δ0 = const).

С целью сокращения изложения материала в следующем пункте данный случай изучим более
подробно. Используя приближение константы Лебега λn логарифмической функцией с двумя
параметрами вида

y ≡ µn(a, b) =
2

π
ln(n+ a) + b, n ∈ N, (a, b) ∈ Ω, (21)

ниже известный результат (13) улучшим более чем на два порядка (см. (20)). Возможность такого
существенного улучшения качества приближения в этом случае связана с тем, что

1) эффективно используются свойства сдвига аргумента логарифмической функции;
2) остаточный член On ∈ V −

δ (см. [10]) имеет сравнительно большую область значений и вариа-
цию

R(On) =

(

β0,
5

3

]

, δ = δ(On) =
5

3
− β0 = 0,262872639 . . . ,

чем аналогичные характеристики для остаточного члена O∗
n ∈ V −

δ (см. [12, с. 116]) вида

R(O∗
n) = (α0, 1], δ∗ = δ(O∗

n) = 1− α0 = 0,037477174 . . . .
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Теорема 1. При приближенной замене константы Лебега логарифмической функцией вида

λn ≈ µn(a
0, b0), n ∈ N, µn(a

0, b0) ≡
2

π
ln(n+ a0) + b0, (22)

для величины допущенной равномерной (дискретной) погрешности имеем

θ
def
= sup

n∈N

∣

∣

∣

∣

λn −
2

π
ln(n+ a0)− b0

∣

∣

∣

∣

= 0,001151281 . . . , (23)

где коэффициенты a0, b0 определены в (19).

Доказательство. Если в (21) положим a = 0, то для константы Лебега λn уже имеет место
неулучшаемая в своем классе двусторонняя оценка (10) и решена экстремальная задача (13).

Пусть параметр a меняется в области D = (0, 1]. Независимо от произвольно выбранных зна-
чений аргумента n и параметра b с ростом a, a ∈ D, значение функции (21) также возрастает,
так как

∂µn(a, b)

∂a
=

2

π(n+ a)
> 0 ∀a ∈ D, b ∈ [0, 2], n ∈ N.

Видно, что на этот процесс не влияет выбор параметра b, и с увеличением аргумента n скорость
роста функции µn(a, b) стремится к нулю независимо от поведения параметра a ∈ D. Другими
словами, при любых b ∈ [0, 2] и n ∈ N в координатной системе yOn для функции (21) верна
импликация

a2 > a1 ⇒ µn(a2, b) > µn(a1, b), a1, a2 ∈ D. (24)

Зафиксируем в (21) значение второго параметра b = b0 = β0 = 1,403794027 . . . . Нижнюю
оценку из двойного неравенства (10) перепишем в виде

µn(0, β0) 6 λ(n), n ∈ N, (25)

в котором согласно(10) равенство достигается только при n = +∞ ∈ N:

lim
n→+∞

µn(0, β0) = lim
n→+∞

λn.

Учитывая свойство (24) функции y = µn(α, β0) и подбирая соответствующим образом параметр
a, левую и правую части в (25) можно сделать совпадающими и при произвольно выбранном
конечном значении аргумента n = n0. Другими словами, равенство µn(α, β0) = λ(n) имеет место
при n = n0, если сдвиг аргумента a приближающей функции (21) равен

a(n0) = exp
[π

2
(λn0

− β0)
]

− n0, n0 ∈ N. (26)

При этом для выпукло возрастающих функций y = µn

[

a(n0), β0
]

, n ∈ N, и y = λ(n), n ∈ N, имеем:

β0 +
2

π
ln[n+ a(n0)] < λn, n ∈ {1, 2, 3, . . . , n0 − 1},

β0 +
2

π
ln[n+ a(n0)] = λn, n = n0,

β0 +
2

π
ln[n+ a(n0)] > λn, n ∈ {n0 + 1, n0 + 2, n0 + 3, . . . }.

Полагая в них и в (26) n = n0 = 1, получим

a0 ≡ a(1) = exp
[π

2
(λ1 − β0)

]

− 1 = 0,511223181 . . . , (27)

β0 +
2

π
ln(1 + a0) = λ1, n = 1, β0 +

2

π
ln(n+ a0) > λn, n = 2, 3, 4, . . . . (28)

В итоге можем утверждать, что соответствующий приближенной формуле (22) остаточный член

On ≡ µn(a
0, β0)− λn = β0 +

2

π
ln(n+ a0)− λn, n ∈ N, (29)

ведет себя следующим образом:
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1) обращается в нуль на концах области определения:

O1 = β0 +
2

π
ln
{

1 + exp
[π

2
(λ1 − β0)

]

− 1
}

− λn = β0 +
2

π
·
π

2
(λ1 − β0)− λ1 = 0,

O∞ ≡ lim
n→+∞

On = lim
n→+∞

[

β0 +
2

π
ln(n+ a0)− λn

]

=

= lim
n→+∞

[

β0 +
2

π
lnn− λn

]

+ lim
n→+∞

2

π
ln

(

1 +
a0

n

)

= 0; (30)

2) представляется в виде разности двух неотрицательных, строго убывающих к нулю, имеющих
одинаковые область значений и вариацию последовательностей (τn)n∈N и (νn)n∈N, т.е.

On =

[

2

π
ln

(

1 +
a0

n

)]

−

[

λn − β0 −
2

π
lnn

]

≡ τn − νn, n ∈ N,

R(τn) = R(νn) =
(

0, λ1 − β0
]

, δ(τn) = δ(νn) = λ1 − β0 = 0,262872639 . . . ;

3) при этом (On)n∈N также является неотрицательной и сходящейся к нулю последовательностью
(см. (27)–(30)).

Согласно известному алгоритму обоснования ограниченности сходящейся последовательности,
после некоторых расчетов найдем:

θ = sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λn −
2

π
ln(n+ a0)− b0

∣

∣

∣

∣

= sup
n∈N

On = sup
{

O1, O2, O3, O4, O5, . . .
}

=

= sup
{

0, 0,001119949 . . . , 0,001151281 . . . , 0,001048427 . . . , 0,000937741 . . . , . . .
}

=

= 0,001151281 . . . .

Справедливость соотношения (23) установлена, что и завершает доказательство теоремы. �

Теорема 2. Для наилучшего приближения E справедлива оценка (17).

Доказательство. Используя обозначения (19), принадлежность пары (a0, b0) области Ω и резуль-
тат (23) предыдущей теоремы, получим:

E = inf
(a,b)∈Ω

sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λn −
2

π
ln(n+ a)− b

∣

∣

∣

∣

6 sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λn −
2

π
ln(n + a0)− b0

∣

∣

∣

∣

= sup
n∈N

On = 0,001151281 . . . .

Теорема доказана. �

Замечание 1. Схема доказательства теоремы 1 позволяет утверждать, что приближенная
формула (22) построена исходя из условия совпадения функции y = λn = λ(n), n ∈ N, и прибли-
жающей ее логарифмической функции y = µn(a

0, β0), n ∈ N, на концах области их определения.

Замечание 2. В приближенной формуле (22) качество приближения константы Лебега λn

логарифмической функцией, содержащей сдвиг ее аргумента, по сравнению с известной форму-
лой λn ≈ µn, n ∈ N (см.(11), (13)), улучшено более чем на два порядка, что хорошо видно из
соотношения ε/θ = 114,16 . . . .

3. Случай четного числа узлов интерполяции. Вначале приведем геометрическую ин-
терпретацию двустороннего неравенства (9) для константы Лебега λ∗

n. Все значения дискретной
функции y = λ∗

n = λ∗(n), n ∈ N, рассматриваемой в координатной системе nOy, находятся в
бесконечной полосе «шириной» δ∗ = 1 − α0 = 0,037477174 . . . , образованной логарифмическими
функциями y = α0+(2/π) ln n, y = 1+(2/π) ln n. В этом случае вариация δ∗ = δ(O∗

n) остаточного
члена O∗

n (см. (7)) заметно меньше соответствующего аналога δ = δ(On):

δ

δ∗
=

(

5

3
− β0

)

/(1− α0) = 7,014 . . . .

Следовательно, на этот раз улучшение качества аппроксимации λ∗
n логарифмической функцией

вида (21) следует ожидать не таким значительным, как в теореме 1 (см. также замечание 2).
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Теорема 3. В приближенной формуле

λ∗
n ≈ µ∗

n, n ∈ N, µ∗
n ≡ µn(a

∗, b∗) =
2

π
ln(n+ a∗) + b∗, (31)

в которой константа Лебега аппроксимируется вполне определенной логарифмической функци-

ей вида (21), для величины допущенной равномерной погрешности имеем

θ∗
def
= sup

n∈N

∣

∣

∣

∣

λ∗
n −

2

π
ln(n + a∗)− b∗

∣

∣

∣

∣

= 0,008594791 . . . , (32)

где коэффициенты a∗, b∗ определены в (18).

Доказательство. Схема обоснования данной теоремы аналогична теореме 1. Опуская подробно-
сти, приведем лишь существенные моменты ее доказательства. Если в (21) положим a = 0, то
для константы λ∗

n имеют место известные соотношения (9) и (12).
Пусть a ∈ (0, 1] . Используя замечание 1, значения параметров a, b аппроксимирующей функ-

ции y = µn(a, b) = (2/π) ln(n+a)+b, n ∈ N, определим из условия ее совпадения с y = λ∗
n = λ∗(n),

n ∈ N, на концах их общей области определения, т.е. при n = 1 и n = +∞ ∈ N. С учетом (9)
их совпадение в правой граничной точке (равенство в бесконечно удаленной точке) позволяет
определить второй параметр b:

µ∞(a, b) = λ∗
∞ ⇔ lim

n→+∞

[

2

π
ln(n+ a) + b− λ∗

n

]

= 0 ⇔

⇔ lim
n→+∞

(

2

π
lnn+ α0 − λ∗

n

)

+ lim
n→+∞

2

π
ln
(

1 +
a

n

)

+ lim
n→+∞

(b− α0) = 0 ⇔

⇔ b = α0 = b∗

(см. (18)). В уточненном приближающем агрегате y = (2/π) ln(n + a) + α0, n ∈ N, искомый
параметр a определим из условия ее совпадения с константой Лебега в левой граничной точке:

µ1(a, α0) = λ∗
1 ⇔

2

π
ln(1 + a) + α0 = λ∗

1 ⇔ ln(1 + a) =
π

2
(1− α0) ⇔

⇔ a = a∗ = exp
[π

2
(1− α0)

]

− 1 = 0,060636294 . . .

(см. (18)).
В итоге для константы Лебега λ∗

n получим приближенную формулу (31) и соответствующий
остаточный член:

O∗
n ≡ µn(a

∗, b∗)− λ∗
n =

2

π
ln(n+ a∗) + α0 − λ∗

n, n ∈ N. (33)

Остаточный член (33) обладает всеми свойствами 1)–3) ее аналога (29) и соответствующая ему
неотрицательная последовательность (O∗

n)n∈N сходится к нулю. Как и в предыдущем пункте,
используя алгоритм обоснования ограниченности сходящейся последовательности, найдем ука-
занное в (32) экстремальное значение:

θ∗ = sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λ∗
n −

2

π
ln(n+ a∗)− b∗

∣

∣

∣

∣

= sup
n∈N

O∗
n = sup

{

O∗
1, O

∗
2 , O

∗
3 , O

∗
4 , O

∗
5, . . .

}

=

= sup
{

0, 0,008594791 . . . , 0,007993573 . . . , 0,006884312 . . . , 0,005942456 . . . , . . .
}

=

= 0,008594791 . . . .

Теорема доказана. �
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Теорема 4. Для наилучшего приближения E∗ справедлива оценка (16).

Доказательство. Используя обозначения(18), принадлежность пары (a∗, b∗) ∈ Ω и результат
теоремы 3, получим:

E∗ = inf
(a,b)∈Ω

sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λ∗
n −

2

π
ln(n + a)− b

∣

∣

∣

∣

6 sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

λ∗
n −

2

π
ln(n+ a∗)− b∗

∣

∣

∣

∣

= sup
n∈N

O∗
n = 0.008594791 · · · .

Теорема доказана. �

Замечание 3. В приближенной формуле (31) качество приближения константы Лебега λ∗
n ло-

гарифмической функцией, содержащей сдвиг ее аргумента, по сравнению с известной формулой
λ∗
n ≈ µ∗

n, n ∈ N (см. (11), (12)), улучшено более чем в два раза, что хорошо видно из соотношения
ε∗/θ∗ = 2,18 . . . .
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