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Априорная оценка вероятности усталостного разрушения элемента трубопровода, 

содержащего поверхностную трещину, уточняется с помощью байесовой процедуры на 

основе учета данных о размере трещины, полученных при проведении неразрушающего 

контроля. Оценивается влияние результатов неразрушающего контроля на апостери-

орные оценки вероятности усталостного разрушения и остаточного ресурса рассмат-

риваемого конструктивного элемента. 
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The prior assessment of the probability of fatigue failure of the pipeline component with a 

surface crack is updated using a Bayesian procedure based on accounting for data on the crack 

size obtained during non-destructive testing. The influence of the results of non-destructive test-

ing on the posterior assessments of the probability of fatigue failure and the residual life of the 

considered structural component is estimated. 

Keywords: probability of failure, Bayesian procedure, prior assessment, posterior as-

sessment. 

 

 

 

1. Постановка задачи 

 

В настоящее время в практике различных отраслей промышленности, транспорта и 

энергетики наметился переход от стратегии обеспечения прочности, надежности и без-

опасности, основанной на реализации программы ремонтно-восстановительных работ и 

замены элементов оборудования согласно заранее принятого плана без учета их фактиче-

ского состояния, к стратегии, основанной на оценке фактического состояния конструк-

тивных элементов, осуществляемой по данным систем мониторинга и результатов пери-

одически приводящегося неразрушающего контроля. В связи с тем, что для систем тру-
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бопроводного транспорта усталостный механизм накопления повреждений и разрушения 

под действием циклических режимов нагружения является одним из доминирующих, то 

реализация современной стратегии эксплуатации трубопроводов предполагает совмест-

ное использование методов неразрушающего контроля, позволяющих оценивать размер 

трещиноподобных дефектов, и методов механики разрушения, дающих возможность в 

течение интервалов времени между двумя последовательно осуществляемыми контроля-

ми прогнозировать кинетику трещин под действием режимов эксплуатационного нагру-

жения, и оценивать степень приближения поврежденного элемента к предельному состо-

янию, при достижении которого произойдет усталостное разрушение [1-4]. 

Ключевые параметры, определяющие кинетику накопления усталостных повреждений 

и разрушения конструктивных элементов трубопроводов, имеют ярко выраженный веро-

ятностный характер. Поэтому задача оценки и обеспечения их циклической прочности, 

ресурса и безопасности должна решаться в вероятностной постановке с учетом есте-

ственного рассеяния механических свойств конструкционных материалов, разброса 

начальных размеров дефектов, вариативности режимов эксплуатационного нагружения и 

случайного характера процессов накопления усталостных повреждений. 

В работе [5] был рассмотрен аналитический подход к оценке вероятности усталостных 

разрушений конструктивных элементов. Было получено аналитическое решение для слу-

чая экспоненциального распределения начальной длины трещины и нормального рас-

пределения величины вязкость разрушения. Остальные параметры математической мо-

дели (в частности, параметры C и m уравнения Пэриса, описывающего кинетику трещи-

ны) полагались детерминированными и фиксировались на определенных средних уров-

нях. Кроме того величина поправочной функции на геометрию трещины и схему нагру-

жения в выражении для коэффициента интенсивности напряжений считалась независя-

щей от длины трещины и полагалась равной 1.1. 

В более общей постановке вероятность усталостного разрушения может быть оценена 

путем реализации процедуры статистического моделирования по методу Монте-Карло. 

При этом может быть учтена стохастическая природа всех основных параметров задачи 

и, в частности, параметров C и m, а также могут вводиться и более сложные поправочные 

функции в выражении для коэффициента интенсивности напряжений, учитывающие 

кривизну поверхности трубопровода и изменение глубины трещины в процессе цикличе-

ского нагружения. Получаемые при этом вероятностные оценки (функции распределения 

длины трещины после реализации различного числа циклов нагружения или зависимости 

вероятности разрушения от числа циклов) относятся к категории априорных, которые 

могут делаться еще на этапе проектирования до начала эксплуатации, пока не начали по-

ступать данные о состоянии рассматриваемого технического объекта от систем монито-

ринга или информация, получаемые при проведении технических инспекций объекта. 

То обстоятельство, что описанные выше решения не позволяют учитывать данные о 

техническом состоянии рассматриваемого объекта, которые поступают от систем мони-

торинга или при проведении неразрушающего контроля объекта, является их существен-

ным недостатком. Преодолеть указанный недостаток можно с помощью байесовых под-

ходов, которые широко используются при решении задач по уточнению вероятностных 

параметров технических систем, после того как поступает дополнительная информация 

об их состоянии, получаемая в ходе проведения технических инспекций. В частности в 

научной литературе существует значительное число публикаций, посвященных вероятност-

ным оценкам циклической прочности и ресурса на основе байесовых подходов [7-12].  

Значительный интерес с точки зрения перспектив практического применения байесо-

выхпроцедур представляет предложенный в работе Д.Карандикара [12] подход, осно-

ванный на объединении байесового уточнения и метода случайного блуждания  (англ. 
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randomwalkmethod). В рамках данного подхода на основе данных о размере трещины, 

получаемых в ходе неразрушающего контроля, уточняются вероятности реализации раз-

личных кривых роста трещин из априорной выборки. Эти уточенные (апостериор-

ные)вероятности затем используются для корректировки функций распределения разме-

ров трещин и уточнения вероятности усталостного разрушения. 

Байесовы подходы составляют основу формирования риск-ориентированных про-

грамм эксплуатации технических объектов, позволяя осуществлять обоснованный выбор 

периодичности и глубины неразрушающего контроля элементов технических систем 

[13,14]. Практическое приложение полученных расчетно-экспериментальных данных от-

ражено в [1-7, 9, 12-14]. 

 

2. Описание процесса накопления усталостных повреждений и разрушения 

 

Рассмотрим элемент трубопровода, содержащий продольную трещину на внутрен-

ней поверхности, нагруженной внутренним давлением p, циклически изменяющимся 

во времени (рис. 1). 

Будем считать, что кинетика трещины описывается модифицированным уравнением 

Пэриса: 

 

1

m

Ida K
C

dN R

 
=  

− 
,     (1) 

 

С начальным условием: 

 

при  N=0: a=a0,      (2) 

 

где a – глубина протяженной поверхностной трещины, a0 – начальная глубина трещины; 

С и m – постоянные, зависящие от материала и условий нагружения; N – количество цик-

лов нагружения; R=σmin/σmax – коэффициент асимметрии цикла нагружения; σmin и σmax – 

минимальное и максимальное значения напряжения в цикле нагружения, KI – коэффици-

ент интенсивности напряжений по моде I, ΔKI – размах коэффициента интенсивности 

напряжений в цикле нагружения. 

 

 

 
 

Рис.1. Расчетная модель 
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Для модели по рис. 1 можно принять [15]: 1.1I cK a f  , где fc – поправочная 

функция, отражающая наличие кривизны поверхности оболочки: 
 

2 2
2 1
2 2

2 1 2

1 0.5 /c
r r tf a t
r r r
 

    
;                                    (3) 

 

Тогда уравнение (1) может быть записано в виде: 
 

/2 2 2
/22 1

2 2
2 1 2

1.1 1 0.5 /
1

mm
mda r r tC a t a

dN R r r r
 

               
.                 (4) 

 

Δσ= σmax - σmin – размах напряжений в цикле нагружения. 
 

В качестве критерия разрушения используется критерий хрупкого разрушения тела с 
трещиной: 

 
2 2

2 1
max 2 2

2 1 2

1.1 1 0.5 /I C C Ic
r r tK a a t K
r r r

 
 

     
,                     (5) 

 

где σmax=Δσ/(1–R)  – максимальное напряжение в цикле нагружения, KIC – вязкость раз-
рушения. 

Соответственно условие окончательного разрушения может быть записано в виде: 
 

2 2
2 1
2 2

2 1 2

1.1 1 0.5 /
1 C C IC

r r ta a t K
R r r r
 

  
     

.                        (6) 

 

Выражение для критической глубины трещины aC может быть найдено численно как 
корень уравнения (5). В качестве исходного приближения Ca  к искомому значению при 

организации численной процедуры может быть задана оценка величины критической 
глубины трещины, получаемая без учета поправок fc на кривизну и изменения глубины 
трещины в процессе циклического нагружения [5]: 

 
2

(1 )

1.1
Ic

C
K Ra

 
    

 .                                                     (7) 

 

При этом условие разрушения (6) для заданного уровня максимальных напряжений в 
цикле (σmax) может быть выражено через глубину трещины aN, достигаемую после N цик-
лов нагружения: 

 

N Ca a .                                                               (8) 
 

Соответственно вероятность усталостного разрушения после N циклов нагружения 
может быть записана в виде: 

 

( )F N CP P a a  .                                                       (9) 
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3. Априорная оценка вероятности усталостного разрушения 

 

Априорной вероятностью усталостного разрушения рассматриваемого конструк-

тивного элемента ( )FP N  принято называть такую оценку вероятности разрушения, 

которая основана на исходных распределениях случайных параметров a0, C и m урав-

нения Пэриса (1), формирующихся на основе имеющейся статистической информации и 

данных экспериментов, полученных на лабораторных образцах до начала эксплуатации 

рассматриваемого объекта и не учитывающих данных систем мониторинга или инфор-

мацию, получаемую при проведении технических инспекций. 

Априорная вероятность усталостного разрушения рассматриваемого конструктивного 

элемента после N циклов нагружения может быть найдена аналитически при следующих 

допущениях: начальная длина трещины распределена по экспоненциальному закону; 

остальные параметры модели полагаются детерминированными; величина поправочной 

функции в выражении для коэффициента интенсивности напряжений не зависит от глу-

бины трещины и принимается равной 1,1. Тогда дифференциальное уравнение (1), опи-

сывающее кинетику трещины при циклическом нагружении, принимает вид:\ 

 

1.1

1

m

da a
C

dN R

  
=  

− 
.     (10) 

 

Для данного дифференциального уравнения удается построить расчетную зависи-

мость для определения вероятности разрушения при заданном числе циклов эксплуата-

ционного нагружения [5]): 

 
2 / ( 2 )

2

0

1.1
1

2 11.1

(1 )

( )

m
m m

IC

F

a

K m
NC

R

R

P N e

−
−

− −  
− 

 −    
         −


= .   (11) 

 

В более общей постановке вероятность разрушения может быть найдена, реализуя 

численную процедуру по методу статистических испытания (методу Монте-Карло). Ука-

занный подход позволяет отказаться от весьма сильных допущений об экспоненциаль-

ном характере распределения начальных размеров трещины и детерминированности 

остальных параметров уравнения Пэриса, а также допущения о неизменности в процессе 

роста трещины поправочной функции, фигурирующей в выражении для коэффициента 

интенсивности напряжений. 

В данной работе представлено численное решение, направленное на получение 

априорной оценки вероятности усталостного разрушения в более общей постановке, 

учитывающей не только разброс начального размера трещины, но вариативность па-

раметров уравнения Пэриса, которая может быть описана с помощью различных ти-

пов распределений. При этом используется модифицированное уравнение Пэриса, 

учитывающее асимметрию циклов нагружения. Кроме того в выражение для размаха 

коэффициента интенсивности напряжений, фигурирующего в правой части модифи-

цированного уравнения Пэриса (4), включена поправочная функция, учитывающая 

кривизну цилиндрической поверхности трубопровода и изменение глубины  трещины 

в процессе циклического нагружения. 
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Рис. 2. Кривые роста трещин с учетом статистического разброса начальной дефектности a0 

и параметров С и m уравнения Пэриса 

 

 

В представленном решении параметры математической модели (начальная длина 

трещины a0 и параметры уравнения Пэриса C и m) при априорной оценке полагаются 

случайными величинами, распределенными по законам равномерной плотности. 
 

0 0 0( ) (  ~ , , ~ , ), ),(~a a C C m ma U C U m U     
,
                      (12) 

 

где αx и βx - соответственно левая и правая границы интервала значений величины x с 

ненулевой плотностью вероятности. При этом математические ожидания и среднеквад-

ратичные отклонения априорных распределений параметров a0, C и m будут равны:  
 

0 0 0( ) / 2{ } a aE a  += ,
0 0 0{ } 2 3)( a aS' a  −= ,  

 

{ } ( ) / 2C CE C   += , { } ( 2 3)C CS C   −= ,  

 

( ) / 2{ } m mE m  += , { } ( 2 3)m mS m   −= . 

 

В соответствии с избранными равномерными распределениями случайных параметров 

a0, C и m, определяющих кинетику трещины в процессе циклического нагружения, гене-

рируются случайные  комбинации этих параметров {a0
(j), C(j),m(j)} (j=1,2,…,Mn ). Далее 

для каждой из комбинаций параметров, последовательно осуществляется интегриро-

вание уравнения (4) с получением совокупности кривых роста трещины Cr(j), пред-

ставляющих собой зависимости глубины трещины от количества циклов нагружения  

aN
(j)=a(j)(N) (j=1,2,…,Mn). 

При проведении априорной оценки считается, что события {Cr(j)=CrИ} - «j-ая кривая 

Cr(j) роста трещины из рассматриваемой выборки совпадает с истинной кривой роста 

трещины CrИ» (j=1,2,…,Mn) образуют полную группу событий. Кроме того делается до-

пущение, что все комбинации параметров {a0
(j),m(j),ω(j)} являются равновероятными, то 

есть априорная вероятность события {Cr(j)=CrИ} равна: 
 

( ){ }
1/

И
jCr Cr nMP
=

 = , (j=1,2,…,Mn).                                   (13) 
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Рис. 3. Зависимость априорной вероятности усталостного разрушения от числа циклов нагружения 

 
 

Таблица 1 

 

Численные значения расчетных параметров 

 

Параметр 
Детерминированный/ 

вероятностный 

Распределение/ 

Значение 

Размах давления за цикл нагружения, Δp, МПа Детерминированный 0.7 

Коэффициент асимметрии цикла нагружения Детерминированный 0.9 

Начальная глубина трещины, a0, м Вероятностный U(1.5∙10-2; 2.0∙10-2) 

Параметр C уравнения Пэриса, м/цикл (Па√м)-m Вероятностный U(1.0∙10-11; 3.00∙10-11) 

Параметр m уравнения Пэриса Вероятностный U(2.8; 2.95) 

Радиус серединной поверхности r0, м  

Радиус серединной поверхности r0, м 
Детерминированный 0,63 

Толщина стенки t, м Детерминированный 0.025 

Окружное напряжение σ, МПа  Детерминированный 201.6 

Вязкость разрушения KIc, МПа√м Детерминированный 61 

 

 

Затем для каждой из кривых Cr(j) (j=1,2,…,Mn) в пределах заданного числа циклов 

нагружения проверяется выполнение условия разрушения (8) в форме aN
(j)>aC. 

Таким образом априорная оценка вероятности усталостного разрушения может быть 

получена с помощью метода статистического моделирования Монте-Карло путем много-

кратного численного интегрирования уравнения (4) при различных сочетаниях случай-

ных параметров a0, C и m. Поскольку в рамках априорной оценки все кривые роста тре-

щин являются равновероятными, то зависимость априорной вероятности разрушения от 

числа циклов нагружения P'F (N) будет равна отношению количества кривых M'C из 

априорной выборки j=1,2,…,Mn, для которых выполняется условие aN
(j)>aC, к общему 

числу кривых Mn: 

 

( ) ( ) /F C nP N M N M = .                                               (14) 
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Рассмотрим численный пример расчета вероятности разрушения элемента трубопро-
вода, нагруженного внутренним давлением, содержащего осевую поверхностную трещи-
ну на внутренней стенке (рис. 1). Исходные данные задачи приведены в табл. 1. В рас-
сматриваемом примере для консервативной оценки в качестве характерного размера 
трещины принимается ее глубинаa, т.е. рассматривается протяженный дефект длиной 
существенно (на порядок и более) превышающей ее глубину. При этом в качестве веро-
ятностных параметров выбраны a0, C и m. 

Величина критической глубины трещины определена численно как корень нелинейно-
го алгебраического уравнения (5): aC=2.91·10-2 м. При этом в качестве начального при-
ближения при организации численной процедуры используется оценка величины крити-

ческой глубины трещины по выражению (7) Ca =3.03·10-2 м. 

График зависимости априорной вероятности разрушения от числа циклов нагружения 
для рассмотренного примера представлен на рис. 3. 

 
4. Использование метода случайного блуждания для реализации  

байесовой процедуры уточнения при получении апостериорных оценок  
вероятности разрушения 

 
4.1. Принципы реализации байесовых процедур уточнения 

 
Апостериорная оценка вероятности усталостного разрушения рассматриваемого кон-

структивного элемента ( )FP N  представляет собой оценку вероятности разрушения, кото-

рая базируется на объединении: 
- исходных статистических данных о распределениях случайных параметров, полу-

ченных для совокупности однотипных изделий или данных о механических свойствах 
материалов, сформированных при поведении экспериментов на лабораторных образцах, 

- данных систем мониторинга или информации, получаемой при проведении техниче-
ских инспекций состояния конкретного объекта, учитывающих как индивидуальные осо-
бенности рассматриваемого конструктивного элемента (исходная дефектность, вариация 
механических свойств, масштабный фактор, остаточные напряжения, термообработка) 
так и реальные условия его эксплуатации (температура, внешняя среда). 

Таким образом, апостериорная оценка представляет собой уточнение априорной оцен-
ки, которое обеспечивается путем учета дополнительной информации, поступающей от 
систем мониторинга или данных инспекций состояния рассматриваемого объекта. 

Для уточнения вероятностных оценок циклической прочности и ресурса элементов 
технических систем и получения апостериорных оценок, когда появляется дополнитель-
ная информации о состоянии элементов, получаемая в ходе периодических инспекций, 
широко используются байесовы процедуры. Большинство решений задач по оценке ве-
роятности усталостных разрушений, основанных на совместном применении уравнений 
механики разрушения и байесовых процедурах уточнения, предполагают реализацию 
следующих шагов: (1) формирование априорных распределений параметров математиче-
ской модели (начальной длины трещины, параметров уравнения Пэриса, вязкости разру-
шения материала); (2) определение зависимости априорных функций распределения пара-
метров модели от числа циклов нагружения на основе сформированных априорных рас-
пределениях параметров в опорный (как правило, начальный) момент времени; (3) полу-
чение данных инспекций состояния (например, измерений длин трещин после реализо-
ванных на момент инспекции циклов нагружения); (4) формирование апостериорных 
распределений параметров модели на основе теоремы Байеса (тоесть необходимо от-
дельно уточнять распределения отдельных неопределенных параметров); (5) оценку апо-
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стериорной вероятности разрушения с помощью полученных апостериорных распреде-

лений параметров модели. 

В работе J.M. Karandikar и др. [7] было предложен подход, позволяющий на основе 

метода случайного блуждания (англ. randomwalksmethod) исключить промежуточный 

шаг по уточнению априорных распределений отдельных вероятностных параметров. В 

соответствии с избранными (например, равномерными) распределениями случайных па-

раметров a0, C и m, определяющих кинетику трещины в процессе циклического нагруже-

ния, генерируются случайные комбинации этих параметров {a0
(j),C(j),m(j)} (j=1,2,…,Mn). 

После получения дополнительных данных технической диагностики виде результата из-

мерения глубины трещины aизм на момент ее проведения, когда были реализованы Ni 

циклов нагружения, используя теорему Байеса, оценивалась апостериорная вероятность 

события {Cr(j)=CrИ |a=aизм } «j-ая кривая роста трещины из выборки представляет собой 

истинную кривую роста трещины при условии получения определенного результата экс-

перимента a=aизм»: ( ){ }j
ИCr Cr

P
=

 (j=1,2, .. Mn). Полученные апостериорные вероятности далее 

использовалиcь для оценки апостериорной вероятности разрушения рассматриваемой 

оболочки: 
( ){ }

1

( ) j
И

Mc

C C
j

rF r
P N P

=
=

 = , где суммирование ведется по тем кривым, которые пере-

секают предельную линию a=aC в пределах интервала [0;N]. Иначе говоря, суммирование 

вероятностей ведется по тем комбинациям параметров {a0
(j),C(j),m(j)}, для которых вы-

полняется условие разрушения (8) в пределах интервала [0;N] (рис. 2). 

 

В данной статье представлена модификация описанного выше подхода. После полу-

чения оценки апостериорных вероятностей ( ){ }j
ИrC Cr

P
=

  события «j-ая кривая роста тре-

щины совпадает с истинной кривой», производится уточнение априорных оценок момен-

тов распределений случайных параметров модели E'{a0}, S'{a0}, E'{C}, S'{C}, E'{m} и 

S'{m} которые определялись исходя из первоначального предположения о том, что слу-

чайные параметры математической модели a0, C и m распределены по законам равно-

мерной плотности. Получаемые в результате реализации байесовой процедуры уточне-

ния апостериорные оценки моментов распределений E"{a0}, S"{a0}, E"{C}, S"{C}, E"{m} 

и S"{m} далее используются для формирования апостериорных выборок случайных па-

раметров a0, C и m, которые используются для получения апостериорных оценок вероят-

ности разрушения рассматриваемого элемента. 

Описанная процедура реализуется следующим образом. Подобно тому, как это дела-

лось в п. 3, параметры математической модели (начальная глубина трещины a0 и пара-

метры уравнения Пэриса C и m) полагаются случайными величинами, распределенными 

по законам равномерной плотности. Далее в соответствии с избранными равномерными  

распределениями случайных параметров a0, C и m, определяющих кинетику трещины в 

процессе циклического нагружения, генерируются случайные комбинации значений этих 

параметров {a0
(j), C(j),m(j)}  (j=1,2,…,Mn ). Затем для каждой из комбинаций последова-

тельно осуществляется интегрирование уравнения (4) с получением совокупности кри-

вых Cr(j), представляющих собой зависимости глубины трещины от количества циклов 

нагружения aN
(j)=a(j)(N) (j=1,2,…,Mn). При проведении априорной оценки делается допу-

щение, что эти кривые являются равновероятными, то есть априорная вероятность собы-

тия «Рассматриваемая j-ая кривая Cr(j) роста трещины из выборки совпадает с истинной 

кривой CrИ» {Cr(j)=CrИ} равна: ( ){ }
1/j

И
nCr Cr

MP
=

= , (j=1,2,…,Mn). Затем полученные 

априорные оценки вероятностей ( ){ }j
ИCr Cr

P
=

  указанных событий подлежат уточнению с 

помощью результата эксперимента на основе использования правила Байеса. 
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В соответствии с правилом Байеса апостериорная вероятность того, что «j-ая кривая роста 

трещины совпадает с истинной кривой роста трещины», определяется выражением [4]: 

 

( ) ( ){ } { }( | )И И
j jCr Cr Cr Cr

изм

L
P P

P a AI= =
 =  (j=1,2,…,Mn) ,  (15) 

 

где 
( )

( ){ }
( | )

j

j
И

ИCr Cr
Cr Cr AIP P

=
= =  – априорная вероятность события «j-ая кривая роста 

трещины из выборки представляет собой истинную кривую роста трещины». Величина 

( ){ }j
ИCr Cr

P
=

  оценивается исходя из априорной (исходной) информации АI, имевшейся до 

проведения технической диагностики; ( )
( ),изм И

j
L P a AI| CrCr= =  – функция правдоподо-

бия, ( | )измa AIP  – нормализующая константа; ( )

( ){ }
( | , )

j

j
И

И измCrCr
C Cr Ar a IP P

=
= =  – апосте-

риорная вероятность события «j-ая кривая роста трещины из выборки представляет со-

бой истинную кривую роста трещины при условии получения определенного результата 

эксперимента». 

Поскольку в случае непрерывных распределений площадь под кривой функции плот-

ности распределения должна быть равна 1, то ( | )измa AIP  представляет собой нормали-

зующую константу апостериорного распределения и должна определяться отдельно.  В 

соответствии с записанным уравнением, апостериорное распределение пропорционально 

произведению априорного распределения и функции правдоподобия. Таким образом, в 

предложенном решении, правило Байеса используется для того, чтобы уточнить вероят-

ности событий, заключающихся в том, что каждая из рассматриваемых выборочных кри-

вых совпадает с истинной кривой роста трещины ( ){ }И
jCr Cr

P
=

 (j=1,2,…, Mn). 

 

4.2. Формирование функции правдоподобия 

 

Функция правдоподобия формируется следующим образом. Пусть после Ni циклов 

нагружения было проведено измерение длины трещины, которое дало результат aизм. На 

основе результатов измерения и с учетом неопределенностей измерения и модельных не-

определенностей можно предположить, что истинная длина трещины с высокой вероят-

ностью окажется в диапазоне aизм−S{a}и aизм+Sa. При этом можно считать маловероят-

ным, что длина трещины окажется, например, меньше aизм−3Sa мм или больше aизм+3Sa. 

Формируемая функция правдоподобия должна учитывать эти соображения. Тогда функ-

ция правдоподобия может быть записана в виде [7]: 

 
2

2

( )

2

из

a

мa

S

a

L e

− −

= ,                                                       (16) 

 

где aизм – измеренная длина трещины (результат измерения); a – длина трещины после N 

циклов нагружения согласно рассматриваемой кривой из выборки; S{a}– параметр, опи-

сывающий разброс функции правдоподобия. 

Представленная функция правдоподобия выражается как ненормированное нормаль-

ное распределение, в котором параметр Sa – среднеквадратическое отклонение длины 

трещины (вследствие неопределённостей измерения, а также неопределенностей обу-

словленных математической моделью и свойствами материала). Сама функция правдо-

подобия характеризует то, насколько вероятно, что рассматриваемая выборочная кривая 

роста трещины совпадает с истинной кривой роста трещины. Если рассматриваемая кри-
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вая роста трещины оказывается близка к измеренному значению длины трещины, то зна-

чение функции правдоподобия будет близка к единице. В противном случае, значение 

функции правдоподобия стремится к нулю. При этом функция правдоподобия, определя-

емая выражением (16), не отвергает возможность реализации кривых роста трещины, ко-

торые оказываются далеки от измеренного значения длины трещины, она просто присва-

ивает этим кривым малые весовые коэффициенты. 

 

4.3. Уточнение моментов распределений случайных параметров модели 

 

После получения апостериорных оценок вероятностей реализации различных кривых 

( ){ }j
ИRC Cr

P
=

  (j=1,2,…,Mn) можно определить моменты апостериорных распределений рас-

сматриваемых случайных параметров: 
 

( )0 { }
1

0{ } ,
И

jCr

Mn

j Cr
j

aE" a P
=

=

= ( ) ( )

2
( )

0 {0

1

0 }
{ } { } ;

И
jCr

Mn
j

Cr
j

S" a PE" aa
=

=

= −  

( )

( )

{ }
1

{ } ,
И

jCr

Mn
j

Cr
j

C CE" P
=

=

= ( ) ( )

2
( )

{ }
1

{ } { } ;
И

j

Mn
j

Cr
j

Cr
C C PS" C E"

=
=

= −
  (17) 

( )

( )

{ }
1

{ } ,
И

jCr

Mn
j

Cr
j

m mE" P
=

=

= ( ) ( )

2
( )

{ }
1

{ } { } .
И

j

Mn
j

Cr
j

Cr
m m PS" m E"

=
=

= −
 

 

Полученные апостериорные оценки позволяют существенно уточнить исходные априор-

ные распределения случайных параметров a0, C и m рассматриваемой модели. Поэтому для 

получения апостериорных оценок, учитывающих данные проведенной инспекции техниче-

ского состояния элемента, вместо исходных равномерных распределений параметров a0, C 

и m для генерации случайных комбинаций значений этих параметров могут использоваться 

нормальные распределения, моменты которых соответствуют апостериорным значениям 

математических ожиданий и среднеквадратических отклонений по выражениям (17): 
 

   ( )0 0 0  ;a N E" a S a=  , 

 

   ( )  ;N E" C CC S= ,                                                 (18) 

 

   ( );N E" mm S m= . 

 

Далее, осуществляя генерацию Mn комбинаций параметров a0, C и m из апостериор-

ных распределений (18) и реализуя процедуру численного интегрирование уравнения (4) 

для всей совокупности комбинаций параметров {a0
(j), C(j),m(j)} (j=1,2,…,Mn), можно оце-

нить зависимость апостериорной вероятности разрушения от числа циклов нагружения 

( )FP N , которая будет равна отношению количества кривых роста трещин 
CM 

 
из апосте-

риорной совокупности кривых j=1,2,…,Mn (т.е. совокупности кривых роста трещин сге-

нерированной в соответствии с апостериорными распределениями случайных парамет-

ров (18)), пересекающих границу aC внутри диапазона [0;N] к общему числу сгенериро-

ванных кривых Mn: 
 

( ) ( ) /F C nP N M N M = .                                                (19) 
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4.4. Пример расчета 

 

В качестве иллюстрации описываемого подхода рассмотрим малую выборку, состоя-

щую из 10 комбинаций параметров {a0
(j),C(j),m(j)} (j=1,2,…, 10} (в табл. 2). Для каждой из 

комбинаций путем интегрирования уравнения (4) строится кривая роста трещины Cr(j), 

представляющая собой зависимость глубины трещины от числа циклов нагружения aN
(j) 

для соответствующих комбинаций параметров {a0
(j),C(j),m(j)} из выборки. Значения глу-

бины трещины для трех N заносятся в таблицу. Если расчетное значение глубины тре-

щины для рассматриваемой комбинации параметров превосходит величину критической 

глубины трещины aC, то есть выполняется условие разрушения (8), то в соответствую-

щую ячейку таблицы заносится обозначение «>aC». 

Кроме того допустим, что в ходе технической инспекции состояния элемента, прове-

денной после реализации Ni=4000 циклов нагружения, было проведено измерение глуби-

ны трещины, которая составила aизм=2.7∙10-2 м, погрешность разброса результатов изме-

рения оценивается с помощью параметра E{Sa} =1.0∙10-3 м. 

 
Таблица 2 

 

Априорные вероятности, правдоподобие и апостериорные вероятности  

выборочных кривых при условии получения результата измерения aизм=2.7·10-2 м 

после N=4000 циклов нагружения 

 

Cr(j)
 a0 C m 

Априорная  

вероятность 

( ){ }j
Иr rC C

P
=

  

Правдоподобие 

L 

Апостериорная 

вероятность  

(ненормированная) 

Апостериорная 

вероятность 

(нормированная) 

( ){ }j
ИrC Cr

P
=

  

1 1,78∙10-2 1,77∙10-11 2,89 0,1 1,90∙10-2 1,900∙10-3 8,341∙10-3 

2 1,69∙10-2 1,91∙10-11 2,85 0,1 5,83∙10-6 5,830∙10-7 2,559∙10-6 

3 1,51∙10-2 1,33∙10-11 2,83 0,1 3,72∙10-19 3,724∙10-20 1,634∙10-19 

4 1,54∙10-2 2,82∙10-11 2,92 0,1 9,00∙10-1 9,000∙10-2 3,950∙10-1 

5 1,88∙10-2 2,52∙10-11 2,91 0,1 1,37∙10-4 1,371∙10-5 6,018∙10-5 

6 1,55∙10-2 2,51∙10-11 2,93 0,1 3,64∙10-1 3,640∙10-2 1,598∙10-1 

7 1,54∙10-2 2,68∙10-11 2,84 0,1 4,84∙10-6 4,840∙10-7 2,124∙10-6 

8 1,60∙10-2 2,44∙10-11 2,94 0,1 9,95∙10-1 9,953∙10-2 4,368∙10-1 

9 1,59∙10-2 2,01∙10-11 2,81 0,1 6,22∙10-11 6,221∙10-12 2,731∙10-11 

10 1,60∙10-2 2,43∙10-11 2,82 0,1 1,15∙10-6 1,152∙10-7 5,056∙10-7 

 Σ       1   2,278∙10-1 1,000 

 

 

Тогда апостериорные моменты распределений вероятностных параметров рассматри-

ваемой математической модели будут иметь вид: 
 

 0E" a =1,57∙10-2,  0S a =3,46∙10-4,  E" C =2,60∙10-11,  S C =1,95∙10-12, 

 E" m =2,93,  S m  =1,09∙10-2.                                           (20) 

 

Осуществив повторно генерацию 10 сочетаний параметров a0, C и m (табл. 3), но те-

перь уже осуществляя выборку из апостериорных нормальных распределений с момен-

тами распределений (20), интегрируя дифференциальное уравнение (4) 10 раз для вновь 
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полученной апостериорной выборки, можно оценить количество кривых 
CM  , для кото-

рых при различных числах циклов нагружения выполняется условие разрушения (8). По-

сле чего апостериорная вероятность разрушения определяется согласно выражению (19). 

При решении практических задач в отличие от рассмотренной выше малой иллюстра-

тивной выборки должна использоваться выборка, содержащая достаточно большое коли-

чество комбинаций случайных параметров. Если ожидаемая вероятность разрушения 

имеет порядок 10-n, то для обеспечения достаточной точности оценки, получаемой с по-

мощью метода Монте-Карло, размер выборки должен быть порядка 10n+1. В рассматри-

ваемом примере генерировалось 104  комбинаций. 

 
Таблица 3 

 

Апостериорные вероятности усталостного разрушения 

 

Cr(j) a0 C m Глубина трещины 

    N=3000 N=4500 N=5500  

1 1,58∙10-2 2,77∙10-11 2,93 2,26∙10-2 2,68∙10-2 2,87∙10-2  

2 1,62∙10-2 2,68∙10-11 2,93 2,23∙10-2 >aC >aC  

3 1,56∙10-2 2,45∙10-11 2,94 2,38∙10-2 2,50∙10-2 >aC  

4 1,59∙10-2 2,89∙10-11 2,92 2,60∙10-2 >aC >aC  

5 1,55∙10-2 2,82∙10-11 2,92 2,28∙10-2 >aC >aC  

6 1,58∙10-2 2,60∙10-11 2,92 2,31∙10-2 2,79∙10-2 >aC  

7 1,61∙10-2 2,66∙10-11 2,93 2,43∙10-2 >aC >aC  

8 1,53∙10-2 2,67∙10-11 2,94 2,25∙10-2 2,81∙10-2 >aC  

9 1,55∙10-2 2,61∙10-11 2,93 2,23∙10-2 2,83∙10-2 >aC  

10 1,55∙10-2 2,62∙10-11 2,93 2,26∙10-2 >aC >aC  

 CM     0 5 9 

 ( )FP N    0 0,5 0,9 

 

 

 

 
 

а) 

 
 

б) 

 
Рис. 4. Зависимости априорной и апостериорной вероятностей  

усталостного разрушения от числа циклов нагружения 

а) случай 1, б) случай 2 
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Рассмотрим тот же иллюстративный пример табл.1, но большей статистической вы-

борке Mn=104. На рис. 4а и рис. 4б представлены полученные для двух расчетных случаев 

априорные и апостериорные зависимости вероятности усталостного разрушения от числа 

циклов нагружения: 

- Случай 1. В ходе технической инспекции, проведенной после Ni=4000 циклов нагру-

жения, идентифицирована трещина глубиной aизм=2.10∙10-2 м при разбросе результата 

измерений Sa=0.001 м. (рис. 5а). Проведенный расчет показывает, что в случае получения 

такого результата инспекции после реализации N=5000 циклов нагружения математическое 

ожидание апостериорного распределения глубины трещины равно E''{a}=2.24∙10-2 м (сни-

жается относительно соответствующего априорного значения E'{a}=2.47∙10-2 м), а апо-

стериорная вероятность разрушения снижается относительно априорного значения 

0.104FP =  до величины 0.012FP = . 

- Случай 2. В ходе технической инспекции, проведенной после Ni=4000 циклов нагру-

жения, идентифицирована трещина глубиной aизм=2.70∙10-2 м при разбросе результата из-

мерений Sa =0.001 м (рис. 5б). Проведенный расчет показывает, что в случае получения та-

кого результата инспекции после реализации N=5000 циклов нагружения математическое 

ожидание апостериорного распределения глубины трещины E''{a}=2.95∙10-2 м повышается 

относительно соответствующего априорного значения E'{a}=2.47∙10-2 м, а апостериорная 

вероятность разрушения возрастает относительно априорного значения 0.104FP =  до ве-

личины 0.543FP = . 

Очевидно, что полученная в ходе инспекции информация позволяет существенно 

уточнить априорную оценку вероятности разрушения. Поскольку в случае 1 измеренная 

глубина трещины (aизм=2.10∙10-2 м) оказалась ниже математического ожидания априорно-

го распределения глубины трещины E'{a}=2.47∙10-2 м (случай 1: aизм<E'{a}), то значения 

апостериорных вероятностей разрушения оказываются ниже значений априорных веро-

ятностей при соответствующих количествах циклов нагружений (рис. 4а). 

 

 

 
а) 

 
б) 

 

 

Рис. 5. Апостериорные оценки вероятности усталостного разрушения 

f''(a) – апостериорная функции распределения глубины трещины после N=5000 циклов нагружения,  

ameas – результат измерения глубины трещины, полученный в ходе технической инспекции после  

Ni =4000 циклов нагружения, E'{a} и E''{a} – математические ожидания априорного и апостериорного  

распределений глубины трещины после циклов N=5000 нагружения  

а) случай 1, б) случай 2 
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а) 

   

 
б) 

 
Рис. 6. Зависимости априорной и апостериорной функций распределения глубины трещины  

после N=5000 циклов нагружения с учетом результата измерения глубины трещины после Ni=4000 циклов, 

1 и 2 – априорная и апостериорная функции распределения глубины трещины 

а) случай 1, б) случай 2 

 

 

Если же глубина измеренной в ходе инспекции трещины (aизм=2.70∙10-2м) оказалась выше 

математического ожидания априорного распределения глубины трещины E'{a}=2.47∙10-2 м 

(случай 2, aизм>E'{a}), то график зависимости апостериорной вероятности разрушения от 

числа циклов нагружения пройдет выше априорной зависимости (рис. 4б). 

Представленный подход позволяет также уточнять вероятностные распределения слу-

чайных параметров модели. В частности на рис. 6а и рис. 6б представлены априорная 

F'(a) и апостериорная F''(a) функции распределения глубины трещины F(a)=P(A<a) для 

рассмотренных расчетных случаев 1 и 2 после N=5000 циклов нагружения. 

Из представленных на рис. 4-6 зависимостей следует, что поступившие в ходе инспек-

ции данные позволяют скорректировать априорные оценки вероятности разрушения рас-

сматриваемого конструктивного элемента. Кроме того сопоставление данных, представ-

ленных на рис. 4-6, позволяет сделать вывод о том, что характер корректировки зависит 

от соотношения между результатом измерения глубины трещины aизм и математическим 

ожиданием априорного распределения глубины трещины F'(a). В случае 1 (aизм<F'(a)) 

апостериорная зависимость вероятности разрушения сдвигается вниз относительно 

априорной зависимости (рис. 7а), в случае 2 (aизм>F'(a)) – верх (рис. 7б). 

Полученные апостериорные оценки вероятности разрушения могут быть также ис-

пользованы для корректировки программы эксплуатации рассматриваемого элемента в 

зависимости от результата технической инспекции. В случае 1 (aизм<F'(a)) апостериорная 

оценка циклической долговечности 
1cN  , определяемая как абсцисса точки пересечения 

графика 
1
( )FP N  с горизонтальной линией предельно допустимой вероятности разруше-

ния [PF], снижается относительно априорной оценки долговечности 
cN  . В случае 2 

(aизм>E'{a}) апостериорная оценка циклической долговечности 2cN  , напротив, повыша-

ется относительно априорной оценки долговечности cN  . 
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а) 

 
 

б) 

 
Рис. 7. Уточнение оценок циклической долговечности на основе байесовой процедуры 

а) случай 1, б) случай 2 

 

 

Отметим, что получаемые апостериорные оценки вероятности разрушения ( )FP N  глу-

бины трещины ( )F a  и циклической долговечности 
cN  , следует рассматривать как при-

ближения к соответствующим истинным значениям, которые в дальнейшем могут ис-

пользоваться как априорные оценки при выполнении следующей байесовой процедуры 

уточнения после того как будут получены результаты очередной технической инспекции. 

 

Выводы 

 

1) Байесовы процедуры могут стать ключевым элементом современных стратегий 

обеспечения циклической прочности, ресурса и безопасности трубопроводных систем, 

позволяя повысить точность оценок значений вероятностных параметров, определяющих 

кинетику усталостных трещин. Они дают возможность в математически корректной 

форме осуществить учет информации о состоянии рассматриваемого конструктивного 

элемента, получаемой на основании данных средств объективного контроля состояния, и 

уточнять оценки вероятности разрушения, повышая тем самым достоверность оценок 

циклического ресурса. 

2) Использование байесовых процедур способствует выбору оптимальной программы 

эксплуатации конструктивных элементов трубопроводных систем, принятию обоснован-

ных решений о замене поврежденных элементов и своевременной замене технологиче-

ских модулей, ресурс безопасной эксплуатации которых близок к исчерпанию. 

3) Представленный подход может стать ключевым элементом при реализации риск-

ориентированного подхода при эксплуатации трубопроводных систем, поскольку позволит 

проводить математически корректную процедуру уточнения риска усталостного разрушения 

после получения данных очередного неразрушающего контроля состояния трубопровода. 

 

 

Работа выполнена при поддержке  

Российского научного фонда — проект № 20-19-00769. 
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