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Работа посвящена теоретическому исследованию устойчивости поперечных колебаний двухосной тележки с 
криволинейным профилем поверхности катания колес. Развит подход к математическому моделированию дина-
мических систем железнодорожного транспорта на основе синтеза обобщенных моделей с учетом криволиней-
ного профиля и неровностей железнодорожного пути. Предложены условия устойчивости поперечных колеба-
ний. Получено зависящее от кривизны профиля и нагрузки соотношение для поступательной скорости тележки, 
с учетом условий устойчивости поперечных колебаний. Результаты могут найти применение в задачах проек-
тирования и совершенствования элементов и узлов железнодорожных вагонов, в задачах обеспечения безопасно-
сти движения железнодорожного транспорта, а также при исследовании динамики подвижного состава в раз-
личных условиях эксплуатации. 

The work is devoted to a theoretical study of the stability of transverse oscillations of a biaxial trolley with a curved 
profile of the rolling surface of the wheels. The approach to mathematical modeling of dynamic systems of railway 
transport based on synthesis of generalized models taking into account curvilinear profile and irregularities of railway 
track is developed. Stability conditions of transverse oscillations are proposed. The ratio depending on the curvature of 
the profile and the load is obtained for the translational speed of the trolley, taking into account the stability conditions of 
transverse vibrations. The results can be used in the problems of designing and improving elements and componentss of 
railway cars, in the problems of ensuring the safety of railway traffic, as well as in the study of the dynamics of rolling 
stock in various operating conditions. 

 
1. Введение. Одной из основных задач, решаемых 

инженерами и научными сотрудниками железнодорож-
ной отрасли, является задача обеспечения безопасного 
движения поездов. Вопросы безопасности движения 
тесно связаны с вопросами устойчивости поперечных 
колебаний ходовых частей рельсовых экипажей, 
влияющих на устойчивость от схода колеса с рельса.  

Различным аспектам устойчивости движения, в том 
числе и железнодорожного транспорта, посвящены 
многие исследования российских и зарубежных иссле-
дователей (см., например, [1]). Немаловажное значение 
в поддержании устойчивого движения имеет профиль 
поверхности катания колеса. На российских железных 
дорогах принята конусная поверхность катания колеса, 
обеспечивающая вписывание экипажей в кривые участ-
ки пути. В то же время конусность поверхности ката-
ния вызывает поперечные колебания колесных пар и 
тележек и с увеличением поступательных скоростей 

экипажей приводит к неустойчивым поперечным коле-
баниям [2, 3]. 

С учетом конусности поверхности катания возвра-
щающая сила, равная разности гравитационных сил, 
возникающих в контактах колес с такой конфигурацией 
поверхностей катания одной колесной пары, очень ма-
ла. Как показывают исследования [4, 5], придание по-
верхности катания колес криволинейной формы в зна-
чительной мере увеличивают значение возвращающей 
силы. Кроме того, при теоретических исследованиях 
устойчивости поперечных колебаний часто использу-
ются математические модели, недостаточно полно опи-
сывающие сущность взаимодействия в точке контакта 
колеса с рельсом поперек оси пути. Как правило, попе-
речная составляющая реакции рельса на колесо моде-
лируется при допущении ее пропорциональной зависи-
мости от скорости поперечных колебаний. Согласно 
этому допущению, параметр поперечных колебаний 
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при максимальном отклонении обращается в нуль, что 
приводит к тому, что действие возвращающей силы в 
модели не учитывается. 

Как показали исследования некоторых математиче-
ских моделей колесной пары и тележки, колеса кото-
рых имеют криволинейный профиль, устойчивость по-
перечных колебаний зависит от нагрузки на ось и кри-
визны поверхности катания колес [6, 7], а множество 
значений поступательной скорости устойчивых попе-
речных колебаний является расширенным по сравне-
нию с аналогичным показателем при коническом про-
филе. 

Настоящая работа посвящена нахождению макси-
мального значения скорости поступательного движения 
тележки, при котором наблюдаются устойчивые попе-
речные колебания тележки. Изучены условия устойчи-
вости в смысле А.М. Ляпунова поперечных колебаний 
двухосной тележки с криволинейным профилем по-
верхности катания колес, при движении по неровно-
стям с существенными отклонениями, но в пределах 
нормативных допусков. В рассматриваемой обобщен-
ной математической модели поперечных колебаний 
тележки учитывается криволинейность профиля по-
верхности катания колес [4], сила поперечного крипа 
[8] и неровность рельсовых нитей [9]. 

В статье развит подход к математическому модели-
рованию динамических систем железнодорожного 
транспорта на основе синтеза обобщенных моделей с 
учетом криволинейного профиля и неровностей рель-
совых нитей. Получено соотношение для поступатель-
ной скорости тележки, зависящее от кривизны профиля 
и нагрузки, с учетом условия устойчивости поперечных 
колебаний. Охарактеризованы перспективы построения 
и исследования математической модели движения же-
лезнодорожной тележки при наличии управляющих 
воздействий. Целью работы является развитие методи-
ческого обеспечения для качественного и численного 
исследования комплекса математических моделей ди-
намики подвижного состава с учетом важных систем-
ных эффектов.  

2. Модели поперечных колебаний железнодорож-
ной тележки с криволинейным профилем поверхно-
сти катания. Рассмотрим модель, задаваемую систе-
мой двух обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка: 
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где m, J – соответственно масса тележки и момент 
инерции тележки относительно вертикальной оси, про-

ходящей через центр масс; 0k P r  , P – соответст-

венно коэффициент крипа и давление колеса на рельс; 
r0 – радиус качения колеса в центральной установке 
колесной пары; 2i, 2β, β0 – соответственно конусность 
профиля поверхности катания колеса, кривизна профи-
ля катания колеса в его центральной установке, кривиз-

на профиля поверхности катания головки рельса, 
μ=2β/β0; 2s, 2l – соответственно расстояние между кру-
гами катания колес колесной пары, расстояние между 
колесными парами двухосной тележки; x  поступа-
тельная скорость движения тележки вдоль пути. Для 
величин в правых частях системы (1) выполняются со-
отношения 
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В (2) через ( ), ( )p p
ij ijy t y t  обозначены соответственно 

отклонение и скорость отклонения неровностей рельсо-
вых нитей в точках контакта каждого колеса (i=1, 2 – 
номер колесной пары, j=1, 2 – номер колеса колесной 
пары). 

Система однородных обыкновенных дифференци-
альных уравнений, соответствующая системе (1), имеет 
вид 
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Система (3) описывает собственные колебания те-
лежки при ее поступательном движении. Частные слу-
чаи системы вида (3) рассмотрены в [1, 6 , 7] и в других 
работах. 

3. Анализ устойчивости и выражение для крити-
ческой скорости. Рассмотрим задачу исследования 
устойчивости в смысле Ляпунова собственных колеба-
ний тележки, сводящуюся к исследованию устойчиво-
сти решений однородной системы (3), соответствую-
щей неоднородной системе (1). Для решения постав-
ленной задачи и дальнейшего применения критерия 
Гурвица [2] выполним ряд преобразований и сведем 
систему двух дифференциальных уравнений второго 
порядка вида (3) к одному дифференциальному уравне-
нию четвертого порядка. Для упрощения выкладок вве-
дем следующие обозначения: 
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С учетом (4) систему (3) можно представить в сле-
дующем виде: 
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В дальнейшем используется допущение о пренебре-
жении коэффициентом 3 ( )t  в силу его малости в срав-

нении с коэффициентом 1 . 
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После ряда преобразований получим дифференци-
альное уравнение четвертого порядка относительно 
относа центра масс тележки: 
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Для проверки отрицательности вещественной части 
корней соответствующего дифференциальному уравне-
нию (6) характеристического уравнения 

z4 + a1 z
3 + a2 z

2 + a3 z + a4 = 0                    (7) 

применим теорему Гурвица. С целью получения усло-
вий устойчивости исходя из (7) записана стандартная 
матрица Гурвица. Известно, условие отрицательности 
вещественных частей корней сводится к положительно-
сти миноров определителя матрицы Гурвица. В данном 
случае имеем   

∆1= a1 > 0,  ∆2= a1 a2 – a3 > 0, 

∆3= (a1 a2 – a3) a3–a1 a4 =∆2 ·a3 – a1 a4 > 0, a4 > 0. 

Таким образом, условия устойчивости сводятся к не-
скольким неравенствам. Следует отметить, что соглас-
но физическому смыслу справедливы условия положи-
тельности  
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Рассмотрим минор второго порядка ∆2 = a1 a2 – a3. 
После подстановки коэффициентов из уравнения (6) и 
преобразования получим: 
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Далее найдем оценку того, при каких скоростях бу-
дет положительным минор третьего порядка  

∆3 = (a1 a2 – a3) a3–a1 a4 =∆2 ·a3 – a1 a4 . 

Учитывая важность проведения анализа устойчиво-
сти при больших значениях поступательной скорости, 
для упрощения оценки в выражении минора ∆2 сделаем 
допущение о пренебрежении слагаемым, содержащим 
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После приведения к общему знаменателю получим  
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Приравнивая правую часть (8) к нулю, найдем выра-
жение для пороговой поступательной скорости движе-
ния тележки 
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Для значений, превышающих значения, определяе-
мые условием (9), поперечные колебания будут неус-
тойчивыми. 

Выполнив ряд преобразований с учетом подстановки 
выражений (4), получим формулу для нахождения кри-
тической скорости поступательного движения, при 
превышении которой движение тележки становится 
неустойчивым: 
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Анализ выражения (10) показывает, что скорость за-
висит от отношения кривизны профилей поверхности 
катаний колеса и рельса. Производная скорости по это-
му параметру имеет вид: 
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Нетрудно показать, что производная поступательной 
скорости положительна: 
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Так как параметр μ, исходя из физических соображе-
ний, может принимать значения от нуля до единицы и 
поступательная скорость свои наибольшее и наимень-
шее значения принимает только на границах этого 
множества. Значение μ=0 отвечает нулевой кривизне 
профиля, т.е. когда профиль катания прямолинейный. 
Но в этом случае значение критической скорости нуле-
вое и поперечные колебания тележки будут неустойчи-
выми. При μ=1 кривизна профиля поверхности катания 
равна кривизне головки рельса и в этом случае попе-
речные колебания исключены, но в этом случае желез-
нодорожная тележка не будет иметь возможности для 
разворота в кривых участках пути. Тем не менее, с уве-
личением кривизны профиля поверхности катания ко-
леса значение критической скорости увеличивается, и 
выбор кривизны необходимо производить с учетом 
других условий эксплуатации.  

Важно отметить, что криволинейный профиль по-
верхности катания колес, очерченный круговыми кри-
выми, был испытан применительно к поезду «Сапсан» 
[10]. Теоретические исследования динамических харак-
теристик движения поезда с криволинейным профилем 
катания колес производились при скоростях 250 км/час 
и показали, что в прямых участках пути касания греб-
ней колес с боковыми гранями рельсов не наблюдалось. 
Экспериментальные поездки вагонов и локомотива с 
переточенными колесами показали улучшение плавно-
сти хода, уменьшение рамных сил, «снижение показа-
телей, характеризующих боковую динамику экипажей, 
до значений, удовлетворяющих нормативным требова-
ниям, как при наличии продольных демпферов в цен-
тральной ступени подвешивания, так и при отсутствии 
их» [10, с. 98]. Таким образом, экспериментальные ис-
следования [10] согласуются с проведенным в настоя-
щей статье исследованием.  
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Перспективы дальнейших исследований связаны с 
выполнением серии вычислительных экспериментов по 
анализу и верификации: а) математической модели соб-
ственных поперечных колебаний железнодорожной 
тележки с учетом неровностей пути; б) математической 
модели вынужденных поперечных колебаний железно-
дорожной тележки с учетом неровностей пути; в) мате-
матической модели поперечных колебаний железнодо-
рожной тележки с учетом неровностей пути и с учетом 
управляющих воздействий; г) математической модели 
поперечных колебаний железнодорожной тележки с 
учетом неровностей пути, с учетом управляющих воз-
действий и критерия качества управления (модель оп-
тимального управления). 

Для исследования управляемого случая целесооб-
разно использовать алгоритмы численной оптимизации 
и методы искусственного интеллекта [11–14]. Указан-
ные методы позволяют выполнять поиск оптимальных 
траекторий на основе современных подходов к модели-
рованию управляемых динамических систем. Кроме 
того, для изучения математических моделей, учиты-
вающих криволинейный профиль поверхностей ката-
ния, планируется разработка программного комплекса с 
применением библиотек языка высокого уровня Python 
3 для моделирования и стабилизации систем динамики 
железнодорожного транспорта. Создание программного 
комплекса позволит выполнить серию вычислительных 
экспериментов, подтверждающих результативность 
теоретических исследований и интеллектуального 
управления. 
Заключение. Теоретические и экспериментальные 

исследования по совершенствованию моделей динами-
ки подвижного состава направлены на создание ком-
плекса обоснований введения в эксплуатацию криволи-
нейных профилей поверхности катания колес. В на-
стоящей работе предложено построение обобщенных 
моделей динамики подвижного состава, позволяющих 
учитывать системные эффекты. Следует отметить при-
кладную направленность разработанного методическо-
го обеспечения по оценке скоростей движения и по оп-
ределению критических значений скоростей с учетом 
проведенного анализа устойчивости. Результаты могут 
найти применение в задачах динамики подвижного со-
става в различных условиях эксплуатации, в задачах 
совершенствования конструкций ходовых частей же-
лезнодорожных вагонов, а также в задачах обеспечения 
безопасности скоростного и высокоскоростного движе-
ния железнодорожного транспорта. Кроме того, разра-
ботанное методическое обеспечение может служить 
основой разработки алгоритмов и создания программ-
ного обеспечения для верификации математических 
моделей подвижного состава.  
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