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Представлена модель движения абразивных мелкодисперсных материалов в транспортно-подающих и транс-
портно-технологических машинах в условиях режима движения с подбрасыванием, при котором перемещаемая 
сыпучая среда периодически теряет контакт с несущим её органом. На характер процесса значительное влияние 
оказывает соотношение сил трения и сил инерции, действующих на транспортируемый в условиях вибрации ма-
териал, проявляющееся через нормальную реакцию слоя груза на рабочую поверхность. Экспериментально опре-
делены значения коэффициента трения при движении сыпучего материала вдоль наклонной поверхности в усло-
виях стеснённого движения при скольжении. Выявлено влияние коэффициента трения и угла вибрации на 
эффективность транспортировки сыпучего материала при скользящем режиме и в  условиях движения с 
подбрасыванием. Получены зависимости скорости виброперемеще-ния частицы материала от параметров 
вибрации в этих режимах для различных этапов движения. Предложены рекомендации, обеспечивающие 
оптимальный режим движения сыпучей среды в транспортирующих виброустановках.   

A model of the movement of abrasive fine materials in transport-feeding and transport-technological machines under 
the conditions of a motion with a toss, in which the moving bulk medium periodically loses contact with the body carrying 
it, is presented. The nature of the process is significantly influenced by the ratio of friction and inertial forces acting on the 
material transported under vibration conditions, which manifests itself through the normal reaction of the load layer to the 
working surface. The values of the coefficient of friction were experimentally determined for the movement of bulk materi-
al along an inclined surface under conditions of constrained movement during sliding. The influence of the coefficient of 
friction and the angle of vibration on the efficiency of transportation of bulk material in sliding mode and in conditions of 
motion with tossing was revealed. The dependences of the speed of vibration displacement of a material particle on the 
vibration parameters in these modes for various stages of motion are obtained. Recommendations are proposed that en-
sure the optimal mode of movement of a granular medium in transporting vibratory installations. 

 
В технологических линиях многих производств ши-

роко используются ленточные, пластинчатые, скребко-
вые, шнековые конвейеры и питатели, имеющие, не-
смотря на массовое их применение, ряд недостатков, 
особенно проявляющихся при транспортировании аб-
разивных мелкодисперсных материалов. На технологи-
ческие и санитарно-гигиенические показатели произ-
водственных процессов негативным образом сказыва-
ется сильный износ движущихся частей исполнитель-
ных механизмов, значительные потери транспортируе-
мых продуктов в виде пыли и газов, выделение агрес-
сивных газов у нагретых сыпучих материалов и др. 

В связи с этим в последнее время все более широко 
проводятся изыскания в области создания эффективных 
транспортирующих, транспортно-подающих и транс-
портно-технологических машин, использующих прин-
цип вибрационного транспортирования [1]. Это обу-
словлено: 

 возможностью использования герметичных гру-
зонесущих органов для транспортирования газо- и пы-
леобразующих продуктов; 

 возможностью транспортирования горячих (до 
800С) материалов [2];  
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 простотой включения в автоматизированные 
технологические линии [2];  

 сравнительно невысокими затратами на содер-
жание и ремонт; низкой энергоемкостью и возможно-
стью совмещения транспортирования материала с раз-
личными технологическими операциями, такими как 
охлаждение, нагрев, сушка, возгонка, грохочение, обез-
воживание и т. п. [3 − 5]. 

Вибротранспортирующие машины способны заме-
нить такие традиционные виды непрерывного транс-
порта, как пластинчатые, скребковые, винтовые, ков-
шовые конвейеры, а при транспортировании горячих 
сыпучих материалов - и ленточные. Ограничиваться это 
может только налипанием пылевидных материалов на 
рабочие органы машин при угле подъема рабочего ор-
гана более 5. 

Вибротранспортирование отличается простотой кон-
струкций машин и одновременно сложностью процес-
сов, протекающих в перемещаемом материале. При 
выборе кинематических параметров виброконвейеров и 
вибропитателей учитываются условия их эксплуатации, 
необходимая производительность и свойства груза 
(гранулометрический состав, объемный вес, высота 
слоя). 

Анализ исследований [2, 3, 6] показал, что коэффи-
циент режима работы КР вибротранспортирующих ма-
шин, определяющий их динамическую грузоподъем-
ность, редко доходит до трех. В большинстве случаев, 
он равен 1,52,6, а в некоторых случаях даже 0,8…1,5 
[3, 6]. Увеличение коэффициента режима работы ведет 
к повышенному шуму при эксплуатации и снижению 
надежности узлов установок.  

Вибрационные питатели с малой длиной вибропо-
верхности можно эксплуатировать при КР  70, при 
этом движение груза осуществляется по более сложным 
законам. Дисперсно-динамическая картина в вибраци-
онных транспортно-технологических машинах (сушил-
ки, охладители и т.п.), использующих дополнительную 
фильтрацию жидкости или воздуха через слой, по своей 
природе такая же как и в вибротранспортирующих. 

В общем случае, при вибротранспортировке реали-
зуется либо безотрывный режим движения, либо режим 
движения с подбрасыванием, когда груз периодически 
теряет контакт с грузонесущим органом. На характер 
процесса значительное влияние оказывает соотношение 
сил трения и сил инерции вибротанспортируемого ма-
териала, проявляющееся через нормальную реакцию 
слоя груза на рабочую поверхность. При движении 
виброповерхности из нейтрального положения вверх и 
вперед силы трения уменьшаются, а силы инерции уве-
личиваются и, как только силы инерции превысят силы 
трения, частицы материала начинают перемещаться по 
виброповерхности. Когда амплитудное значение верти-
кальной составляющей ускорения виброповерхности 
превысит ускорение силы тяжести, частица материала 
от нее отрывается и совершает полет по параболе. 

Наклонная плоскость с находящейся на ней частицей 
с массой m совершает прямолинейные гармонические 
колебания в направлении, образующем угол β с плоско-
стью, с амплитудой А и частотой  по закону S ASint . 

Угол направления колебаний, называемый углом 
вибраций, лежит в пределах 

π

2
o                                          (1) 

На частицу действует сила тяжести P mg , сила су-

хого трения Fтр, нормальная реакция N и сила инерции 
2

инF mA Sinwt   (рис.1) 

Уравнения движения частицы относительно плоско-
сти в проекциях на подвижные оси координат будут 
иметь вид:  

2
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При движении частицы по вибрирующей плоскости 
координата y равна нулю, а сила трения Fтр определяет-
ся соотношениями 

тр
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 ,                          (3) 

где  f – коэффициент трения скольжения; 1f  – коэффи-

циент трения покоя. 
Нормальная реакция  N N t  определяется по вто-

рому уравнению (2) 

2N mg mA Sin Sint                      (4) 

Частица остается на вибрирующей плоскости при 
положительной нормальной реакции, то есть 

2

g
Sint

A Sin
                                  (5) 

При относительном покое частицы на вибрирующей 
плоскости (т.е. при 0x   и 0y  ) сила сухого трения 

0трF F  определяется первым уравнением (2): 

  2
0 0F F t mAw Cos Sint                   (6) 

 

Рис. 1. Схема действия сил на частицу насыпного груза:  
 – угол наклона грузонесущей поверхности;  

β – угол вибрации; mg – сила тяжести;  
N – нормальная реакция грузонесущей поверхности;  

Fин – сила инерции; Fин.нач – сила инерции в начальный  
момент времени; XOY – система отсчета, связанная  
с грузонесущей поверхностью; X’O’Y’ – абсолютная  

система отсчета 

Частица остается в состоянии относительного покоя 
на плоскости при условии, что сила трения 0F не пре-
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восходит по абсолютной величине предельного значе-
ния силы статического трения 1maxF f N . Это условие 

может быть представлено в виде неравенства 

     1 0 1f N t F t f N t                      (7) 

После ряда преобразований с использованием перво-
го уравнения в выражении (2), уравнения для силы тре-
ния (3) и выражения (4) получим уравнение движения 
частицы по горизонтальной плоскости, совершающей 
прямолинейные гармонические колебания 

 2 1 ,  x A Cos tg tg Sin t gtg                (8) 

где arctgf   – угол трения скольжения. 

Верхние знаки в этом уравнении соответствуют 
«скольжению частицы вперед» (обгон плоскости) 
( 0x  ), нижние знаки – «скольжению частицы назад» 
(запаздывание от плоскости) ( 0x  ). 

Уравнение (8) применительно только к скольжению 
частицы по плоскости, т.е. для фрагментов движения 
«скольжение частицы вперед» и «скольжение частицы 
назад». 

Из соотношений (4) и (5) следует, что нормальная 
реакция в любой момент времени положительна при 
выполнении условия 

2

1,p

A Sin
K

g


                               (9) 

и частица, попавшая на вибрирующую плоскость с ну-
левой поперечной составляющей скорости ( 0y  ), в 

дальнейшем остается на плоскости. 
Безразмерный параметр pK , представляющий собой 

отношение амплитудного значения вертикальной со-
ставляющей ускорения колеблющейся плоскости к ус-
корению силы тяжести, называется коэффициентом 
режима работы вибротранспортирующей установки. 

Если неравенство (9) не выполняется, то нормальная 
реакция  N t  равна нулю, и происходит отрыв части-

цы от грузонесущей поверхности (начало полета). Мо-
мент отрыва ot  определяется уравнением 

0 2

1

p

g
Sint

KA Sin 
                        (10) 

Дифференциальные уравнения полета частицы над 
плоскостью в подвижной системе координат XOY полу-
чаются из (2) при условии, что N = 0 и Fтр = 0: 

2
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Так как движение частицы по колеблющейся плос-
кости без отрыва от нее может происходить лишь при 

pK I , возможны следующие режимы ее движения 

частицы с периодом 0

2
T T




 : 

1 - «скольжение вперед» и «скольжение назад» с 
двумя длительными остановками в каждом периоде; 

2 - «скольжение вперед» и «скольжение назад» с 
двумя мгновенными остановками в каждом периоде; 

3 - «скольжение вперед» и «скольжение назад» с од-
ной длительной и с одной мгновенной остановками в 
каждом периоде; 

4 - скольжение в одном направлении с одной дли-
тельной остановкой в каждом периоде. 

Для 1-го режима, при движении частицы по плоско-
сти без подбрасывания, скорость перемещения ее и ко-
ордината находятся интегрированием уравнения (8) при 

начальных условиях:  * *x t x  ;  * 0x t   (верхний 

знак «скольжение вперед», нижний – «скольжение на-
зад»).  

   1x t A Cos tg tg       

   * * *Cos t Cos t gtg t t x               (12) 
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Момент смены режима движения определяются при-
равниванием нулю уравнения (12): 
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Обозначив через *t    и *t    фазовые углы, 

соответствующие моментам начала скольжения части-
цы вперед и назад, а через   t   и t    фазовые 

углы моментов остановки после скольжения частицы 
вперед и назад и вводя обозначения  
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получим трансцендентное уравнение, определяющее 
моменты смены режимов движения  

 Cos Cos z a                          (15) 

Решение уравнения (15) с помощью графика функ-
ции z Cos  позволяет определить величину  . 

Перемещение и средняя скорость движения частицы 
определяются для режимов движения без подбрасыва-
ния.  

Моменты перехода одного этапа движения к другому 
обозначим как 0t  , 0t , 0t   и 0t . Углы начала скольже-

ния вперед и скольжения назад определяются из выра-
жений: 

arcSinz  ; 
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Фазовые углы смены режимов движения 0  и 0  

определяются графоаналитическим способом. 
Перемещение частицы на этапе скольжения вперед 

( 0     ) составит: 
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0 0
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        (17) 

Перемещение частицы на этапе скольжения назад (

0     ) будет равно: 
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Полный путь частицы за время одного периода 

 TS S S                               (19) 

Средняя скорость движения  

ср 2
TS

V 


                               (20) 

После подстановки в уравнение (20) всех входящих в 
него выражений получим следующее выражение: 
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f
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 
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
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     
 

    
 

     


  

     (21) 

Обозначим  
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f
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K
 


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 
  

 

 


    

 
   

 

     
 

    
 

     


  

     (22) 

и подставим выражение (22) в уравнение (21). Уравне-
ние для средней скорости частицы примет вид 

ср zV A K Cos  ,                             (23) 

где 1zK K  – безразмерный коэффициент передачи 

горизонтальной составляющей скорости при 1-м режи-
ме работы. 

Для 2-го режима переход от одного этапа движения к 
другому будет происходить в моменты времени t и 

t . Им будут соответствовать фазовые углы: 

 
 2

Cos Cos z

Cos Cos z

   
    

    

    

   
    

           (24) 

Решение этих уравнений для определения фазовых 
углов моментов перехода будет иметь вид: 

 

 

1
2

1
2

f

f

K arcSin

K arcSin

  

 





    

   


,                 (25) 

где 

1

2
2 2

f

p
f

K

K
Sin K


 


  
 

                    (26) 

Перемещение частицы за этап скольжения вперед 

    определяются как 

   

   

2
 

1
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fS ACos K z

Cos Sin Sin

 

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 
   


    

         (27) 

Перемещение частицы за этап скольжения назад 

 2      при 2-м режиме составит: 

   

   

2
2

1
2

2

fS ACos K z

Cos Sin Sin

  


     

 
 

    

  
   


     

      (28) 

Тогда выражение для средней скорости движения 
частицы, при 2-м режиме, также может быть представ-
лено в виде уравнения (23), но zK  в этом случае будет 

равен 
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f
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Cos Sin Sin

K z

Cos Sin Sin

 


    

  

     




 

 


    

       
 

    
  

   


     



      (29) 

При 3-м режиме движения моментами перехода от 
одного этапа движени к другому будут 0t  , 0 и t t  . 

Угол начала скольжения вперед после длительной ос-
тановки 0t    и фазовые углы, соответствующие 

моментам перехода от скольжения вперед к скольже-
нию назад t   и от скольжения назад к длитель-

ной остановке 0 0t   , определяются как и в 1-м ре-

жиме движения. 
Выражения для перемещения частицы за этапы 

скольжения вперед      и назад  0    будут 

иметь вид: 
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   

   

2

0

0 0

 
1

2

 .

fS ACos K z

Cos Sin Sin

 


    

 
 

    

 
   


    

           (31) 

Тогда выражение для коэффициента передачи гори-
зонтальной составляющей скорости в уравнении (23) 
запишется: 
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       (32) 

Моментами перехода в 4-м режиме будут 0t   и 0t . 

Угол начала скольжения вперед после длительной ос-
тановки и фазовый угол, соответствующий моменту 
перехода от скольжения вперед к длительной останов-
ке 0 0t   , определяется так же как в 1-м и 3-м ре-

жиме. 
Перемещение частицы на этапе скольжения вперед 
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             (33) 

Для коэффициента передачи горизонтальной состав-
ляющей скорости в уравнении (23) будем иметь:  
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        (34) 

В конкретных случаях, при решении практических 
задач для определения степени влияния коэффициента 
трения и угла вибрации на эффективность вибротранс-
портирования целесообразно вычислять все возможные 
значения zK  в зависимости от коэффициента трения f 

при заданных значениях коэффициента режима работы 
и угла вибрации β. 

Коэффициент трения скольжения является величи-
ной, влияющей на процесс движения сыпучей среды, и 
явился объектом экспериментального исследования для 
абразивного мелкодисперсного материала, движущего-
ся вдоль наклонной поверхности (рис. 1). Для опытов 
отбиралась представительная проба элементов порядка 
(3000÷10000), что соответствует условиям представи-
тельности по ГОСТ 17495-72 "Методы отбора и подго-
товки проб для определения физико-механических ха-
рактеристик насыпных материалов".  

            f 

 

а) 

           f 

б) 

Рис. 2. Изменение коэффициента внешнего трения f-  
в зависимости от: 

а – фракционного состава при температуре:  
1 – 1000 С; 2 – 1400 С; 3 – 1800 С, 

б – нормального давления (МПа) для фракционного состава:  
1 – 10/7; 2 – 7/5; 3 – 3/2 

На рис. 2 и в табл. 1 приведены результаты экспери-
ментального исследования коэффициента трения f о 
стальную стенку модельной установки при различной 
её влажности. 

Исследования проводились при среднем значении 
пористости ε около стенки, равном ε = 0,34, и при изме-
нении влажности сыпучей среды от 0 до 60%. Результа-
ты экспериментальных исследований коэффициента 
трения f представлены на рис. 3, из которого следует, 
что он зависит от влажности, с увеличением которой он 
уменьшается. 
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Таблица 1 

Результаты экспериментального исследования  
коэффициента трения  dэк = (10,61 ÷ 13,18)  

при различной влажности W% 

W, % , HP  1,HP  2 ,НP  1, HS  2 , HS  f  

0 12,0 8,0 4,0 5,1 2,77 0,58 

0 18,0 12,0 6,0 7,3 3,7 0,60 

20 12,0 8,0 4,0 4,06 2,1 0,49 

20 18,0 12,0 6,0 5,17 2,7 0,50 

40 12,0 8,0 4,0 2,98 1,5 0,37 

40 18,0 12,0 6,0 4,55 2,3 0,375 

60 12,0 8,0 4,0 2,02 1,1 0,23 

60 18,0 12,0 6,0 2,75 1,25 0,25 

 
Аппроксимацию этой зависимости предлагается вы-

полнить в виде алгебраического полинома 3-й степени: 

3 2y a x b x c x d       , 

где a,b,c,d – коэффициенты полинома; x – влажность 
материала засыпки, %; y – коэффициент трения. 

Подбор значений коэффициентов с помощью проце-
дуры Левенберга-Маккардта в среде MathCad-14 дает 
для функций коэффициента внешнего трения от влаж-
ности следующие выражения: 

f = 3,78·10-7 W 3 – 5,75·10-5W 2 – 0,0037W + 0,59. 

 

Рис. 3. Зависимость коэффициента f от влажности частиц при 
dэк = (10,61 ÷ 13,18) мм: о – опытные точки для уплотняющей 
нагрузки Р = 12 Н; ● – опытные точки для уплотняющей  

нагрузки Р = 18 Н; —— – расчёт по зависимости 

По формулам (22, 29, 32 и 34) строятся зависимости 
коэффициента передачи горизонтальной составляющей 
скорости zK  при ограниченных значениях вертикаль-

ной составляющей ускорения, задаваемых коэффици-
ентом режима работы рK  = [0,2; 1,0] c шагом 0,1, при 

значениях угла вибрации β = [15; 30] с шагом 5. 
Пользуясь этими графиками, легко можно оценить 

эффективность вибротранспортировки и вычислить 
скорость виброперемещения при заданных значениях 
A, , β, рK  и известном коэффициенте трения сколь-

жения транспортируемого груза по формуле (23), где 
значение ZK  берется из соответствующего графика. 

При построении графиков зависимости  K F f , 

при постоянном значении коэффициента режима рабо-
ты, вычисления достаточно произвести для одного угла 
вибрации, например β = 30. Для этого находятся усло-
вия, при которых коэффициент передачи скорости, оп-
ределяемый равенствами (22, 29, 32, 34), будет посто-
янным при неизменном значении коэффициента режи-
ма работы и переменном угле вибраций. 

Анализ указанных выражений показывает, что коэф-
фициент передачи скорости будет постоянным при не-
изменной величине коэффициента режима работы и 
изменяющемся угле вибраций лишь при условии 

tg tg const                                  (35) 

Таким образом, зная значение коэффициента переда-
чи скорости для одного угла вибрации β, легко найти по 
равенству (35) значение коэффициента трения ( 2tg ) 

при другом угле вибрации β2, которому соответствует 
такое же значение zK  при рK const .  

Анализ полученных данных для значений коэффици-
ента передачи горизонтальной составляющей скорости 
вибраций показывает, что в режимах движения «без 
подбрасывания» коэффициент трения материала о гру-
зонесущую поверхность рабочего органа и угол вибра-
ций оказывают существенное влияние на эффектив-
ность вибротранспортирования. Коэффициент передачи 
горизонтальной составляющей скорости вибраций при 
постоянном значении коэффициента режима работы 
сначала возрастает с увеличением коэффициента тре-
ния, достигая максимума при определенном соотноше-
нии коэффициента трения и угла вибраций, а затем 
плавно снижается. 

Это обстоятельство необходимо учитывать при вы-
боре параметров вибротранспортирующей установки и 
подбирать такие соотношения между коэффициентом 
режима работы и параметром tg tg  , которые обеспе-

чат максимальное значение коэффициента передачи 
скорости. 

Выводы 

1. Выявлено влияние коэффициента трения и угла 
вибрации на эффективность вибротранспортирования 
сыпучего материала. 

2. Получены зависимости скорости виброперемеще-
ния частицы материала от параметров вибрации в 
режиме подбрасывания и в скользящем режиме для 
различных этапов движения.  

3. Предложены рекомендации по определению 
степени влияния коэффициента трения и угла вибрации 
на эффективность вибротранспор-тировки. 

Список принятых обозначений 

А  амплитуда вибрации; 

*

1

1 f

a
K

  
   безразмерный коэффициент; 

*

1

1 f

a
K

  
   безразмерный коэффициент; 

 f – коэффициент трения скольжения; 

   1f  – коэффициент трения покоя; 

Fин – сила инерции; 
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Fин.нач – сила инерции в начальный момент времени; 
Fтр  сила сухого трения, действующая на частицу 

материала; 

0F   сила трения при в относительном покое; 

g  ускорение свободного падения; 
 pK  коэффициент режима работы вибротранспор-

тирующей установки; 

fK tg tg    безразмерный коэффициент; 

zK  – безразмерный коэффициент передачи гори-

зонтальной составляющей скорости, равный для 1,2,3, и 
4-го режимов работы, соответственно, 1 2 3 4, ,  и K K K K ; 

m  масса частицы материала; 
N  нормальная реакция грузонесущей поверхности; 

 P  сила тяжести, действующая на частицу 
материала; 

S  перемещение наклонной плоскости; 
  S перемещение частицы на этапе скольжения впе-

ред; 
  S перемещение частицы на этапе скольжения на-

зад; 
 TS  полный путь частицы за время одного периода; 

t  мгновенное время; 

ot   момент отрыва частицы от грузонесущей плос-

кости; 

0t  , 0t , 0t   и 0t   моменты перехода одного этапа 

движения к другому; 
T   период движения частицы; 

срV   средняя скорость движения частицы; 

,   x y  проекции скорости вибрации на оси координат; 

,   x y  проекции ускорения вибрации на оси 

координат; 
XOY – система отсчета, связанная с грузонесущей 

поверхностью; 
X’O’Y’ – абсолютная система отсчета; 

 * *  x t x   ускорение частицы при движении «без 

подбрасывания» в начальный момент времени *;t  

 1

f

p f

K
z

K K
  

  безразмерный коэффициент; 

 1

f

p f

K
z

K K
   

  безразмерный коэффициент; 

 – угол наклона грузонесущей поверхности; 
   угол вибраций; 

*t    и *t     фазовые углы, соответствую-

щие моментам начала скольжения частицы «вперед» и 
«назад» относительно грузонесущей поверхности;  

*

*

x

A Cos


 


   безразмерный коэффициент; 

  – угол трения скольжения; 

 t   и  t    фазовые углы моментов оста-

новки после скольжения частицы «вперед» и «назад»; 

1

2
2 2

f

p
f

K

K
Sin K


 


  
 

  безразмерный коэффи-

циент; 
  частота вибрации. 
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