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Рассматривается вариант построения математической модели для исследования статистических характе-
ристик продольного движения упругого летательного аппарата с автоматом продольного управления. Приво-
дятся результаты сравнения статистических характеристик продольного движения, полученных с использова-
нием статистических моделей жесткого и упругого летательного аппарата, разработанных в среде Simulink 
программы MATLAB.  

In article the variant of construction of mathematical model for research of statistical characteristics of longitudinal 
movement of an elastic aircraft with the pitch autopilot of longitudinal management is considered. Results of comparison 
of statistical characteristics of the longitudinal movement received with use of statistical models of a rigid and elastic air-
craft, developed in the environment of Simulink programs MATLAB are resulted.  

 
Введение 

В настоящее время большой интерес представляет 
исследование особенностей пространственного движе-
ния летательных аппаратов (ЛА) с учетом упругих (из-
гибных) колебаний их конструкции [1-4]. Это обуслов-
лено тем, что безопасность полета любого типа ЛА в 
существенной степени зависит от состояния элементов 
его конструкции (фюзеляжа, крыльев, стабилизатора и 
органов управления). При этом допущение об абсолют-
ной жесткости конструкции, принимаемое обычно в 
большинстве работ, например в [5-8], при моделирова-
нии систем не совсем адекватно отражает зависимость 
параметров полета ЛА от состояния (колебаний) эле-
ментов их конструкции. В реальности ЛА упруги и их 
отдельные элементы (части) подвергаются деформации 
под воздействием внешних сил. Сложное взаимодейст-
вие аэродинамических нагрузок, обусловленных как 
внешними воздействиями, так и управляющими воз-
действиями экипажа, и упругости конструкции ЛА, 
обычно называемое аэроупругостью [4], приводит к 
изменению аэродинамических сил и моментов, воздей-
ствующих на элементы его планера, приращение кото-
рых, в свою очередь, ведет к изменению величины и 
характера этих деформаций. Такие изменения, в ряде 
случаев, могут привести к появлению режима незату-

хающих упругих колебаний и даже к разрушению эле-
ментов планера ЛА. 

Природа и математические модели таких упругих 
колебаний конструкции (фюзеляжа) ЛА подробно рас-
сматривались в ряде известных работ [1-3].  

Рассмотрим одну из наиболее известных моделей та-
ких упругих колебаний фюзеляжа ЛА, предложенную в 
[3]. Эта модель учитывает наличие силы, сосредото-
ченной в какой-то точке конструкции ЛА, и, например, 
для силы, создаваемой рулевой поверхностью, форма-
лизуется следующим образом [3]: 

1

( , ) ( ) ( ),i i
i

U x t x r t




                        (1) 

где U(x,t)- мгновенное отклонение (прогиб) точки с ко-
ординатой x в направлении нормальной оси OY по от-
ношению к жесткому ЛА; 

  φi(x)- функция формы i-го тона изгибных колеба-
ний; 

  ri(t)- функция, описывающая колебания i-го тона во 
времени. 

Функция ri(t), с достаточной для практики точно-
стью, задается следующим дифференциальным уравне-
нием 
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где ωi ,ξi – частота изгибных колебаний и коэффициент 
демпфирования изгибных (упругих) колебаний соот-
ветственно; 

  δp(t), xp, Kp – отклонение рулевого органа, коорди-
ната точки приложения управляющего воздействия и 
коэффициент пропорциональности соответственно; 

  Mi – обобщенная масса фюзеляжа [4]. 

В [3] показано, что при использовании модели (1), 
уравнений динамики короткопериодического продоль-
ного движения ЛА как твердого (жесткого) тела и в 
предположении, что датчик угловой скорости (ДУС) 
продольного канала воспринимает сумму скорости тан-

гажа жесткого ЛА (


) и угловой скорости элементов 

упругой линии в месте установки ДУС ( изг


) переда-
точная функция такого упругого ЛА по скорости тан-
гажа может быть представлена в следующем виде : 
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где 
B

W 



 – передаточная функция продольного канала; 

      


 - суммарная скорость тангажа; δр – перемещение 

органа управления ЛА (руля высоты); 
  Tθ - постоянная времени ЛА, характеризующая его 

маневренность в продольном движении; 

 BK

 – коэффициент пропорциональности по угловой 

скорости тангажа 


; 

  К –передаточные числа соответствующих динами-
ческих элементов; 

 ωа - частота недемпфированных короткопериодиче-
ских колебаний ЛА; 

 ξа –логарифмический декремент затухания колеба-
ний; 

 ωi, ξi – собственная частота и коэффициент демпфи-
рования i- го тона упругих колебаний конструкции ЛА 
соответственно; 

, ,i i iK    -параметры эквивалентных передаточных 

функций от упругих колебаний i-х тонов к скорости 
тангажа, полученные после преобразования параллель-
ного соединения динамических звеньев в их последова-
тельное соединение; 

 p – оператор дифференцирования. 

С использованием выражения (3) в работах [3-4] ис-
следовались частотные характеристики короткоперио-
дического продольного движения упругого ЛА. Были 
определены логарифмические амплитудно-частотные 
(ЛАЧХ) и фазо-частотные характеристики (ФЧХ), со-
ответствующие рассматриваемой передаточной функ-
ции с учетом первого и второго тонов изгибных коле-
баний, проведен их анализ и сравнение с характеристи-
ками жесткого ЛА. В [9] с использованием имитацион-
ных моделей жесткого и упругого ЛА было проведено 
сравнение их переходных характеристик и определены 

такие значения параметров упругих колебаний, при 
которых происходит деформация ПХ продольного ка-
нала, приводящая к ухудшению динамических свойств 
ЛА. При этом считалось, что параметры упругих коле-
баний конструкции ЛА (коэффициенты передачи, соб-
ственные частоты и коэффициенты демпфирования i- х 
тонов колебаний) носят детерминированный характер. 
В то же время случайные изменения параметров упру-
гих колебаний рассматриваемых тонов могут привести 
к ухудшению качества переходных процессов в замк-
нутом контуре продольного движения и усложнению 
процесса пилотирования ЛА. Представляет интерес 
также учет более высоких тонов изгибных колебаний, 
например третьего тона, и определение таких парамет-
ров этих колебаний при которых проявляются сущест-
венные изменения ПХ и статистических характеристик. 

Поэтому разработка математических моделей для 
исследования статистических характеристик упругого 
ЛА, необходимых для корректного моделирования 
движения ЛА с учетом его упругих свойств, является 
важной задачей, направленной на дальнейшее повыше-
ние безопасности полетов в условиях влияния как 
управляющих воздействий пилота, так и внешних воз-
мущений. 

Для решения этой задачи будем использовать типо-
вую математическую модель продольного движения 
жесткого ЛА с автопилотом тангажа с жесткой обрат-
ной связью, внутренним контуром которого является 
автомат демпфирования (демпфер тангажа), предназна-
ченный для искусственного повышения демпфирую-
щих свойств ЛА в короткопериодическом движении. 
При этом обеспечивается снижение степени колеба-
тельности реакции ЛА на отклонение органов (рычагов) 
управления и уменьшение длительности переходных 
процессов управления угловыми движениями ЛА [5]. 

Рассмотрим более подробно модель короткоперио-
дического продольного движения ЛА с автопилотом 
тангажа с ЖОС и автоматом демпфирования [3,4]. 

Типовая модель канала продольного движения  
жесткого летательного аппарата с автопилотом  

тангажа с жесткой обратной связью и  
демпфером тангажа 

Математическая модель процесса короткопериоди-
ческого движения ЛА по скорости тангажа разработана 
в [3,4] с использованием линеаризованных уравнений 
продольного движения ЛА. В этой модели, описываю-
щей работу автопилота тангажа с жесткой обратной 

связью, угловая скорость тангажа z 


  определяется 

следующими соотношениями [6-9]: 
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 p – оператор дифференцирования; 

B – перемещение органа управления ЛА (руля вы-

соты); 

 
z

BW p  - передаточная функция, связывающая ско-

рость тангажа ωz =


 с отклонением органа управления 
тангажом; 

 θ, α, V– угол наклона траектории полета, угол атаки 
и скорость полета ЛА соответственно; 

 Tθ - постоянная времени ЛА, характеризующая его 
маневренность в продольном движении; 

BK – коэффициент пропорциональности по углу ата-

ки α; 

ya – коэффициент, характеризующий степень влия-

ния угла атаки α на подъемную силу y; 
B

zm  - коэффициент эффективности органа управле-

ния тангажом (производная коэффициента аэродинами-
ческого момента тангажа по углу отклонения органа 
управления); 

yC


  - производная коэффициента аэродинамической 

нормальной силы по углу атаки;,  , P - плотность ат-

мосферы и тяга двигателя ЛА соответственно; 
ωа, ξа – частота недемпфированных короткопериоди-

ческих колебаний ЛА и логарифмический декремент 
затухания колебаний соответственно; 

m – масса ЛА; 
S, bA – площадь и средняя аэродинамическая хорда 

крыла соответственно; 
Iz – момент инерции ЛА относительно поперечной 

оси. 

Жесткой отрицательной обратной связи по угловой 
скорости, чаще всего применяемой для демпфирования 
угловых колебаний ЛА, соответствует передаточная 
функция [3] 

  z
oc BW p K , 

где zK
в


-передаточное число (коэффициент усиления 

демпфера), показывающее, на какой угол автомат от-
клонит руль высоты при изменении угловой скорости 
тангажа ωz на единицу. 

Структурная схема рассматриваемого канала про-
дольного движения приведена на рис.1 [3,4]. Такой ка-
нал мы и будем использовать ниже при разработке ста-
тистической модели. 

 

Рис. 1. Структурная схема канала продольного движения ЛА 
с автопилотом тангажа с ЖОС 

Как видно из рис.1, демпфер тангажа по сигналу уг-
ловой скорости является внутренним контуром автома-
та продольного управления. 

С использованием схемы (рис.1) в программной сре-
де Simulink программы MATLAB [13,14] была разрабо-
тана статистическая имитационная модель канала про-
дольного управления ЛА с автопилотом тангажа, пока-
занная на рис. 2. Рассмотрим ее краткое описание. 

 

 

 
Рис. 2. Структурная схема статистической модели канала продольного движения ЛА с автопилотом тангажа,  

разработанная в среде расширения Simulink программы MATLAB 
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Описание статистической имитационной модели 
канала продольного управления ЛА с автопилотом 

тангажа 

Имитационная статистическая модель канала про-
дольного движения ЛА (канала управления тангажом 
ЛА), внутренним контуром которого является демпфер 
тангажа, разработана с использованием структурной 
схемы, изображенной на рис. 1, и приведенных выше 
выражений для динамических элементов. Модель разра-
ботана для сигналов текущего отклонения угла тангажа 
ЛА от заданного значения (Δθ) с использованием полу-
чивших широкое распространение методов теории слу-
чайных процессов и автоматического управления [6-11].  

Структурная схема статистической модели канала 
продольного движения ЛА с автопилотом тангажа с 
ЖОС и демпфером тангажа, разработанная в среде 
расширения Simulink программы MATLAB, и осцилло-
граммы процессов в различных точках замкнутой сис-
темы приведены на рис. 2. Эта модель разработана для 
исследования статистических характеристик канала 
продольного движения упругого ЛА с автопилотом 
тангажа, таких как математическое ожидание (МО) и 
среднеквадратическое значение ошибок (СКО) отра-
ботки угла тангажа ЛА. 

На рис. 2 блок «Step» задает единичное ступенчатое 
воздействие для исследования реакции на него модели 
продольного канала. Блок «Transfer Fcn» представляет 
собой динамическое звено канала продольного движе-
ния ЛА по скорости тангажа, а блок «Transfer Fcn 1»- 
по углу атаки. Коэффициенты усиления блоков «Gain», 
«Gain 1», «Gain 2» и «Gain 5», соответствующие пере-
даточным числам контура продольного движения, по-
добраны так, чтобы обеспечить приемлемое качество 
регулирования и вид ПХ для типового режима полета 
ЛА [4]. Их значения равны: Gain=-37.5, Gain1=-0.5, 
Gain2=-0.7, Gain5= Gain7=57.3, а сигнал на выходе 
блока «Step» - 10/57.3. В модели блок «Block casual 
wind» формирует значения случайных порывов ветра, 
обусловленных атмосферной турбулентностью. Блоки 
«Display» отображают цифровую информацию (теку-
щее время моделирования и номер реализации), блоки 
«Scope» - виртуальные осциллографы, предназначен-
ные для наблюдения переходных процессов в различ-
ных точках схемы. Блоки «To File» передают сигнал в 

другую модель, а «To Workspace» - передают информа-
цию в рабочую область MATLAB. 

При моделировании рассматривались следующие 
гипотетические условия полета и характеристики жест-
кого ЛА, достаточные для понимания существа вопро-
са: H=1000 м, V=139 м/с, m=30000 кг, S=50 м2, 

bA=,P00=2.62*105Н, yC


 =4.6, ωa=5, ξa=0.5, BK =4.62, 

BK

 =1.5, τα=3.9, Tθ=2. [4]. 

Кроме того, считалось, что случайные порывы ветра, 
влияющие на направление полета ЛА, воздействуют на 
вектор угла наклона траектории θ, то есть на управляе-
мое движение ЛА. При этом угол наклона траектории 
θt, являющийся выходом модели канала продольного 
движения ЛА, представляет собой сумму угла θогр, оп-
ределяемого командами управления, и случайного угла 
θВ, обусловленного воздействием ветровых возмуще-
ний: t огр В    . 

Скорость случайных порывов ветра моделируется 
как случайный процесс с выхода формирующего 
фильтра (ФФ), на вход которого подается стандартный 
белый шум с нулевым математическим ожиданием и 
единичной дисперсией. Передаточная функция такого 
ФФ задается выражением вида [12]: 

  2

1
B B

фф
B

W p
p

 

 


 

,                          (4) 

а зависимость случайного приращения θВ угла на-
клона траектории θ от скорости порывов ветра ξВ 
выражением: 

 1
B

B T p V

 
  

,                             (5) 

где B , B  - среднеквадратическое отклонение слу-

чайных порывов ветра и время корреляции. 
Реализация блока «Block casual wind» в среде расши-

рения Simulink [13] программы MATLAB показана на 
рис. 3, а программы статистической обработки 
выходных сигналов имитационной модели канала 
продольного движения жесткого ЛА в среде MATLAB 
[14] на рис. 4. 

 

Рис.3. Реализация в среде расширения Simulink программы MATLAB блока формирования значений  
случайных порывов ветра «Block casual wind» 
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Рис. 4. Реализация в среде MATLAB программы статистической обработки выходных сигналов  

имитационной модели канала продольного движения жесткого ЛА 

Результаты моделирования в среде Simulink, полу-
ченные при принятых исходных данных, приведены на 
рис. 2 в виде осциллограмм (Scope6 и Scope3) реализа-
ций сигналов в различных точках модели. На осцилло-
графе Scope6 показаны графики одной реализации сиг-
налов в различных точках продольного канала (контура 
угловой скорости тангажа). Сплошной линией показан 
сигнал ошибки тангажа, точечной линией – сигнал 
ошибки внутреннего контура (автомата демпфирова-
ния), а пунктирной линией – сигнал угловой скорости 

тангажа ωz =


. На осциллографе Scope3 показаны гра-
фики одной реализации сигналов на выходе канала: 
сплошной линией – сигнал угла тангажа при отсутствии 
ветровых возмущений, а точечной линией – при воз-
действии случайных порывов ветра с СКО B =6 м/с. 

Таким образом, математическая модель описывает 
динамику процессов функционирования канала про-
дольного движения ЛА с автопилотом тангажа с ЖОС 
и может быть использована для оценки статистических 
характеристик (МО, СКО) канала продольного движе-
ния и их сравнения с характеристиками упругого ЛА. 
Для оценки динамических свойств и устойчивости мо-
делируемого канала были определены не только его 
переходные характеристики (рис. 5б), но и амплитудно-

частотные и фазо-частотные характеристики с исполь-
зованием пакета Linear Analysis Tool программы Sim-
ulink (рис. 5а).  

Зависимости, представленные на рис.5, свидетельст-
вуют об устойчивости, приемлемых динамических 
свойствах системы и подтверждают работоспособность 
модели. 

На основе разработанной выше модели будем стро-
ить статистическую имитационную модель канала про-
дольного движения упругого ЛА. 

Статистическая имитационная модель канала  
продольного движения упругого  

летательного аппарата 

На основе статистической модели жесткого ЛА 
(рис. 2) с использованием передаточной функции 
упругого ЛА по скорости тангажа (3) была разработана 
статистическая имитационная модель канала продоль-
ного движения упругого ЛА с автопилотом тангажа, 
учитывающая первые три тона изгибных колебаний 
фюзеляжа. Фрагмент интерфейса расширения Simulink 
программы MATLAB c разработанной моделью канала 
продольного движения (управления тангажом полета) 
упругого ЛА и базовой моделью жесткого ЛА приведен 
на рис. 6. 

 

 
                                                         а)                                                                                                  б) 

Рис. 5. Логарифмическая АЧХ и ФЧХ, соответствующие передаточной функции продольного канала  
по скорости тангажа для жесткого ЛА, представленные в окне LTI-Viewer  

пакета Linear Analysis Tool программы Simulink (а) и ПХ канала (б) 
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Рис. 6. Фрагмент интерфейса расширения Simulink программы MATLAB с базовой статистической моделью жесткого ЛА  
(вверху) и статистической моделью канала продольного движения упругого ЛА (внизу) 

В верхней части рис. 6 изображена статистическая 
модель продольного движения жесткого ЛА, а внизу – 
модель упругого ЛА, учитывающая изгибные колеба-
ния его конструкции (фюзеляжа) и случайные измене-
ния параметров этих колебаний. Для обеспечения ком-
пактности модели передаточная функция упругого ЛА 
по скорости тангажа (3), учитывающая первые три тона 
изгибных колебаний, представлена на рис. 6 в виде 

подсистемы Elastic Subsystem. Структурная схема этой 
подсистемы показана на рис. 7. При этом параметры 
передаточных функций тонов упругих колебаний (пе-
редаточные числа, собственные частоты, коэффициен-
ты демпфирования) задаются в виде случайных функ-
ций с соответствующими математическими ожидания-
ми и среднеквадратическими отклонениями. 

 

 

а) 

 

б) 

Рис. 7. Структурная схема подсистемы Elastic Subsystem, моделирующей передаточную функцию  
по скорости тангажа с учетом первых трех тонов упругих колебаний фюзеляжа ЛА  
при детерминированном (а) и случайном характере значений их параметров (б) 
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Все динамические элементы обеих моделей, пока-
занных на рис. 6, за исключением передаточных функ-
ций по скорости тангажа, имеют одинаковые значения 
характеристик, соответствующие приведенным выше.  

На рис. 6 и рис. 8 приведены также графические за-
висимости, подтверждающие работоспособность моде-
лей продольного движения ЛА и возможность их ис-
пользования для сравнения переходных реакций и ста-
тистических характеристик жесткого и упругого ЛА. 

На рис. 8 показаны осциллограммы сигналов в раз-
личных точках контура угловой скорости тангажа. То-
чечной линией показан сигнал ошибки тангажа, тонкой 
сплошной линией – сигнал ошибки внутреннего конту-
ра (АД), а толстой сплошной линией – сигнал угловой 

скорости тангажа ωz =


. 

 

Рис. 8. Осциллограммы сигналов в контуре угловой скорости 
тангажа канала продольного движения упругого ЛА 

Для оценки динамических свойств и устойчивости 
моделируемого канала продольного движения упругого 
ЛА с использованием пакета Linear Analysis Tool про-
граммы Simulink были определены его амплитудно-
частотная и фазо-частотная характеристики (рис. 9а). 
На рис.9б) представлены переходные характеристики 
продольного канала ЛА по скорости тангажа для жест-
кого ЛА (сплошная линия) и упругого ЛА (пунктирная 
линия). 

Представленные переходные характеристики (рис. 9б) 
получены на имитационной модели в условиях, когда 
упругие колебания приводят к ее деформации и имеют 
следующие детерминированные значения параметров: 

- для первого тона изгибных колебаний фюзеляжа 

 К1  =  -10 1/с2;  ω1 =  14.1 1/с; ξ1= 0.035 ;  

21
11.01K

c
 .; 1

113.8 c  ; 1 0.0362  ; 

- для второго тона изгибных колебаний фюзеляжа 

 К2  =  -4 1/с2;  ω2 =  22.4 1/с; ξ2= 0.0223 ; 

22
10.95K

c
 ; 2

119.5 c  ; 2 0.0256  ; 

- для третьего тона изгибных колебаний фюзеляжа 

 К3  =  -1.5 1/с2;  ω3 =  31.6 1/с; ξ3= 0.0158 ; 

23
10.901K

c
 ; 3

129.5 c  ; 3 0.0169  . 

При этом, если упругие колебания имеют значения 
параметров, соответствующие принятым в [9]: 

- для первого тона изгибных колебаний фюзеляжа 

 К1  =  -10 1/с2;  ω1 =  10 1/с; ξ1= 0.05 ; 

21
11.01K

c
 ; 1

19.53 c  ; 1 0.0755  ; 

- для второго тона изгибных колебаний фюзеляжа 

 К2  =  -5 1/с2;  ω2 =  20 1/с; ξ2= 0.02 ; 

22
11.049K

c
 ; 2

119.53 c  ; 2 0.02488  ; 

- для третьего тона изгибных колебаний фюзеляжа 

 К3  =  -2 1/с2;  ω3 =  30 1/с; ξ3= 0.01 ; 

23
11.01K

c
 ; 3

129.5 c  ; 3 0.0145  , 

то переходные характеристики жесткого и упругого ЛА 
совпадают, хотя и наблюдаются изменения в ЛАЧХ и 
ФЧХ в виде изменения амплитуды и фазы сигнала на 
частотах, близких к тонам упругих колебаний, имею-
щие меньшие всплески, чем на рис. 9а. Эти результаты 
позволяют говорить об отсутствии влияния таких коле-
баний с рассматриваемыми параметрами на динамиче-
ские свойства и устойчивость исследуемой системы. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 9. Логарифмическая АЧХ и ФЧХ, соответствующие  
передаточной функции продольного канала по скорости  

тангажа для упругого ЛА, представленные в окне LTI-Viewer 
пакета Linear Analysis Tool программы Simulink (а) и  

ПХ канала упругого ЛА (б) 
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Результаты же моделирования, приведенные на 
рис. 9б, показывают, что даже при незначительном из-
менении параметров 2-го и 3-го тонов упругих колеба-
ний фюзеляжа происходит изменение фазовых, ампли-
тудно-частотных и динамических характеристик канала 
продольного движения ЛА. На частотах, близких ко 
2-му и 3-му тону изгибных колебаний, увеличиваются 
провалы и скачки в фазовой характеристике, а также 
скачки амплитуды на ЛАХЧ, приводящие к колебаниям 
запаса устойчивости. ПХ изменяется таким образом, 
что это приводит к росту времени достижения устано-

вившегося значения, уменьшению скорости ее нараста-
ния и большей инерционности канала управления [9]. 

Результаты статистического моделирования 

Для обеспечения возможности статистического моде-
лирования канала продольного движения упругого ЛА и 
сравнения его результатов с результатами для жесткого 
ЛА была разработана программа совместной статисти-
ческой обработки выходных сигналов имитационных 
моделей каналов продольного движения жесткого и 
упругого ЛА в среде MATLAB, приведенная на рис. 10. 

 

Рис. 10. Программа совместной статистической обработки выходных сигналов  
имитационных моделей каналов продольного движения жесткого и упругого ЛА в среде MATLAB 

Моделирование проводилось для случаев полета ЛА 
в спокойной атмосфере и в условиях турбулентности. 
При этом использовались гипотетические исходные 
данные, соответствующие принятым в [4] типовым ре-
жимам полета, поэтому результаты носят иллюстратив-
ный характер, подтверждающий работоспособность 
модели и адекватность отображения моделью реально-

го процесса функционирования канала продольного 
движения ЛА. 

Результаты моделирования представлены на рис. 11-13. 
На рис. 11 приведены статистические характеристики 
канала продольного движения ЛА в условиях спокой-
ной атмосферы. 

       

                                                а)                                                                                                 б) 

Рис. 11. Зависимости статистических характеристик (МО- непрерывные линии, СКО- прерывистые) продольного канала ЛА 
(угла тангажа, град) для жесткого (жирные линии) и гибкого ЛА (более тонкие) от текущего времени (сек)  

при случайном характере значений параметров упругих колебаний и полете ЛА в условиях спокойной атмосферы 



18 Транспорт: наука, техника, управление № 10 2020 г. 

При моделировании полета ЛА в спокойной атмо-
сфере, в интересах иллюстрации возможности модели, 
считалось, что случайный характер принимают некото-
рые значения параметров упругих колебаний всех рас-
сматриваемых тонов (первого, второго и третьего). Ре-
зультаты, приведенные на рис. 11а, были получены при 
следующих параметрах передаточных и эквивалентных 
передаточных функций от упругих колебаний первого, 
второго и третьего тона к скорости тангажа:  

1K =1.101, σ 1K =0.3, 2
1 =100, σ 2

1 =30, 2
1 =90.8, 

σ 2
1 =30, 2K =1.049, σ 2K =0, 3K =1.01, σ 3K =0.3, 

2
3 =400, σ 2

3 =20, 2
3 =381.42, σ 2

3 =15. 
При построении кривых рис. 11б использовались ис-

ходные данные с некоторыми другими измененными по 
сравнению с [4,9] значениями параметров передаточ-
ных и эквивалентных передаточных функций от упру-
гих колебаний первого, второго и третьего тона к ско-
рости тангажа: 1K =1.101, σ 1K =0.3, 2

1 =100, σ 2
1 =30, 

2
1 =90.8, σ 2

1 =30, 2K =1.049, σ 2K =0.3, 3K =1.01, 

σ 3K =0.4, 2
3 =400, σ 2

3 =40, 2
3 =381.42, σ 2

3 =30. 
Сравнение и анализ статистических характеристик, 

приведенных на рис. 11а и 11б, показывают, что при 

увеличении значения СКО σ 2
3 и σ 2

3  в два раза (с 20 
до 40 и с 15 до 30 соответственно), а также при увели-
чении СКО эквивалентных коэффициентов передачи 
второго тона σ 2K с 0 до 0.3 и третьего тона σ 3K с 0.3 до 
0.4 происходит возрастание СКО угла тангажа про-
дольного канала в 1.5-7.5 раза. При этом МО угла тан-
гажа уменьшается в 1.1-1.2 раза, что хорошо согласует-
ся с результатами исследования переходных реакций 
жесткого и упругого ЛА [9]. 

Результаты моделирования для случая полета ЛА в 
условиях турбулентности атмосферы приведены на 
рис. 12. 

Зависимости на рис. 12а получены для значений 
СКО порывов ветра, равных 3 м/с, на рис. 12б - для 
значений СКО порывов ветра, равных 6 м/с. При этом, 
для простоты, считалось, что случайный характер при-
нимают только значения параметров упругих колеба-
ний первого тона. Были приняты следующие параметры 
передаточной и эквивалентной передаточной функции 
от упругих колебаний первого тона к скорости тангажа: 

1K =1.101, σ 1K =0.2, 2
1 =100, σ 2

1 =10, 2
1 =90.8, 

σ 2
1 =10. 
 

     

                                               а)                                                                                                 б) 

Рис. 12. Зависимости статистических характеристик (МО и СКО) продольного канала ЛА (значений угла тангажа, град)  
для жесткого и гибкого ЛА от текущего времени (сек) при случайном характере значений параметров упругих колебаний и 

полете ЛА в условиях турбулентной атмосферы 

 

Рис. 13. Зависимости статистических характеристик  
(МО и СКО) продольного канала ЛА (значений угла тангажа, 
град) для жесткого и гибкого ЛА от текущего времени (сек) 
при случайном характере значений параметров упругих  

колебаний первого тона и полете ЛА в условиях  
отсутствия турбулентной атмосферы 

Для сравнения в рассматриваемом случае степени 
влияния на значения статистических характеристик 
упругих колебаний и турбулентности атмосферы ниже 
на рис. 13 приведены аналогичные зависимости при 
отсутствии ветра. 

По оси ординат рис. 12-13, так же как и на рис. 11, 
отложены значения МО и СКО угла тангажа в градусах, 
а по оси абцисс – текущее время в сек. Точечные кри-
вые – соответствуют значениям СКО, а сплошные – 
МО угла тангажа ЛА. При этом более жирные кривые 
отображают значения соответствующие жесткому, а 
менее жирные – упругому ЛА. 

Анализ зависимостей, приведенных на рис. 12 и 13, 
показывает, что при одинаковых значениях случайных 
значений параметров упругих колебаний первого тона, 
наибольшее влияние на изменение значений МО и СКО 
угла тангажа продольного движения как жесткого, так 
и упругого ЛА оказывают случайные порывы ветра, в 
то время как из-за упругих колебаний (при рассматри-
ваемых значениях параметров первого тона колебаний) 
отмечается только незначительное кратковременное 
возрастание СКО (рис. 13). 
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Заключение 

Результаты статистического имитационного модели-
рования каналов продольного движения жесткого и 
упругого ЛА показали, что при неизменных параметрах 
исследуемого объекта, в зависимости от параметров и 
числа учитываемых тонов изгибных колебаний конст-
рукции (фюзеляжа) ЛА могут изменяться, в худшую 
сторону, статистические характеристики реакции кана-
ла продольного движения ЛА на управляющие воздей-
ствия и такие упругие колебания его конструкции. 
Следствием этого может стать не только изменение 
запаса устойчивости ЛА, обусловленное деформацией 
ЛАЧХ и ФЧХ канала, и динамических свойств системы 
из-за ухудшения переходных реакций, но и выход ЛА 
на критические режимы колебаний, приводящие к де-
формации или разрушению его конструкции.  

Разработанная модель может быть положена в осно-
ву для создания методики, позволяющей учитывать 
случайный характер изменения как параметров тонов 
изгибных колебаний элементов конструкции ЛА, так и 
атмосферной турбулентности. Кроме того она может 
быть использована для определения предельных, с точ-
ки зрения безопасности полета ЛА, значений парамет-
ров таких колебаний и турбулентности. 

Таким образом, показана возможность использова-
ния разработанных в среде Simulink программы 
MATLAB математических моделей для исследования 
статистических характеристик упругого ЛА. С их по-
мощью могут быть получены оценки статистических 
характеристик (математических ожиданий и СКО) вы-
ходных сигналов каналов управления ЛА с учетом 
влияния случайных значений параметров различных 
тонов упругих колебаний элементов его конструкции, в 
том числе в условиях атмосферной турбулентности. 
Приведенные результаты носят иллюстративный харак-
тер, раскрывающий возможности моделей, а более под-
робная оценка влияния случайных значений парамет-
ров изгибных колебаний на статистические характери-
стики упругого ЛА требует соответствующей конкре-
тизации моделей и проведения дополнительных иссле-
дований. 
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