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В работе рассмотрен и обоснован новый подход к построению ком-

плекса математических и программных средств для экологического мони-
торинга окружающей среды на основе многоканальной регистрации ра-
диометрической информации и её анализа и качественной интерпретации. 
Для решения прямой и обратной задачи получены простые аналитические 
соотношения, связывающие основные радиофизические параметры с па-
раметрами среды. Подробно рассмотрен случай однородной среды с 
оценкой диапазона рабочих частот, а также случаи среды с экспонен-
циальным и полиномиальным поглощением. Данная работа выполнена 
по Госзаданию  № 0030-2019-0008. 
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NEW APPROACH TO THE RADIOMETRIC TASKS SOLUTION 
UNDER THE ENVIRONMENTAL MONITORING 

 
V.V. Klimov 

 
The paper discusses and develops a new approach to the construction 

of complex mathematical and software for environmental monitoring on the 
basis of multi-channel recording radiometric information and its analysis and 
qualitative interpretation. To solve the direct and inverse problem a number 
of simple analytical expressions relating the basic radio physical parameters 
with parameters of the medium is given. We consider the case of a homo-
geneous medium with an estimate of the range of operating frequencies, as 
well as cases of the medium with exponential and polynomial  absorption. 
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В исследовании природных ресурсов Земли важную роль играют  дис-
танционные методы измерения физических характеристик, основное пре-
имущество которых по сравнению с контактными измерениями заключается 
в высокой скорости регистрации данных. Наряду с оптическими в последнее 
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время находят всё более широкое применение радиометрические методы ис-
следования, которые позволяют получать не только поверхностные характери-
стики Земного покрова, но также и глубинные характеристики покрова  [1,2]. 
Такие характеристики позволяют, например, следить за влажностью почвы 
сельскохозяйственных полей, обнаруживать очаги пожаров, возникающие в 
торфяных образованиях, и решить ряд других народно-хозяйственных задач. 

В измерениях, производимых с помощью радиометров различных диапа-
зонов, устанавливаемых на борту самолёта или искусственного спутника 
Земли, широко используется соотношение, связывающее  радиояркостную 
температуру  TЯi  на рабочей частоте i с термодинамическими  и электрофи-
зическими характеристиками среды [3]: 

 

Яi
0 0 0

T ( ) ( )exp ( ') ' ( ) ( )
h

i i i iae T h h h dh dh ae T h dF hg g k
¥ ¥

ò ò ò
é ù= - =-ê úë û

           (1) 

 
где  h - глубина проникновения электромагнитной волны в поглощающую 
среду; γi(h) - коэффициент поглощения энергии радиосигнала (γi(h)>0);  aei - из-
лучательная способность среды; T(h) термодинамическая температура среды. 

Соотношение (1) позволяет по T(h) и γi(h) находить значение TЯi (прямая 
задача) и по TЯi  находить T(h) и γi(h) (обратная задача). Поиск аналитических 
соотношений, связывающих радиояркостную температуру среды с её термо-
динамическими и электрофизическими характеристиками, является актуаль-
ным как для решения прямой, так и обратной радиометрических задач. 

Приводимые ниже соотношения, являются относительно простыми 
формулами, включающими в себя значения  T(h) и γi(h) и их производных в 
точке h=0. Опыт работы, проведённой автором по вычислению радиоярко-
стных температур чистой атмосферы и паров воды в диапазоне волн 0,7 – 
2,0 мм, показал эффективность вычислений на основе таких соотношений. 
Так, применение этих соотношений позволило сократить объём вычисле-
ний по сравнению с прямым просчетом в среднем в 5 раз. Приведём фраг-
мент алгоритма, соответствующий вычислению радиояркостной температу-
ры по предлагаемому методу: 

 
for i: =1 step 1 until BB do begin x:=0; 
for i1:=j step 1until HH do begin 
h:=(W[i1+1,1]- W[i1,1])/5; dT:=(W[i1+1,4] – W[i1,4]/5; 
d3:=(i,i1+1) – G(I, i1))/5; GH:=G(i, i1) – d3/2; TH:=W[i1, 4] – dT/2; 
for j1:=1 step 1 until 5 do begin 
GH:=GH+d3; TH:=TH+dT; 
x:=x+TH·(1 – exp(-GH·H))·exp(-x1); 
x1:=x1+GH·H end end; G3[i]:=x end; вывод (G3); 

 
Здесь  i – номер частоты, i1- номер высоты, j- текущая высота наблюде-

ния, G3- значение радиояркостной температуры, W[i1,1] - заданная моделью 
атмосферы высота, W[i1,4] - заданная моделью атмосферы температура. 

Перейдём к обобщению этого алгоритма. Отметим, что  

i
0

F ( ) exp ( ) ,
h

ih x dxgòé ù= ê úë û
             (2) 

 
Fi(0)=1, Fi(∞)=0.                        3) 
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Для удобства дальнейшего рассмотрения введём обозначения 
 

1,
1,i 2, ,

' ( )'( )P ( ) ( ); ;...; ( ) .
( ) ( )

k i

i k i

i i

P hT h
h T h P P h

h hg g
-= = =         (4) 

 
Представление яркостной температуры дает следующая лемма. 

Лемма 1. Пусть функция T(h) и γi(h) таковы, что  
 

N,i i
0
P' ( )F ( ) ,Nih h dh d

¥

ò =         (5) 

 
тогда  

,1
(0) ,

N

Яi i k i i Ni
k

T ae P ae d
=
å= +            (6) 

 
где Pk,i(0) – значение Pk,i(h) при h=0. 

 
Доказательство.  Интегрируя (1) по частям и учитывая (3) получим 
 

Яi i 0
0

T '( ) ( ) ,iaeT T h F h dh
¥

ò
é ù= + ê úë û

    (7) 

 
где  T0=T(0) – температура  поверхности.  
 

Таким образом, имеем 
 

Яi 0 1i 1, 1T ( ) ( (0) )i i iae T ae Pd d= + = + . 
 

Разделив и умножив подынтегральное выражение (7) на γi(h) и интегрируя 
полученное выражение, получим 
 

0 i i
яi i 0 i2

0
i

i 1, 2, 2 i
0

i

( ) ( ) ( ) ( )T ( )
(0) ( )

P (0) P (0) ' ( ) ( )i i i

Т Т h h h Т h
ae Т F h dh

h

ae P h F h dh

g g
g g

¥

¥

ò

ò

é ù¢ ¢¢ ¢ ¢-ê ú= + + =ê ú
ê úë û

é ù= + +ê úë û

          (8) 

 
Таким образом, имеем 
 

Яi i 1, 2, 2,T P (0) P (0)i i iae dé ù= + +ë û  
 
Разделив и умножив подынтегральное выражение (8) на γi(h) и интегрируя 

полученное выражение, получим  
 

'
1, 2, 3, 3,

0
(0) (0) (0) ( ) ( )яi i i i i i iT ae P P P P h F h dh

¥

ò
é ù= + + +ê úë û

, 
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где 
 

2 ' '' 12

3, 4

'''( ) ( ) 3 '''( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) 3 '( ) ( )' ( )
( )

i i i i i i
i

i

T h h T h h h T h h h T h h
P h

h

g g g g g g
g

- - +
=  

 
Покажем, что при любом N справедливо  
 

N

Яi i , ,k 1 0
T (0) ' ( ) ( )k i N i iae P P h F h dh

¥

=
å ò
é ù= +ê úë û

         (9) 

 
Для  N=1,2,3 справедливость (9) доказана. Пусть утверждение справедли-

во для N=l, докажем его для N=l+1. Имеем 
 

l

Яi , ,k 1 0
T (0) ' ( ) ( ) .k i l i iP P h F h dh

¥

=
å ò
é ù= +ê úë û

   (10) 

 
Учитывая, что 1, ,( ) ' ( ) / ( )l i l i iP h P h hg+ = , получим  
 

e,i
, i i 1, i

0 0 0
i

P ( )
' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )l i i l i

h
P h F h dh F h h dh P h dF h

h
g

g

¥ ¥ ¥

+ò ò ò= =-        (11) 

 
и, интегрируя (11) по частям, получим 
 

'
, 1, ,

0 0
' ( ) ( ) (0) ( ) ( )l i i l i l i iP h F h dh P P h F h dh

¥ ¥

+ò ò= +    (12) 

 
Подставляя (12) в разложение (10), получим требуемый результат. 
 
Лемма 2. Пусть 1, , ,( ) ( ),N i N i N iP h hd f+ = тогда соотношение (5) выполняется 

по крайней мере для следующих функций: 
 

, ( ) 1N i hf º      (13) 
 

2 '

,

( ) ( )( )
( ) (0)

i i
N i

i i

h h
h

h

g g
f

g g
-

=     (14) 

 

, ( ) ( 1) ( )k

N i ih k F hf =- +     (15) 
 

Доказательство. Пусть справедливо (13), тогда, используя (4), получим 
 

, 1, , ,
0 0 0

' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l i i N i i i N i N i i iP h F h dh P h h F h dh h h F h dhg d f g
¥ ¥ ¥

+ò ò ò= = =  

, , ,
0 0

( ) ( ) ( )N i i i N i i N ih F h dh dF hd g d d
¥ ¥

ò ò= =- =  
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Пусть справедливо (14). Поскольку '' 2 '( ) ( ) ( ) ( )i i i iF h h h F hg gé ù= -ë û , то  
 

2 ',
1,

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(0)
N i

N i i i i i i

i

P h h F h dh h h F h dh
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В предпоследнем равенстве использовалось Fi(h)=- γi(h)Fi(h). Пусть вы-

полняется (15), тогда 
 

1, , ,
0 0

( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) .k

N i i i N i i i N iP h h F h dh k F h dF hg d d
¥ ¥

+ò ò=- + =  

 
Рассмотрим теперь несколько примеров вычисления радиояркостной 

температуры для различных видов γi(h). В случае однородной среды, т.е. ко-
гда γi(h) γi(0)= γi>0, используя соотношение (4) и лемму 1, получим 

 
N ( 1) 1

яi ,k 1
T (0) / .k k

i i i N iae T aeg d- -

=
å= +     (16) 

 
Лемма 3. Пусть φN,i(h)1, тогда 
 

N N 1
яi ,k 1 t 1

!T (0) ,
( 1)!

t k

i ti i N i i
k

t
ae B ae

t k
d- +

= = -
å å= L +

- +
              (17) 

 
где  Λi(h) - первообразная функция для γi(h), BN,i=δN,i /N!, Bti - некоторые кон-
станты при t=0,1,…, N – 1. 

Пусть 
0

( )
n l

i il
l

h C hg
=
å= , тогда

1

i
0

( )
1

l
n

il i
l

h
h C C

l

+

=
åL = + +

+
, где Ci - некоторая 

константа, и по лемме 3 получим 
 

N N 1
яi ,k 1 t 1

!T .
( 1)!

t kti
i i N i i

k

B t
ae C ae

t k
d- +

= = -
å å= +

- +
   (18) 

 
Рассмотрим случай, когда i( ) exp(a )i h hg = ,  

при этом i
i

exp(a )( ) i

i

h
h C

a
L = + ; где  Ci - некоторая константа. Находясь в 

условии леммы 3, получим 
 

N N 1
яi ,k 1 t 1

! 1T ( ) .
( 1)!

t kti
i i N i i

k
i

B t
ae C ae

t k a
d- +

= = -
å å= + +

- +
   (19) 
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И, наконец, если 
0

( ) exp( )
n k

i i ik
k

h a h C hg
=
å= , то 

 
k

10 1

h ( 1) !( ) exp( ) .
( )!

p
n k k p

i i ik ipk p
i i

k
h a h h C C

a k p a
-

+= =
å å
é ù-ê úL = + +ê ú-ë û

 (20) 

 
Находясь в условии леммы 3, получим 
 

N N n

яi 1k 1 t 1 0

! ( 1)T ! .
( 1)!

l

ti
il ilk l

i

B t
ae l C C

t k a += = - =
å å å

é ù-ê ú= +ê ú- + ë û
  (21) 

 
где  Ci – некоторая константа. 
 

Представление термодинамической температуры дает следующая лемма. 
 
Лемма 4. Пусть 1, ,( ) ( )N l N iP h hd+ = , тогда 

 
1

, 1,0
( ) ( ) ( ),

N k

ki i N i N i
k

T h B h hd
-

+
=
å= L + F    (22) 

 
 где  Λi(h) – первообразная функция для γi(h),ΦN+1,i(h) - первообразная функ-
ция для [γi(h)ΦN,i(h)], …., Φ0,i(h)=φN,i(h), Bk,i -  некоторая константа. 

 
Доказательство. Из соотношений (4) следует, что 
 

N,i , ,' ( ) ( ) ( ).N i N i iP h h hd f f=    (23) 

 
Интегрируя (23), находим 
 

, , , , 1, 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .N i N i N i N i i iP h h h dh h h Bd f d fò= = +     (24) 

 
Подставляя (24) в (4) получим дифференциальное уравнение 
 

N-1,i , 1, 1' ( ) ( )( ( ) )i N i i iP h h h Bg d= F +  

 
решение которого имеет вид 
 

N-1,i , 2, 1 0( ) ( ) ( ) .N i i i i iP h h B h Bd= F + L +  

 
Повторяя эту процедуру (N – 1)  раз, получим разложение (22) 
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Лемма 5.  Если  φN,i(h)1, то 
 

 

1
k,i 1

!( ) ( ),
( 1)!

N t k

ti i
t k

t
P h B h

t k
- +

= -
å= L

- +
   (25) 

 
где Λi(h) - первообразная функция для γi(h), B_Ni=δ_(N,i)/N!, Bti - некоторые 
константы при t=0,1,…,N-1. 

Доказательство. В силу сделанных предположений 
N
i

N 1,i ( )
N!

h+

L
F =  и зна-

чит, по лемме 4 имеем 
 

1

0

( )( ) ( ) .
!

N
N k i

ki i Ni
k

h
T h B h

N
d

-

=
å

L
= L +     (26) 

 
При  k =1 разложение (25) очевидно, при k =2 имеем 
 

1 ' 1
2, 1 1

'( ) 1 ( ) ( ) ( ).
( ) ( )

N Nt t

i ti i i ti i
t t

i i

T h
P tB h h tB h

h hg g
- -

= =
å å= = L L = L  

 
Предполагая, что (25) справедливо для k=l, докажем его для k=l+1. Имеем 
 

'
1, 1

' ( ) !( 1)1 !( ) ( ) ( ) ( ).
( ) ( ) ( 1)! ( )!

N Nt l t lli ti
l i i i ti i

t t l
i i

P h B t t l t
P h h h B h

h h t l t lg g
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+
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å å

- +
= = L L = L
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Таким образом, справедливость (25) доказана. 
 
Теперь справедливость леммы 3 не вызывает сомнений. Действительно, 

если в выражение (6) подставить Pk,i(h) вычисленное по формуле (25) при h = 
0. то полученное выражение даст нам формулу (17). 

Рассмотрим более подробно случай, когда φN,i(h)1. В этом случае термо-
динамическая температура запишется в виде  (26). Пусть i 1 0( ) i ih hg g g= + , 

тогда 
2

1
i 0( )

2
i

i i

h
h h C

g
gL = + + . Будем искать  T(h) в виде 0( ) i

i iT h T h¥
=å= . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим  N=1. 
 

0 0 1 i

1 1 0

1
2 1

3 4

2
T ... 0

i i

i i

i
i

T B С

T

T

T

d
d g
d

g

ì = +ïïïï =ïïïíï =ïïïïï = = =ïî

   (27) 
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Как следует из (27), произвольным образом можно задавать только T0. 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях при N=2, получим 

 

22,
0 0 1

2,
1 1 0 0

22, 2,
2 1 1 0 1

2, 0 1
3

2
2, 1

4

5 6

,
2

,
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2 4
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8

... 0

i

i i i i
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i i i i

i i

i i i i i

i i i
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T B B C C

T B C

T B C

T

T

T T

d

d
g g

d d
g g g

d g g

d g

ìïï = + +ïïïïïïï = +ïïïïïï = + +ïïíïïïï =ïïïïïï =ïïïïï = = =ïïî

                              (28) 

 
Как это следует из формул (28), коэффициенты T0 и T1 можно задавать 

произвольно. Таким образом, увеличивая N, мы можем варьировать коэф-
фициенты Ti при больших значениях индекса i. 

Если 
0

( ) ,
n l

i il
l

h C hd
=
å= то по лемме 4 имеем 

 
1

0 0
( )

( 1)

k
l

N n

ki il i
k l

h
T h B C C

l

+

= =
å å

é ù
ê ú= +ê ú+ë û

 

 
где , ,/ !,ki N i i kiB N C Bd= - некоторые константы при k=0,1,… N-1. 

 
В случае, когда  ( ) exp( )i ih a hg = , термодинамическая температура будет 

равна 
 

0

exp( )( ) .
k

N
i

ki i
k

i

a h
T h B C

a=
å

é ù
ê ú= +ê úë û

 

 

Если 
0

( ) exp( ) ,
n k

i i ik
k

h a h C hg
=
å= то 

 
1

0
( ) exp( ) ( ),

N

ki i nk
k

T h B ka h Q h
-

=
å=  

 
где  Qnk(h) –многочлен степени ( n x k).     
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Для многих практических ситуаций достаточная степень точности расчё-
та обеспечивается при N=3, или когда 

 
3

i , 3,11

' ''
0 0 0

0 3,12 2
0 0 0

(0)

' 1 .

Я i k i
k

i
i

i i i

T ae P

T T
ae T

d

g
d

g g g

=
åé ù= + =ê úë û

é ùæ ö÷çê ú÷= + - + +ç ÷ê úç ÷çè øê úë û

                 (29) 

 
Из этого соотношения в частности следует, что в коротковолновой 

части спектра коэффициент поглощения реальных сред достаточно 
большой и значение радиояркостной температуры определяется в ос-
новном температурой на поверхности. С увеличением длины волны 
уменьшается поглощение среды и становится существенным вклад вто-
рого и третьего члена в разложении (29). При этом для частоты 1, для 
которой ' 2 (0)j jg g= , происходит смена знака второго члена. Это обстоя-
тельство свидетельствует о взаимности появления локального экстрему-
ма в спектре радиояркостной температуры, что в частности подтвержда-
ется рядом натурных экспериментов, выполненных с торфяными 
образованиями с борта самолёта [3,4]. 

Для иллюстрации возможности использования полученных выше соот-
ношений при решении обратных задач положим, что функции γi(h) заданы и 
требуется определить термодинамический профиль по известным значени-

ям i ( 1,..., )ЯT i k= . 
При сделанных предположениях в соответствии с (6) образуется система 

линейных уравнений вида 
 

( 1)
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(0)
N k

Я i ik i N i
k

T ae A T aed-

=
å= + ,            (30) 

 
где Aik определяется соотношениями (4) через значения ' ( 1)(0), (0),..., (0)N

i i ig g g - . 
Если при каждом i членом  aeiδN,i  можно пренебречь, то  указанная система 
решается относительно T(0), T′(0),…, T(N-1)(0),  обычными методами. Если 
при некоторых i членом aeiδN,i пренебречь нельзя, то система решается относи-
тельно (N-1)

,1 ,2 ,T(0),T'(0),...,T (0), , ,...,N N N im
d d d после присоединения к системе 

(30) необходимого числа уравнений с пренебрежимым членомм aeiδN,i .  
Рассмотрим случай однородной среды ( ( ) (0) )i i ihg g gº = . В этом слу-

чае система (30) запишется в виде 
 

( 1)

Яi i N,i11

(0)T .
k

N

i kk
i

T
ae aed

g

-

-=
å= +                 (31) 

 

93



Предположим, что членами aeiδN,i можно пренебречь. Пусть i=1,2,…,N и 
WN – определитель системы (31) относительно T(0), T′(0),…, T(N-1)(0), тогда 
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Нетрудно заметить, что  
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где DN - определитель Вандермонда, и, значит 
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Таким образом, если γp≠γk ни при каких p>k, то WN≠0 и система уравне-

ний (31) имеет единственное решение при любой левой части. Значит, частоты 
следует выбирать из диапазона, на котором функция γ1=γ(1)  монотонна.  

В заключение отметим ряд важных моментов. Предложенный в данной 
работе алгоритм является одним из многих алгоритмов, которые могут обес-
печивать эффективную обработку данных многоканального мониторинга 
объектов окружающей среды.  В отличие от многих из них этот алгоритм 
является конструктивным и легко реализуемым. Более того, он позволяет оп-
тимизировать спектр каналов для дистанционного зондирования, что важно 
при оснащении спутниковых систем. Конечно, применение алгоритма воз-
можно в рамках уже функционирующих систем дистанционного зондиро-
вания и обладающих возможностями дополнительной диагностики земных 
покровов с определением их параметров, таких как коэффициенты ослабле-
ния и поглощения электромагнитного излучения [5-7]. 

Опыт многоканальных оптических исследований [8-12] также подтвер-
ждает важность аналитических конструктивных методик для диагностики 
гидрохимических систем. В этом случае важной характеристикой методики 
или алгоритма является оперативность диагностики изучаемого объекта. Та-
кая оперативность обеспечивается спектроэллипсометрическими устройст-
вами обучаемого типа [13-15].  
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