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Субмультипликативность и остановка  
спаривающей цепи Маркова для ВКФ-метода* 

Исследуется вариант спаривающей цепи Маркова для ВКФ-метода, где предла-
гается останавливать излишне длинную траекторию, если число шагов в ней пре-
восходит сумму длин траекторий, вычисленных заранее. Для этого варианта алго-
ритма доказывается лемма о субмультипликативности. Доказывается теорема о 
вероятности длины траектории превзойти заданный порог с помощью рассужде-
ния в духе леммы Фекете. Наконец, доказывается, что вероятности результатов 
обычной и останавливаемой спаривающих цепей Маркова отличаются в метрике 
тотальной вариации на экспоненциально малую величину от числа учитываемых 
предварительных траекторий. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Вероятностно-комбинаторный* подход к машин-
ному обучению, основанному на бинарной операции 
сходства, был нами предложен в работе [1]. Многие 
технические факты о решетке сходств взяты из ана-
лиза формальных понятий [2], поэтому этот подход 
называется вероятностно-комбинаторным формаль-
ным методом, сокращенно ВКФ-методом. 

Ключевой процедурой ВКФ-метода является ве-
роятностный алгоритм нахождения сходств с помо-
щью спаривающей цепи Маркова [3]. Нами показано, 
что это – действительно цепь Маркова, которая оста-
навливается с вероятностью единица. Конечность 
траекторий доказывается как следствие классической 
теоремы о невозвратных состояниях счетной цепи 
Маркова [4]. В одном важном частном случае (Буле-
ва алгебра всех подмножеств) нами [5] была получе-
на точная формула для средней длины траекторий 
(порядка) и доказана теорема о сильной концентрации 
длин траекторий около своего среднего. Однако хоро-
шей (полиномиальной) оценки на среднюю длину тра-
екторий в общем случае получить пока не удалось. 

Как показывает случай Булевой алгебры, хотя по-
давляющее число траекторий имеет полиномиальную 
длину, не исключена возможность, что малое число 
траекторий может иметь экспоненциальную длину. 
Тогда можно предложить использовать r предвари-
тельных прогонов цепи Маркова для получения 
верхней границы на момент остановки (как суммы 
длин этих предварительно вычисленных траекторий). 
Если текущая траектория не завершается до этой 
границы, то текущие вычисления прекращаются, а 
цепь Маркова запускается заново. При такой моди-
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фикации изменяются вероятности появления резуль-
татов (итоговых сходств).  

В настоящей работе будет получена хорошая 
оценка, показывающая, что при выборе достаточно 
большого числа предварительных прогонов, изме-
нение вероятностей может быть сделано сколь 
угодно малым, а в качестве технического средства 
будет предварительно установлен закон субмуль-
типликативности и доказан некоторый вариант 
леммы Фекете (см., например, [6]). 

СПАРИВАЮЩАЯ ЦЕПЬ МАРКОВА  
И СУБМУЛЬТИПЛИКАТИВНОСТЬ 

Фундаментальная теорема анализа формальных 
понятий [2] утверждает, что любую (нижнюю полу) 
решетку сходств можно изоморфно заменить (по-
лу)решеткой битовых строк с операцией побитового 
умножения в качестве сходства. Алгоритм кодирова-
ния объектов битовыми строками для формирования 
минимального (формального) контекста [2], порож-
дающий изоморфную решетку на битовых строках, 
был предложен в статье [7]. 

Контекст – это бинарное отношение между эле-
ментами множества O, которые мы называем объек-
тами, и элементами множества F, которые мы назы-
ваем признаками. Если в строке, соответствующей 
объекту o OÎ , и столбце, соответствующим фраг-
менту f FÎ , стоит единица, то мы говорим, что 

объект o обладает признаком f, и обозначаем это 
через oIf. В противном случае, говорим, что объект o 
не имеет признака f. 

Для подмножества объектов его сходством назы-
вается подмножество [ ]{ }:A f F o A olf F¢ = Î " Î Í . 

Договорились, что F¢Æ = . 
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На самом деле, это определение совпадает с по-
следовательным вычислением побитового умноже-
ния строк, соответствующих отобранным во множе-
ство A объектов.  

Для подмножества B FÍ  признаков его сходст-
вом называется подмножество  

[ ]{ }:B o O f B olf O¢ = Î " Î Í . 

Условились считать, что O¢Æ = . 
Определение 1. Пару ,A B  назовем кандида-

том, если A B O¢= Í  и B A F¢= Í . 
Определение 2. Операция замыкай-по-одному-

вниз на кандидате ,A B  и объекте o OÎ  порождает 

пару ( ) { }( ) { }( ), , ,A B o ACbODown o A o¢¢ ¢= È È . 

Операция замыкай-по-одному-вверх на канди-
дате ,A B  и признаке f FÎ  порождает пару 

( ) { }( ) { }( ), , ,A B f BCbOUp f B f¢ ¢¢= È È . 

Основным объектом изучения в настоящей работе 
будет следующий алгоритм: 

 

Data: множество обучающих (+)-примеров; внешние 
функции CbOUp( , ) и CbODown( , ) операций «замы-
кай-по-одному» 
Result: кандидат ,A B  

O := (+)-примеры, F := признаки; I O FÍ ´  – фор-
мальный контекст для (+)-примеров; 

:R O F= È  ; : ,Min O O¢= ; : ,Max F F¢= ; 

while ( Min Max¹ ) do 
 Выбираем случайный элемент r RÎ  ; 
 if ( r OÎ ) then 
  ( ): ,CbODownM n Min ri = ;  

( ): ,CbODownM x Max ra = ; 

 end 
 else 
  ( ): ,CbOUp MM n in ri = ;  

( ): ,CbOUp MM x ax ra = ; 

 end 
end 

 

Алгоритм 1: Спаривающая цепь Маркова 
Определение 3. Порядок на кандидатах зададим 

правилом 1 1 2 2, ,A B A B£ , если 1 2B BÍ . В анализе 

формальных понятий [2] определение порядка зада-
ется двойственным образом. Наше определение соот-
ветствует традиции отечественной школы. 

Заметим, что состоянием изменяемых перемен-
ных в цикле Алгоритма 1 (= состоянием спариваю-
щей цепи Маркова) является упорядоченная пара 
кандидатов 1 1 2 2, ,A B A B£ .  

Первоначально меньший кандидат совпадает с 
наименьшим кандидатом : ,Min O O¢= , а больший – 

с наибольшим : ,Max F F¢= . 

В цикле Алгоритма 1 к обоим кандидатам при-
меняется одна и та же операция CbODown с вы-
бранным объектом, или операция CbOUp c вы-
бранным признаком. 

Процесс останавливается, когда меньший кандидат 
совпадет (склеится) с большим. Тогда этот общий кан-
дидат и выдается Алгоритмом 1 в качестве результата. 

Для дальнейших доказательств полезна легко 
проверяемая 

Лемма  1.  Для упорядоченной пары кандида-
тов 1 1 2 2, ,A B A B£  и любого объекта o OÎ  имеем 

( ) ( )1 1 2 2, , , ,CbODown CbODA wn AoB o B o£ .  
Для упорядоченной пары кандидатов 

1 1 2 2, ,A B A B£  
и любого признака f FÎ  выполнено  

( ) ( )1 1 2 2, , , ,CbOUp CbOUpA B f A B f£ . 

В работе [1] с помощью Леммы 1 была доказана  
Теорема 1. Алгоритм 1 соответствует цепи 

Маркова. 
Определение 4. Состояние вида 1 1 2 2, ,A B A B<  

называется невозвратным. 
Классической теоремой о счетных цепях Маркова 

(см., например, [4]) является 
Теорема 2. Вероятность того, что состояние 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ,A t B t A t B t£  спаривающей цепи Мар-

кова в момент времени t окажется невозвратным, 
стремится к нулю, когда t ¥ . 

Отсюда следует, что Алгоритм 1 будет останавли-
ваться с вероятностью 1. 

Определение 5. Первый шаг T спаривающей цепи 
Маркова, когда ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ,A T B T A T B T=  назы-

вается моментом склеивания. 
Установим субмультипликативность [ ]T tP > . 

Лемма  2 .   Для любых натуральных t и s выпол-
нено [ ] [ ] [ ]T t s T t T s+ £ ⋅P P P> > > . 

Доказательство следует из формулы условной 
вероятности, так как если [ ]T s> , то  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ,A s B s A s B s<  

Поэтому, применяя ко всем четырем ВКФ-
кандидатам  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 1 1

2 2 4 4

, ,

, ,

A B A s B s

A s B s A B

t t t t

t t t t

£ + +

+ + £

<
<

 

одинаковые операции CbODown и CbOUp, где  

( ) ( )3 30 , 0 : ,A B O O¢=  и ( ) ( )4 40 , 0 : ,A B F F¢= , 

имеем по Лемме 1, что если 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ,A s B s A s B st t t t+ + + +< , 

т.е. исходная пара склеивается позднее момента 
t s+ , то и ( ) ( ) ( ) ( )3 3 4 4, ,A t B t A t B t< , т.е. склеива-

ние совершается позднее момента t. Это и означает, 
что ( ) [ ]T t s T s T t+ £P P> > > . 

Теперь мы применим полученную субмультиплика-
тивность для асимптотической оценки вероятности то-
го, что длина траектории превзойдет заданный порог. 
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Теорема 3. Найдется такое число 
0g-¥£ < , 

чтобы [ ]ln
limt

T t
g

t¥ =
P >

. 

Доказательство. Положим  

[ ]ln
0t

T t
inf g

t¥ = £
P >

. 

Случай 0g=  невозможен, так как иначе для лю-

бого t будет [ ] 1T t ³P > , что противоречит Теореме 2 

из-за известного равенства [ ] [ ]
0t

T T t
¥

=

=åE P >  для це-

лочисленной случайной величины. Теперь рассмот-
рим случай g -¥> . Для любого t выполняется 

[ ]ln T t tg³ ⋅P >  и для любого 0e>  найдется такое s, 

что [ ] ( )ln T t sg e£ + ⋅P > . Деля t с остатком на s, по-

лучаем t q s r= ⋅ + , где 0 r s£ < . По Определению 5, 

[ ] [ ]T q s T t q s r⋅ ³ ⋅ +P P> > =  откуда по Лемме 2 

следует, что 

( ) [ ]ln
lim lim sup
q t

q s T t
q s r t

g e
g e g

¥ ¥

+ ⋅ ⋅
+ = ³ ³

⋅ +
P >

. 

Из-за произвольности 0e>  доказательство для 
случая g -¥>  закончено. Наконец, рассмотрим 

случай g -¥= . Тогда для любого 0d<  найдется 

такое s, что [ ]ln T s sd£ ⋅P > . Деля t с остатком на s, 

получаем t q s r= ⋅ + , где 0 r s£ < . По Определе-

нию 5 [ ] [ ]T q s T t q s r⋅ ³ ⋅ +P P> > = , откуда по Лем-

ме 2 следует, что 

[ ]ln
0 lim lim sup

q t

T tq s
q s r t
d

d
¥ ¥

⋅ ⋅
= ³

⋅ +
P >>  . 

Из-за произвольности 0d<  доказательство для 
случая g -¥=  закончено. 

ОСТАНОВЛЕННАЯ ЦЕПЬ МАРКОВА 

Так как спаривающая цепь Маркова может иметь 
траектории существенно разной длины, то возможно 
применение следующей техники остановки длинной 
траектории и запуска цепи заново: 

Определение 6.  Если 1,..., rT T  – независимые 

целочисленные случайные величины, имеющие рас-
пределение времени T склеивания, то верхняя грани-
ца склеивания по r предварительным прогонам оп-

ределяется как 1
ˆ ... rT T T= + +  . 

На практике предлагается сделать r прогонов спа-
ривающей цепи Маркова c соответствующими вре-
менами склеивания 1,..., rt t  и взять оценку 1 ... rt t+ +  

верхней границы склеивания. 
Определение 7.  Для целочисленной случайной 

величины T̂ , независимой от целочисленной случайной 

величины T, условное распределение состояний относи-

тельно события { }ˆB T T= £ есть распределение  

( )
ˆ,

ˆ
ˆ

T

i

X i T T
T

T T
m

é ù= £ê úë û=
é ù£ê úë û

P

P
 

для любого состояния i. 
 

Определение 8.  Расстояние тотальной ва-
риации между распределениями вероятностей 

( )i i U
m m

Î
=  и ( )i i U

v v
Î

=  на конечном пространстве U 

определяется правилом 

1

2 i iTV i U
v vm m

Î
- = ⋅ -å . 

Это расстояние является половиной метрики l1, 
следовательно, само является метрикой (в частности, 
симметрично). 

Следующая лемма является технической. 

Лемма  3 .  ( )
ˆ

ˆ
ˆ1TV

T T
T

T T
m m

é ù
ê úë û- £
é ù- ê úë û

P

P

>
>

, 

где ( )T̂m  – распределение остановленной на верхней 

границе T̂  склеивания по 1r<  испытаниям, а m  – 
распределение выдачи неостановленной цепи. 

Доказательство. По определению 8  
 

( )
ˆ,

ˆ
ˆ

T

i

X i T T
T

T T
m

é ù= £ê úë û=
é ù£ê úë û

P

P
. 

Тогда 
 

( )( )ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ, .

i T ii

i T i

T T T X i T T T T

T T X i T T T T

m m m

m m

é ù é ù é ù£ ⋅ - = = £ - £ ⋅ =ê ú ê ú ê úë û ë û ë û
é ù é ù é ù⋅ - = £ ⋅ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

P P P

P P P> > >
 

Суммируя по множеству ( ){ }ˆ
i i

R i U Tm m= Î > , 

получим  

( )ˆ ˆ ˆ
TV

T T T T Tm mé ù é ù£ ⋅ - £ê ú ê úë û ë ûP P > , 

что и приводит к утверждению леммы. 
 

Теперь докажем основной результат. 
 

Теорема 4. Имеет место неравенство  

( ) 1ˆ
2 1rTV

Tm m- £
-

, 

где ( )T̂m  – распределение остановленной на верхней 

границе T̂  склеивания по 1r<  испытаниям, а m  – 
распределение выдачи неостановленной цепи. 

 

Доказательство. Докажем сначала, что  

ˆ 2 rT T -é ù £ê úë ûP > . 
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Из определения 1, ,..., rT T T  как независимых оди-
наково распределенных случайных величин, следует, 

что 
1

2jT Té ù £ê úë ûP >  для всех 1 j r£ £ . С помощью 

Леммы 2 доказывается неравенство  

[ ]
1

1 1

1

...

2

t r

j j r
j j

r
r

j
j

T T T T T T

T T

-

= =

-

=

é ù é ù
ê ú ê ú£ ⋅ £ £ê ú ê ú
ë û ë û

é ù£ £ê úë û

å å



P P P

P

> > >

>
. 

По Лемме 3 имеем  

( )
ˆ 2 1ˆ

ˆ 1 2 2 11

r

r rTV

T T
T

T T
m m

-

- -

é ù
ê úë û- £ = =
é ù - -- ê úë û

P

P

>
>

. 

Известна классическая и доказываемая прямо из 
Определения 8 

Лемма  4 .  Выполняется равенство 

( ) ( )R UTV
v R v Rm mÍ- = -max . 

В Лемме 4 подмножество R, на котором достига-
ется максимум, определяется так: { }i iR i U vm= Î > . 

Соединяя результаты Леммы 4 и Теоремы 4, получим 
Следствие  1 .    Для любого подмножества 

состояний R c ( )Rm r= , если взять число предвари-

тельных запусков равным 2

1
log 1r

r

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
> , то имеем 

( )( ) 1ˆ
2 1rT Rm r³ -

-
 для цепи Маркова, остановленной 

по верхней границе T̂  склеивания по r испытаниям. 
 

Доказательство.  
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 ˆ
2 1

ˆ

ˆ ˆ .

r TV

Q U

R T

R Q T Q

R R T R T R

r m m m

m m m

m m m m

Í

- £ - - =
-

= - - £

£ - - £

max  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Нами был исследован один механизм ускорения 
вычисления сходств в ВКФ-методе с использованием 
спаривающей цепи Маркова. Предлагается использо-
вать предварительно вычисленные траектории цепи 
Маркова для получения верхней границы на момент 
остановки (как суммы длин этих траекторий). Если 
текущая траектория не завершается до этой границы, 
то текущие вычисления прекращаются, а цепь Мар-
кова запускается заново. 

В настоящей работе получена хорошая оценка, 
показывающая, что при выборе достаточно боль-
шого числа предварительных прогонов (неостанов-
ленной) спаривающей цепи Маркова, изменение 
вероятностей выдач результатов остановленной 
цепью Маркова относительно стандартной спари-
вающей цепи Маркова может быть сделано экспо-
ненциально малым. 

Предварительно был установлен закон субмуль-
типликативности для вероятностей превышения по-
рога длиной траектории спаривающей цепи Маркова 
и с его помощью доказана теорема о вероятности для 
длины траектории превзойти заданный порог. 

 

*     *     * 
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