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КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ
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Аннотация. Рассматривается задача идентификации нераспадающихся краевых условий задачи
по пяти собственным значениям. На основе условий Плюккера, возникающих при восстановлении
матрицы по ее минорам максимального порядка, построено множество корректности задачи и
доказана корректность ее по А. Н. Тихонову. Построено решение задачи идентификации матрицы
нераспадающихся краевых условий, выписанное в терминах характеристического определителя
соответствующей спектральной задачи. Приведены соответствующие примеры и контрпример.

Ключевые слова: нераспадающееся краевые условия, спектральная задача, корректность по
А. Н. Тихонову, условия Плюккера.

AMS Subject Classification: 34A55, 34B09

1. Постановка задачи. Различным вопросам решения некорректных задач посвящены рабо-
ты [8–11,26,27]. Обратные спектральные задачи рассматривались в работах [1–7,12,14,16,17,19–
25,30, 32–36].

Первой работой, посвященной изучению обратной несамосопряженной задачи с неизвестными
(нераспадающимися) краевыми условиями была статья В. А. Садовничего [19], в которой было
показано, что в случае уравнения вида

−y′′ + q(x)y = λy

для однозначности восстановления функции q(x) и коэффициентов нераспадающихся краевых
условий требуется три спектра связанных между собой задач и другие дополнительные спек-
тральные данные. Впоследствии восстановлению коэффициентов дифференциального уравне-
ния и нераспадающихся краевых условий посвятили свои работы М. Г. Гасымов, И. М. Гу-
сейнов, И. М. Набиев, О. А. Плаксина, В. А. Юрко, Б. Е. Кангужин и другие авторы
(см. [1–6,16, 17, 21–24,30, 34–36]).

Были изучены и неполные обратные задачи — задачи восстановления только краевых условий
(подробнее см. [3]). Так, в [2] были рассмотрены две краевые спектральные задачи, порожденные
одним общим уравнением

l(y, λ) =
d2y

dx2
+ p1(x, λ)

dy

dx
+ p2(x, λ)y = 0, (1)

и различными краевыми условиями:

Uj(y) =
2∑

k=1

(
ajky

(k−1)(0) + aj,k+ny
(k−1)(1)

)
= 0, j = 1, 2, (2)

Ũj(y) =

2∑

k=1

(
ãjky

(k−1)(0) + ãj,k+ny
(k−1)(1)

)
= 0, j = 1, 2, (3)

Работа выполнена при поддержке Совета по грантам Президента РФ (проект НШ-7461.2016.1), Российско-
го фонда фундаментальных исследований (проекты т 15-01-01095a, 14-01-97010р-Поволжье-а) и Министерства
образования и науки РФ (проект т 2561 в рамках базовой части государственного задания в сфере научной
деятельности).
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где λ— спектральный параметр, x ∈ [0, 1],

p1(x, λ) = λp10 + p11(x), p2(x, λ) = λ2p20 + λp21(x) + p22(x),

pi1(x) ∈ C1[0, 1], p22(x) ∈ C[0, 1], pi0 = const, i = 1, 2,

rank(ajk)2×4 = rank(ajk)2×4 = 2, ajk, ãjk ∈ C, j = 1, 2, k = 1, 2, 3, 4.

Теорема 1 (см. [2]). Если собственные значения краевых задач (1),(2) и (1), (3) совпадают с

учетом их кратностей и, кроме того, если выполнены следующие три условия:

1) p210 − 4p20 6= 0,
2) p10 6= 0,
3) p20 6= 0,

то совпадают и сами краевые задачи.

Теорема 1 означает единственность восстановления нераспадающихся краевых условий (2) по
всем собственным значениям задачи (1), (2). В [2] была показана и существенность каждого
условия теоремы. Заметим, что в классическом случае уравнения Штурма—Лиувилля − y′′ +
q(x)y = λ2y с симметрическим потенциалом (например, при q(x) = 0) задача идентификации
нераспадающихся краевых условий (2) имеет бесконечное число решений.

Ниже показано, что во многих случаях для идентификации условий (2) в качестве входных
данных нет необходимости в использовании всех собственных значений; достаточно только пяти
из них, удовлетворяющих определенным условиям. Более того, доказано, что задача идентифика-
ции нераспадающихся краевых условий по пяти собственным значениям не является корректной
по Адамару, но корректна по А. Н. Тихонову.

Обозначим матрицу, составленную из неизвестных коэффициентов alk краевых условий (2)
через A, а ее миноры — через Mij (1 6 i < j 6 4):

A =

∥∥∥∥
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

∥∥∥∥ , Mij =

∣∣∣∣
a1i a1j
a2i a2j

∣∣∣∣ . (4)

Обратная задача формулируется следующим образом: коэффициенты alk форм Ul(y), l = 1, 2,
задачи (1), (2) неизвестны; rankA = 2; известны собственные значения λm задачи (1), (2).
Требуется найти краевые условия Ul(y), l = 1, 2, т.е. восстановить матрицу A вида (4) с

точностью до линейных преобразований строк.

Отыскание решения задачи будем искать в два этапа. На первом этапе найдем миноры M12,
M13, M14, M23, M24, M34 матрицы A. На втором этапе по этим значениям найдем саму матрицу A

с точностью до линейных преобразований ее строк.

2. Условие Плюккера и множество корректности. Условия Плюккера возникают при
отыскании рангового подпространства по его направляющему бивектору (см. [18]). Их можно
также интерпретировать в терминах проективной геометрии, как условия, возникающие при
отыскании проективной прямой по координатам Плюккера (см. [13,29]), а также в терминах грас-
смановой алгебры как плюккеровы условия простоты грассманового агрегата (см. [28]). Однако
нам представляется более правильным не прибегать к дополнительной терминологии. В насто-
ящей статье предлагается другой подход к условиям Плюккера как к условиям, возникающим
при восстановлении (с точностью до линейных преобразований строк) матрицы по ее минорам
максимального порядка. При этом новым является запись искомой матрицы непосредственно с
помощью миноров, а не через систему уравнений, как это делается обычно. Такой подход делает
условие Плюккера более наглядным и позволяет предъявить явное решение задачи отыскания
краевых условий.

Теорема 2. Пусть rankA = 2. Чтобы матрицу

Ã =

∥∥∥∥
ã11 ã12 ã13 ã14
ã21 ã22 ã23 ã24

∥∥∥∥
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можно было получить из матрицы A с помощью невырожденного линейного преобразования

строк необходимо и достаточно, чтобы наборы миноров второго порядка этих матриц совпа-

дали с точностью до ненулевого множителя, не зависящего от индексов.

Доказательство. Необходимость. Итак, пусть матрицу Ã можно получить из матрицы A (см. (4))
с помощью линейного преобразования строк, т.е. существует такая невырожденная матрица S

размера 2 × 2, что Ã = S · A, где detS = k 6= 0. Тогда для всех подматриц Ãi1i2 и Ai1i2 размера

2× 2 матриц Ã и A верно соотношение

Ãi1i2 = S · Ai1i2 ,

где 1 6 i1 < i2 6 4. Следовательно,

M̃i1i2 = det Ãi1i2 = det (S ·Ai1i2) = detS · detAi1i2 = k ·Mi1i2 ,

что и требовалось доказать.

Достаточность. Пусть (a1,a2)— набор строк матрицы A, а (ã1, ã2)— набор строк матрицы Ã.

Нетрудно видеть, что для того, чтобы матрицу Ã можно было получить из матрицы A с помощью
линейного преобразования строк, необходимо и достаточно, чтобы Span (a1,a2) = Span (ã1, ã2).
Найдем условие, при котором вектор-строка x = (x1, x2, x3, x4) лежит в Span (a1,a2). Для этого
рассмотрим следующую матрицу размера 3× 4:∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
x1 x2 x3 x4

∥∥∥∥∥∥
.

Для того, чтобы x = (x1, x2, x3, x4) лежал в Span (a1,a2), необходимо и достаточно, чтобы все
миноры третьего порядка данной матрицы равнялись нулю. Отсюда получим следующую систему
уравнений: 




M23 x1 −M13 x2 +M12 x3 = 0,

M24 x1 −M14 x2 +M12 x4 = 0,

M34 x1 −M14 x3 +M13 x4 = 0,

M34 x2 −M24 x3 +M23 x4 = 0.

(5)

Ранг этой системы равен 2, так как dimSpan (a1,a2) = 2. Без ограничения общности будем
считать, что M12 6= 0. Тогда {

M23 x1 −M13 x2 +M12 x3 = 0,

M24 x1 −M14 x2 +M12 x4 = 0.
(6)

Отсюда получим два линейно независимых решения

x1 =

(
1, 0, −M23

M12
, −M24

M12

)
, x2 =

(
0, 1,

M13

M12
,
M14

M12

)
,

по которым можно построить матрицу A:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 −M23

M12
−M24

M12

0 1
M13

M12

M14

M12

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Проделаем тоже самое с матрицей Ã. Так как наборы миноров максимального порядка этих
матриц совпадают с точностью до ненулевого множителя, не зависящего от индексов, то соот-
ветствующие системы линейных однородных уравнений эквивалентны, а значит,

Span (a1,a2) = Span (ã1, ã2) .

Отсюда следует, что матрицу Ã можно получить из матрицы A с помощью линейного преобра-
зования строк, что и требовалось доказать. �

Заметим, что, решая систему (5), можно восстановить матрицу A по ее минорам второго по-
рядка с точностью до линейного преобразования строк.
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Действительно, ранг матрицы A равен двум. Без ограничения общности будем считать, что
M12 6= 0; тогда матрицу A с помощью линейных преобразований можно свести к следующей
матрице:

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥

1 0 −M23

M12
−M24

M12

0 M12 M13 M14

∥∥∥∥∥∥∥
. (7)

Обратим внимание, что в записи матрицы Ã не используется минор M34. Его можно вычислить:

M34 =

∣∣∣∣∣∣
−M23

M12
−M24

M12

M13 M14

∣∣∣∣∣∣
=

−M23M14 +M24M13

M12
.

Это значит, что если

M34M12 6= −M23M14 +M24M13,

то восстановить матрицу по данным минорам невозможно, поскольку таковой не существует.
Условие M12 6= 0 не является существенным. К такому же неравенству придем, когда отличен

от нуля другой минор второго порядка матрицы A.
Отсюда вытекает следующее утверждение.

Теорема 3 (условие Плюккера). Для того чтобы набор чисел M12, M13, M14, M23, M24, M34

являлся набором миноров второго порядка некоторой матрицы A размера 2× 4 и ранга 2, необ-

ходимо и достаточно выполнение следующего соотношения, называемого соотношением Плюк-

кера:

M12M34 −M13M24 +M14M23 = 0. (8)

3. Корректность по А. Н. Тихонову поставленной задачи. Пусть λm, m = 1, 5, — соб-
ственные значения задачи (1), (2). Общее решение уравнения (1) имеет вид:

y(x, λ) = C1y1(x, λ) + C2y2(x, λ), (9)

где y1(x) = y1(x, λ) и y2(x) = y2(x, λ) — линейно независимые решения уравнения (1), удовлетво-

ряющие условиям y
(k−1)
n (0) = δnk, n, k = 1, 2.

Для определения констант Ci, i = 1, 2, используем краевые условия (2). Подставим (9) в крае-
вые условия (2), получим следующую систему уравнений:

C1Ul(y1) + C2Ul(y2) = 0, l = 1, 2.

Ненулевое решение для Ci, i = 1, 2, существует тогда и только тогда, когда равен нулю опре-
делитель (см. [15, с. 1–16]):

∆(λ) =

∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣∣∣∣ (10)

cоответствующей системы. Преобразовывая (10), получим

∆(λ) = M12f12(λ) +M13f13(λ) +M14f14(λ) +M23f23(λ) +M24f24(λ) +M34f34(λ). (11)

Здесь 



f12(λ) = y1(0) y
′
2(0)− y′1(0) y2(0), f13(λ) = y1(0) y2(1)− y1(1) y2(0),

f14(λ) = y1(0) y
′
2(1)− y′1(1) y2(0), f23(λ) = y′1(0) y2(1)− y1(1) y

′
2(0),

f24(λ) = y′1(1) y
′
2(0)− y′1(0) y

′
2(1), f34(λ) = y1(1) y

′
2(1)− y′1(1) y2(1).

(12)

Подставим значения λm, m = 1, 5, в (11), получим систему из 5 однородных уравнений от 6
неизвестных Mij :

M12f12(λm) +M13f13(λm) +M14f14(λm) +M23f23(λm) +M24f24(λm) +M34f34(λm) = 0, (13)

где m = 1, 5, а fij(λm), i = 1, 2, 3, j = 2, 3, 4, i < j, определены формулой (12).
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Нетрудно показать, что если матрица

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f12(λ1) f13(λ1) f14(λ1) f23(λ1) f24(λ1) f34(λ1)
f12(λ2) f13(λ2) f14(λ2) f23(λ2) f24(λ2) f34(λ2)
f12(λ3) f13(λ3) f14(λ3) f23(λ3) f24(λ3) f34(λ3)
f12(λ4) f13(λ4) f14(λ4) f23(λ4) f24(λ4) f34(λ4)
f12(λ5) f13(λ5) f14(λ5) f23(λ5) f24(λ5) f34(λ5)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (14)

системы уравнений (13) имеет ранг 5, то из этой системы уравнений набор чисел Mij находится
однозначно с точностью до множителя t, не зависящего от индексов:

{
M12 = F12t, M13 = −F13t, M14 = F14t,

M23 = −F23t, M24 = F24t, M34 = −F34t,
t ∈ C, (15)

где Fij — минор матрицы F , получаемый вычеркиванием столбца с элементами fij(λm), m = 1, 5.
(Действительно, если, например, F12 6= 0, то положив M12 = t и считая −M12f12(λm) «свободными
членами» уравнений системы (12), из формул Крамера и теоремы 2 получим (15).)

Уравнение (15) представляет собой явное решение отыскания миноров M12, M13, M14, M23,
M24, M34 по собственным значениям λm, m = 1, 5.

Для того, чтобы говорить о единственности решения, будем требовать выполнения условия

один из миноров M12, M13, M14, M23, M24, M34 равен единице,
а остальные по модулю не больше единицы.

(16)

Это условие будем называть условием каноничности.
Если числа λm, m = 1, 5, а значит, и Fij , даны приближенно, то, вообще говоря, найденные по

формуле (15) значения M12, M13, M14, M23, M24, M34 могут не быть минорами матрицы A. Это
связано с тем, что может не выполняться условие Плюккера.

Будем называть множеством корректности M такой набор миноров

v =
(
M12,M13,M14,M23,M24,M34

)
,

для которого выполнены условия (8) и (16). Из определения вытекает, что M является компактом.
С помощью введенного множества корректности нетрудно показать корректность по А. Н. Ти-

хонову задачи отыскания миноров матрицы A по значениям λm, m = 1, 5, для которых система
уравнений (13) имеет ранг 5.

Пусть V — это пространство C
6 элементов v = (M12,M13,M14,M23,M24,M34) с нормой

‖v‖ = max
(
|M12|, |M13|, |M14|, |M23|, |M24|, |M34|

)
;

Λ — это пространство C
5 элементов z = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) с аналогичной нормой, образ множе-

ства M в пространстве Λ при отображении с помощью неявной функции R, задаваемой равен-
ствами (11), есть множество Z, т.е. Z = RM .

Задача Rv = z удовлетворяет следующим условиям:

1) для точно заданных z = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) существует единственное решение задачи принад-
лежащее компакту M пространства V ;

2) для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для любых z, z̃ ∈ Λ = RM и таких, что
‖z − z̃‖Z < δ, выполнено неравенство ‖v − ṽ‖V < ε.

Второе условие вытекает из двукратной непрерывной дифференцируемости fij(λ) по λ. Поэтому
задача Rv = z является корректной по А. Н. Тихонову (см. [8–10]).

4. Метод канонических краевых условий. Наиболее известны два метода решения кор-
ректных по А. Н. Тихонову задач: метод квазирешения и метод подбора.

Метод квазирешения для идентификации краевых условий был применен в работе авторов
[31]. Ввиду того, что Mij являются комплексными числами, метод квазирешения, основанный
на поиске условного минимума выражения ‖v − ṽ‖V при условиях (8) и (16) для нашей задачи,
оказывается громоздким.
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В настоящей статье предлагается метод решения идентификации краевых условий, который по
сути представляет собой метод подбора. При применении этого метода использована идея записи
матрицы A в терминах матрицы F .

Пусть λm, m = 1, 5, — точные собственные значения задачи (1), (2) и априори известно, что
искомая матрица A существует, все Fij найдены точно и F12 6= 0. Тогда условия (8) выполне-
ны, M12 6= 0, а сама матрица A имеет вид (7). Если дополнительно известно, что F12 является
наибольшим по модулю минором третьего порядка матрицы F , то из (7) и (15) получаем, что
M12 является наибольшим по модулю минором матрицы A, а сама матрица A с точностью до
линейных преобразований строк может быть записана следующим образом:

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 −M23

M12
−M24

M12

0 1
M13

M12

M14

M12

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
F23

F12
−F24

F12

0 1 −F13

F12

F14

F12

∥∥∥∥∥∥∥∥
, (17)

причем ее миноры лежат в множестве корректности M . Все условия корректности по А. Н. Тихо-
нову выполнены, в том числе и третье. Действительно, для любого ε > 0 существует такое δ > 0,
что для любых

z = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5), z̃ = (λ̃1, λ̃2, λ̃3, λ̃4, λ̃5) ∈ Λ = RM

и таких, что

‖z − z̃‖C5 < δ,

выполнено неравенство
∥∥∥
(
F12, F13, F14, F23, F24, F34

)
−

(
F̃12, F̃13, F̃14, F̃23, F̃24, F̃34

)∥∥∥
C6

< ε.

Последнее вытекает из двукратной непрерывной дифференцируемости (а значит, и непрерывно-
сти) функций fij(λ) по параметру λ.

Если числа λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, а значит, и Fij даны приближенно, то равенство (8) может не
выполняться, и поэтому формально по минорам Fij матрицу A построить невозможно. Однако
в записи (17) для матрицы A не используется минор F34, поэтому если F12 6= 0, то его значение
нам фактически не нужно. Если F12 является наибольшим по модулю минором второго порядка
матрицы F , то матрицу (17) можно считать приближенным решением задачи идентификации
матрицы A. Причем, как следует из вышеизложенного, чем ближе числа λ1, λ2, λ3, λ4, λ5 к
точным, тем ближе к точным значениям и элементы матрицы A.

Аналогично с помощью равенств (5) и (15) можно выписать явные приближенные решения
матрицы A в случаях, если наибольшим по модулю минором второго порядка матрицы F явля-
ется не F12, а другой минор матрицы F .

Если F13 является наибольшим по модулю минором матрицы F , то

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1
M23

M13
0 −M34

M13

0
M12

M13
1

M14

M13

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

1
F23

F13
0 −F34

F13

0 −F12

F13
1 −F14

F13

∥∥∥∥∥∥∥∥
; (18)

если таковым является F14, то

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1
M24

M14

M34

M14
0

0
M12

M14

M13

M14
1

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

1
F24

F14
−F34

F14
0

0
F12

F14
−F13

F14
1

∥∥∥∥∥∥∥∥
; (19)

если F23, то

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

M13

M23
1 0 −M34

M23

−M12

M23
0 1

M24

M23

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

F13

F23
1 0 −F34

F23

F12

F23
0 1 −F24

F23

∥∥∥∥∥∥∥∥
; (20)
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если F24, то

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

M14

M24
1

M34

M24
0

−M12

M24
0

M23

M24
1

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

F14

F24
1 −F34

F24
0

−F12

F24
0 −F23

F24
1

∥∥∥∥∥∥∥∥
; (21)

если F34, то

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

M14

M34

M24

M34
1 0

−M13

M34
−M23

M34
0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

−F14

F34
−F24

F34
1 0

−F13

F34
−F23

F34
0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
. (22)

Таким образом, верна следующая теорема.

Теорема 4. Если λ1, λ2, λ3, λ4, λ5 являются собственными значениями краевой задачи (1),
(2), rankF = 5, то задача отыскания матрицы A по собственным значениям λ1, λ2, λ3, λ4,

λ5 является корректной по А. Н. Тихонову. Множеством корректности решения этой задачи

является компакт M , определенный уравнениями (8) и (16). Явное представление решения

задачи дается в терминах матрицы F . В зависимости от того, какой из миноров F12, F13,

F14, F23, F24, или F34 является наибольшим по модулю, решение дается соответственно одной

из матриц (17), (18), (19), (20), (21) или (22).

Краевые условия, соответствующие матрицам (17), (18), (19), (20), (21) или (22), будем назы-
вать каноническими.

5. Примеры.

Пример 1. Рассмотрим следующую спектральную задачу:

l(y) = y′′(x)− 3iλy′(x)− 2λ2y(x) = 0, i =
√
−1, (23)

Ul(y) =

2∑

k=1

(
alky

(k−1)(0) + al,k+2y
(k−1)(1)

)
= 0, l = 1, 2. (24)

Пусть известны 5 собственных значений задачи (23), (24) с точностью до 10 значащих цифр:

λ1 = 5,693280894 − 0,6736886741 · i, λ2 = 11,97646620 − 0,6736886741 · i,
λ3 = 34,55751919 + 1,347377348 · i, λ4 = 63,42175748 − 0,6736886742 · i,
λ5 = 99,94106050 − 0,6736886742 · i.

Требуется найти матрицу A = ‖aij‖ краевых условий (24).
Линейно независимыми решениями уравнения (23), удовлетворяющими условиям

y
(r−1)
j (0, λ) =

{
0, при j 6= r,

1, при j = r,
j, r = 1, 2,

будут следующие функции:

y1(λ) = 2 exp(iλx)− exp(2iλx), y2(λ) = − i

λ

(
− exp(iλx) + exp(2iλx)

)
.

Поэтому характеристический определитель имеет вид (11), где

f12 = 1, f13 = −i
1

λ
(− exp(iλ) + exp(2iλ)) , f14 = exp(iλ) − 2 exp(2iλ),

f23 = 2exp(iλ) + exp(2iλ), f24 = 2iλ
(
exp(iλ)− exp(2iλ)

)
, f34 = exp(3iλ).

Ранг матрицы (14) равен 5. Вычислим миноры Fij матрицы F :

F12 = −138,7813102 + 2882,796470 i, F13 = −0,0002308 + 0,0004124 i,

F14 = −138,7812461 + 2882,796763 i, F23 = −138,7813601 + 2882,796258 i,

F24 = 0,1455 · 10−6 − 0,178 · 10−6 i, F34 = 138,7814026 − 2882,796686 i.
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Условие Плюккера не выполняется:

F12 F34 − F13 F24 + F14 F23 = 0, 374 + 0, 3260 i 6= 0.

Так как наибольшим по модулю является минор F14 (|F14| = 2886, 135376), то подставив найден-
ные значения в (19), с точностью до 6 знаков после запятой получим требуемую матрицу краевых
условий:

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1
F24

F14
−F34

F14
0

0
F12

F14
−F13

F14
1

∥∥∥∥∥∥∥∥
≈

∥∥∥∥
1 0 1 0
0 1 0 1

∥∥∥∥ .

Значит, искомые канонические краевые условия

y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0.

Пример 2. Рассмотрим спектральную задачу с другим уравнением:

l(y) = y′′(x)− 3λy′(x) + 2λ2y(x) = 0, i =
√
−1, (25)

Ul(y) =
2∑

k=1

(
alky

(k−1)(0) + al,k+2y
(k−1)(1)

)
= 0, l = 1, 2. (26)

Пусть известны 5 собственных значений задачи (25), (26) с точностью до 10 значащих цифр:

λ1 = 0,3339402341 − 2,137329143 i, λ2 = 0,3339402341 + 2,137329143 i,

λ3 = −0,7228558643 − 5,653943118 i, λ4 = −0,7228558643 + 5,653943118 i,

λ5 = −0,5523207258 − 8,430691491 i.

Требуется найти матрицу A = ‖aij‖ краевых условий (26).
Линейно независимыми решениями уравнения (25), удовлетворяющими условиям

y
(r−1)
j (0, λ) =

{
0, при j 6= r,

1, при j = r,
j, r = 1, 2,

будут следующие функции:

y1(λ) = 2 exp(λx)− exp(2λx), y2(λ) =
1

λ
(− exp(λx) + exp(2λx)) .

Поэтому характеристический определитель имеет вид (11), где

f12 = 1, f13 =
1

λ

(
− exp(λ) + exp(2λ)

)
, f14 = exp(λ)− 2 exp(2λ),

f23 = −2 exp(λ) + exp(2λ), f24 = 2λ
(
exp(λ)− exp(2λ)

)
, f34 = exp(3λ).

Ранг матрицы (14) равен 5. Вычислим миноры Fij матрицы F :

F12 = 0,29 · 10−7 − 0,294 · 10−7 i, F13 = −467,7779120 + 93,73846877 i,

F14 = 0,1043 · 10−6 − 0,3051 · 10−7 i, F23 = 0,293 · 10−8 + 0,186 · 10−7 i,

F24 = 0,792 · 10−8 + 0,44 · 10−8 i, F34 = −233,8889560 + 46,86923426 i.

Условие Плюккера не выполняется:

F12 F34 − F13 F24 + F14 F23 = −0, 1287573910 · 10−5 + 0, 9551357242 · 10−5 i 6= 0.

Так как наибольшим по модулю является минор F14 (|F13| = 477, 0776409), то подставив найден-
ные значения в (18), с точностью до 9 знаков после запятой получим требуемую матрицу краевых
условий:

Ã =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1
F23

F13
0 −F34

F13

0 −F12

F13
1 −F14

F13

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
1 0 0 −0,5
0 0 1 0

∥∥∥∥ .
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Значит, искомые канонические краевые условия

y(0) + 0,5y′(1) = 0, y(1) = 0.

6. Контрпример. Приведем пример, показывающий, что условие rankF = 5 является су-
щественным, т.е. если ранг матрицы F меньше 5 или же для восстановления A используется
меньше 5 собственных значений, то однозначного восстановления краевых условий может и не
быть.

Пример 3. Рассмотрим спектральную задачу из примера 1. Выберем 4 ее собственных зна-
чения:

λ1 = 5,693280894 − 0,6736886741 i, λ2 = 11,97646620 − 0,6736886741 i,

λ3 = 34,55751919 + 1,347377348 i, λ4 = 63,42175748 − 0,6736886742 i.

Подставив их в уравнения (13), получим систему 4 линейных однородных уравнений от 6
неизвестных M12, M13, M14, M23, M24, M34, решением которой является следующее множество:

M13 = C1, M23 = C2,

M12 = (0, 12623 + 0, 19970 · i)C1 − C2, M14 = (0, 39408 + 0, 063105 · i)C1 − C2,

M24 = (0, 00716 + 0, 00126 · i)C1, M34 = (0, 28421 + 0, 24703 · i)C1 − C2,

где C1 и C2 — произвольные числа, не равные нулю одновременно. В частности, при C1 = 0 и
C2 = −1 получаем решение, найденное в примере 1. Однако помимо этого решения получим
бесконечное множество других.
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1. Введение

Для описания волновых процессов в неупорядоченных квантовых системах нередко исполь-
зуют подход, основанный на использовании случайных гамильтонианов, представляющих собой
эллиптические операторы в неограниченных областях, зависящие от счетного числа независимых
одинаково распределенных случайных величин. Обычно такие операторы устроены по аналогии
с периодическими: имеется периодическая решетка, но на каждой из ячеек периодичности опе-
ратор зависит от случайной величины как от параметра, причем каждая ячейка периодичности
«управляется» соответствующей ей случайной величиной. Классическим примером здесь служит
оператор на оси

− d2

dx2
+
∑

k∈Z

ξkV (x− k),

где V — достаточно гладкая функция, заданная на отрезке [0, 1], ξk — независимые одинаково
распределенные случайные величины.
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Одним из важных свойств, нередко обнаруживаемых у спектров подобных операторов, яв-
ляется спектральная локализация. Ее суть состоит в том, что весь спектр рассматриваемого
оператора либо какая-то его часть является чисто точечным с вероятностью 1. Такое свойство
было установлено для многих частных примеров (см., например, [6–8, 10–24] и ссылки в этих
работах). Одним из основных способов доказательства спектральной локализации является мно-
гомасштабный анализ (см. [13, 20]), основу которого составляет определенная индукция, базой
которой является оценка начальных масштабов.

В указанных выше работах нередко использовалась монотонность рассматриваемого операто-
ра по случайным переменным, что существенно облегчало исследования. Отказ от монотонности
требует пересмотра используемых подходов и разработки новых методик. Одним из примеров
операторов, для которых подобное удалось сделать, являются малые случайные геометрические
возмущения, рассмотренные в [7, 8], где изучался лапласиан с условием Дирихле в бесконечной
плоской полосе, границы которой случайным образом слегка искривлялись. Были рассмотрены
два случая: границы полосы получаются параллельным переносом вдоль поперечной оси (см. [7])
и параллельный перенос производится вдоль вектора нормали к одной из границ (см. [8]). Ос-
новным результатом здесь стала оценка начальных масштабов для нижней части спектра.

Исследования, начатые [7,8], получили дальнейшее развитие в [3,9], где полоса заменялась на
многомерный слой, в котором рассматривался оператор Шредингера с потенциалом, зависящим
от поперечной переменной. К нему добавлялись случайные возмущения, которые на каждой ячей-
ке периодичности описывались абстрактным оператором, зависящим от параметра. Сам оператор
выглядел следующим образом:

L(t) = tL1 + t2L2 + t3L3(t),

где Li, i = 1, 2, 3, — некоторые симметричные операторы, действующие на подходящих простран-
ствах Соболева. Далее параметр t заменялся на соответствующую ячейке случайную величину,
умноженную на глобальный малый параметр ε. Рассматривалась также аналогичная модель, ко-
гда слой заменялся на все пространство. В [9] исследовался случай, когда операторы L1, L2 были
устроены так, что край спектра невозмущенного оператора смещался вправо при добавлении дан-
ного возмущения, причем сдвиг края спектра имел порядок O(ε2). Основным результатом здесь
вновь было доказательство оценки начальных масштабов для нижней части спектра. Подход ра-
боты [9] позволил рассмотреть широкие классы операторов c малыми случайными регулярными
возмущениями, см. соответствующие примеры в этой статье. Более того, как было показано в [3],
этот подход позволяет доказать оценки начальных масштабов и для некоторых сингулярных
возмущений.

В настоящей работе мы вновь рассматриваем модель, предложенную в [9]. Однако сейчас на
операторы L1, L2 накладываются условия, которые обеспечивают сдвиг влево для края спектра
невозмущенного оператора; сдвиг вновь имеет порядок O(ε2). Оказывается, что рассматриваемая
здесь ситуация сдвига края спектра влево более сложная по сравнению с [9] и требует допол-
нительных приемов в исследовании. В результате при некоторых дополнительных условиях на
операторы L1, L2 нам удается доказать оценку начальных масштабов для нашей модели.

Кратко опишем структуры статьи. В разделе 2 ставится задача и формулируются основные
результаты. В разделе 3 приводятся некоторые примеры, демонстрирующие основные результаты
работы. Разделы 4–6 посвящены доказательству основных результатов.

2. Постановка задачи и формулировка результатов

Пусть x′ = (x1, . . . , xn), x = (x′, xn+1)— декартовы координаты в R
n и R

n+1, n > 1, Π := {x :
0 < xn+1 < d}— многомерный слой, где d > 0— ширина слоя. В пространстве R

n произвольным
образом выберем периодическую решетку Γ с базисом e1, . . . , en и ячейкой периодичности

�′ :=



x

′ : x′ =
n∑

j=1

ajej , aj ∈ (0, 1)



 .

Обозначим � := �′ × (0, d).
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Для произвольной области Q и многообразия S ⊂ Q через W̊ 2
2 (Q,S) обозначим простран-

ство Соболева функций из W 2
2 (Q), обращающихся в нуль на S. Пусть L(t), t ∈ [−t0, t0], t0 > 0,

— семейство операторов вида
L(t) = tL1 + t2L2 + t3L3(t),

где Li — линейные ограниченные симметричные операторы, действующие из W̊ 2
2 (�, ∂� ∩ ∂Π)

в L2(�), причем для L3(t) предполагается равномерная ограниченность относительно t ∈ [−t0, t0].
Кроме того, считаем, что для оператора L3(t) выполнено следующее условие: для любой функции

u ∈ W̊ 2
2 (�, ∂� ∩ ∂Π) и любых t1, t2 ∈ [−t0, t0] верна оценка

∥∥∥
(
L3(t2)− L3(t1)

)
u

∥∥∥
L2(�)

6 C|t2 − t1|‖u‖W 2

2
(�), (2.1)

где константа C не зависит от u, t1, t2.
Для произвольной функции u ∈ W̊ 2

2 (Π, ∂Π) ее сужение на � есть элемент W̊ 2
2 (�, ∂� ∩ ∂Π), и

потому функция Liu определена корректно как элемент L2(�). Продолжив эту функцию нулем
в Π \ �, получим элемент пространства L2(Π). В смысле описанного продолжения операторы
Li, L можно рассматривать как неограниченные линейные симметричные операторы в L2(Π) с

областью определения W̊ 2
2 (Π, ∂Π).

Пусть ε— малый положительный параметр, {ωk}k∈Γ — последовательность чисел из интервала
[a, 1], −1 < a < 1, V0 = V0(xn+1)— непрерывная вещественная функция на отрезке [0, d], S(k),
k ∈ Γ, — оператор сдвига, определяемый формулой

(S(k)u)(x) = u(x′ + k, xn+1).

Основной объект исследований настоящей работы — оператор

Hε(ω) := −∆+ V0 + Lε(ω), Lε(ω) :=
∑

k∈Γ

S(k)L(εωk)S(−k)

в L2(Π) с краевым условием Дирихле. Область определения этого оператора — пространство

W̊ 2
2 (Π, ∂Π). Ввиду описанных выше свойств операторов Li и теоремы Като—Реллиха, оператор

Hε(ω) самосопряжен при достаточно малых ε. Отметим еще, что действие оператора Lε(ω) мож-

но описать следующим образом. Для произвольной функции u ∈ W̊ 2
2 (Π, ∂Π) рассматривается ее

сужение на ячейку �k := {x : x − (k, 0) ∈ �}, k ∈ Γ. Затем эта ячейка отождествляется с � и
к сужению функции u применяется оператор L(εωk). Результат действия есть сужение функции
Lε(ω)u на �k.

Далее нам понадобится вспомогательный оператор

Hδ
� := −∆+ V0 + L(δ), δ ∈ [εa, ε],

в L2(�) с краевым условием Дирихле на ∂�∩∂Π и периодическими краевыми условиями на γ :=

∂� \ ∂Π. Область определения оператора Hδ
� — пространство Соболева функций из W̊ 2

2 (�, ∂� ∩
∂Π), удовлетворяющих периодическим краевым условиям на γ. Оператор Hδ

� самосопряжен.
Пусть ε = 0. Первое собственное значение оператора H0

� равно первому собственному значе-
нию Λ0 оператора −d2/dx2n+1 + V0 на интервале (0, d) с краевым условием Дирихле на концах
интервала. Соответствующую собственную функцию Ψ0 нормируем следующим образом:

‖Ψ0‖L2(0,d) =
1√
|�′|

.

Относительно оператора L1 сделаем следующее предположение.

(A1) Выполнено равенство
(L1Ψ0,Ψ0)L2(�) = 0.

В частности, из этого предположения следует, что уравнение

(H0
� − Λ0)Ψ1 = −L1Ψ0 (2.2)

разрешимо и имеет единственное решение, ортогональное Ψ0 в L2(�). Всюду далее символом Ψ1

обозначим именно такое решение.
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Сделаем еще одно предположение.

(A2) Выполнено неравенство

Λ2 := (Ψ1,L1Ψ0)L2(�) + (L2Ψ0,Ψ0)L2(�) < 0.

Через Φ1 ∈ W̊ 2
2 (�, ∂� ∩ ∂Π) обозначим решение задачи





(−∆+ V0 − Λ0)Φ1 = −L1Ψ0 в �,

Φ1 = 0 на ∂� ∩ ∂Π,
∂Φ1

∂ν
= 0 на γ,

(2.3)

ортогональное Ψ0 в L2(�). В разделе 4 будет показано, что такое решение определено однозначно.
Относительно функции Φ1 сделаем следующее предположение.

(A3) Выполнено неравенство

η := −(a+ 1)Λ2 + (1− a)
(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1ψ0

)
L2(�)

> 0.

Пусть Λδ — наименьшее собственное значение оператора Hδ
�.

Первая часть наших результатов носит детерминистический характер, иИ первый такой ре-
зультат описывает минимум функции Λδ.

Лемма 2.1. Для достаточно малых ε при δ ∈ [εa, ε] выполнено равенство

inf
δ∈[εa,ε]

Λδ = Λε. (2.4)

Справедлива асимптотика

Λε = Λ0 + ε2Λ2 +O(ε3). (2.5)

Собственное значение Λε — простое. Собственную функцию Ψε(x) оператора Hε
�, соответству-

ющую Λε, нормируем следующим образом:

(Ψε,Ψ0)L2(�) = 1.

Для нее верна асимптотика в норме W 2
2 (�):

Ψε = Ψ0 + εΨ1 + ε2Ψ2 +O(ε3), (2.6)

где Ψ2 — решение уравнения

H0
�Ψ2 = Λ0Ψ2 − L1Ψ1 − L2Ψ0 + Λ2Ψ0, (2.7)

ортогональное Ψ0 в L2(�).

Символом σ(·) будем обозначать спектр оператора.
Наш следующий результат описывает положение края спектра оператора Hε(ω).

Теорема 2.1. Для достаточно малых ε и всех ω справедлива оценка

inf σ
(
Hε(ω)

)
> Λε.

Далее мы рассматриваем сужения оператора Hε(ω) на большие конечные куски слоя Π:

Πα,N :=



x : x′ = α+

n∑

j=1

ajej , aj ∈ (0, N), 0 < xn+1 < d



 ,

где α ∈ Γ, N ∈ N. Положим

Γα,N :=



x

′ ∈ Γ : x′ = α+

n∑

j=1

ajej , aj = 0, 1, . . . , N − 1





и отметим очевидное равенство:

Πα,N =
⋃

k∈Γα,N

�k
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с точностью до множества меры нуль.
На боковой поверхности γ ячейки � рассмотрим функцию

ρε :=
1

Ψε

∂Ψε

∂ν
,

где ν — внешняя нормаль. Так как функция Ψε —�-периодическая, то ее можно периодически
продолжить на боковые поверхности всех ячеек �k, k ∈ Γ, и тем самым ρε определена для
каждой такой ячейки. Относительно введенной функции сделаем следующее предположение.

(A4) Функция ρε вещественна. Функции ρε, Ψ1, Ψ2, ∂Ψ1/∂ν, ∂Ψ2/∂ν кусочно непрерывны на γ.
Для каждой боковой грани γj , входящей в γ, в норме C1(γj) справедливо асимптотическое
равенство

ρε = ερ1 + ε2ρ2 +O(ε3), ρ1 :=
1

Ψ0

∂Ψ1

∂ν
, ρ2 :=

1

Ψ0

∂Ψ2

∂ν
− Ψ1

Ψ2
0

∂Ψ1

∂ν
, (2.8)

причем функции ρ1, ρ2 также кусочно непрерывны на γ.

Введем оператор

Hε
α,N (ω) := −∆+ V0 +

∑

k∈Γα,N

S(k)L(εωk)S(−k)

в L2(Πα,N ) с краевым условием Дирихле на ∂Πα,N ∩ ∂Π и краевым условием

∂u

∂ν
= ρεu на γα,N . (2.9)

Оператор Hε
α,N (ω) рассматривается как неограниченный в L2(Πα,N ). Область определения этого

оператора состоит из функций класса W̊ 2
2 (Πα,N , ∂Πα,N ∩ ∂Π), удовлетворяющих краевому усло-

вию (2.9). Оператор Hε
α,N (ω) самосопряжен.

Пусть Λε
α,N (ω)— наименьшее собственное значение оператора Hε

α,N (ω). Следующая теорема

дает нижнюю оценку разности Λε
α,N (ω)− Λε.

Теорема 2.2. Существуют такие константы N1 ∈ N и c0 > 0, что для любых α ∈ Γ,

N > N1, ε 6 c0N
−4 выполнено неравенство

Λε
α,N (ω)− Λε >

ε2

ηNn

∑

k∈Γα,N

(1− ωk). (2.10)

Наш последний детерминистический результат — это оценка Комба—Томаса.

Теорема 2.3. Пусть α, β1, β2 ∈ Γ, m1,m2 ∈ N таковы, что

B1 := Πβ1,m1
⊂ Πα,N , B2 := Πβ2,m2

∈ Πα,N .

Существует такое N2 ∈ N, что для N > N2 выполнена оценка
∥∥∥χB1

(
Hε

α,N (ω)− λ
)−1

χB2

∥∥∥ 6
C1

δ
e−C2δ dist(B1,B2),

где C1, C2 — положительные константы, не зависящие от ε, α, N , B1, B2, m1, m2, λ и

δ := dist(λ, σ(Hε
α,N (ω))) > 0, χ· — характеристическая функция множества, ‖ · ‖— норма огра-

ниченного оператора в L2(Πα,N ).

Эта теорема была доказана в [9] (см. [9, теорема 2.4]), где рассматривался такой же оператор
Hε

α,N (ω), но формулировка предположений (A1)–(A4) была иной. Вместе с тем в доказательстве

теоремы в [9] эти предположения не использовались. Поэтому доказательство без изменений
переносится из [9] и на нашу теорему 2.3, и в настоящей работе мы отдельно ее не доказываем.

Вторая часть наших основных результатов носит вероятностный характер. Введем необхо-
димые обозначения. Пусть ξ = {ξk}k∈Γ — последовательность независимых одинаково распреде-
ленных нетривиальных случайных величин. Вероятностное распределение, соответствующее ξk,
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обозначим через µ и считаем, что носитель µ есть [a, 1]. Также считаем, что a = min suppµ,
1 = max suppµ. Введем вероятностную меру

P =
⊗

k∈Γ

µ

на конфигурационном пространстве

Ω :=×
k∈Γ

[a, 1];

элементами этого пространства являются последовательности ξ. Через E(·) обозначим математи-
ческое ожидание случайной величины по мере µ.

Наш первый вероятностный результат выглядит следующим образом.

Теорема 2.4. Пусть γ ∈ N, γ > 17. Тогда для N > N1, где N1 определено в теореме 2.2,
интервал

JN :=

[ √
2√

ηE(|ω0|)
1

N
1

4

,
c0

N
4

γ

]

непуст и для

N > max
{
N

γ
1 , N2, K

γ
1

}
, K1 :=

(
1

c0

√
2

ηE(|ω0|)

)4/(γ−16)

, ε ∈ JN

справедлива оценка

P
(
ξ ∈ Ω : Λε

α,N (ξ)− Λε 6 N−1/2
)
6 Nn(1−1/γ)e−c1N

n/γ
,

где константа c1 зависит лишь от меры µ.

Наш второй вероятностный результат — оценка начальных масштабов.

Теорема 2.5. Пусть α ∈ Γ, γ > 17, β1, β2 ∈ Γα,N , m1,m2 > 0 таковы, что

B1 := Πβ1,m1
∈ Πα,N , B2 := Πβ2,m2

∈ Πα,N .

Существует такая константа c2 > 0, не зависящая от ε, α, N , β1, β2, m1, m2, что для

N > max{Nγ
1 , N2,K

γ
1 }, ε ∈ JN выполнено:

P

(
∀λ 6 Λε +

1

2
√
N

:
∥∥∥χB1

(
Hε

α,N (ξ)− λ
)−1

χB2

∥∥∥ 6 2
√
Ne−c2dist(B1,B2)/

√
N

)
>

> 1−Nn(1−1/γ)e−c1N
n/γ
,

где использованы те же обозначения, что и в теореме 2.4.

Следствие 2.1. Пусть c0 то же, что и в теореме 2.2, α, β1, β2, m1, m2, B1, B2, c2 — те

же, что и в теореме 2.5. Тогда

P

(
∀λ 6 Λε +

1

2

(
ε

c0

)γ/8

:
∥∥∥χB1

(
Hε

α,N (ω)− λ
)−1

χB2

∥∥∥ 6 2

(
ε

c0

)−γ/8

e
−c2 dist(B1,B2)

(

ε
c0

)γ/8
)

>

> 1−
(
ε

c0

)−n(γ−1)/2

e−c1(ε/c0)
−n/2

.

Доказательство теоремы 2.5 и следствия 2.1 дословно повторяет доказательство теоремы 2.6 и
следствия 2.7 в [9], и потому здесь мы на этих доказательствах не останавливаемся.

Обсудим кратко результаты работы. Лемма 2.1 носит вспомогательный характер и описывает
наименьшее собственное значение возмущенного оператора на ячейке с периодическими крае-
выми условиями. Теорема 2.1 утверждает, что данное наименьшее собственное значение есть
минимальная возможная точка спектра оператора Hε(ω). Она достигается при ω = 1. Теоре-
ма 2.2 — наш основной детерминистический результат. Он дает оценку снизу для лакуны меж-
ду собственным значением Λε

α,N (ω) и его минимумом Λε; это минимум достигается при ω = 1:
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Λε
α,N (1) = Λε. Фактически оценка (2.10) показывает, насколько сдвигается Λε

α,N (ω) относительно
Λε при заданном ω. Оценка Комба—Томаса в теореме 2.3 говорит об экспоненциальном убывании
функции Грина оператора Hε

α,N (ω). Данные детерминистические результаты являются главны-
ми составляющими в доказательстве последующих вероятностных результатов. Первый из них,
теорема 2.4, утверждает, что вероятность близкого расположения собственного значения Λε

α,N (ξ)
к своему минимуму Λε экспоненциально мала при росте N . Из этого результата фактически
немедленно следует наш основной вероятностный результат — оценка начальных масштабов в
теореме 2.5. Как уже было отмечено во введении, такая оценка является базой индукции в дока-
зательстве спектральной локализации для нашей модели с помощью многомасштабного анализа.
Следствие 2.1 является аналогом остатков Лифшица и также полезна для реализации упомяну-
того многомасштабного анализа.

Обсудим еще предположения (A1)–(A4). Предположение (A1) означает обращение в нуль пер-
вой поправки в асимптотике для собственного значения Λε, а предположение (A2) — отрицатель-
ность второй поправки. Если предположение (A1) не выполнено и (L1Ψ0,Ψ0)L2(�) 6= 0, то задача
о получении аналогов теорем 2.2, 2.4, 2.5 оказывается проще. Причина в том, что здесь направ-
ление сдвига спектра всех рассматриваемых операторов будет определяться знаком величины
(L1Ψ0,Ψ0)L2(�), и этот сдвиг оказывается линейным по ε. В этом случае наша техника приме-
нима и даже серьезно упрощается. В частности, здесь отпадает необходимость в предположени-
ях (A2), (A3). Поэтому такой случай мы не обсуждаем.

Предположения (A3), (A4) являются дополнительными ограничениями, при которых приме-
ним наш подход. К сожалению, избавиться от этих предположений нам не удалось. Отметим еще,
что (

Re(Φ1 −Ψ1), ReL1ψ0

)
L2(�)

6 0.

Но так как −Λ2 > 0, то всегда существует такое a, возможно, достаточно близкое к 1, что
предположение (A3) выполнено. Если, например,

(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1ψ0

)
L2(�)

= 0,

в частности, это возможно при ReL1ψ0 = 0, то предположение (A3) выполнено для произвольно-
го a. Для выполнения предположения (A4) достаточно вещественности функции Ψε и справедли-
вости асимптотики (2.6) в норме C2(�). Действительно, в силу гладкости потенциала V0 имеем
Ψ0 ∈ C2[0, d]. Так как Ψ0 соответствует наименьшему собственному значению и обращается в нуль
на концах отрезка, то Ψ′

0(0) 6= 0, Ψ′
0(d) 6= 0, Ψ0(xn+1) 6= 0 при xn+1 ∈ (0, d). Как легко убедиться,

этих свойств и асимптотики Ψε в норме C2(�) достаточно для выполнения предположения (A4).
Таким образом, это предположение не слишком ограничительное.

Заметим, что если оператор L1 заменить на qL1, где q— вещественная константа, то скалярные

произведения (Ψ1,L1Ψ0)L2(�) и
(
Re(Φ1−Ψ1), ReL1ψ0

)
L2(�)

будут пропорциональны q2. Поэтому

при заданном операторе L2 за счет выбора достаточно малого q можно добиться выполнения
предположения (A2) и предположения (A3) для наперед заданного a.

3. Примеры

В настоящем разделе мы приводим примеры операторов L(t), к которым применимы резуль-
таты нашей работы. А именно, для каждого примера мы обсуждаем выполнение предположе-
ний (A1)–(A4).

3.1. Потенциал. Первый пример — это умножение на потенциал V (x, t) = tV1(x) + t2V2(x).
Считаем, что V1, V2 — вещественные ограниченные измеримые функции, заданные на �. Опера-
торы L1, L2 вводятся как умножение на V1, V2. Предположение (A1) принимает вид:

∫

�

V1(x)Ψ
2
0(xn+1) dx = 0.
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Для выполнения предположения (A2) необходимо потребовать

∫

�

V2(x)Ψ
2
0(xn+1) dx < 0.

Ясно, что существует широкий класс потенциалов V1, V2, для которых выполнены предположе-
ния (A2), (A3).

Функция Ψε здесь вещественна в силу вещественности V1, V2. Для выполнения оставшихся
условий предположения (A4) достаточно потребовать дополнительную гладкость для потенциа-
лов в пространствах Гельдера: V1, V2 ∈ C2+ϑ(�), ϑ > 0. Эти предположения обеспечивают вы-
полнение асимптотики (2.6) в норме C2(�).

3.2. Метрика. Следующий пример — это возмущение метрики. Речь идет об операторе L(t) =
tL1 + t2L2, где L1, L2 — дифференциальные операторы

L1 := −
n+1∑

i,j=1

∂

∂xi
B

(1)
ij

∂

∂xj
, L2 := −

n+1∑

i,j=1

∂

∂xi
B

(2)
ij

∂

∂xj
,

B
(q)
ij — вещественные функции, заданные на �. Предполагается, что B

(q)
ij ∈ C1(�), B

(q)
ij = B

(q)
ji ,

B
(q)
ij = 0 на γ. С помощью однократного интегрирования по частям предположение (A1) превра-

щается в равенство:

(L1Ψ0,Ψ0)L2(�) =

n+1∑

i,j=1

(
B

(1)
ij

∂Ψ0

∂xj
,
∂Ψ0

∂xi

)

L2(�)

=

(
B

(1)
n+1,n+1

dΨ0

dxn+1
,

dΨ0

dxn+1

)

L2(�)

. (3.1)

Для выполнения этого равенства достаточно, например, потребовать

B
(1)
n+1,n+1 = 0.

Если дополнительно еще положить

B
(1)
i,n+1 = B

(1)
n+1,i = 0,

то L1Ψ0 = 0 и
(
Ψ1, L1Ψ0

)
L2(�)

=
(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1ψ0

)
L2(�)

= 0.

Так как, аналогично (3.1),

(L2Ψ0,Ψ0)L2(�) =

(
B

(2)
n+1,n+1

dΨ0

dxn+1
,

dΨ0

dxn+1

)

L2(�)

,

то для выполнения предположений (A2), (A3) теперь достаточно потребовать

(
B

(2)
n+1,n+1

dΨ0

dxn+1
,

dΨ0

dxn+1

)

L2(�)

< 0. (3.2)

Предположение (A3) при этом выполнено с любым a ∈ (−1, 1). Для выполнения неравенства (3.2)

достаточно предположить, что B
(2)
n+1,n+1 < 0 в �.

Вещественность функции Ψε в рассматриваемом случае очевидна, и для выполнения предпо-

ложения (A4) достаточно лишь потребовать гладкости коэффициентов B
(q)
ij : B

(q)
ij ∈ C1+ϑ(�).
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3.3. Интегральный оператор. Помимо дифференциальных операторов, как в двух преды-
дущих примерах, возмущающий оператор L(t) может быть произвольной природы. В качестве
примера рассмотрим интегральный оператор

L(t) = tL1 + t2L2, (L1u)(x) =

∫

�

K1(x, y)u(y) dy, (L2u)(x) =

∫

�

K2(x, y)u(y) dy,

где ядра K1, K2 предполагаются симметричными (Kj(y, x) = Kj(x, y)) и ограниченными
(‖Kj‖L2(�2) <∞). Предположение (A1) здесь принимает вид

∫

�2

K1(x, y)Ψ0(xn+1)Ψ0(yn+1) dx dy = 0.

В частности, если K1(x, y) = K3(x)K3(y), то это условие превращается в следующее:
∫

�

K3(x)Ψ0(xn+1) dx = 0 ⇒ L1Ψ0 = 0.

Тогда для выполнения предположений (A2), (A3) (последнее с произвольным a) достаточно пред-
положить, что ∫

�2

K2(x, y)Ψ0(xn+1)Ψ0(yn+1) dx dy < 0.

Это неравенство выполнено, например, если K2(x, y) > 0, K2(x, y) 6≡ 0.
Для проверки предположения (A4) мы вновь устанавливаем асимптотику (2.6) в норме C2(�).

Потребуем дополнительную гладкость ядер Kj : Kj ∈ C2+ϑ(�
2
), ϑ > 0. Тогда операторы L1, L2

ограничены как операторы в банаховых пространствах C2+ϑ(�). В силу оценок Шаудера для эл-
липтических уравнений эти операторы являются относительно ограниченными для H0

�. Теперь
достаточно рассмотреть уравнение на собственные значения для оператора H0

� + L(ε) в про-

странстве C2+ϑ(�) и воспользоваться регулярной теорией возмущений операторов в банаховых
пространствах (см. [4, гл. VII, § 1.3]). Отсюда уже получаем требуемую асимптотику для Ψε.

3.4. Искривление границы. Следующий пример описывает геометрическое возмущение —
малое искривление границы. Пусть y′ = (y1, . . . , yn), y = (y′, yn+1)— декартовы координаты в R

n

и R
n+1, соответственно, g = g(y′) ∈ C5

0 (�)— вещественная функция, не равная тождественно
нулю. Введем еще одну функцию:

gω(y
′) :=

∑

k∈Γ

ωkg(y
′ − k).

В каждой из ячеек �′ + k она равна ωkg(y
′).

Рассмотрим поверхность yn+1 = εgω(y
′), y′ ∈ R

n. Ее вектор единичной нормали есть

n(y′) :=
1√

1 + ε2|∇y′gω|2
(
− ε(∇y′gω(y

′))t, 1
)
,

где t означает транспонирование. В терминах функции gω и вектора n мы вводим малое случайное
искривление слоя Π:

Πε :=
{
y : y = (x′, εgω(x

′)) + xn+1n(x
′), x′ ∈ R

n, 0 < xn+1 < d
}
. (3.3)

В области Πε рассматривается лапласиан с условием Дирихле; этот оператор обозначим через
H̃ε(ω). Такой оператор не является частным случаем нашего оператора Hε(ω), так как последний
для всех ε рассматривается в фиксированной области Π. Вместе с тем, далее мы покажем, что
существует унитарное преобразование, приводящее оператор H̃ε(ω) к частному случае нашего
оператора Hε(ω). Использование унитарного преобразования не меняет спектра оператора, а по-
тому подобные преобразования позволяют расширить класс операторов, к которым применимы
результаты настоящей работы.
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Требуемое унитарное преобразование строится следующим образом. Вначале от переменных y
мы переходим к переменным x, использованным в определении (3.3) множества Πε:

y′ = x′ − ε
xn+1(∇x′gω(x

′))t√
1 + ε2|∇x′gω(x′)|2

, yn+1 = εgω(x
′) +

xn+1√
1 + ε2|∇x′gω(x′)|2

,

где верхний индекс t обозначает транспонирование. При такой замене искривленный слой Πε

переходит в фиксированный слой Π, а лапласиан преобразуется так:

−∆y = − 1

detP
divx(P

−1)tP−1 detP∇x,

где P = P (x)— матрица перехода, составленная из производных ∂yi/∂xj . Требуемое унитарное
преобразование теперь вводится по правилу

(Uu)(y) = 1√
detP (x(y)))

u(x(y)),

а оператор Hε(ω) определяется формулой

Hε(ω) = U−1H̃ε(ω)U
с дифференциальным выражением

− 1√
detP

divx(P
−1)tP−1 detP∇x

1√
detP

.

Соответствующий оператор L(ε) можно определить равенством

L(ε) = − 1√
detP

divx(P
−1)tP−1 detP∇x

1√
detP

+∆x, (3.4)

где следует взять ω0 = 1. Отметим, что в данном случае

V0 = 0, Ψ0(xn+1) =

√
2√

d|�′|
sin

πxn+1

d
, Λ0 =

π2

d2
. (3.5)

Чтобы вычислить операторы L1, L2, разложим все коэффициенты в приведенном выше выраже-
нии для L(ε) в ряд Тейлора при ε→ +0. Вначале отметим, что при ω0 = 1, x ∈ �

y′ = x′ − εxn+1

(
∇x′g(x′)

)t
+O(ε3),

yn+1 = xn+1 + εg(x′)− ε2

2
xn+1|∇x′g(x′)|2 +O(ε3),

P (x) = E + εP1 + ε2P2 +O(ε3),

где E — единичная матрица размера (n+ 1)× (n+ 1),

P1 :=



−xn+1∇x′

∂g

∂x1
. . . −xn+1∇x′

∂g

∂xn
∇x′g

− ∂g

∂x1
. . . − ∂g

∂xn
0


 ,

P2 :=




0 . . . 0 0

−xn+1

n∑

j=1

∂g

∂xj

∂2g

∂x1∂xj
. . . −xn+1

n∑

j=1

∂g

∂xj

∂2g

∂xn∂xj
−1

2
|∇x′g|2


 ;

(3.6)

первая строка в определении матриц P1, P2 имеет размер n× (n+ 1). Следовательно,

P−1 = E − εP1 + ε2(P 2
1 − P2) +O(ε3),

detP = 1 + εp1 + ε2p2 +O(ε3),

p1 := TrP1 = −xn+1∆x′g, (3.7)
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p2 := TrP2 +

n+1∑

i,j=1
i<j

(
P

(1)
ii P

(1)
jj − P

(1)
ij P

(1)
ji

)
=

= −1

2
|∇x′g|2 + x2n+1

n∑

i,j=1
i<j

(
∂2g

∂x2i

∂2g

∂x2j
−
(

∂2g

∂xi∂xj

)2
)
,

1√
detP

= 1− ε
p1

2
+ ε2

3p21 − 4p2
8

+O(ε3), (3.8)

(P−1)tP−1 detP = E + εQ1 + ε2Q2 +O(ε3),

Q1 := −P1 − P t
1 + p1E, (3.9)

Q2 := P t
1P1 + P 2

1 + (P 2
1 )

t − P2 − P t
2 + p2E − p1(P1 + P t

1),

где P
(1)
ij — элементы матрицы P1. Отсюда и из (3.4) выводим формулы для операторов Lj :

L1u =
1

2

(
p1∆u+∆(p1u)

)
− divQ1∇u, (3.10)

L2u = −1

8

(
(3p21 − 4p2)∆u+∆((3p21 − 4p2)u)

)
− 1

4
p1∆(p1u)+

+
1

2

(
p1 divQ1∇u+ divQ1∇(p1u)

)
− divQ2∇u.

Нетрудно также проверить, что условие (2.1) для оператора L3 выполнено.
Вычислим (L1Ψ0,Ψ0)L2(�). Используя формулу (3.10) для L1, финитность функции g и опре-

деления (3.7), (3.9), (3.6) величин p1, P1, Q1, непосредственно проверяем, что

(P1 + P t
1)∇Ψ0 = 0,

∫

�′

∆x′g dx′ = 0,

L1Ψ0 =
1

2
(∆ + Λ0)(p1Ψ0) + Ψ′

0∆x′g = −xn+1

2
Ψ0∆

2
x′g.

(3.11)

С учетом этих равенств и финитности функции g, интегрируем по частям следующим образом:

(L1Ψ0,Ψ0)L2(�) =
1

2

∫

�

Ψ0∆(p1Ψ0) dx =
1

2

∫

�

xn+1Ψ0Ψ
′′
0∆x′g dx = 0.

Применяя равенства

−
∫

�

Ψ0 divQ2∇Ψ0 dx =

∫

�

Q2∇Ψ0 · ∇Ψ0 dx =

= −5

2

∫

�

|∇x′g|2(Ψ′
0)

2 dx+

∫

�

x2n+1(Ψ
′
0)

2
n∑

i,j=1
i<j

(
∂2g

∂x2i

∂2g

∂x2j
−
(

∂2g

∂xi∂xj

)2
)
,

d∫

0

xn+1Ψ0Ψ
′′
0 dxn+1 = −1

2

d∫

0

Ψ2
0 dxn+1, ∇p1Ψ0 =

(
Ψ′

0∇x′p1
p1Ψ

′
0 −Ψ0∆x′g

)
,

аналогично вычисляем (L2Ψ0,Ψ0)L2(�):

(L2Ψ0,Ψ0)L2(�) =

∫

�

x2n+1

(
Ψ0Ψ

′′
0 − (Ψ′

0)
2
) n∑

i,j=1
i<j

(
∂2g

∂x2i

∂2g

∂x2j
−
(

∂2g

∂xi∂xj

)2
)
dx+
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+

∫

�

x2n+1

4
Ψ2

0|∇x′∆x′g|2 dx−
∫

�

(
1

2
Ψ0Ψ

′′
0 +

5

2
(Ψ′

0)
2

)
|∇x′g|2 dx+

+

∫

�

(∆x′g)2
(
−3x2n+1

4
(Ψ′

0)
2 +

1

2
Ψ2

0 −
3x2n+1

4
Ψ0Ψ

′′
0

)
dx. (3.12)

С учетом финитности g, двукратным интегрированием по частям проверяем, что
∫

�′

∂2g

∂x2i

∂2g

∂x2j
dx′ = −

∫

�′

∂g

∂xi

∂3g

∂xi∂x
2
j

dx′ =

∫

�′

(
∂2g

∂xi∂xj

)2

dx′,

а потому ∫

�

xn+1Ψ0Ψ
′′
0

n∑

i,j=1
i<j

(
∂2g

∂x2i

∂2g

∂x2j
−
(

∂2g

∂xi∂xj

)2
)
dx = 0.

Учитывая это соотношение и используя явный вид функции Ψ0 (см. (3.5)), переписываем (3.12)
следующим образом:

(L2Ψ0,Ψ0)L2(�) =

∫

�′

x2n+1

4
Ψ2

0|∇x′∆x′g|2 dx′ − 1

4|�′|

∫

�′

(∆x′g)2 dx′ − 2π2

d2|�|′
∫

�′

|∇x′g|2 dx′. (3.13)

Вычислим теперь скалярное произведение (Ψ1,L1Ψ0)L2(�). Как следует из формулы (3.11) для
L1Ψ0 и финитности функции g, функцию Ψ1 можно представить в виде:

Ψ1 = −xn+1

2
Ψ0∆x′g + Ψ̂1, (3.14)

где Ψ̂1 — решение уравнения

(H0
� − Λ0)Ψ̂1 = −Ψ′

0∆x′g, (3.15)

ортогональное Ψ0 в L2(�). Ясно, что такое решение существует и единственно, так как правая
часть уравнения ортогональна Ψ0 в L2(�). Выпишем интегральное тождество, соответствую-

щее (3.15), взяв Ψ̂1 в качестве пробной функции:

‖∇Ψ̂1‖2L2(�) − Λ0‖Ψ̂1‖2L2(�) = −(Ψ′
0∆x′g, Ψ̂1)L2(�),

откуда следует

‖∇x′Ψ̂1‖2L2(�) +

∥∥∥∥∥
∂Ψ̂1

∂xn+1

∥∥∥∥∥

2

L2(�)

− Λ0‖Ψ̂1‖2L2(�) = (Ψ′
0∇x′g,∇x′Ψ̂1)L2(�). (3.16)

Так как Ψ̂1 = 0 при xn+1 = 0 и xn+1 = d для всех x′ ∈ �′, то в силу принципа минимакса для
оператора −d2/dx2n+1 на (0, d) с краевыми условиями Дирихле верно неравенство

∥∥∥∥∥
∂Ψ̂1

∂xn+1

∥∥∥∥∥

2

L2(�)

− Λ0‖Ψ̂1‖2L2(�) > 0. (3.17)

Из этой оценки и (3.16) выводим:

‖∇x′Ψ̂1‖L2(�) 6 ‖Ψ′
0∇x′g‖L2(�) =

π

d|�′|1/2 ‖∇x′g‖L2(�′). (3.18)

С учетом (3.14) и (3.11) представим скалярное произведение (Ψ1,L1Ψ0)L2(�) в виде

(Ψ1,L1Ψ0)L2(�) =
1

4

(
xn+1Ψ0∆x′g, xn+1Ψ0∆

2
x′g
)
L2(�)

− 1

2

(
Ψ̂1, xn+1Ψ0∆

2
x′g
)
L2(�)

=

= −1

4

∫

�′

x2n+1Ψ
2
0|∇x′∆x′g|2 dx− 1

2

∫

�

xn+1Ψ0(∆x′g)(∆x′Ψ̂1) dx.
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Используя уравнение (3.15) для Ψ̂1 и интегрируя по частям, получаем:

− 1

2

∫

�

xn+1Ψ0(∆x′g)(∆x′Ψ̂1) dx = −1

2

∫

�′

xn+1Ψ0∆x′g

(
Ψ′

0∆x′g − ∂2Ψ̂1

∂x2n+1

− Λ0Ψ̂1

)
dx =

=
1

4

∫

�′

Ψ2
0(∆x′g)2 dx+

∫

�

Ψ̂1Ψ
′
0∆x′g dx =

=
1

4

∫

�′

Ψ2
0(∆x′g)2 dx−

∫

�

Ψ′
0∇x′g · ∇x′Ψ̂1 dx.

Подставляя полученное равенство в (3.18) и суммируя с (3.13), приходим к окончательной фор-
муле для Λ2:

Λ2 = − 2π2

d2|�′|‖∇x′g‖2L2(�′) −
∫

�

Ψ′
0∇x′g · ∇x′Ψ̂1 dx.

Из (3.16), (3.17) следует, что ∫

�

Ψ′
0∇x′g · ∇x′Ψ̂1 dx > 0

и потому

Λ2 6 − 2π2

d2|�′| ‖∇x′g‖2L2(�′) < 0, (3.19)

что доказывает выполнения предположения (A2).
Проверим теперь предположение (A3). Для функции Φ1 верно представление, аналогичное

(3.14):

Φ1 = −xn+1

2
Ψ0∆x′g + Φ̂1, (3.20)

где Φ̂1 — решение краевой задачи

(−∆− Λ0)Φ̂1 = −Ψ′
0∆x′g в �, Φ̂1 = 0 на ∂� ∩ ∂Π,

∂Φ̂1

∂ν
= 0 на γ, (3.21)

ортогональное Ψ0 в L2(�). Аналогично (3.18) доказывается оценка

‖∇x′Φ̂1‖L2(�) 6
π

d|�′| 12
‖∇x′g‖L2(�′). (3.22)

Отметим еще, что в доказательстве теоремы 2.1 показано равенство (см. (4.18))
(
ReΦ1 − ReΨ1, ReL1Ψ0

)
L2(�)

=
(
Φ1 −Ψ1, L1Ψ0

)
L2(�)

.

Поэтому в нашем случае в силу (3.11), (3.14), (3.20), (3.21) интегрированием по частям получаем:

(
ReΦ1 − ReΨ1, ReL1Ψ0

)
L2(�)

=
(
Φ̂1 − Ψ̂1, L1Ψ0

)
L2(�)

= −1

2

(
Φ̂1 − Ψ̂1, xn+1Ψ0∆

2
x′g
)
L2(�)

=

= −1

2

(
∆x′(Φ̂1 − Ψ̂1), xn+1Ψ0∆x′g

)
L2(�)

=
1

2

((
∂2

∂x2n+1

+ Λ0

)(
Φ̂1 − Ψ̂1

)
, xn+1Ψ0∆x′g

)

L2(�)

=

=
(
Φ̂1 − Ψ̂1, Ψ

′
0∆x′g

)
L2(�)

=
(
∇x′(Ψ̂1 − Φ̂1), Ψ

′
0∇x′g

)
L2(�)

,

и в силу оценок (3.18), (3.22) имеем:

∣∣∣
(
ReΦ1 − ReΨ1, ReL1Ψ0

)
L2(�)

∣∣∣ 6 π2

d2|�′|‖∇x′g‖2L2(�′).
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Из этой оценки и (3.19) следует

−(a+ 1)Λ2 + (1− a)
(
ReΦ1 − ReΨ1, ReL1Ψ0

)
L2(�)

>
3a+ 1

4

π2

d2|�′| ‖∇x′g‖2L2(�′),

и предположение (A3) гарантированно выполнено при a > −1/3.
Как и в предыдущих примерах, для проверки предположения (A4) достаточно потребовать

определенной гладкости для коэффициентов оператора L(ε), фактически, для функции g. И как
несложно убедиться, что имеющейся гладкости g ∈ C5

0 (�) здесь достаточно.

4. Нижние оценки для спектров операторов Hδ
� и Hε(ω)

В настоящем разделе мы доказываем лемму 2.1 и теорему 2.1.

Доказательство леммы 2.1 Как было отмечено в разделе 2, наименьшее собственное значение
оператора H0

� есть Λ0. Так как

Hδ
� = H0

� + Λ(δ),

и Λ(δ) описывает относительно ограниченное возмущение порядка O(δ), собственные значения
оператора Hδ

� отстоят от собственных значений оператора H0
� на величину порядка O(δ). Так как

при малых τ собственное значение Λ0 простое, то же верно и для Λδ(τ). Более того, собственное
значение Λδ голоморфно по δ. Аналогичное справедливо и для соответствующей собственной
функции Ψδ(x) в смысле нормы в W 2

2 (�). Выписывая ряды Тейлора для Λδ и Ψδ(x) по δ и
подставляя их в уравнение

Hδ
�(τ)Ψδ = ΛδΨδ,

с учетом предположений (A1) несложно убедиться, что

Λδ = Λ0 + δ2Λ2 +O(δ3), Ψδ(x) = Ψ0(xn+1) + δΨ1(x) + δ2Ψ2(x) +O(δ3).

С учетом предположения (A2) и голоморфности Λδ по δ видим, что инфимум по δ достигается
при δ = ε, откуда уже вытекают асимптотики (2.5), (2.6). Лемма 2.1 полностью доказана. �

Оставшаяся часть данного раздела посвящена доказательству теоремы 2.1.
В силу принципа минимакса

inf σ
(
Hε(ω)

)
= inf

u∈W̊ 2

2
(Π,∂Π)

u 6=0

‖∇u‖2
L2(Π) + (V0u, u)L2(Π) + (Lε(ω)u, u)L2(Π)

‖u‖2
L2(Π)

=

= inf
u∈W̊ 2

2
(Π,∂Π)

u 6=0

∑
k∈Γ

(
‖∇u‖2

L2(�k)
+ (V0u, u)L2(�k) + (L(εωk)u, u)L2(�k)

)

∑
k∈Γ

‖u‖2
L2(�k)

. (4.1)

Из периодичности функции Ψε и определения функции ρε следует, что на противоположных
боковых гранях ячейки � функция ρε отличается лишь знаком. Поэтому для любой функции
u ∈W 2

2 (Π) выполнено ∑

k∈Γ

(ρεu, u)L2(γk) = 0, γk := ∂�k \ ∂Π.

Следовательно,

inf σ
(
Hε(ω)

)
=

= inf
u∈W̊ 2

2
(Π,∂Π)

u 6=0

1∑
k∈Γ

‖u‖2
L2(�k)

∑

k∈Γ

(
‖∇u‖2L2(�k)

+ (V0u, u)L2(�k) +
(
L(εωk)u, u

)
L2(�k)

−
(
ρεu, u

)
L2(γk)

)
>

> inf
k∈Γ

inf
u∈W̊ 2

2
(�,∂�∩∂Π)
u 6=0

1

‖u‖2
L2(�)

(
‖∇u‖2L2(�) + (V0u, u)L2(�) +

(
L(εωk)u, u

)
L2(�)

−
(
ρεu, u

)
L2(γ)

)
>
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> inf
s∈[a,1]

inf
u∈W̊ 2

2
(�,∂�∩∂Π)
u 6=0

1

‖u‖2
L2(�)

(
‖∇u‖2L2(�) + (V0u, u)L2(�) +

(
L(εs)u, u

)
L2(�)

−
(
ρεu, u

)
L2(γ)

)
=

= inf
s∈[a,1]

Λε
0,1(s). (4.2)

Отметим, что в силу наших обозначений Λε
0,1(s)— наименьшее собственное значение оператора

Hε
0,1(s) = −∆+ V0 + L(εs)

в L2(�) с краевым условием Дирихле на ∂� ∩ ∂Π и краевым условием

∂u

∂ν
= ρεu на γ.

Вычислим асимптотику по ε для собственного значения Λε
0,1(s). Ясно, что при малых ε оно

сходится к Λ0. В силу регулярной теории возмущений собственное значение Λε
0,1(s) является

простым для достаточно малых ε и всех s, и верно асимптотическое разложение

Λε
0,1(s) = Λ0 + εΛ

(1)
0,1(s) + ε2Λ

(2)
0,2(s) +O(ε3), (4.3)

где Λ
(1)
0,1(s), Λ

(2)
0,1(s)— некоторые коэффициенты. Асимптотика соответствующей собственной

функции Ψε
0,1(x, s) в норме W 2

2 (�) имеет вид

Ψε
0,1(x, s) = Ψ0(xn+1) + εΨ

(1)
0,1(x, s) + ε2Ψ

(2)
0,1(x, s) +O(ε3), (4.4)

где Ψ
(1)
0,1, Ψ

(2)
0,1 — некоторые функции из W̊ 2

2 (�, ∂� ∩ ∂Π).
Для определения коэффициентов Λ

(1)
0,1, Λ

(2)
0,1 подставим асимптотики (4.3), (4.4), (2.4) в уравне-

ние на собственные значения

Hε
0,1(s)Ψ

ε
0,1 = Λε

0,1(s)Ψ
ε
0,1,

разложим полученное равенство в асимптотический ряд по ε с точностью до O(ε3) и выпишем
коэффициенты при ε и ε2. В результате получаем краевые задачи:

(−∆+ V0 − Λ0)Ψ
(1)
0,1 = −sL1Ψ0 + Λ

(1)
0,1Ψ0 в �,

Ψ
(1)
0,1 = 0 на ∂� ∩ ∂Π,

∂Ψ
(1)
0,1

∂ν
= ρ1Ψ0 =

∂Ψ1

∂ν
на γ,

(4.5)

и
(−∆+ V0 − Λ0)Ψ

(2)
0,1 = −sL1Ψ

(1)
0,1 − s2L2Ψ0 + Λ

(1)
0,1Ψ

(1)
0,1 + Λ

(2)
0,2Ψ0 в �,

Ψ
(2)
0,1 = 0 на ∂� ∩ ∂Π,

∂Ψ
(2)
0,1

∂ν
= ρ1Ψ

(1)
0,1 + ρ2Ψ0 на γ.

(4.6)

Функция Ψ0 является собственной для соответствующей однородной краевой задачи. Эта соб-
ственная функция соответствует простому собственному значению Λ0. Поэтому условие разре-
шимости задач (4.5), (4.6) получается стандартным образом: необходимо умножить уравнение
на Ψ0 и дважды проинтегрировать по частям по ячейке �, учитывая краевые условия. В част-
ности, таким образом легко доказать однозначную разрешимость задачи (2.3) в классе функций,
ортогональных Ψ0 в L2(�).

Обсудим разрешимость задачи (4.5). Так как по определению функция Ψ1 является �-
периодической (см. теорему 2.1), функция ∂Ψ1/∂ν на противоположных боковых гранях, вхо-
дящих в γ, отличается лишь знаком. Выписывая теперь условие разрешимости для задачи (4.5),
видим, что

Λ
(1)
0,1 = 0. (4.7)

Легко убедиться, что решение задачи (4.5) можно взять в виде

Ψ
(1)
0,1(x, s) = Ψ1(x) + (s− 1)Φ1(x), (4.8)

где, напомним, Φ1 ∈W 2
2 (�, ∂� ∩ ∂Π)— решение задачи (2.3).
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Переходим к задаче (4.6). Ее решение будем искать в виде

Ψ
(2)
0,1(x, s) = Ψ2(x) + Φ

(2)
0,1(x, s).

С учетом уравнения (2.7) для Ψ2, формул для ρ1, ρ2 из (2.8) и представления (4.8) для Ψ
(1)
0,1

получаем краевую задачу для Φ
(2)
0,1:

(−∆+ V0 − Λ0)Φ
(2)
0,1 = (1− s)L1Ψ1 + (1− s2)L2Ψ0 + s(1− s)L1Φ1 + (Λ

(2)
0,2 − Λ2)Ψ0 в �,

Φ
(2)
0,1 = 0 на ∂� ∩ ∂Π,

∂Φ
(2)
0,1

∂ν
= (s− 1)

Φ1

Ψ0

∂Ψ1

∂ν
на γ.

(4.9)

Условие разрешимости этой задачи имеет следующий вид:

Λ
(2)
0,2 − Λ2 = −

∫

γ

Ψ0

∂Φ
(2)
0,1

∂ν
dγ + (s− 1)(L1Ψ1,Ψ0)L2(�)+

+ (s2 − 1)(L2Ψ0,Ψ0)L2(�) + s(s− 1)(L1Ψ1,Ψ0)L2(�). (4.10)

Вычислим интеграл в правой части этого равенства. Из граничного условия в (4.9) немедленно
следует:

−
∫

γ

Ψ0

∂Φ
(2)
0,1

∂ν
dγ = (1− s)

∫

γ

Φ1
∂Ψ1

∂ν
dγ. (4.11)

Уравнение (2.2) умножим на Φ1 и проинтегрируем затем дважды по частям, используя краевые
условия для Ψ1 и задачу (2.3) для Φ1:

−
∫

�

Φ1L1Ψ0 dx = −
∫

γ

Φ1
∂Ψ1

∂ν
dγ +

∫

�

Ψ1(−∆+ V0 − Λ0)Φ1 dx = −
∫

�

Ψ1L1Ψ0 dx,

откуда вытекает ∫

γ

Φ1
∂Ψ1

∂ν
dγ =

∫

�

(Φ1 −Ψ1)L1Ψ0 dx.

Теперь в силу (4.11), симметричности оператора L1 и определения величины L2 в предположе-
нии (A2) формула (4.10) переписывается в виде

Λ
(2)
0,1 − Λ2 = (1− s)

(
Φ1 −Ψ1, L1Ψ0

)
L2(�)

+ (s− 1)
(
L1Ψ1, Ψ0

)
+

+ (s2 − 1)
(
L2Ψ0, Ψ0

)
L2(�)

+ s(s− 1)
(
L1Φ1, Ψ0

)
L2(�)

=

= (1− s)
(
Φ1 −Ψ1, L1Ψ0 − L1Ψ0

)
L2(�)

+ (s2 − 1)Λ2+

+ (s− 1)2
(
L1Φ1, Ψ0

)
L2(�)

− (s− 1)2
(
L1Ψ1, Ψ0

)
L2(�)

=

= 2i(1 − s)
(
Φ1 −Ψ1, ImL1Ψ0

)
L2(�)

+ (s2 − 1)Λ2 + (s− 1)2
(
Φ1 −Ψ1, L1Ψ0

)
L2(�)

. (4.12)

Отметим, что из интегральных тождеств, соответствующих уравнению (2.2) и задаче (2.3), вы-
текают равенства

‖∇u‖2L2(�) + (V0u, u)L2(�) − Λ0‖u‖2L2(�) = −(L1Ψ0, u)L2(�), u = Ψ1, u = Φ1.

Отсюда немедленно следует вещественность скалярного произведения
(
Φ1 −Ψ1, L1Ψ0

)
L2(�)

.

В силу предположения (A2) функция ρ1 вещественна и потому аналогичное верно для ∂Ψ1/∂ν:

0 = Im
∂Ψ1

∂ν
=
∂ ImΨ1

∂ν
. (4.13)
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Из уравнения (2.2) и задачи (2.3) для вещественных и мнимых частей Ψ1 и Φ1 получаем следу-
ющие уравнения и задачи:

(H0
� − Λ0)ReΨ1 = −ReL1Ψ0, (4.14)

(H0
� − Λ0) ImΨ1 = − ImL1Ψ0, (4.15)





(−∆+ V0 − Λ0)ReΦ1 = −ReL1Ψ0 в �,

ReΦ1 = 0 на ∂� ∩ ∂Π, ∂ ReΦ1

∂ν
= 0 на γ,

(4.16)





(−∆+ V0 − Λ0) ImΦ1 = − ImL1Ψ0 в �,

ImΦ1 = 0 на ∂� ∩ ∂Π, ∂ ImΦ1

∂ν
= 0 на γ.

Задача для ImΦ1 и уравнение с краевым условием (4.13) для ImΨ1 фактически совпадают, откуда
в силу единственности решения следует

ImΦ1 = ImΨ1. (4.17)

Уравнение в (4.15) умножим на ReΦ1 − ReΨ1 и проинтегрируем дважды по частям по �,
учитывая задачу (4.16) и уравнение (4.14). Получим:

−
∫

�

(ReΦ1 − ReΨ1) ImL1Ψ0 dx = 0.

Это равенство, (4.17) и вещественность скалярного произведения (Φ1 −Ψ1,L1Ψ0)L2(�) доказыва-
ют, что
(
Φ1 −Ψ1, ImL1Ψ0

)
L2(�)

= 0,
(
Φ1 −Ψ1, L1Ψ0

)
L2(�)

=
(
ReΦ1 −ReΨ1, ReL1Ψ0

)
L2(�)

. (4.18)

Формулу (4.12) теперь можно переписать следующим образом:

Λ
(2)
0,1(s)− Λ2 = (s2 − 1)Λ2 + (s− 1)2

(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1Ψ0

)
L2(�)

.

Далее нам понадобится вспомогательная лемма.

Лемма 4.1. Пусть f ∈ L2(�)— некоторая вещественная функция, ортогональная Ψ0 в

L2(�), uper — решение уравнения

(H0
� − Λ0)uper = −f, (4.19)

ортогональное Ψ0 в L2(�), uNeu — решение краевой задачи




(−∆+ V0 − Λ0)uNeu = −f в �,

uNeu = 0 на ∂� ∩ ∂Π,
∂uNeu

∂ν
= 0 на γ,

(4.20)

ортогональное Ψ0 в L2(�). Тогда

(f, uNeu)L2(�) 6 (f, uper)L2(�) 6 0. (4.21)

Доказательство. Так как (f,Ψ0)L2(�) = 0, уравнение (4.19) и задача (4.20) разрешимы и имеют
единственные решения, ортогональные Ψ0 в L2(�). Кроме того, из соответствующих интеграль-
ных тождеств вытекает, что

‖∇u‖2L2(�) + (V0u, u)L2(�) − Λ0‖u‖L2(�) = −(f, u)L2(�), u = uper, u = uNeu, (4.22)

что доказывает вещественность скалярных произведений (f, uper)L2(�), (f, uNeu)L2(�).
Используя вариационные формулировки уравнения (4.19) и задачи (4.20), нетрудно убедиться,

что функция uper доставляет минимум функционала

ℓ(u) := ‖∇u‖2L2(�) + (V0u, u)L2(�) − Λ0‖u‖2L2(�) + 2(f, u)L2(�)
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на множестве функций u ∈ W̊ 2
2,per(�, ∂� ∩ ∂Π), ортогональных Ψ0 в L2(�). Здесь W̊ 1

2,per(�, ∂� ∩
∂Π)— пространство Соболева функций из W̊ 1

2 (�, ∂�∩∂Π), удовлетворяющих периодическим кра-
евым условиям на γ. Выполнено равенство

inf
u∈W̊ 1

2,per(�,∂�∩∂Π)

(u,Ψ0)L2(�)=0

ℓ(u) = (f, uper)L2(�).

Аналогично для задачи (4.20) имеем: функция uNeu доставляет минимум функционала ℓ(u) по

подпространству в W̊ 1
2 (�, ∂� ∩ ∂Π), ортогональному Ψ0 в скалярном произведении L2(�), и

inf
u∈W̊ 1

2
(�,∂�∩∂Π)

(u,Ψ0)L2(�)=0

ℓ(u) = (f, uNeu)L2(�).

Так как W̊ 1
2,per(�, ∂� ∩ ∂Π) ⊂ W̊ 1

2 (�, ∂� ∩ ∂Π), для двух приведенных выше инфимумов функ-

ционала ℓ(u) справедливо левое неравенство в (4.21). Правое неравенство следует из (4.22) и
принципа минимакса. �

Применяя доказанную лемму к уравнению (4.14) и задаче (4.16), немедленно получаем нера-
венство (

Re(Φ1 −Ψ1), ReL1Ψ0

)
L2(�)

6 0.

Теперь в силу предположений (A2) и (A3) выводим оценку

Λ
(2)
0,1(s)− Λ2 = (s2 − 1)Λ2 + (1− s)2

(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1Ψ0

)
L2(�)

=

= (1− s)
(
− (1 + s)Λ2 + (1− s)

(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1Ψ0

)
L2(�)

)
>

> (1− s)η > (1− a)η > 0. (4.23)

Из полученного неравенства, соотношений (4.2) и асимптотик (2.5), (4.3), (4.7) вытекает оценка

inf σ
(
Hε(ω)

)
− Λε > inf

s∈[a,1]
Λε
0,1(s)− Λε = ε2 inf

s∈[a,1]

(
Λ
(2)
0,1(s)− Λ2

)
+O(ε3) > 0

при достаточно малых ε, что завершает доказательство теоремы 2.1.

5. Нижняя оценка для спектра оператора Hε
α,N(ω)

В настоящем разделе мы доказываем теорему 2.2. Сразу отметим, что практически дословно
воспроизводя доказательство теоремы 2.1, несложно проверить, что

inf σ(Hε
α,N ) > Λε. (5.1)

При этом минимальные изменения следует внести лишь в соотношения (4.1), (4.2):

inf σ(Hε
α,N ) = inf

u∈W̊ 2

2
(Πα,N ,∂Πα,N∩∂Π)

u 6=0

1

‖u‖2
L2(Πα,N )

(
‖∇u‖2L2(Πα,N ) + (V0u, u)L2(Πα,N )+

+ (Lε(ω)u, u)L2(Πα,N ) − (ρεu, u)L2(γα,N )

)
=

= inf
u∈W̊ 2

2
(Πα,N ,∂Πα,N∩∂Π)

u 6=0

1∑
k∈Γα,N

‖u‖2
L2(�k)

∑

k∈Γα,N

(
‖∇u‖2L2(�k)

+ (V0u, u)L2(�k)+

+ (L(εωk)u, u)L2(�k) − (ρεu, u)L2(γk)

)
> inf

s∈[a,1]
Λε
0,1(s).

Через 1 обозначим последовательность {1}k∈Γ и рассмотрим оператор Hε
α,N (1). У этого опе-

ратора все возмущения S(k)L(ε)S(−k) одинаковы для всех ячеек. С учетом неравенства (5.1)
его наименьшее собственное значение — это число Λε. Соответствующая собственная функция —
функция Ψε, периодически продолженная на все ячейки �k, k ∈ Γα,N .
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Пусть Λ̂ε — второе собственное значение оператора Hε
α,N (1). Далее нам понадобятся следующие

вспомогательные утверждения.

Лемма 5.1. При достаточно больших N существуют такие константы C1, C2, C3, не за-

висящие от ε и N , что
∣∣∣Λ̂ε − Λ0 − C1N

−2
∣∣∣ 6 C2ε, Λε

α,N (ω) 6 Λ0 + C3ε
2. (5.2)

Доказательство. Пусть ε = 0. Оператор H0
α,N (1)— это лапласиан в Πα,N с краевым условием

Дирихле на ∂Πα,N ∩ ∂Π и краевым условием Неймана на γα,N . Его собственные значения легко
находятся разделением переменных. Несложно проверить, что его второе собственное значение
Λ̂0 имеет вид

Λ̂0 = Λ0 + C1N
−2,

где C1 — второе собственное значение Лапласиана в �′ с краевым условием Неймана на ∂�′. Соб-
ственную функцию, соответствующую C1, обозначим через Φ̂0 = Φ̂0(x

′). Нормируем ее в L2(�
′).

Отметим еще, что функция Φ̂0 ортогональна единице в L2(�
′):

∫

�′

Φ̂0 dx
′ = 0, (5.3)

так как единица есть собственная функция оператора H0
α,N (1), соответствующая наименьшему

нулевому собственному значению.
Прямыми вычислениями с учетом нормировки функций Ψ0 и Φ̂0 несложно проверить, что для

функции

v(x) := Ψ0(xn+1)Φ̂0

(
x′

N
+ α

)

верны соотношения

‖v‖2L2(Πα,N ) =
Nn

|�′| , ‖v‖2
W 2

2
(Πα,N ) 6 CNn, ‖v‖L2(γα,N ) 6 CNn−1, (5.4)

где C — некоторая константа, не зависящая от N и α.
Положим

vε(x) := v(x)−
(v,Ψε)L2(Πα,N )

‖Ψε‖2L2(Πα,N )

Ψε, (vε,Ψε)L2(Πα,N ) = 0.

Из асимптотики (2.6) и нормировки Ψε следует, что

‖Ψε‖2L2(�) = Nn‖Ψε‖2L2(�) = Nn(1 +O(ε2)),

‖Ψε‖2W 2

2
(Πα,N ) 6 CNn, ‖Ψε‖2L2(γα,N ) 6 CNn, (v,Ψε)L2(Πα,N ) = NnO(ε)

где константа C не зависит от N и α, а O(ε) и O(ε2) равномерны по N и α. Отсюда, из (5.4), (5.3)
и определения функции vε вытекает, что

‖vε‖2L2(Πα,N
= ‖v‖2L2(Πα,N ) −

(v,Ψε)
2
L2(Πα,N )

‖Ψε‖2L2(Πα,N )

=
Nn

|�′|(1 +O(ε2)),

‖vε‖2
W 2

2
(Πα,N ) 6 CNn, ‖vε‖2L2(γα,N ) 6 CNn,

(5.5)

где константы C не зависят от ε, N и α, а O(ε) равномерно по N и α.

Согласно принципу минимакса второе собственное значение Λ̂ε дается формулой

Λ̂ε = inf
u∈W̊ 2

2
(Πα,N ,∂Πα,N∩∂Π)

(u,Ψε)L2(Πα,N )=0

u 6=0

1

‖u‖2
L2(Πα,N )

(
‖∇u‖2L2(Πα,N ) + (V0u, u)L2(Πα,N )+

+ (Lε(1)u, u)L2(Πα,N ) − (ρεu, u)L2(γα,N )

)
.
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Возьмем теперь u(x) = vε(x) и учтем свойства оператора Lε(ω) и функции ρε, а также соотно-

шения (5.5). Тогда для Λ̂ε получаем оценку

Λ̂ε 6 Λ0 + C1N
−2 + Cε, (5.6)

где C — некоторая константа, не зависящая от ε, α, N . Совершенно аналогично доказывается
вторая оценка в (5.2). Здесь принцип минимакса выглядит следующим образом:

Λε
α,N (ω) = inf

u∈W̊ 2

2
(Πα,N ,∂Πα,N∩∂Π)

u 6=0

1

‖u‖2
L2(Πα,N )

(
‖∇u‖2L2(Πα,N ) + (V0u, u)L2(Πα,N )+

+ (Lε(ω)u, u)L2(Πα,N ) − (ρεu, u)L2(γα,N )

)
,

а в качестве пробной функции следует взять u(x) := Ψ0(xn+1). Также необходимо учесть, что в
силу предположения (A1) и определения функции ρε

(
Lε(ω)Ψ0, Ψ0

)
L2(Πα,N )

= ε2
∑

k∈Γα,N

(
ω2
k

(
L2Ψ0, Ψ0

)
L2(�)

+ εω3
k

(
L3(εωk)Ψ0, Ψ0

)
L2(Πα,N )

)
,

(
ρεΨ0, Ψ0

)
L2(γα,N )

= 0.

Перепишем теперь задачу на собственные значения

Hε
α,N (1)Ψ = ΛΨ

в виде

Rε
α,N (1, b)Ψ = (Λ− b)−1Ψ, Rε

α,N (1, b) :=
(
Hε

α,N (1)− b
)−1

,

где оператор Rε
α,N (1, b) рассматривается как ограниченный и самосопряженный в L2(Πα,N ), а b—

такая фиксированная константа, что b > 1−Λε для всех ε. В силу асимптотики (2.5) такой выбор
константы b возможен, а в силу неравенства (5.1) он обеспечивает оценки

‖Rε
α,N (1, b)‖ 6 1,

‖∇u‖2L2(Πα,N ) + (V0u, u)L2(Πα,N ) + (Lε(1)u, u)L2(Πα,N ) − (ρεu, u)L2(Πα,N ) − b‖u‖2L2(Πα,N ) >

> ‖u‖2L2(Πα,N ), u ∈ W̊ 2
2 (Πα,N , ∂Πα,N ∩ ∂Π),

‖∇u‖2L2(Πα,N ) + (V0u, u)L2(Πα,N ) + (Lε(1)u, u)L2(Πα,N ) − (ρεu, u)L2(Πα,N ) − b‖u‖2L2(Πα,N ) >

> C‖u‖2
W 1

2
(Πα,N ), u ∈ W̊ 2

2 (Πα,N , ∂Πα,N ∩ ∂Π),

(5.7)

где константа C не зависит от vε, ε, α и N .
Оценим разность резольвент Rε

α,N (1, b) − R0
α,N (1, b). Для произвольной f ∈ L2(Πα,N ) введем

обозначения

uε := Rε
α,N (1, b), u0 := R0

α,N (1, b).

Ясно, что

‖u0‖L2(Πα,N ) 6 C‖f‖L2(Πα,N ),

n+1∑

j=1

∥∥∥∥
∂u0

∂xj

∥∥∥∥
L2(Πα,N )

6 C‖f‖L2(Πα,N ),

n+1∑

i,j=1

∥∥∥∥
∂2u0

∂xi∂xj

∥∥∥∥
L2(Πα,N )

6 C‖f‖L2(Πα,N ),
(5.8)

где константа C не зависит от f , ε, α и N . Последняя оценка здесь получена аналогично [5, гл. III,
§ 8]. Из первых двух оценок в (5.8) также легко видеть, что

‖u0‖L2(γα,N ) 6 C‖f‖L2(Πα,N ), (5.9)

где константа C не зависит от f , ε, α и N .
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Для функции vε := uε − u0 имеем краевую задачу




(−∆+ V0 + Lε(1)− b)vε = −Lε(1)u0 в Πα,N ,

vε = 0 на ∂Πα,N ∩ ∂Π,
∂vε

∂ν
− ρεvε = ρεu0 на γα,N .

Выпишем теперь интегральное тождество для данной задачи с пробной функцией vε:

‖∇vε‖2L2(Πα,N ) +
(
V0vε, vε

)
L2(Πα,N )

+
(
Lε(1)vε, vε

)
L2(Πα,N )

−

−
(
ρεvε, vε

)
L2(Πα,N )

− b‖vε‖2L2(Πα,N ) = −
(
Lε(1)u0, vε

)
L2(Πα,N )

+
(
ρεu0, vε

)
L2(γα,N )

. (5.10)

Левая часть этого равенства в силу (5.7) снизу оценивается через C‖vε‖W 1

2
(Πα,N ), а пра-

вую часть в силу (5.8), (5.9) и свойств оператора Lε и функции ρε сверху оцениваем через
Cε‖vε‖W 1

2
(Πα,N )‖f‖L2(Πα,N ), где константы C не зависят от vε, ε, α и N . Следовательно,

‖vε‖W 1

2
(Πα,N ) 6 Cε‖f‖L2(Πα,N ), (5.11)

откуда выводим

‖Rε
α,N (1, b) −R0

α,N (1, b)‖ 6 Cε, (5.12)

с константой C, не зависящей от ε, α и N . Здесь норма понимается для ограниченных операторов
в L2(Πα,N ).

Операторы Rε
α,N (1) самосопряжены и компактны в L2(Πα,N ). Отсюда и из (5.12) немедленно

следует оценка ∣∣∣
(
Λ̂ε − b

)−1 −
(
Λ̂0 − b

)−1
∣∣∣ 6 Cε,

где константа C не зависит от ε, α и N . Используя теперь оценку (5.6), окончательно получаем
∣∣∣Λ̂ε − Λ̂0

∣∣∣ 6 Cε
∣∣Λ̂ε − b

∣∣ |Λ̂0 − b| 6 Cε,

где константа C не зависит от ε. Лемма доказана. �

Символом QN обозначим круг в комплексной области радиуса C1/2N
2 с центром в нуле, где

константа C1 — из леммы 5.1. Согласно предположению теоремы 2.2 для ε, асимптотике (2.5) и
лемме 5.1, этот круг не содержит никаких точек спектра оператора Hε

α,N (1), кроме Λε, и для
всех λ ∈ QN выполнено

dist
(
λ, σ

(
Hε

α,N (1)
)
\ {Λε}

)
>

C1

3N2
. (5.13)

Напомним, что параметр N предполагается достаточно большим.

Лемма 5.2. При λ ∈ QN для резольвенты оператора Hε
α,N (1) справедливо представление

(
Hε

α,N (1) − λ
)−1

f =
1

Nn‖Ψε‖2L2(�)

(f,Ψε)L2(Πα,N )

Λε − λ
Ψε + R̂ε

α,N (λ)f, f ∈ L2(Πα,N ), (5.14)

где оператор R̂ε
α,N (λ) ограничен как оператор из L2(Πα,N ) в W 2

2 (Πα,N ), голоморфен по λ ∈ QN ,

его образ ортогонален Ψ0 в L2(Πα,N ) и выполнены оценки

‖R̂ε
α,N (λ)f‖L2(Πα,N ) 6 CN2‖f‖L2(Πα,N ),

n+1∑

j=1

∥∥∥∥
∂

∂xj
R̂ε

α,N (λ)f

∥∥∥∥
L2(Πα,N )

6 CN2‖f‖L2(Πα,N ),

n+1∑

i,j=1

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj
R̂ε

α,N (λ)f

∥∥∥∥
L2(Πα,N )

6 CN2‖f‖L2(Πα,N ),

(5.15)

где константа C не зависит от f , ε, α и N .
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Доказательство. Представление (5.14) является стандартным для резольвент самосопряжен-
ных операторов в гильбертовых пространствах и отдельного доказательства требуют лишь оцен-
ки (5.15).

Введем обозначение u := R̂ε
α,N (λ)f . Первая оценка в (5.15) немедленно получается из стан-

дартной оценки нормы резольвенты в терминах расстояния до спектра с учетом (5.13):

‖R̂ε
α,N (λ)f‖L2(Πα,N ) 6

‖f‖L2(Πα,N )

dist
(
λ, σ(Hε

α,N (1)) \ {Λε}
) 6

3N2

C1
‖f‖L2(Πα,N ).

Функция u является решением уравнения

(
Hε

α,N (1)− λ
)
u = f −

(f,Ψε)L2(Πα,N )

Nn‖Ψε‖2L2(�)

Ψε, (u,Ψ0)L2(Πα,N ) = 0.

Выбрав фиксированное число b, как в доказательстве леммы 5.1, перепишем это уравнение в виде

(
Hε

α,N (1)− b
)
u = f̂ , f̂ := (λ− b)u+ f −

(f,Ψε)L2(Πα,N )

Nn‖Ψε‖2L2(�)

Ψε. (5.16)

С учетом первой оценки в (5.15) ясно, что

‖f̂‖L2(Πα,N ) 6 CN2‖f‖L2(Πα,N ), (5.17)

где константа C не зависит от f , ε, α и N .
Выписав интегральное тождество, соответствующее уравнению (5.16), аналогично (5.10), (5.11)

с использованием оценки (5.17) несложно доказать второе неравенство в (5.15).
Для доказательства третьего неравенства в (5.15) перепишем уравнение (5.16) в виде краевой

задачи: 



−∆u = −Lε(1)u− V0u+ bu+ f̂ в Πα,N ,

u = 0 на ∂Πα,N ∩ ∂Π,
∂u

∂ν
− ρεu = 0 на γα,N .

Используя теперь предположение (A4) и первые два неравенства в (5.15) и повторяя рассуждения
из [5, гл. III, § 8], получаем оценку:

n+1∑

i,j=1

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
2

L2(Πα,N )

6 C
(
‖Lε(1)u‖2L2(Πα,N ) + ‖f‖2L2(Πα,N )

)
,

где константа C не зависит от f , ε, α и N . Так как

‖Lε(1)u‖2L2(Πα,N ) 6 Cε2‖u‖2
W 2

2
(Πα,N ) 6 Cε2

n+1∑

i,j=1

∥∥∥∥
∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
2

L2(Πα,N )

+ Cε2‖f‖2L2(Πα,N ),

из последних двух оценок получаем третье неравенство в (5.15). �

Переходим непосредственно к доказательству теоремы 2.2. Для этого мы воспользуемся под-
ходом из работ [7–9], основанным на использовании техники из [1, 2].

Представим оператор Hε
α,N(ω) в виде

Hε
α,N (ω) = Hε

α,N(1) + L̂ε(ω),

L̂ε(ω) := Lε(ω)− Lε(1) =
∑

k∈Γα,N

S(k)L̂(εωk)S(−k),

L̂(εs) := L(εs)− L(ε) = ε(s − 1)(L1 + ε(s + 1)L2) + ε3
(
s3L3(εs)− L3(ε)

)
.
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Отметим, что в силу условия (2.1) для произвольной u ∈ W̊ 2
2 (�, ∂� ∩ ∂Π) имеем

∥∥∥ε3(s3L3(εs)− L3(ε))u
∥∥∥
L2(Πα,N )

6

6 ε3‖(s3 − 1)L3(εs)u‖ + ε3‖(L3(εs)− L3(ε))u‖L2(Πα,N ) 6 Cε3|s− 1|‖u‖
W̊ 2

2
(�) (5.18)

с константой C, не зависящей от u, ε и s.
Выпишем уравнение на собственные значения для Λε

α,N (ω) в следующем виде:
(
Hε

α,N (ω)− Λε,N (ω)
)
Ψε

α,N + Λ̂ε(ω)Ψε
α,N = 0. (5.19)

Введем обозначение
f εα,N = −L̂ε(ω)Ψε

α,N .

Тогда из уравнения (5.19) следует
(
Hε

α,N (1)− Λε
α,N (ω)

)
Ψε

α,N = f εα,N . (5.20)

В силу второй оценки в (5.2) и оценки для ε в условии теоремы 2.2 видим, что при достаточно
больших N выполнено Λε

α,N (ω) ∈ QN . Поэтому согласно лемме 5.2 мы можем обратить оператор(
Hε

α,N (1)− Λε
α,N (ω)

)
в (5.20) и воспользоваться затем представлением (5.14):

Ψε
α,N =

1

Nn‖Ψε‖2L2(�)

(
f εα,N , Ψε

)
L2(Πα,N )

Λε − Λε
α,N (ω)

Ψε + R̂ε
α,N (Λε

α,N (ω))f εα,N . (5.21)

Подставим его в (5.19):

f εα,N +
1

Nn‖Ψε‖2L2(�)

(
f εα,N , Ψε

)
L2(Πα,N )

Λε − Λε
α,N (ω)

L̂ε(ω)Ψε + L̂ε(ω)R̂ε
α,N (Λε

α,N (ω))f εα,N = 0. (5.22)

В силу оценок (5.15) при достаточно больших N для ограниченного оператора R̂ε
α,N (Λε

α,N (ω)) в

L2(Πα,N ) верна оценка нормы: ∥∥∥R̂ε
α,N (Λε

α,N (ω))
∥∥∥ 6 C < 1, (5.23)

где константа C не зависит от ε, α и N . Поэтому оператор

Aε
α,N(ω) :=

(
I + R̂ε

α,N (Λε
α,N (ω))

)−1

определен корректно как ограниченный оператор в L2(Πα,N ). Сразу же отметим, что разлагая
его в ряд Неймана, нетрудно проверить представление:

Aε
α,N (ω) = I − R̂ε

α,N (Λε
α,N (ω) +Aε

α,N(ω)
(
R̂ε

α,N (Λε
α,N (ω)

)2
. (5.24)

Подействуем оператором Aε
α,N(ω) на уравнение (5.22):

f εα,N +
1

Nn‖Ψε‖2L2(�)

(
f εα,N , Ψε

)
L2(Πα,N )

Λε − Λε
α,N (ω)

Aε
α,N (ω)L̂ε(ω)Ψε = 0. (5.25)

Скалярное произведение
(
f εα,N , Ψε

)
L2(Πα,N )

не обращается в нуль, так как иначе в силу последнего

уравнения имеем f εα,N = 0. Ввиду (5.21) это означает, что Ψε
α,N = 0 для собственной функции,

соответствующей Λε
α,N (ω), что противоречит определению собственной функции.

Вычислим скалярное произведение левой части (5.25) с функцией Ψε в L2(Πα,N ) и результат
сократим на

(
f εα,N , Ψε

)
L2(Πα,N )

. В результате получим

Λε
α,N (ω)− Λε =

(
Aε

α,N (ω)L̂ε(ω)Ψε, Ψε

)
L2(Πα,N )

Nn‖Ψε‖2L2(�)

.

Подставим сюда представление (5.24):

Λε
α,N (ω)− Λε = S1 + S2 + S3, (5.26)
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где

S1 :=

(
L̂ε(ω)Ψε, Ψε

)
L2(Πα,N )

Nn‖Ψε‖2L2(�)

, S2 := −

(
L̂ε(ω)R̂ε

α,N (Λε
α,N (ω))L̂ε(ω)Ψε, Ψε

)
L2(Πα,N )

Nn‖Ψε‖2L2(�)

,

S3 :=

(
L̂ε(ω)Aε

α,N (ω)
(
R̂ε

α,N (Λε
α,N (ω))L̂ε(ω)

)2
Ψε, Ψε

)
L2(Πα,N )

Nn‖Ψε‖2L2(�)

,

Наша дальнейшая цель — получить первые члены асимптотик величин S1, S2, S3 при N → +∞,
ε→ +0 с эффективной оценкой остатка.

Наиболее простые вычисления здесь для величины S3, состоящие лишь в грубых оценках. В
силу определения операторов L̂ и Aε

α,N (ω), оценок (5.18), (5.15), (5.23) и асимптотики (2.6) имеем

|S3| 6 CN4−nε3
∑

k∈Γα,N

(1− ωk), (5.27)

где константа C не зависит от ε, α, N и ω.
Для S1 необходимая асимптотика получается следующим образом. Введем обозначение

Ψε
2 := ε−2(Ψε −Ψ0 − εΨ1).

В силу асимптотики (2.6) выполнены равномерные по ε оценки
∣∣∣∣∣

1

‖Ψε‖2L2(�)

− 1

∣∣∣∣∣ 6 Cε2, ‖Ψε
2‖W 2

2
(�) 6 C. (5.28)

Из определения оператора L̂ε и предположения (A1) выводим

S1 =
1

Nn‖Ψε‖2L2(�)

∑

k∈Γα,N

(
L̂(εωk)Ψε, Ψε

)
L2(�)

,

(
L̂(εωk)Ψε, Ψε

)
L2(�)

= ε(ωk − 1)
(
(L1 + ε(ωk + 1)L2)(Ψ0 + εΨ1), (Ψ0 + εΨ1)

)
L2(�)

+

+ ε3
(
(ω3

kL3(ωk)−L3(ε))Ψε, Ψε

)
L2(�)

= (ωk − 1)
(
(L1 + ε(ωk + 1)L2)(Ψ0 + εΨ1), (Ψ0 + εΨ1)

)
L2(�)

+

+ ε3
(
(L1 + ε(ωk + 1)L2)Ψ

ε
2, Ψε)

)
L2(�)

+ ε3
(
(L1 + ε(ωk + 1)L2)(Ψ0 + εΨ1), Ψ

ε
2

)
L2(�)

+

+ ε3
(
(ω3

kL3(ωk)− L3(ε))Ψε, Ψε

)
L2(�)

,

(
(L1 + ε(ωk + 1)L2)(Ψ0 + εΨ1), (Ψ0 + εΨ1)

)
L2(�)

= ε(ωk + 1)(L2Ψ0,Ψ0)L2(�)+

+ 2ε(L1Ψ0,Ψ1)L2(�) + ε2(L1Ψ1,Ψ1)L2(�) + ε3(ωk + 1)(L2Ψ1,Ψ1)L2(�).

Следовательно,

S1 =
ε2

Nn

∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
(ωk + 1)(L2Ψ0,Ψ0)L2(�) + 2(Ψ1,L1Ψ0)L2(�)

)
+ S4, (5.29)

где

S4 :=
ε3

Nn‖Ψε‖2L2(�)

∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
(L1Ψ1,Ψ1)L2(�) + ε(ωk + 1)(L2Ψ1,Ψ1)L2(�)

)
+

+
ε3

Nn‖Ψε‖2L2(�)

∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
(L1 + ε(ωk + 1)L2)Ψ

ε
2, Ψε)

)
L2(�)

+

+
ε3

Nn‖Ψε‖2L2(�)

∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
(L1 + ε(ωk + 1)L2)(Ψ0 + εΨ1), Ψ

ε
2

)
L2(�)

+
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+
ε3

Nn‖Ψε‖2L2(�)

∑

k∈Γα,N

(
(ω3

kL3(ωk)− L3(ε))Ψε, Ψε

)
L2(�)

+

+
ε2

Nn

(
1

‖Ψε‖2L2(�)

− 1

)
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
(ωk + 1)(L2Ψ0,Ψ0)L2(�) + 2(Ψ1,L1Ψ0)L2(�)

)
.

С учетом неравенств (5.18), (5.28) и асимптотики (2.6), для S4 имеем равномерную по ε и N

оценку:

|S4| 6 Cε3N−n
∑

k∈Γα,N

(1− ωk). (5.30)

Переходим к исследованию величины S2. Здесь из функции Ψε и оператора L̂ε мы выделяем
лишь первый члены их разложений по ε, остальные слагаемые относим к остатку. В результате
совершенно аналогично приведенным выше вычислениями имеем:

S2 = S5 + S6, S5 := −N−nε2
∑

k∈Γ

(ωk − 1)
(
L1S(−k)R̂ε

α,N

(
Λε
α,N (ω)

)
Fα,N ,Ψ0

)
L2(�)

,

Fα,N :=
∑

p∈Γα,N

(ωp − 1)S(p)L1S(−p)Ψ0, |S6| 6 CN1−nε3
∑

k∈Γα,N

(1− ωk).
(5.31)

Так как оператор L1 симметричен, то

(L1S(−k)R̂ε
α,N (Λε

α,N (ω))Fα,N ,Ψ0)L2(�) = (S(−k)R̂ε
α,N (Λε

α,N (ω))Fα,N ,L1Ψ0)L2(�).

Применяя резольвентное тождество

R̂ε
α,N (Λε

α,N (ω))− R̂ε
α,N (Λ0) =

(
Λε
α,N (ω)− Λ0

)
R̂ε

α,N (Λε
α,N (ω))R̂ε

α,N (Λ0),

получаем:

(
L1S(−k)R̂ε

α,N

(
Λε
α,N (ω)

)
Fα,N ,Ψ0

)
L2(�)

= (S(−k)R̂ε
α,N (Λ0)Fα,N ,L1Ψ0)L2(�)+

+
(
S(−k)R̂ε

α,N

(
Λε
α,N (ω)

)
R̂ε

α,N (Λ0)Fα,N ,L1Ψ0

)
L2(�)

. (5.32)

Аналогично (5.12) можно проверить, что

‖R̂ε
α,N (Λ0)− R̂0

α,N (Λ0)‖ 6 Cε,

где резольвенты рассматриваются как операторы в L2(Πα,N ), а константа C не зависит от ε, α
и N . Отсюда и из (5.32) вытекает, что

S5 = −N−nε2
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
S(−k)R̂0

α,N (Λ0)Fα,N , L1Ψ0

)
L2(�)

+
(
Λε
α,N (ω)− Λ0

)
S7 + S8,

|S7| 6 CN4−nε2
∑

k∈Γα,N

(1− ωk) 6 CN4ε2, |S8| 6 CN−nε3
∑

k∈Γα,N

(1− ωk).

Отметим, что за счет выбора достаточно больших N в условии теоремы 2.2 можно добиться
выполнения неравенства

|S7| 6
1

2
. (5.33)

Из последних соотношений, (5.26), (5.27), (5.29), (5.30), (5.31), (5.32) следует, что

Λε
α,N (ω)− Λ0 =

N−nε2S9 + S10

1− S7
, |S10| 6 CN4−nε3

∑

k∈Γα,N

(1− ωk), (5.34)
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S9 :=
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
(ωk + 1)(L2Ψ0,Ψ0)L2(�) + 2(Ψ1,L1Ψ0)L2(�)

)
−

−
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
S(−k)R̂0

α,N (Λ0)Fα,N , L1Ψ0

)
L2(�)

,

где константа C не зависит от ω, ε, α и N .
Наш следующий шаг — нижняя оценка величины S9. Для этого нам понадобится следующая

вспомогательная лемма.

Лемма 5.3. Имеет место оценка

−
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
S(−k)R̂0

α,N (Λ0)Fα,N , L1Ψ0

)
L2(�)

>
∑

k∈Γα,N

(1− ωk)
2(Φ1,L1Ψ0)L2(�).

Доказательство. Из предположения (A1) и определения функции Fα,N следует, что

(Fα,N ,Ψ0)L2(�k) = 0, k ∈ Γα,N , (Fα,N ,Ψ0)L2(Πα,N ) = 0. (5.35)

Для вещественных λ из малой проколотой окрестности точки Λ0 введем обозначение

Uλ := −
(
H0

α,N (ω)− λ
)−1

Fα,N ,
(
H0

α,N (ω)− λ
)
Uλ = Fα,N , (5.36)

а через Wλ обозначим решение краевой задачи




(−∆− Λ0)Wλ = −Fα,N в Πα,N \
⋃

k∈Γα,N

γk,

Wλ = 0 на ∂Πα,N ∩ ∂Π,
∂Wλ

∂ν
= 0 на

⋃

k∈Γα,N

γk.

(5.37)

В силу условий (5.35) и λ 6= Λ0 имеем

(Uλ,Ψ0)L2(Πα,N ) = 0, (Wλ,Ψ0)L2(�k) = 0, k ∈ Γα,N , (Wλ,Ψ0)L2(Πα,N ) = 0. (5.38)

Из интегральных тождеств для Uλ и Wλ, вытекающих из (5.32), (5.37), следует, что

‖∇u‖2L2(Πα,N ) − λ‖u‖2L2(Πα,N ) = −(Fα,N , u)L2(Πα,N ), u = Uλ, u =Wλ,

что доказывает вещественность скалярных произведений (Fα,N , Uλ)L2(Πα,N ) и (Fα,N ,Wλ)L2(Πα,N ).

Как и в доказательстве леммы 4.1, из вариационных формулировок уравнения (5.36) и задачи
(5.37) следует, что

(Uλ, Fα,N )L2(Πα,N ) = inf
u∈W̊ 2

2
(Πα,N ,∂Πα,N∩∂Π)

ℓλα,N (u),

(Uλ, Fα,N )L2(Πα,N ) = inf
u∈

⊕

k∈Γα,N

W̊ 2

2
(�k,∂�k∩∂Π)

ℓλα,N (u),

ℓλα,N (u) := ‖∇u‖2L2(Πα,N ) + (V0u, u)L2(Πα,N ) − λ‖u‖2L2(Πα,N ) + 2(Fα,N , u)L2(Πα,N ).

Так как

W̊ 2
2 (Πα,N , ∂Πα,N ∩ ∂Π) ⊂

⊕

k∈Γα,N

W̊ 2
2 (�k, ∂�k ∩ ∂Π),

то с учетом вещественности скалярных произведений (Fα,N , Uλ)L2(Πα,N ) и (Fα,N ,Wλ)L2(Πα,N )

немедленно получаем

(Uλ, Fα,N )L2(Πα,N ) > (Wλ, Fα,N )L2(Πα,N ).

Функции Uλ иWλ непрерывны при λ→ Λ0 в норме L2(Πα,N ) и в силу равенств (5.38) выполнено
следующее:

UΛ0
= −R̂0

α,N (Λ0)Fα,N , WΛ0
= (ωk − 1)Φ1 на �k, k ∈ Γα,N .
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Тогда

−
(
R̂0

α,N (Λ0)Fα,N , Fα,N

)
L2(Πα,N )

>
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)(Φ1, Fα,N )L2(�k).

Теперь остается лишь заметить, что

−
(
R̂0

α,N (Λ0)Fα,N , Fα,N

)
L2(Πα,N )

= −
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
S(−k)R̂0

α,N (Λ0)Fα,N , L1Ψ0

)
L2(�)

,

∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
Φ1, Fα,N

)
L2(�k)

=
∑

k∈Γα,N

(1− ωk)
2
(
Φ1,L1Ψ0

)
L2(�)

.

Лемма доказана. �

Из доказанной леммы и (4.18) вытекают соотношения:

S9 >
∑

k∈Γα,N

(ωk − 1)
(
(ωk + 1)

(
L2Ψ0,Ψ0

)
L2(�)

+ 2
(
Ψ1,L1Ψ0

)
L2(�)

)
+

+
∑

k∈Γα,N

(1− ωk)
2(Φ1,L1Ψ0)L2(�) =

∑

k∈Γα,N

(
(ω2

k − 1)Λ2 + (ωk − 1)2(Φ1 −Ψ1,L1Ψ0)L2(�)

)
=

=
∑

k∈Γα,N

(
(ω2

k − 1)Λ2 + (ωk − 1)2
(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1Ψ0

)
L2(�)

)
. (5.39)

Используя условие (A3) и неравенство |a| < 1, по аналогии с (4.23) продолжаем оценку (5.39):

S9 >
∑

k∈Γα,N

(1− ωk)
(
− (1 + ωk)Λ2 + (1− ωk)

(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1Ψ0

)
L2(�)

)
>

>
∑

k∈Γα,N

(1− ωk)
(
− (1 + a)Λ2 + (1− a)

(
Re(Φ1 −Ψ1), ReL1Ψ0

)
L2(�)

)
= η

∑

k∈Γα,N

(1− ωk).

Следовательно, ввиду (5.33), (5.34) получаем

Λε
α,N (ω)− Λε >

2ε2(η − CN4ε)

Nn

∑

k∈Γα,N

(1− ωk) >
ηε2

Nn

∑

k∈Γα,N

(1− ωk)

при достаточно больших N и достаточно малом c0 в условии теоремы 2.2.

6. Оценка вероятности

Данный раздел посвящен доказательству теоремы 2.4. Оно фактически воспроизводит дока-
зательства теоремы 2.5 в [9] и теоремы 3.1 в [7], необходимы лишь незначительные изменения. А
именно, выберем K, γ ∈ N и возьмем N := Kγ . Тогда

Πα,N =
⋃

β∈MK,γ

Πβ,K , Πβ,K ∩Π̺,K = ∅, β 6= ̺, MK,γ := KΓ ∩ Γα,N .

Отметим, что число элементов во множестве MK,γ равно
(
N

K

)n

= (Kγ−1)n = Nn(1−1/γ).

На боковых границах γβ,K множеств Πβ,K ставится краевое условие (2.9). Аналогично (4.2) имеем:

Λε
α,N (ξ) > min

β∈Mk,Γ

Λε
β,K(ξ).

Отсюда следует, что
{
ξ ∈ Ω : Λε

α,N (ξ)− Λε 6 N−1/2
}
⊆

⋃

k∈Mk,γ

{
ξ ∈ Ω : Λε

β,K(ξ)− Λε 6 K−γ/2
}
, (6.1)
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и так как случайные величины ξk независимы и одинаково распределены, то имеем
∑

β∈MK,γ

P
(
ξ ∈ Ω : Λε

β,K(ξ)− Λε 6 K−γ/2
)
6 Nn(1−1/γ)

P
(
ξ ∈ Ω : Λε

α,K(ξ)− Λε 6 K−γ/2
)
. (6.2)

В силу теоремы 2.2 при K > N1 и ε < c0K
−4 выполнено следующее:

{
ξ ∈ Ω : Λε

α,K(ξ)− Λε 6 K−γ.2
}
⊆



ξ ∈ Ω :

1

Kn

∑

k∈Γα,K

(1− ξk) 6
K−γ.2

ηε2



 . (6.3)

Выберем теперь ε так, что

K−γ.2

ηε2
6

E(|ω0|)
2

, т.е. ε >

√
2√

ηE(|ω0|)
K−γ/4. (6.4)

Такое неравенство не противоречит условию ε 6 c0K
−4, лишь только K > K1. Воспользуемся

теперь принципом больших уклонений в том виде, как это было сделано в [7, лемма 4.3]. Тогда
получаем, что существует такая константа c1, зависящая лишь от µ, что для всех k ∈ N

P


ξ ∈ Ω :

1

Kn

∑

k∈Γα,K

(1− ξk) 6
E(|ξ0|)

2


 6 e−c1K

n
.

Отсюда и из (6.3), (6.4) вытекает, что

P


ξ ∈ Ω :

1

Kn

∑

k∈Γα,K

(1− ξk) 6
K−γ/2

ηε2


 6 P


ξ ∈ Ω :

1

Kn

∑

k∈Γα,K

(1− ξk) 6
E(|ξ0|)

2


 6 e−c1K

n

при K > max{K1, N1}. Теперь из соотношений (6.1), (6.2) выводим:

P

(
ξ ∈ Ω : Λε

α,N (ξ)− Λε 6 N−1/2
)
6 N

n(1− 1

/
γ)
e−c1K

n
6 Nn(1−1/γ)e−c1N

n/γ
.

Теорема доказана.
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Аннотация. В работе рассматривается задача типа Стеклова для оператора Лапласа в полупо-
лосе, содержащей малое отверстие. На боковых границах и на границе малого отверстия выстав-
лены условия Дирихле, а на основании полуполосы — спектральное условие Стеклова. Доказана
теорема о сходимости собственных значений такой задачи при стремлении малого параметра
(«диаметра» отверстия) к нулю.

Ключевые слова: полуполоса, задача Стеклова, собственное значение, сингулярное возмуще-
ние, малое отверстие, сходимость.

AMS Subject Classification: 47A10, 58J37

1. Введение. Изучение спектральных свойств эллиптических операторов в ограниченных и
неограниченных областях связано с многочисленными приложениями в акустике и квантовой
механике. Кроме того, эти задачи обладают разнообразными свойствами, интересными с мате-
матической точки зрения.

Исследование краевых задач для эллиптических оператор в области с малым отверстием име-
ет достаточно большую историю. Еще в 1948 г. в [14] была получена оценка сдвига собственного
значения краевой задачи Дирихле для оператора Лапласа при удалении из области малого мно-
жества. Позже аналогичный результат был получен в [5]. В [6] построена полная асимптотика
решения скалярной краевой задачи для эллиптического оператора второго порядка в n-мерной
области, содержащей малую полость. Асимптотика решения возмущенной эллиптической краевой
задачи на спектре предельной краевой задачи получена в [7]. В [10] построены полные асимпто-
тические разложения первых собственных чисел и соответствующих собственных функций клас-
сических краевых задач для оператора Лапласа в двумерных и трехмерных областях с малыми
отверстиями. Краевые задачи для эллиптических операторов теории упругости в ограниченных
областях с малыми отверстиями исследованы в [2–4, 8]. В случае краевых условий Неймана на
границе области с малой полостью для эллиптического оператора линейной теории упругости
построены полные асимптотические разложения решений возмущенных краевых задач (см. [8]).
Полные асимптотики собственных значений задачи Стеклова для оператора Лапласа в области
с малым отверстием были построены в [12]. Возникновение собственных значений из края суще-
ственного спектра для цилиндров с малыми отверстиями и граничными условиями Дирихле на
границах этих малых отверстий исследовалось в [1, 13].

В настоящей работе рассматривается задача типа Стеклова для оператора Лапласа в полуполо-
се, содержащей малое отверстие. На боковых границах и на границе малого отверстия выставлены
условия Дирихле, а на основании полуполосы — спектральное условие Стеклова.

2. Постановка задачи и формулировка основного результата. Пусть Ω := (−b, b), Π :=
Ω × (a,+∞), a < 0, b > 0, Ωa := Ω × {a}, {0} ∈ Π, ω ⊂ R

2 — связная ограниченная область с
гладкой границей, ωε = {x : ε−1x ∈ ω}, 0 < ε ≪ 1, Πε = Π \ ωε. Рассматривается следующая
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сингулярно возмущенная краевая задача Стеклова:

−∆ψε = 0, x ∈ Πε, ψε = 0, x ∈ ∂Π \ Ωa,

∂ψε

∂ν
=λεψε, x ∈ Ωa, ψε = 0, x ∈ ∂ωε,

(1)

где ν — внешняя нормаль. Для (1) назовем предельной следующую краевую задачу:

−∆ψ0 = 0, x ∈ Π,

ψ0 = 0, x ∈ ∂Π \Ωa,

∂ψ0

∂ν
= λ0ψ0, x ∈ Ωa.

(2)

Определим пространство H1(Π) как пополнение по норме

‖w‖H1(Π) =



∫

Π

|∇w|2 dx+

∫

Ωa

w2dx1




1/2

(3)

функций из C∞(Π), обладающих конечным интегралом Дирихле:
∫

Π

|∇w|2dx <∞.

Обозначим через H1(Π; ∂Π \ Ωa) подмножество функций из H1(Π), обращающихся в нуль на
∂Π \ Ωa. Пространство H1(Πε) определим как пополнение по норме

‖w‖H1(Πε) =



∫

Πε

|∇w|2 dx+

∫

Ωa

w2dx1




1/2

(4)

функций из C∞(Πε), обладающих конечным интегралом Дирихле:
∫

Πε

|∇w|2dx <∞.

Подмножество функций из H1(Πε), обращающихся в нуль на ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa, обозначим через
H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa).

Очевидно, что если функцию, принадлежащую H1(Πε; ∂ωε ∪∂Π \Ωa), продолжить нулем в ωε,
то она будет принадлежать H1(Π; ∂Π \ Ωa). Поэтому всюду далее для этих продолжений будем
сохранять их первоначальные обозначения.

Собственные функции ψε и ψ0 краевых задач (1), (2) рассматриваются в классах H1(Πε; ∂ωε ∪
∂Π \ Ωa) и H1(Π; ∂Π \ Ωa) соответственно.

Методом Фурье легко показать, что собственные значения

0 < λ0,1 < λ0,2 6 · · · 6 λ0,k 6 · · ·
и соответствующие ортонормированные в L2(Ωa) собственные функции ψ0,k краевой задачи (2)
определяются равенствами

λ0,k =
√
µk, ψ0,k(x) = ϕk(x1)e

−
√
µk(x2−a), (5)

где µk =
(
πk
2b

)2
> 0, k ∈ N, и ϕk — собственные значения и соответствующие нормированные

в L2(Ω) собственные функции краевой задачи

−d
2ϕk

dx21
= µkϕk в Ω, ϕk = 0 на ∂Ω. (6)

Основной результат сформулируем в виде следующей теоремы.
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Теорема 1. Пусть отрезок [λ−, λ+] не содержит собственных значений предельной краевой

задачи (2). Тогда при достаточно малых ε этот отрезок не содержит и собственных значений

сингулярно возмущенной краевой задачи (1).
Пусть кратность собственного значения λ0 предельной краевой задачи (2) равна d. Тогда су-

ществует ровно d собственных значений λ
(l)
ε , l = 1, d (с учетом кратности) краевой задачи (1),

сходящихся к λ0 при ε→ 0.
Пусть Rε : L2(Ωa) → L2(Ωa)— линейный оператор, ставящий в соответствие функции fε ∈

L2(Ωa) сужение решения uε краевой задачи

−∆uε = 0, x ∈ Πε, uε = 0, x ∈ ∂Π \Ωa,

∂uε

∂ν
+ uε = fε, x ∈ Ωa, uε = 0, x ∈ ∂ωε

(7)

на Ωa, а R0 : L2(Ωa) → L2(Ωa)— линейный оператор, ставящий в соответствие функции f ∈
L2(Ωa) сужение решения u0 краевой задачи

−∆u0 = 0, x ∈ Π,

u0 = 0, x ∈ ∂Π \Ωa,

∂u0

∂ν
+ u0 = f, x ∈ Ωa

(8)

на Ωa:

R0f :=
∞∑

k=1

(f, ϕk)L2(Ω)

µk + 1
ϕk(x1). (9)

Тогда для соответствующих собственных проекторов Rε := R−1
ε и R0 := R−1

0 в L2(Ωa) имеет

место сходимость Rε → R0 при ε→ 0.

3. Доказательство теоремы 1. Краевые задачи (7) и (8) будем понимать в обобщенном смыс-
ле. Пусть fε, f ∈ L2(Ωa). Тогда uε ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa) называется обобщенным решением

краевой задачи (7), если для любого v ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa) выполняется равенство
∫

Πε

∇uε∇v dx+

∫

Ωa

uεv dx1 =

∫

Ωa

fεv dx1. (10)

Аналогично, элемент u0 ∈ H1(Π; ∂Π \Ωa) называется обобщенным решением краевой задачи (8),
если для любого v ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa) выполняется равенство

∫

Π

∇u0∇v dx+

∫

Ωa

u0v dx1 =

∫

Ωa

fv dx1. (11)

Подставляя v = uε в (10) и v = u0 в (11), получаем следующие априорные оценки:

‖uε‖H1(Π) 6 ‖fε‖L2(Ω), ‖u0‖H1(Π) 6 ‖f‖L2(Ω), (12)

из которых вытекает единственность решений краевых задач (7) и (8).
Пусть (u, v)0 — скалярное произведение в L2(Ω). Следуя методу разделения переменных, реше-

ние краевой задачи (8) можно представить в виде

u0(x) =
∞∑

k=1

(f, ϕk)0
µk + 1

ϕk(x1)e
−
√
µk(x2−a). (13)

Правая часть равенства (13) представляет собой ряд Фурье, сходящийся к u0(x) в H1(Π; ∂Π \
Ωa). Осталось показать разрешимость краевой задачи (7). Пусть (u, v)1 — скалярное произведение
в H1(Πε), индуцирующее норму (4). Тогда равенство (10) перепишется в виде

(uε, v)1 =

∫

Ωa

fεv dx1. (14)
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При любом фиксированном fε ∈ L2(Ω) правая часть в (14) является линейным ограниченным
функционалом в H1(Πε; ∂ωε ∪∂Π \Ωa). Тогда в силу теоремы Рисса существует такой единствен-
ный элемент Fε ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa), что

∫

Ωa

fεv dx1 = (Fε, v)1

для любого v ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa). Отсюда и из (14) следует, что uε = Fε. Таким образом,
краевая задача (7) однозначно разрешима.

Напомним, что Rε : L2(Ωa) → L2(Ωa)— линейный оператор, ставящий в соответствие функ-
ции fε сужение решения uε краевой задачи (7) на Ωa, а R0 : L2(Ωa) → L2(Ωa)— линейный опе-
ратор, ставящий в соответствие функции f сужение решения u0 краевой задачи (8) на Ωa, т.е.
(см. (13))

R0f :=
∞∑

k=1

(f, ϕk)0
µk + 1

ϕk(x1). (15)

Так как fk ⇀ f в L2(Ωa) при k → ∞ и оператор R0 компактен в силу компактности вложения
H1(Π) в L2(Ωa), то имеет место сходимость

R0fk → R0f в L2(Ωa) при k → ∞. (16)

Лемма 1. Пусть v— произвольная функция из C∞(Π), обращающаяся в нуль на ∂Π \Ωa, об-

ладающая конечным интегралом Дирихле. Тогда существуют такие функции vε ∈ H1(Πε; ∂ωε∪
∂Π \ Ωa), что

‖v − vε‖H1(Π) → 0 при ε→ 0.

Доказательство. Не ограничивая общности будем считать, что область ωε лежит в круге ра-
диуса ε с центром в начале координат. Пусть χ(t)— бесконечно дифференцируемая срезающая
функция, тождественно равная нулю при t 6 1 и единице при t > 2. Очевидно, что

‖1− χε‖L2(Ωa) → 0, ‖1− χε‖L2(Π) → 0, ‖∇(1− χε)‖L2(Π) → 0 при ε→ 0. (17)

Функции vε(x) := χε(x)v(x), где χε(x) = χ(|x|/ε), принадлежат пространству H1(Πε; ∂ωε∪∂Π\Ωa)
и обращаются в нуль в круге радиуса ε с центром в начале координат.

В силу определения функции vε, неравенства Коши—Буняковского и сходимостей (17) полу-
чаем, что

‖v − vε‖2H1(Π) = ‖(1 − χε)v‖2H1(Π) = ‖∇((1 − χε)v)‖2L2(Π)+

+ ‖(1 − χε)v‖2L2(Ωa)
6 C1‖1− χε‖2L2(Π) + C2‖∇(1− χε)‖2L2(Π)+

+ C3‖1− χε‖L2(Π)‖∇(1− χε)‖L2(Π) + C4‖1− χε‖2L2(Ωa)
−−−→
ε→0

0.

Таким образом, ‖v − vε‖H1(Π) → 0 при ε→ 0. �

Пусть

‖w‖H1(Π(R)) =




∫

Π(R)

|∇w|2 dx+

∫

Ωa

w2 dx1




1/2

,

где Π(R) = Ω× (a,R), R > 0. Так как (см., например, [11, гл. III, § 5, теорема 5]),

‖w‖W 1

2
(Π(R)) 6 C(R)‖w‖H1(Π(R)), ‖w‖H1(Π(R)) 6 ‖w‖H1(Π),

то

‖w‖W 1

2
(Π(R)) 6 C(R)‖w‖H1(Π), (18)

где C(R)— константа, зависящая от выбора R.
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Лемма 2. Если

fε ⇀ f в L2(Ωa) при ε→ 0,

то для решений краевых задач (7) и (8) имеет место сходимость

Rεfε → R0f в L2(Ωa) при ε→ 0. (19)

Доказательство. В силу слабой компактности ограниченного множества в гильбертовом про-
странстве (см., например, [11, гл. 2, § 3]), оценок (12) и (18) и компактности вложения W 1

2 (Π(R))
в L2(Ωa) из любой последовательности εk −−−→

k→∞
0 можно выделить такую подпоследовательность

(которую, не ограничивая общности, будем считать совпадающей с последовательностью {εk}),
что на ней

uε ⇀ u∗ в H1(Π) при ε = εk → 0,

uε → u∗ в L2(Ωa) при ε→ 0,
(20)

причем u∗ ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa), если uε ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa). Если u∗ = u0, то из произвола в
выборе исходной последовательности εk −−−→

k→∞
0 будет следовать сходимость (19).

Покажем, что u∗ = u0. Пусть v— произвольная функция из C∞(Π), обращающаяся в нуль
на ∂Π \ Ωa, имеющая конечный интеграл Дирихле, а функции vε удовлетворяют утверждению
леммы 1. Положим v = vε в (10). Тогда, переходя в полученном равенстве к пределу при ε → 0,
в силу (20), леммы 1 и определения пространства H1(Π; ∂Π \Ωa) заключаем, что функция u∗ яв-
ляется обобщенным решение краевой задачи (8). Из единственности решения краевой задачи (8)
(см. (12)) следует, что u∗ = u0. �

Лемма 3. При ε→ 0 имеет место сходимость

Rε → R0

по операторной норме

‖A‖ = sup
‖g‖L2(Ωa)=1

‖Ag‖L2(Ωa),

где A : L2(Ωa) → L2(Ωa).

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно показать справедливость равномерной
сходимости

‖Rεf −R0f‖L2(Ωa) ⇒
ε→0

0 (21)

для нормированных в L2(Ωa) функций f .
Допустим противное, т.е. предположим, что существуют такие число δ > 0, последовательность

εk −−−→
k→∞

0 и последовательность нормированных в L2(Ωa) функций fk, что

‖Rεkfk −R0fk‖L2(Ωa) > δ. (22)

Так как ограниченное множество слабо компактно, то, не ограничивая общности, можно считать,
что

fk ⇀ f при k → ∞ в L2(Ωa).

Из (22) и неравенства треугольника следует, что
∥∥Rεkfk −R0f

∥∥
L2(Ωa)

+
∥∥R0f −R0fk

∥∥
L2(Ωa)

> δ. (23)

Неравенство (23) противоречит (16) и утверждению леммы 2. Таким образом, имеет место рав-
номерная сходимость (21). �

Напомним, что краевые задачи (8) и (7) однозначно разрешимы. Поэтому существуют обратные
операторы R0 = R−1

0 и Rε = R−1
ε , определенные в L2(Ω).

Справедливость следующего утверждения вытекает из [9, гл. 4, § 2] и леммы 3.

Лемма 4. При ε→ 0 оператор Rε сходится к оператору R0 в обобщенном смысле.



СХОДИМОСТЬ СОБСТВЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ЗАДАЧИ ТИПА СТЕКЛОВА 47

Докажем теперь теорему 1. Из определения операторов Rε и R0 следует, что собственные
значения Λε и Λ0 этих операторов и собственные значения λε и λ0 краевых задач (1) и (2) связаны
равенствами λε = Λε − 1 и λ0 = Λ0 − 1, а соответствующие нормированные в L2(Ωa) собственные
функции совпадают. Отсюда, в силу [9, гл. 4, теорема 3.16] и леммы 4 вытекает справедливость
доказываемой теоремы.
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Аннотация. Для оператора Штурма—Лиувилля T0 на полуоси (0,+∞) с потенциалом eiθq, где
0 < θ < π, q — вещественная функция, которая может иметь сколь угодно медленный рост на
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1. Введение

Пусть T0 — замкнутый оператор, действующий в сепарабельном гильбертовом пространстве
H. Будем говорить, что спектр оператора T0 локализован около луча arg λ = θ, если для любого
ε > 0 оператор T0 вне угла {| arg λ− θ| < ε} имеет конечное число собственных значений, каждое
из которых конечной кратности. Из теоремы Келдыша (см. [10]) следует, что если

(а) оператор T0 положителен и T−1
0 ∈ Sp при некотором p <∞,

то любое возмущение V , компактное относительно T0 (т.е. V T−1
0 ∈ S∞), сохраняет локализацию

спектра: при любом ε > 0 все собственные значения оператора T = T0 + V , за исключением
конечного числа, лежат в угле {| arg λ| < ε}. При выполнении дополнительного условия

(б) N(T0, r) ∼ f(r), r → +∞,

где N(T0, r)— число собственных значений оператора T0 в круге |λ| < r, функция f определена
и монотонна на [R,+∞), R > 0, и при некотором γ > 0

f(s)

f(r)
<
(s
r

)γ
∀s > r > R,

справедлива формула

N(T, r) ∼ N(T0, r), r → +∞. (1)

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2017
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Таким образом, каждый самосопряженный оператор T0, удовлетворяющий условиям (а)–(б),
образует семейство операторов {T}, близких к нему (т.е. представимых в виде T = T0 + V ,
V T−1

0 ∈ S∞), спектр которых имеет такую же асимптотику, что и спектр T0.
Предположим теперь, что T не является близким к самосопряженному. Как показывают мно-

гочисленные примеры (см. [7,16,18,19,22,26] и др.), такие операторы, как правило, спектрально
неустойчивы: спектр может сильно меняться под действием малых возмущений. Ясно, что для
таких операторов теорема Келдыша не работает, для исследования их спектральных свойств
приходится придумывать специальные методы (см., например, [2, 5, 6, 11, 20]).

Рассмотрим оператор

D(T0) =
{
y ∈ L2(0,+∞) : y′ ∈ AC[0,+∞), −y′′ + eiθq(x)y ∈ L2(0,+∞), y(0) = 0

}
, (2)

T0y = −y′′ + eiθq(x)y, (3)

где 0 6 θ < π, функция q локально суммируема на [0,+∞) и

lim
x→+∞

q(x) = +∞. (4)

Тогда оператор T0 имеет дискретный спектр (см. [12]). Не ограничивая общности, можно считать,
что точка λ = 0 принадлежит резольвентному множеству оператора T0. Если функция q на
бесконечности растет медленнее любой степени, то (см. лемму 3.1) T−1

0 не принадлежит Sp ни
при каком p > 0, т.е. для T0 не выполняются ни одно из условий (а) и (б). Как известно (см. [11]),
при q(x) = xα, α > 0, собственные числа T0 простые, лежат на луче arg λ = 2θ/(2 + α) и имеют
асимптотику

λn ∼ C0 · e
2θi
2+αn

2α
2+α , n→ ∞, (5)

где C0 — положительная постоянная1. Аналогичная (см. [1,25]) картина имеет место и при q(x) =
lnx: λn простые, лежат на луче {λ = (t− iθ/2)eiθ, t > 0} и при n→ +∞

λn ∼ eiθ lnn, n→ ∞.

В связи со сказанным возникают следующие вопросы:

(i) при каких условиях на функцию q спектр оператора T0 локализован около некоторого луча
arg λ = α0 в следующем смысле: для любого ε > 0 спектр оператора T0 вне угла {| arg λ −
α0| < ε} конечен;

(ii) при каких возмущениях V спектр оператора T = T0 + V также локализуется около луча
arg λ = α0 и справедлива формула (1)?

Вопросы (i) и (ii) достаточно подробно были изучены в [7]. Методика этой работы в существен-
ном опиралась на полученный там же результат абстрактного характера, представляющий собой
некий аналог теоремы Келдыша для произвольных замкнутых, не обязательно самосопряженных
(даже не близких к самосопряженным в указанном выше смысле), операторов, действующих в
сепарабельном гильбертовом пространстве и имеющих резольвенту класса Неймана—Шаттэна
Sp при некотором p > 0. В настоящей работе мы не предполагаем выполнение последнего усло-
вия, поэтому метод работы [7] неприменим в рассматриваемой ситуации. Основные результаты
содержатся в теоремах2.1–2.3.

2. Формулировка основных результатов

Теорема 2.1. Пусть существует функция q̃, аналитичная в угле U = {z : −θ/2 < arg z < 0}
и обладающая следующими свойствами:

(1) в каждой конечной точке границы U существует такой конечный предел, что q̃(x) = q(x)
при x > 0;

(2) существуют такие положительные постоянные a1, a2, σ, что при каждом α ∈ [−θ/2; 0] и

r > 0
(a) a1q(r) 6 |q̃(reiα)| 6 a2q(r),

1Здесь и всюду далее, если не оговорено другое, C0 означает положительную постоянную, точное значение
которой можно вычислить, но в рассматриваемом контексте оно не важно.
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(b)
∣∣arg

(
q̃(reiα)

)
+ θ/2 + 2α

∣∣ 6 π/2− σ;

(3) для функции q̃(re−iθ/2), r > 0, справедливо представление

q̃(re−iθ/2) = p(r) +R(r), r → +∞,

где функция p вещественна и

p(r) → +∞, R(r) = o(p(r)), r → +∞. (6)

Тогда спектр оператора T0 локализуется около луча argλ = θ.

Cледствие. Пусть L0 — оператор, порожденный в L2(0,+∞) дифференциальным выраже-

нием −y′′ + py и краевым условием y(0) = 0, L = L0 + R, где R— оператор умножения на

функцию R(·). Обозначим через {sk}∞1 и {νk}∞1 пронумерованные в порядке возрастания моду-

лей собственные числа операторов L0 и L соответственно. Тогда если дополнительно к усло-

виям (1)–(3)

νk ∼ sk, k → +∞, (7)

то собственные значения оператора T0 имеют асимптотику

λk ∼ eiθsk, k → ∞. (8)

Легко проверить, что функция q(x) = ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
n

(x + c), где c > exp . . . exp︸ ︷︷ ︸
n−2

1, удовлетворяет всем

условиям теоремы.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (1)–(3) теоремы 2.1 и пусть V — оператор умно-

жения на функцию V (z), которая

(1V ) аналитична в угле U = {z : −θ/2 < arg z < 0} и имеет непрерывное продолжение в любой

конечной точке границы U ,

(2V ) V (reiα) = o(q̃(reiα)), r → +∞, равномерно по α ∈ [−θ/2, 0].
Тогда оператор T = T0 + V имеет дискретный спектр, локализованный около луча arg λ = θ.

При выполнении дополнительного требования

N(L+W, r) ∼ N(L, r), r → +∞, (9)

где W — оператор умножения на функцию W (r) = e−iθV
(
re−iθ/2

)
, имеет место формула (1).

Теоремы 2.1 и 2.2 доставляют только достаточные условия локализации спектра операторов
T0 и T соответственно, потому лишь частично решают вопросы (i) и (ii). Вопрос о необходимости
этих условий1 намного сложнее. В связи с этим отметим работу [8], в которой получено необ-
ходимое и достаточное условие локализации спектра оператора Штурма—Лиувилля на кривой.
Основную часть текста этой работы занимает доказательство необходимости по существу уже
известных достаточных условий.

Теорема 2.1 вопрос об асимптотике несамосопряженного оператора T0 сводит к вопросу об
асимптотике спектра самосопряженного оператора L0 с вещественным потенциалом p. Если для
каких-то целей (например, для вычисления регуляризованного следа или для получения разложе-
ний по собственным векторам L0) требуются точные асимптотические разложения для собствен-
ных чисел оператора L0, то интерес представляют условия на потенциал (медленно растущий —
для степенных этот вопрос изучен достаточно полно, см. [4]), при которых эти разложения воз-
можны.

На вещественный потенциал p наложим следующие условия:

(1p) при некотором x0 > 0 функция p суммируема на (0, x0);

1Требование аналитичности функции V выглядит излишне жестким по сравнению с самосопряженным случаем
θ = 0, когда для выполнения (9) достаточно лишь условие (2V ) при α = 0.
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(2p) на [x0,+∞) функция p дважды дифференцируема, p′′ абсолютно непрерывна и

(a)

∣∣∣∣∣
p(k)(x)

p(k−1)(x)

∣∣∣∣∣ 6 ckx
−1, ck = const > 0, k = 1, 3,

(b)
p′(x)

p(x)
> α

(
m∏

k=0

Lk(x)

)−1

, L0(x) = x, Lk(x) = ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k

x, α = const > 0.

Замечание 1. Из условия (2b) следует, что на [x0,∞) функция p возрастает и, поскольку

p(x) = p(x0) exp




x∫

x0

p′

p
dt


 ,

x∫

x0

(
m∏

k=0

Lk(t)

)−1

dt = ln

(
Lm(x)

Lm(x0)

)
,

то

p(x) > C(Lm(x))α,

где C = const > 0. Поэтому спектр оператора L дискретен (см. [13, c. 386]).

Поскольку на [x0,∞) функция p возрастает, то при каждом достаточно большом s > 0 урав-
нение p(x) = s имеет единственное решение a(s), которое называют точкой поворота.

Теорема 2.3. Пусть {sk}∞1 — собственные значения оператора L0, пронумерованные в по-

рядке возрастания. Далее пусть выполнены условия

(3p) p
′′ > 0 или p′′ 6 0 при x > x0 и для любых 0 < δ < 1 и ε > 0

lim
s→+∞

a(δ s)

s(ln a(s))1/2+ε
= +∞. (10)

Тогда sk при больших k удовлетворяют уравнению

ask∫

0

√
sk − pdt = π

(
k + k0 −

1

4

)
+O

(
sk

−3/2
)
, (11)

где k0 — некоторое натуральное число.

Cледствие. Если p = ln(x+m), m > 0, то

sk = ln(2
√
πk) + k−1

(
m

π
(ln k)1/2 + k0 −

1

4
+ c0(ln k)

−1/2

)
+ rk, (12)

где

c0 =
m

2π

(
1 + ln(2

√
π/m)

)
, rk = O

(
k−1(ln k)−3/2

)
, k → ∞.

3. Некоторые свойства оператора T0

Лемма 3.1 (о грубой локализации). Пусть T0 — оператор, определенный по формулам (2)–
(3), где q ∈ L1

loc[0,+∞) и удовлетворяет (4). Тогда для любого ε > 0 найдется такое Mε > 0,

что весь спектр оператора T0 лежит в угле Uε =
{
− ε < arg(λ+Mε) < θ

}
.

Доказательство. В силу (4) найдется такое a > 0, что q(x) > 0 при всех x > a. Поэтому q = q1+q2,
где q1 > 0 и локально суммируема, а функция q2 суммируема на (0, a) и равна 0 на (a,+∞).
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Введем квадратичные формы

h0[y] =

∞∫

0

|y′|2dx,

D(h0) =
{
y ∈ L2(0,∞) : y ∈ AC[0,+∞), y′ ∈ L2(0,+∞), y(0) = 0

}
,

hj[y] =

∞∫

0

qj|y|2dx,

D(hj) =
{
y ∈ L2(0,∞) : |qj |1/2y ∈ L2(0,∞)

}
, j = 1, 2.

Каждая из форм h0, h1 замкнута и неотрицательна, форма h2 ограничена относительно формы h0
с h0-гранью, равной 0 (см. [9, гл. VI, § 4, п. 1]). Следовательно, форма

h[y] =

∞∫

0

(
|y′|2 + q|y|2

)
dx,

D(h) =
{
y ∈ L2(0,+∞) : y ∈ AC[0,+∞), |q|1/2y, y′ ∈ L2(0,+∞), y(0) = 0

}
,

замкнута и для любого δ > 0 найдется такая постоянная Kδ > 0, что

|h2[y]| 6 δh0[y] +Kδ‖y‖2 ∀y ∈ D(h0). (13)

Покажем, что y′ ∈ L2(0,∞) для любого y ∈ D(S).
Обозначим через H оператор, ассоциированный с формой h. Имеем (см. [9, гл. VI, теорема 4.2])

D(H) =
{
y ∈ L2(0,∞) : y′ ∈ AC[0,+∞), −y′′ + qy ∈ L2(0,+∞), y(0) = 0

}
, (14)

Hy = −y′′ + qy. (15)

С другой стороны, для всех y ∈ D(h) имеем cos(θ/2)h[y] = Re(Sy, y), где S = e−iθ/2T0. Отсюда,
поскольку | Im(Sy, y)| 6 tg(θ/2)|h[y]| при всех y ∈ D(h), то область определения квадратичной
формы оператора S совпадает с областью определения формы h. Следовательно (см. [9, гл. VI,
теорема 2.1]), y′ ∈ L2(0,∞) для любого y ∈ D(S). Тогда для любого y ∈ D(T0) = D(S) с учетом
неравенства (13) будем иметь

(T0y, y) = −Kδ

δ
‖y‖2 + eiθh1[y] +

(
h0[y] +

Kδ

δ
‖y‖2

)(
1 + eiθz(y)

)
, (16)

где −δ < z(y) < δ. Отсюда, выбирая δ = δ(ε) > 0 так, чтобы аргумент 1 − eiθδ был больше −ε,
получим, что (T0y, y) лежит в угле Uε, где Mε = Kδ(ε)/δ(ε). Лемма доказана. �

Cледствие. Пусть функции q и V локально суммируемы на [0,+∞), q удовлетворяет усло-

виям (4) и V (x) = o(q(x)), x → +∞. Тогда спектр оператора T0 + V конечен вне любого угла

{−ε < arg λ < θ + ε}, ε > 0.

Доказательство. Зафиксируем любое ε > 0 и выберем a = a(ε) так, чтобы q(x) > 0 и |V (x)| <
εq(x) при всех x > a. Тогда

(V y, y) =

a∫

0

V |y|2dx+

∞∫

a

V |y|2dx =: v1[y] + v2[y], y ∈ D(S).

Очевидно, форма v1 удовлетворяет оценке вида (13) и |v2[y]| < εh1[y], y ∈ D(S). Следовательно,
для ((T0 + V )y, y) справедливо представление (ср. с (16))

((T0 + V )y, y) = −K(ε)‖y‖2 + eiθh1[y](1 + z1(y)) +
(
h0[y] +K(ε)‖y‖2

)(
1 + eiθz2(y)

)
,

где |zj(y)| < ε, K(ε) > 0. Отсюда вытекает утверждение следствия. �
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Лемма 3.2. Если для всех ε > 0

q(x) = o (xε) , x→ +∞, (17)

то T−1
0 не принадлежит Sp ни при каком p > 0.

Доказательство. Пусть 0 < ε < θ/2. Переходя при необходимости к оператору T0 +Mε, можно
считать, что спектр оператора T0 лежит внутри угла {−ε < arg λ < θ/2}. Пусть по-прежнему

S = e−iθ/2T0 и cos(θ/2)H — его вещественная часть. Согласно (14), (15) и соотношениям (17) и
(5) собственные числа оператора H растут медленнее любой степени, т.е. H−1 /∈ Sp для любого

p > 0. Далее (см. [9, гл. VI, теорема 3.2]) S = G(1 + iB)G, где G = H1/2, B — ограниченный
самосопряженный оператор. Следовательно,

G−1 = eiθ/2(1 + iB)GS−1/2−δS−1/2−δ, (18)

где 0 < δ < 1/2 и (см. [9, гл. V, замечание 3.50])

S−α =
sinπα

π

∞∫

0

λ−α(S + λ)−1dλ.

Так как оператор GS−1/2−δ ограничен (см. [23, 24]), то, воспользовавшись известными неравен-
ствами для s-чисел (см. [3, гл. II, § 2], из (18) будем иметь

sj(G
−1) 6 (1 + ‖B‖)‖GS−1/2−δ‖sj(S−1/2−δ).

Если теперь допустить, что T−1
0 , а следовательно, и S−1 при некотором p принадлежит Sp, то

из последнего неравенства будет следовать, что G−1 ∈ Sq, где q = p/(1/2 + δ), в противоречии с
тем, что G−1 /∈ Sp для всех p. Лемма доказана. �

4. Доказательство теорем 2.1 и 2.2

Доказательство теоремы 2.1 основано на методе комплексного скэйлинга [15, 17]. Рассмотрим
однопараметрическое семейство унитарных растяжений в L2(0,+∞):

Uωϕ(x) := e
ω
2 ϕ(eωx), ϕ ∈ L2(0,∞),

где ω ∈ R, x > 0. Легко проверить, что

Lω := UωT0U
−1
ω = e−2ωM0(ω), (19)

где M0(ω)— оператор, порожденный в L2(0,+∞) дифференциальным выражением

(mωy)(x) = −y′′(x) + e2ω+iθq(xeω)y(x)

и краевым условием y(0) = 0. В силу условия (2a) область определения D(Q0(ω)) квадратичной
формы

Q0(ω)[y] = (M0(ω)y, y) =

∞∫

0

|y′(x)|2dx+ e2ω+iθ

∞∫

0

q(xeω)|y(x)|2dx

при любом −θ/2 6 Imω 6 0 одна и та же и для любого фиксированного y ∈ D(Q0(ω)) функция
Q0(ω)[y] аналитична в полосе

Πθ =

{
ω ∈ C : −θ

2
< Imω < 0

}

и непрерывна вплоть до границы. Далее, учитывая условие (2b), точно так же, как при дока-
зательстве леммы 3.1, устанавливаем, что при любом ω ∈ Πθ форма e−iθ/2Q0(ω) замкнута и
m-секториальна. Поэтому Q0(ω)— аналитическое семейство типа (A) в полосе Πθ (см. [9, гл. VII,
§ 4, п. 2], а ассоциированная с ним оператор-функция M0(ω)— аналитическое семейство типа (B).
Кроме того, в силу условия (2) при каждом ω ∈ Πθ имеем

Re
(
eiθ/2+2ω q̃(reω)

)
→ +∞, r → +∞,
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поэтому для любого ω ∈ Πθ найдется такое R = R(ω) > 0, что при всех r > R резольвен-
та (M0(ω) + r)−1 существует и компактна (см. [12, теорема 4]). Следовательно (см. [9, гл. VII,
теорема 1.8]), существует последовательность функций {λn(ω)}∞1 , удовлетворяющих условию
λn(0) = λn, и для каждого n = 1, 2, . . . существует такое ρn > 0, что λn(ω) аналитична в об-
ласти Un = {ω : |ω| < ρn, Imω < 0}, непрерывна на Un и является собственным значением
оператора M0(ω).

Но при вещественных ω оператор M0(ω) согласно (19) унитарно эквивалентен оператору e2ωT0,
так что λn(ω) = e2ωλn. Отсюда имеем

λn = e−2ωλn(ω), ω ∈ Un, n = 1, 2, . . . . (20)

Таким образом, λn(ω) = e2ωλn, n = 1, 2, . . . , так что функции λn(ω) аналитически продолжаются
на всю комплексную плоскость C. Отсюда, применяя к оператору A(ω) = (λn(ω) + r)−1(M0(ω) +
r)−1, где r ≫ 1, аналитическую теорему Фредгольма (см. [14, теорема 6.14]), заключаем, что
равенство (20) верно на всем Πθ, в частности, в точке ω0 = −θi/2. Тогда M0(ω0) = L0 + R,
где R— оператор умножения на функцию R(·), так что для доказательства теоремы достаточно
установить, что спектр оператора L = L0 +R локализован около луча arg λ = 0.

Пусть ε > 0. Оператор L является оператором Штурма—Лиувилля на полуоси r > 0 с потен-
циалом P = p+R. Согласно (6)

p(r) > 0, |R(r)| < εp(r), r > a(ε).

Так как функция P суммируема на [0, a(ε)], то согласно (13) найдется такая постоянная Kε > 0,
что

∣∣∣∣∣∣∣

a(ε)∫

0

P |y|2dx

∣∣∣∣∣∣∣
< ε‖y′‖2 +Kε‖y|2, y ∈ D(L).

Тогда для любого y из области определения оператора L

(Ly, y) = −Kε

ε
‖y‖2 +

(
‖y′‖2 + Kε

ε
‖y‖2

)(
1 + z1(y)

)
+




∞∫

a(ε)

p|y|2dx



(
1 + z2(y)

)
,

где |zj(y)| < ε, j = 1, 2. Отсюда видно, что спектр оператора L вне угла | arg λ| < tg ε конечен.
Тем самым теорема 2.1 доказана. �

Доказательство следствия из теоремы 2.1. Асимптотика (8) следует из (7), (20) при ω = −iθ/2
и равенств λk(−iθ/2) = νk, k = 1, 2, . . . . �

Доказательство теоремы 2.2. При сформулированных условиях на V функция q̃(z) + e−iθV (z)
удовлетворяет всем условиям теоремы 2.1 и следствия из нее. Поэтому для оператора T справед-
ливы все утверждения теоремы 2.1 и следствия из нее. �

5. Доказательство теоремы 2.3

5.1. Асимптотическое уравнение для спектра оператора L0. Пусть χ— бесконечно диф-
ференцируемая функция, равная 1 на отрезке [0, x0] и 0 на [x0 + 1,∞). Согласно условию (2)
функция q1(x) = p(x)(1 − χ(x)) возрастает на [x0 + 1,+∞), так что при каждом λ > p(x0 + 1)
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уравнение p(x) = λ имеет на [x0 + 1,+∞) единственное решение a(λ). Введем обозначения

ζ(x, λ) =

x∫

aλ

|p1(t)− λ|1/2dt, λ > p(x0 + 1), x > 0,

ξ(x, λ) =

∣∣∣∣
3

2
ζ(x, λ)

∣∣∣∣
2/3

sgn(x− aλ),

I(λ) =

∞∫

0

((
ξ′′

ξ′

)2

+

∣∣∣∣
ξ′′′

ξ′

∣∣∣∣

)
|p1 − λ|−1/2

dt.

Теорема 5.1 (см. [4]). Пусть функция p удовлетворяет помимо (1p) следующим условиям:

(2′p) при x > x0 p имеет абсолютно непрерывную положительную производную и

lim
x→+∞

p(x) = +∞;

(3′p) при всех λ > λ0, где λ0 > 0,

I(λ) <∞, I(λ) −−−−→
λ→+∞

0.

Тогда при достаточно больших λ > 0 спектр оператора L определяется из уравнения

sinΦ(λ) +K(λ) cos Φ(λ) + o(I(λ)) = 0,

где

Φ(λ) =

aλ∫

0

|λ− p1(x)|1/2dx+
π

4
, (21)

K(λ) =

aλ∫

0

F (x, λ)dx +
5

72
ζ−1(0, λ), (22)

F (x, λ) =
3

8

((
ξ′′

ξ′

)2

− 2

3

ξ′′′

ξ′

)
|λ− p1|−1/2 − 1

2
λ−1/2pχ. (23)

Ясно, что из (2p) следует (2′p). Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия (1p) и (2p), а также p′′ > 0 или p′′ 6 0 при всех

x > x0. Тогда при всех λ > 0 имеем I(λ) <∞ и при любом ε > 0

I(λ) = O
(
λ−3/2

)
+O

(
λ−1/2e(λ)−1(ln a(λ))1/2+ε

)
, λ→ ∞, (24)

где e(λ)— корень уравнения

p(e(λ)) = (1− δ)λ, 0 < δ < 1,

не зависит от λ.

Доказательство разобьем на несколько лемм. Зафиксируем 0 < δ < 1 и всюду далее в этом
пункте будем считать, что a(λ)(1 − δ) > x0 + 1.

Представим I(λ) в виде

I(λ) =




x0+1∫

0

+

a(λ)(1−δ)∫

x0+1

+

a(λ)(1+δ)∫

a(λ)(1−δ)

+

∞∫

a(λ)(1+δ)


K(t, λ)dt =

4∑

k=1

Ik(λ),

где

K(t, λ) = |p1 − λ|−1/2

((
ξ′′

ξ′

)2

+

∣∣∣∣
ξ′′′

ξ′

∣∣∣∣

)
. (25)
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Лемма 5.1. При выполнении условия (2p) справедлива оценка

I3(λ) = O
(
a(λ)−1( ln a(λ)

)1/2+ε
λ−1/2

)
, λ→ +∞. (26)

Доказательство. Представим I3(λ) в виде

I3(λ) =




a(λ)∫

a(λ)(1−δ)

+

a(λ)(1+δ)∫

a(λ)


K(t, λ)dt = I31(λ) + I32(λ)

и оценим I32(λ) (для I31(λ) верны те же самые рассуждения). Имеем

ξ′′

ξ′
=

1

2
p′(p − λ)−1 − 1

3
ζ−1(x, λ)|p − λ|1/2, (27)

(
ξ′′

ξ′

)′

=
1

2

[
p′′

p− λ
− p′

2

(p− λ)2

]
+

1

3
ζ−2|p− λ| − 1

6
|ζ|−1

p′|p − λ|−1/2
. (28)

Интегрируя по частям, получим

ζ(t, λ) =
2

3

(p− λ)3/2

p′

(
1 +

2

5
(ψ1 − ψ2)

)
, (29)

где

ψ1 =
(p− λ)p′′

p′2
, ψ2 =

p′

(p− λ)3/2

t∫

a(λ)

(p− λ)5/2(p′′p′−3)′dτ.

По формуле Лагранжа

p(t)− λ = p′(θ)(t− a(λ)), θ ∈ (a(λ), t). (30)

Далее, из условия (2pa) при k = 2 и равенства

p′(θ)

p′(t)
= exp




θ∫

x

p′′

p′
dt




будем иметь

(1 + δ)−c2 6
p′(θ)

p′(x)
6 (1 + δ)c2 , θ, x ∈ [a(λ), a(λ)(1 + δ)]. (31)

Отсюда, снова воспользовавшись условием (2pa) при k = 2, получим

ψ1(t, λ) = O

(
t− a(λ)

a(λ)

)
, λ→ +∞, (32)

равномерно по t ∈ [a(λ), a(λ)(1 + δ)].
Аналогично доказывается, что

ψ2(t, λ) = O

((
t− a(λ)

a(λ)

)2
)
, λ→ +∞, (33)

равномерно по t ∈ [a(λ), a(λ)(1 + δ)]. Теперь, подставляя (29) в (27) и (28) с учетом (32) и (33),
будем иметь (

ξ′′

ξ′

)(k)

(t, λ) = O
(
a(λ)−k−1

)
, λ→ +∞, k = 0, 1,

равномерно по t ∈ [a(λ), a(λ)(1 + δ)]. Тогда, поскольку

ξ′′′

ξ′
=

(
ξ′′

ξ′

)′

+

(
ξ′′

ξ′

)2

,
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то

I32(λ) = O
(
a(λ)−2

) a(λ)(1+δ)∫

a(λ)

(p− λ)−1/2
dt.

C учетом (31) последняя оценка принимает вид

I32(λ) = O
(
a(λ)−3/2[

p′(a(λ))
]−1/2

)
, λ→ ∞.

Согласно (2pb) при достаточно больших λ > 0

p′(a(λ)) > αλ

m∏

k=0

Lk(a(λ)) > αλa(λ)(ln a(λ))−1−ε,

где ε > 0 произвольно. Отсюда и из (5.1) следует оценка (26) для I32. Лемма доказана. �

Лемма 5.2. При выполнении условия (2p) величина I4(λ) удовлетворяет оценке (26).

Доказательство. Из соотношений (25), (27), (28) имеем

|K(t, λ)| 6
3∑

i=1

miKi(t, λ), (34)

где mi — постоянные,

K1 = |p− λ|1/2ζ−2, K2 =
|p|′′

|p− λ|3/2 , K3 =
p′2

(p− λ)5/2
. (35)

Введем следующие обозначения:

bλ = a(λ)(1 + δ), cλ = a(λ)(1 + δ/2), I4j =

∞∫

bλ

Kj(t, λ)dt, j = 1, 3. (36)

Имеем
I41(λ) = ζ−1(bλ, λ).

Отсюда, поскольку

ζ(bλ, λ) >

bλ∫

cλ

√
p− λdt >

δ

2
(p(cλ)− λ)1/2 a(λ),

получаем

I41(λ) 6 Cp′−1/2(θλ)a(λ)
−3/2

, a(λ) < θλ < cλ.

Согласно условию (2pb) с учетом оценки

m∏

k=1

Lk(x) = O
(
(lnx)1+ε

)
, x→ ∞,

где ε > 0— любое, для всех x ∈ [a(λ), a(λ)(1 + σ)], σ = const > 0, будем иметь

1

p′(x)
= O

(
λ−1a(λ)(ln a(λ))1+ε

)
, λ→ ∞. (37)

Из (5.1) и (37) получим

I41(λ) = O
(
λ−1/2a(λ)−1(ln a(λ))1/2+ε

)
, λ→ ∞. (38)

Согласно (2pa) при k = 2

I42(λ) 6 C2

∞∫

bλ

t−1 p′

(p − λ)3/2
dt < Cbλ

−1 (p(bλ)− λ)−1/2 .
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Следовательно, I42(λ) удовлетворяет оценке (5.1), которая вместе с (37) влечет оценку (38) для
I42(λ). Далее, интегрируя по частям, будем иметь

I43(λ) 6
2

3
p′(bλ) (p(bλ)− λ)−3/2 +

2

3
I42(λ).

Отсюда, учитывая полученную оценку для I42(λ), равенство

p(bλ)− λ = p′(θλ)δa(λ), a(λ) < θλ < bλ,

и соотношения (31), (37), получим оценку (38) для I43 (λ). �

Лемма 5.3. Если p удовлетворяет условиям (2p) и (3p), то для I2(λ) справедлива оценка (24).

Доказательство. Всюду далее до конца доказательства леммы ε будет означать положительное
число, которое может быть выбрано сколь угодно малым.

Согласно (34) и (35) задача сводится к оценке интегралов

I2j =

dλ∫

x0+1

Kj(t, λ)dt, j = 1, 3,

где dλ = a(λ)(1 − δ). Имеем

I21(λ) = ζ−1(dλ, λ)− ζ−1(x0 + 1, λ) < ζ−1(dλ, λ).

Рассуждая так же, как при доказательстве оценки (38), получим

I21(λ) = O
(
λ−1/2a(λ)−1(ln a(λ))1/2+ε

)
, λ→ ∞. (39)

Пусть p′′ > 0. Тогда

I22 6 (λ− p(dλ))
−3/2

p′(dλ) 6 Cq′−1/2(θ)a(λ)−3/2,

где dλ < θ < a(λ). Отсюда, используя условие (2pb), убеждаемся, что I22(λ) также удовлетворя-
ет (39). Точно так же эта оценка устанавливается для I23(λ).

Пусть теперь p′′ 6 0. Имеем

I22(λ) =

e(λ)∫

x0+1

K2(t, λ)dt +

dλ∫

e(λ)

K2(t, λ)dt =: J1(λ) + J2(λ).

Согласно определению точки e(λ), λ− p(x) > δλ на [x0 + 1, e(λ)]. Поэтому

J1(λ) 6 δ−3/2λ−3/2

e(λ)∫

x0+1

−p′′dx < δ−3/2λ−3/2p′(x0 + 1) = Cλ−3/2.

Далее, применяя условие (2pa) при k = 2 и (2pb), после несложных вычислений приходим к
следующей оценке:

J2(λ) = O
(
e(λ)−1

λ−1/2(ln a(λ))1/2+ε
)
, λ→ +∞.

Теперь оценка (24) для I23(λ) легко следует из представления

I23(λ) =
2

3

p′

(λ− p)3/2

∣∣∣∣
dλ

x0+1

+
2

3
I22(λ)

и оценки
p′(dλ)

(λ− p(dλ))3/2
= O

(
λ−1/2a(λ)−1(ln a(λ))1/2+ε

)
, λ→ ∞,

вытекающей из неравенств (31) и 2p(b). Лемма доказана. �

Согласно (25)

I1(λ) = O(λ−3/2) +O
(
ζ−1(x0 + 1, λ)

)
.
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Далее,

ζ(x0 + 1, λ) > ζ(e(λ), λ) > Cλ1/2e(λ),

так что

I1(λ) = O(λ−3/2) +O
(
λ−1/2e(λ)−1)

.

Отсюда и из лемм 5.1–5.3 следует утверждение теоремы 5.2. �

5.2. Доказательство теоремы 2.3 и следствия из нее. При выполнении условий (1p)–(3p)
справедлива теорема 2.2, так что I(λ) удовлетворяет оценке (24), которая с учетом условия (10)
принимает вид

I(λ) = O
(
λ−3/2

)
, λ→ ∞.

Тогда из соотношений (22) и (23) следует, что

K(λ) = −1

2
λ−1/2

x0+1∫

0

χqdt+O
(
λ−3/2

)
. (40)

Так как функция Φ(ν) возрастает на [p(x0 + 1),+∞), то существует такое K0 ∈ N, что при всех
k > K0 уравнение

Φ(ν) = πk, k ∈ N,

однозначно разрешимо. Обозначим через νk корень этого уравнения.
Выберем A > 0 и обозначим через ν+

k
∈ (νk, νk+1), ν

−
k

∈ (νk−1, νk), k > K0 + 1, ближайшие к

νk корни уравнения | sinΦ(ν)| = Aν−1/2. Тогда из уравнения (11) и оценки (40) следует, что при
достаточно большом A > 0 найдутся такие натуральные числа K1 и k0, что λk−k0 ∈ (ν−k , ν

+
k ) для

всех k > K1. Положим ∆k = Φ(λk)− π(k + k0). Тогда

|∆k| = Aν
−1/2
k +O

(
ν
−3/2
k

)
.

Следовательно,

sinΦ(λk) = (−1)k+k0∆k +O
(
ν
−3/2
k

)
, cos Φ(λk) = (−1)k+k0 +O

(
ν
−3/2
k

)
.

Подставляя эти выражения в уравнение (11) и учитывая при этом (40), получим

Φ(λk) = π(k + k0) +
1

2
λ
−1/2
k

x0+1∫

0

χq dt+O
(
λ
−3/2
k

)
, k → ∞.

Далее, из (21) имеем

Φ(λ) =

a(λ)∫

0

√
λ− pdt+

π

4
+

1

2
λ−1/2

x0+1∫

0

χq dt+O
(
λ−3/2

)
, λ→ ∞.

Из этих двух соотношений следует (11). Теорема доказана.
Формула (12) непосредственно следует из (11) и разложения

eλ−m∫

0

√
λ− ln(t+m) dt = Γ

(
3

2

)
eλ −m

(
λ1/2 +

1

2
λ−1/2(1− lnm)

)
+O

(
λ−3/2

)
, λ→ ∞.
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1. Введение

Разработка новых численных методов нахождения собственных значений и собственных функ-
ций дискретных полуограниченных снизу операторов представляет большой научный интерес и
значительно расширяет возможности решения как прямых, так и обратных спектральных задач.
Эта статья представляет собой обзор результатов, полученных при разработке новых численных
методов вычисления спектральных характеристик дискретных полуограниченных операторов на
основе теории регуляризованных следов. Авторы разработанных методов назвали их методами
регуляризованных следов (РС).

Современные методы вычисления собственных значений и собственных функций линейных
дифференциальных и интегральных операторов построены на сведе́нии задач к дискретным мо-
делям на основе метода сеток или проекционных методы. В результате задачи сводятся к нахож-
дению спектральных характеристик систем линейных алгебраических уравнений. Применение
традиционных методов их решения требует весьма значительного объема вычислений ввиду пло-
хой разделенности собственных значений матриц полученных систем уравнений. Надо отметить,
что задача нахождения всех точек спектра матрицы для матриц высокого порядка еще не имеет
удовлетворительного численного решения.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2017
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Применение полученных линейных формул в методах РС для вычисления собственных зна-
чений возмущенных самосопряженных операторов имеет ряд преимуществ перед известными
методами. К ним прежде всего надо отнести простоту вычислительного процесса и возможность
вычисления собственных значений с необходимым номером независимо от того, известны ли соб-
ственные значения с меньшими номерами или нет. При этом проблемы нахождения собственных
значений матриц высокого порядка не возникает. Это решает задачу нахождения всех необходи-
мых точек спектра возмущенного самосопряженного оператора. В отличие от известных методов
нахождения значений собственных функций линейных дифференциальных в методах РС нахо-
дятся по линейным формулам.

2. Регуляризованные следы дискретных операторов

С момента получения формул регуляризованных следов порядка α ∈ R

∞∑

n=1

[
λαn −Aα(n)

]
= Bα, (1)

где λn — собственные значения оператора A, Aα(n)— известные числа, обеспечивающие сходи-
мость числовых рядов, Bα — числа, явно вычисляемые через характеристики дифференциаль-
ного оператора, неоднократно предпринимались попытки применить их для приближенного вы-
числения первых собственных значений оператора A. В самом деле, формулы (1) могут быть
использованы для написания алгебраической системы уравнений

n0∑

n=1

λ̃pn = B(n0)
p (tp), p = 1, n0, tp ∈ N, (2)

позволяющей находить приближенные значения {λ̃n}n0

n=1 первых n0 собственных значений
{λn}n0

n=1 оператора A (см. [49]). Правые части уравнений (2) содержат частичные суммы tp сходя-
щихся числовых рядов и определены в случае общих дифференциальных выражений и общих гра-

ничных условий с точностью до O(n
−r+tp
0 lnr+1 n0), где r— целое число, большее n0, получаемое

из асимптотики λn, n0 = qr+κ, κ— дефект регуляризации (см. [57]). Величины O(n
−r+tp
0 lnr+1 n0)

плохо поддаются оценкам и могут сильно расти при n0 → ∞.
В некоторых случаях из нелинейной системы уравнений (1) были найдены приближенные

первые собственные значения {λ̃n}n0

n=1 дифференциальных операторов, причем точность оказа-
лась удовлетворительной, но этот факт нельзя принимать за обоснование метода вычислений

приближенных первых собственных значений, поскольку оценки величин O(n
−r+tp
0 lnr+1 n0) не

проводились, а остатки сходящихся числовых рядов отбрасывались. Кроме того, универсально-
го алгоритма вычисления правых частей (2) для широкого класса операторов не существова-

ло. Известные методы нахождения B
(n0)
p (tp) применяются либо только к спектральным задачам

Штурма—Лиувилля и требуют знания асимптотики собственных значений (см. [65]), либо зна-
ния повторных функций Грина спектральных задач для операторов с ядерными резольвентами,
нахождение которых представляет во многих случаях сложные математические задачи (см. [12]).

Толчком к развитию теории следов линейных операторов послужил фундаментальный резуль-
тат линейной алгебры: инвариантность базиса матричного следа линейного оператора и совпа-
дение его со спектральным следом. Большое количество задач современной теории операторов
в гильбертовом пространстве появились в результате поиска аналогов инвариантного следа для
операторов, заведомо не имеющих следа в обычном смысле. Сначала конечномерный результат
был перенесен на случай ядерных операторов. Было доказано (см. [8]), что если оператор A

ядерный, то для любой пары ({ϕ}+∞
n=1, {ψ}+∞

n=1) ортонормированных базисов верно равенство

∞∑

n=1

(Aϕn, ϕn) =

∞∑

n=1

(Aψn, ψn), (3)
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а также верно следующее равенство, известное как теорема В. Б. Лидского (см. [33]):

∞∑

n=1

(Aϕn, ϕn) =

∞∑

n=1

µn, (4)

где {µn}∞n=1 — все собственные значения оператора A. Если A не имеет собственных значений, то
правая часть (4) равна нулю.

Классическая спектральная теория операторов завершается этими результатами, так как здесь
максимально охвачен весь класс операторов со следом. Дальнейшее ее развитие основывается на
теории регуляризованных следов (РС) линейных операторов.

Первые результаты были получены в 1947–1952 годах И. М. Лифшицем. В [36] он рассмотрел
задачу о вычислении следа оператора F (L+Λ)−F (L), где L— самосопряженный оператор, Λ—
конечномерный оператор возмущения, F (x)— некоторая (принадлежащая достаточно широкому
классу) функция. При рассмотрении примера вычисления свободной энергии F твердого раствора
было показано, что ее изменение ∆F на один атом примеси определяется по формуле

∆F = Sp
{
ϕ(L+ Λ)− ϕ(Λ)

}
,

где

ϕ(x) =

[
θ ln

(
1− exp

(
−~

√
x

θ

))
+ ~

√
x

2

]
,

θ = kT — температура, ~— постоянная Планка.
Началом теории РС дискретных операторов стала работа [7] И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана,

в которой для оператора Штурма—Лиувилля

−y′′ + q(x)y = λy, y′(0) = 0, y′(π) = 0, (5)

где q(x) ∈ C1[0, π], при условии
π∫

0

q(x)dx = 0,

была получена формула
∞∑

n=0

(µn − λn) =
1

4

(
q(0) + q(π)

)
, (6)

где µn — собственные значения задачи (5), λn = n2 — собственные значения того же оператора
с q(x) ≡ 0.

Формула (6) послужила основой теории, которая началась с исследования конкретных опера-
торов, а затем в общем виде охватила изучение регуляризованных следов дискретных операторов.
В [2,6,16,17,53] активно развивается абстрактное направление спектрального анализа. Сильный
результат для конечномерных возмущений получен в [52], где рассмотрены некоторые классы
неограниченных возмущений. Наиболее интенсивно в этом направлении работают В. А. Садов-
ничий и его ученики [1, 3–5, 13–15, 37, 38, 42–48, 50, 53–56, 58, 59, 66–68], Х. Х. Муртазин [39–41],
А. В. Хасанов [69].

Задача обобщения понятия следа для дискретных операторов ставится следующим образом:
доказать соотношение

∞∑

n=1

((
Aϕn, ϕn

)
−
(
Aψn, ψn

))
= 0, (7)

аналогичное формуле (3), при расходимости ряда из матричных элементов оператора. Это по-
требовало указать класс операторов A и соответствующий класс пар базисов ({ϕn}∞n=1, {ψn}∞n=1),
для которых верна инвариантность следа в смысле (7).

Естественной идеей выбора базисов дискретных операторов является спектральная формули-
ровка следа (4): в качестве первого базиса берется базис из собственных векторов оператора A,
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а для определения второго базиса оператор «расщепляется»в сумму двух: A = A0 + B, причем
предполагается подчиненность оператора B оператору A0, и формула (7) будет иметь вид

∞∑

n=1

((
Aϕn, ϕn

)
−
(
Aψn, ψn

))
=

∞∑

n=1

(
λn − µn +

(
Bϕn, ϕn

))
= 0, (8)

где {ψn}∞n=1 — базис из собственных функций оператора A с собственными значениями {µn}∞n=1,
{ϕn}∞n=1 — базис из собственных функций оператора A0 с собственными значениями {λn}∞n=1.

На протяжении долгого времени обычным результатом, получаемым разными авторами для
следов дискретных операторов, было то, что формула (6) для возмущенного оператора не имела
вида (8). В [9] Л. А. Дикий дал другое доказательство для первой формулы Гельфанда—Левитана,
показав, что формула (6) фактически и есть формула (8).

Различные результаты теории следов были получены методами теории возмущений дискрет-
ных операторов в работах М. Г. Крейна, В. А. Садовничего, В. А. Любишкина, В. В. Дубровско-
го [32, 60–64].

Впервые в 1957 г. Л. А. Дикий в [10] предложил способ приближенного вычисления собствен-
ных значений задачи Штурма–Лиувилля. Его идея состояла в следующем: пусть {λn}∞n=1 — соб-
ственные значения оператора Штурма— Лиувилля (5). Как известно, собственные значения с
большими номерами допускают асимптотическое разложение

λn ∼ n2 + c0 +
c2

n2
+
c4

n4
+
c6

n6
+ . . . . (9)

Допустим, что известны регуляризованные следы оператора Штурма—Лиувилля всех целых по-
рядков, т.е. известны правые части уравнений (1), где под Ap(n) понимается начальный отрезок
асимптотического разложения (9), обеспечивающий сходимость ряда (1). Коэффициенты асимп-
тотического разложения (9) выражаются в конечном виде через граничные условия и потен-
циал q(x). Числа Bp, входящие в формулы (1), так же вычисляются в конечном виде (см. [11]).
И. М. Гельфанд и Л. А. Дикий предположили, что для любого ε > 0 найдется такое число n0 ∈ N ,
что ∣∣∣∣∣

n0∑

n=1

[
λpn −Ap(n)

]
−Bp

∣∣∣∣∣ < ε, p = 1, n0, (10)

и при этом решения системы n0 алгебраических уравнений

n0∑

n=1

[
λ̃pn −Ap(n)

]
−B(n0)

p (tp) = 0, p = 1, n0, (11)

есть приближенные n0 первые собственные значения {λn}n0

n=1 спектральной задачи (5) (см. [10]).
Преимущества этого способа, в сравнении с методом Дородницына, в том, что числа Ap(n)

и B
(n0)
p (tp) в системе (11) выражаются в конечном виде через характеристики оператора. Но

в [10,11] не дано теоретического обоснования этого способа, а лишь приведен пример вычисления
первых трех собственных чисел уравнения Матье с хорошей точностью. Впоследствии С. А. Шка-
рин в [70] показал, что данный способ в таком виде применяться не может, так как система (11)
имеет бесконечно много решений, причем существуют решения с любым наперед заданным ко-

нечным набором {λ̃n}n0

n=1. При разном выборе n0 и отрезка асимптотики λn могут получаться
случайные числа, не связанные с собственными значениями исходного оператора.

В работе [65] В. А. Садовничего и В. Е. Подольского впервые было сделано теоретическое
обоснование вычисления первых собственных значений оператора Штурма—Лиувилля, основан-
ное на системе (11), составленной из регуляризованных следов оператора. Они ввели следующий
класс операторов Штурма—Лиувилля: оператор

−y′′ + q(x)y = λy, y′(0) − h1y(0) = 0, y′(π)− h2y(π) = 0 (12)

принадлежит классу S, если решение задачи Коши

ϕ(0, λ) = 1, ϕ′(0, λ) = h1 (13)
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имеет при |λ| → ∞ такое асимптотическое разложение

ϕ(x, λ) ∼ cos(
√
λx) + k1(x)

sin(
√
λx)√
λ

+ k2(x)
cos(

√
λx)

λ
+ · · ·+

+ k2n−1(x)
sin(

√
λx)

(
√
λ)2n−1

+ k2n(x)
cos(

√
λx)

λn
+ . . . ,

что лишь конечное число коэффициентов kj(x) отлично от нуля на отрезке [0, π]. Было показа-
но, что класс операторов S плотен в множестве операторов Штурма—Лиувилля с потенциалом
из L2[0, π]. Если {λn}∞n=0 — спектр некоторого оператора из класса S и

∞∑

n=0

[
λpn −Ap(n)

]
= Bp (14)

является полной системой регуляризованных следов оператора, то эта система однозначно опре-
деляет спектр {λn}∞n=0. В этом случае для любого положительного ε существуют такие натураль-
ные числа N и K, что если использовать в Ap(n), p = 1,K, первые N членов асимптотического
разложения λ

p
n по степеням p, то будут верны неравенства

∣∣∣∣∣

K∑

n=0

[
λpn −Ap(n)

]
−Bp

∣∣∣∣∣ 6 ε, p = 1,K. (15)

Эти утверждения позволяют говорить о том, что произвольный оператор Штурма—Лиувилля
приближается (в операторной норме) с заданной точностью оператором Ap(n) из класса S. Из
принципа максимума следует: если норма разности операторов меньше ε, то и модуль разности
собственных значений этих операторов с одинаковыми номерами не превосходит ε. Поэтому для
оператора класса S собственные значения находятся из системы регуляризованных следов с лю-
бой наперед заданной точностью. Параметры N и K можно выразить через ε, норму q(x), h1,
h2 и для любого оператора Штурма—Лиувилля можно построить приближающий его оператор
класса S.

Отметим работы [34, 35] В. Б. Лидского и В. А. Садовничего, в которых для нахождения
приближенных первых собственных значений спектральной задачи Орра—Зоммерфельда

(D2 − α2)2u = iαR
{
(p(x)− c)(D2 − α2)u− p′′(x)u

}
, (16)

u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0 (17)

рассматривались регуляризованные следы вида:
∑

l=1

[ckl − al(k)] = sk, k = 1,∞. (18)

Здесь c - спектральный параметр, α и R - вещественные константы, p(x) - вещественная функция,
cl - собственные значения спектральной задачи (16) - (17), al(k) - некоторые вполне определенные
числа, обеспечивающие сходимость рядов (18), sk - значение k - й регуляризованной суммы.

Задача (16) - (17) возникает в гидродинамической теории устойчивости. Дело в том, что если
при всех вещественных α и R числа cl(α,R) лежат в нижней полуплоскости, то соответствующее
течение оказывается устойчивым. Если хотя бы одно число cl(α,R) лежит в верхней полуплос-
кости, то течение неустойчивое. При этом в верхней полуплоскости могут оказаться лишь числа
cl с малыми модулями.

Предлагаемые в статье [34] процедуры определения чисел al(k) и sk по характеристикам урав-
нения (16) включают интегрирование известных функций, сложение и умножение в конечном
числе. Это позволило авторам надеяться на то, что используя формулы (18) можно приближено
находить первые собственные значения спектральной задачи Орра-Зоммерфельда и исследовать
соответствующее течение на устойчивость.
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3. Нахождение собственных значений

возмущенных самосопряженных операторов

методом регуляризованных следов

Идеи, позволившие в дальнейшем разработать новый численный метод РС приближенного вы-
числения первых собственных значений возмущенных самосопряженных операторов, были сфор-
мулированы в работе В.А. Садовничего и В.В. Дуброского [57]. Следуя этой статье рассмотрим
спектральную задачу вида (

T + P
)
u = µu, (19)

где T — дискретный полуограниченный снизу оператор, а P — ограниченный оператор, заданные
в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Предположим, что известны собственные значе-
ния {λn}∞n=1 оператора T , занумерованные в порядке неубывания их действительных величин, и
ортонормированные собственные функции {vn(x)}∞n=1, отвечающие этим собственным значени-
ям. Пусть собственные функции {vn(x)}∞n=1 образуют базис в H. Обозначим через νn алгебраиче-
скую кратность собственного значения λn, а количество всех не равных друг другу λn, лежащих

внутри окружности Tn0
радиуса ρn0

=
|λn0+1 + λn0

|
2

с центром в начале координат комплексной

плоскости, через n0. Пусть {µn}∞n=1 — собственные значения оператора T + P , занумерованные в
порядке неубывания их действительных частей, а {un(x)}∞n=1 — соответствующие им собственные
функции. Если для всех n ∈ N выполняются неравенства

qn =
2||P ||

|λn+νn − λn|
< 1,

то линейный оператор T + P является дискретным, и внутри окружности Tn0
находится одина-

ковое количество собственных значений операторов T и T + P (см. [51]). В [57] показано, что

m0 =
n0∑
n=1

νn собственных значений оператора T + P являются решениями системы нелинейных

уравнений
m0∑

k=1

µ
p
k =

m0∑

k=1

λ
p
k +

∞∑

k=1

α
(p)
k (m0), p = 1,m0. (20)

Здесь

α
(p)
k

(m0) =
(−1)kp

2πki
Sp

∫

Tn0

λp−1
[
PRλ(T )

]k
dλ

— k-е поправки теории возмущений оператора T +P целого порядка p, Rλ(T )— резольвента опе-

ратора T . Выражая симметрические многочлены
m0∑
k=1

µ
p
k, p = 1,m0, от m0 переменных через пра-

вые части системы уравнений (20) при помощи теоремы Виета, получим многочлен степени m0

со старшим коэффициентом, равным единице. Остальные коэффициенты могут быть найдены
со сколь угодно большой точностью, к примеру, по формулам Ньютона. Корнями полученного
многочлена будут собственные значения {µn}m0

n=1 оператора T + P . Так как комплексные корни
многочлена со старшим коэффициентом, равным единице, непрерывно зависят от его коэффи-
циентов, то решая приближенно подходящим способом это уравнение, можно найти его корни
{µn}m0

n=1 с достаточной точностью.
Предельные абсолютные погрешности первых собственных значений оператора T + P будут за-

висеть от того, насколько точно вычислены суммы числовых рядов
∞∑
k=1

α
(p)
k (m0) поправок теории

возмущения оператора T + P . В настоящей работе получены оценки поправок теории возмуще-

ний α
(p)
k (m0) дискретного полуограниченного снизу оператора T :

∣∣α(p)
k

(m0)
∣∣ 6 p

k
ρpn0

max
∥∥∥
(
Rλ(T )

)s0∥∥∥
1
‖P‖k

(
2

dn0

)k−s0

, k > s0, (21)
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в случае, когда существует такое натуральное число s0, что оператор
(
Rλ(T )

)s0
является ядер-

ным; здесь dn0
= λn0+1 − λn0

. Это позволило при 2‖P‖/dn0
< 1 и условии ограниченности опера-

тора P записать нелинейные уравнения

m0∑

k=1

µ
p
k
=

m0∑

k=1

λ
p
k
+

tp∑

k=1

α
(p)
k

(m0) +O

((
2‖P‖
dn0

)tp+1−so
)
, tp > s0, p = 1,m0, (22)

для нахождения первых m0 собственных значений {µn}m0

n=1 возмущенного оператора T + P . При

этом было показано, что ряды поправок теории возмущений
∞∑
k=1

α
(p)
k (m0) сходятся, а α

(p)
k (m0)

явно вычисляются через характеристики операторов T и P с помощью теории вычетов.

Так как поправки теории возмущений α
(p)
k (m0) вычисляются для большого класса операторов,

область применения этого метода гораздо шире, чем других известных методов. Замечательным
обстоятельством является применение метода для нахождения собственных значений дифферен-
циальных операторов в частных производных.

Для разработки метода РС, и применения его для численных расчетов, необходимо:

(1) разработать эффективные алгоритмы вычисления поправок теории возмущений α
(p)
k (n0) и

числовых рядов Релея—Шредингера
∞∑
k=1

α
(p)
k

(n0);

(2) создать методики оценок сходимости метода и нахождения предельных абсолютных погреш-
ностей вычисления первых собственных значений оператора T + P ;

(3) рассмотреть методики применения метода к различным спектральным задачам.

Это было сделано в [18–22,29, 30].
Дальнейшее развитие метод РС получил в серии работ С. И. Кадченко (см., например,

[22–24, 28–31, 71]). Им были получены вычислительно эффективные формулы нахождения при-
ближенных собственных значений µ̃n дискретного полуограниченного снизу оператора T + P :

µ̃n = λn + (Pvn, vn) + δ̃1(n) (23)

(см. [25]), где δ̃1(n) = δ1(n)−δ1(n−1), δ1(n) =
n∑

k=1

[µk− µ̂k(n)], µ̂k(n)— приближенные значения по

Галеркину соответствующих собственных значений µk оператора T + P . Для δ̃1(n) справедливы
оценки

∣∣δ̃1(n)
∣∣ 6 (2n − 1)ρn

q2

1− q
, q = max

∀n∈N
qn.

Применение формул (23) для вычисления собственных значений возмущенных самосопряжен-
ных операторов имеет ряд преимуществ в сравнении с классическими методами, которые отме-
чены во введении.

В [26] был разработан алгоритм вычисления собственных значений спектральной задачи (19) по
формулам (23) методом РС. Для нахождения приближенных собственных значений µ̃ оператора
T + P необходимо:

(1) найти собственные значения λn оператора T и занумеровать их в порядке неубывания величин
с учетом кратности {λn}∞n=1;

(2) найти ортонормированные собственные функции {vn}∞n=1 оператора T , соответствующие соб-
ственным значения {λn}∞n=1;

(3) проверить выполнение неравенств

2‖P‖∣∣λn+λ − λn
∣∣ < 1

для n 6 m0;
(4) вычислить приближенные собственные значения µ̃n оператора T + P по формулам (23).
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Для апробации формул (23) приближенного вычисления собственных значений возмущенного
самосопряженного оператора, рассмотрена спектральная задача Штурма—Лиувилля (см. [26])





−v′′ + p(x)v = µv, a < x < b;

cosαv′(a) + sinαv(a) = 0,

cos γv′(b) + sin γv(b) = 0, α, γ ∈ [0, 2π].

(24)

Пусть Tu ≡ −u′′, причем функция u удовлетворяет граничным условиям (24). Нетрудно пока-
зать, что оператор T — самосопряжeнный, а его собственные числа {λk}∞k=1 являются корнями
трансцендентного уравнения

[
sinα sin(

√
λa) +

√
λ cosα cos(

√
λa)
][

sin γ cos(
√
λb)−

√
λ cos γ sin(

√
λb)
]
+

+
[√

λ cosα sin(
√
λa)− sinα cos(

√
λa)
][

sin γ sin(
√
λb) +

√
λ cos γ cos(

√
λb)
]
= 0.

Собственные функции оператора T имеют вид:

uk(x) = Ck

{[
sinα sin(

√
λka) +

√
λk cosα cos(

√
λka)

]
cos(

√
λkx)+

+
[√

λk cosα sin(
√
λka)− sinα cos(

√
λka)

]
sin(

√
λkx)

}
, k = 1,∞.

Постоянные Ck находятся из условия нормировки.
Сравнение приближенных собственных значений µ̃k(n) спектральной задачи Штурма—

Лиувилля (24), найденных по формулам (23), и собственных значений µ̂k(n), найденных ме-
тодом Галеркина, задачи (24) приведено в таблице 1 при a = 1, b = 2, α = π/3, γ = π/5,
p(x) = x2 + 15x+ (x2 − 10x)i.

Из таблицы 1 видно, что при увеличении номера собственного значения k, соответствующие
величины |µ̃k(n) − µ̂k(n)| уменьшаются. Исключение составляет последняя строка (k = 41).
Для сравнения точности вычисления собственных значений спектральной задачи (24) по фор-
мулам (23) и классическим методом Галеркина, приведем таблицу 2, которая получена при тех
же значениях параметров, что и таблица 1.

Собственные значения µ̃k(41) и µ̃k(81) задачи (24) при k = 1, 41 не меняются, а величины
µ̂k(41) и µ̂k(81), как это видно из таблицы 2, различны при k = 35, 41. Это указывает на то, что
формулы (23) дают более точный результат, чем классический метод Галеркина.

Проведенные многочисленные расчеты при различных значениях параметров a, b, c, d, α, γ,
p(x) спектральной задачи (24) показали высокую точность и вычислительную эффективность
линейных формул (23).

В. В. Дубровский и В. В. Распопов в [47], опираясь на результаты исследований С. И. Кадченко
[18–20], обобщили методики применения метода РС к некоторым задачам гидродинамической
теории устойчивости на случай полуцелых регуляризованных следов.

4. Нахождение значений собственных функций

возмущенных самосопряженных операторов

методом регуляризованных следов

Естественным продолжением работ, посвященных численному методу нахождения собствен-
ных значений возмущенных самосопряженных операторов, является использование регуляризо-
ванных следов для вычисления значений собственных функций дискретных полуограниченных
снизу операторов в узлах дискретизации. Если для операторов T и P выполняются все требо-
вания сформулированные выше, то значения собственных функций оператора T + P являются
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Таблица 1. Значения µ̃k(41) и µ̂k(41) при a = 1, b = 2, α = π/3, γ = π/5, p(x) =
x2 + 15x+ (x2 − 10x)i

k µ̃k(41) µ̂k(41) |µ̃k(41) − µ̂k(41)|
1 35,544313 − 13,634443i 35,095744 − 13,222069i 0,609316

2 62,950802 − 12,885344i 63,153968 − 13,074541i 0,277618

3 111,931462 − 12,761626i 112,005121 − 12,828291i 0,099348

4 180,893757 − 12,719634i 180,933740 − 12,755878i 0,053965

5 269,663026 − 12,700433i 269,687656 − 12,722813i 0,033279

6 378,197795 − 12,690065i 378,214659 − 12,705422i 0,022809

7 506,484092 − 12,683835i 506,496324 − 12,694988i 0,016553

8 654,516136 − 12,679800i 654,525442 − 12,688294i 0,012599

9 822,291180 − 12,677037i 822,298490 − 12,683714i 0,009900

10 1009,807782 − 12,675064i 1009,813683 − 12,680457i 0,007995

. . . . . . . . . . . .

20 3970,670326 − 12,668763i 3970,671783 − 12,670097i 0,001976

21 4375,323525 − 12,668568i 4375,324846 − 12,669778i 0,001791

22 4799,716010 − 12,668399i 4799,717214 − 12,669501i 0,001632

23 5243,847769 − 12,668252i 5243,848870 − 12,669259i 0,001492

24 5707,718790 − 12,668122i 5707,719801 − 12,669048i 0,001370

25 6191,329066 − 12,668008i 6191,329997 − 12,668861i 0,001263

26 6694,678589 − 12,667907i 6694,679449 − 12,668695i 0,001167

27 7217,767353 − 12,667817i 7217,768151 − 12,668548i 0,001082

28 7760,595355 − 12,667736i 7760,596097 − 12,668415i 0,001006

29 8323,162589 − 12,667664i 8323,163281 − 12,668297i 0,000938

30 8905,469054 − 12,667598i 8905,469700 − 12,668190i 0,000876

. . . . . . . . . . . .

38 14274,532802 − 12,667247i 14274,533210 − 12,667621i 0,000553

39 15034,492254 − 12,667218i 15034,492699 − 12,667626i 0,000605

40 15814,190920 − 12,667191i 15814,191344 − 12,667577i 0,000574

41 16613,628801 − 12,667165i 16613,642998 − 12,680169i 0,019252

решениями следующей системы нелинейных уравнений (см. [57]):

m0∑

j=1

µ
p
juj(x)uj(y) =

m0∑

j=1

λ
p
jvj(x)vj(y) +

t∑

k=1

α
(p)
k (m0, x, y) + ε

(p)
t (m0, x, y). (25)

Здесь

α
(p)
k (m0, x, y) =

(−1)k

2πi

∫

Tn0

λp[KT (x, zk, λ) ◦ Pzk ]
k ◦KT (zk, y, λ)dλ (26)

— k-е поправки теории возмущений к «взвешенной» спектральной функции оператора T + P

целого порядка p; KT (x, y, λ) — ядро резольвенты Rλ(T ) оператора T ; операция «◦» вводится по
правилу

(K ◦ P ◦Q)(x, y, λ) =

∫

D

K(x, z, λ)PzQ(z, y, λ)dz (27)
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Таблица 2. Значения µ̃k(81) и µ̂k(81) при a = 1, b = 2, α = π/3, γ = π/5,
p(x) = x2 + 15x + (x2 − 10x)i

k µ̃k(81) µ̂k(81) |µ̃k(81) − µ̂k(81)| |µ̃k(41) − µ̂k(41)|
1 35,544313 − 13,634443i 35,095744 − 13,222069i 0,609316 0,609316

2 62,950802 − 12,885344i 63,153968 − 13,074541i 0,277618 0,277618

3 111,931462 − 12,761626i 112,005121 − 12,828291i 0,099347 0,099348

4 180,893757 − 12,719634i 180,933740 − 12,755878i 0,053965 0,053965

5 269,663026 − 12,700433i 269,687656 − 12,722813i 0,033279 0,033279

. . . . . . . . . . . . . . .

35 12113,089748 − 12,667351i 12113,090222 − 12,667786i 0,000643 0,000645

36 12813,831549 − 12,667314i 12813,831997 − 12,667724i 0,000608 0,000610

37 13534,312567 − 12,667279i 13534,312992 − 12,667668i 0,000576 0,000584

38 14274,532802 − 12,667247i 14274,533205 − 12,667616i 0,000546 0,000553

39 15034,492254 − 12,667218i 15034,492636 − 12,667568i 0,000518 0,000605

40 15814,190920 − 12,667191i 15814,191283 − 12,667523i 0,000492 0,000574

41 16613,628801 − 12,667165i 16613,629147 − 12,667482i 0.000469 0,019252

и, наконец,

ε
(p)
t (m0, x, y) =

∞∑

m=t+1

α(p)
m (m0, x, y) ∀t ∈ N

— остатки сумм функциональных рядов Релея—Шредингера.
Правые части уравнений (25) явно выражаются через характеристики невозмущенного опера-

тора T и возмущающего оператора P , а «взвешенные» поправки теории возмущений α
(p)
k

(m0, x, y)
вычисляются с помощью теории вычетов.

Теорема 4.1. Если T — дискретный полуограниченный снизу оператор, P — ограниченный

оператор, действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве H, и для всех n ∈ N вы-

полняются неравенства qn < 1, то «взвешенные», поправки теории возмущений α
(p)
k (m0, x, y)

для любых натуральных k, p и m0 можно найти по формулам

α
(p)
k (m0, x, y) = −

m0∑

n=1

∞∑

j1,...,jk+1=1

vj1(x)vjk+1
(y)r

(p)
k (n, j1, . . . , jk+1)

k∏

m=1

Vjmjm+1
, (28)

где

r
(p)
k

(n, j1, . . . , jk+1) =





0, ∀jm 6= n, m = 1, k + 1;

1

k!
lim

λ→λn

dk

dλk
λp, l = k + 1;

1

(l − 1)!
lim

λ→λn

dl−1

dλl−1




λp

k−l+1∏
m=1

(λ− λjm)


 , 0 < l 6 k;

Vi,j = (Pvi, vj)— скалярное произведение; l— число совпадений jm = n, m = 1, k + 1.

В ряде случаев суммы функциональных рядов Релея—Шредингера
∞∑
k=1

α
(p)
k (m0, x, y) удает-

ся приблизить с необходимой степенью точности первыми «взвешенными» поправками теории
возмущений при помощи формулы (28). Однако при нахождении k-й «взвешенной» поправки
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α
(p)
k (m0, x, y) по этим формулам необходимо вычислять (k+1)-кратные числовые ряды. Поэтому

возникла необходимость построить алгоритм вычисления сумм функциональных рядов Релея—
Шредингера.

Теорема 4.2. Пусть T — дискретный полуограниченный снизу оператор, P — ограниченный

оператор, действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве H с областью определения

в D. Если функции {vn(x)}∞n=1 (x ∈ D) образуют ортонормированный базис в H, то суммы

функциональных рядов Релея—Шредингера находятся по формулам

∞∑

n=1

α(p)
n (m0, x, y) =

m0∑

k=1

{
(
µ
p
k − λ

p
k

)
vk(x)vk(y)−

− µ
p
k

k−1∑

j,i=1


 V ikĂ

(k)
ij

det Ă
(k)
vk(x)vj(y) +

VikĂ
(k)
ij

det Ă
(k)
vj(x)vk(y)


+

+ µ
p
k

k−1∑

j1,j2,i1,i2=1

Vi1kV i2kĂ
(k)
i1j1

Ă
(k)
i2j2

det Ă
(k)

det Ă
(k)

vj1(x)vj2(y)

}
+ δ

(p)
k (m0, x, y). (29)

Здесь

δ
(p)
k (m0, x, y) =

m0∑

k=1

µ
(p)
k



εk(x)


vk(x)−

1

det Ă
(k)

k−1∑

j,i=1

VikĂ
(k)
ij vj(x)


 +

+ εk(y)


vk(y)−

1

det Ă
(k)

k−1∑

j,i=1

V ikĂ
(k)
ij vj(y)





 ,

|δ(p)
k

(m0, x, y)| n→∞−−−→ 0, εk(x) = uk(x)− ũk(x),

ũk(x)— приближение собственной функции uk(x), Ă
(k)

= (aij)
k
i,j=1, aij = Vij + (λi − µk)δij , Vij =

(Pvi, vj), δij — символ Кронекера, Ă
(k)
ij — алгебраические дополнения элементов матрицы Ă

(k)
.

Черта означает комплексное сопряжение.
Система уравнений (25) позволила разработать численный метод нахождения значений соб-

ственных функций возмущенных самосопряженных операторов. Отправным моментом послужи-
ла работа [57] В. А. Садовничего и В. В. Дубровского, следуя которой, составим систему нелиней-
ных уравнений (25) относительно m0 произведений uj(x)uj(y), j = 1,m0, собственных функций
возмущенного оператора T + P . Собственные значения µn возмущенного оператора T + P , сто-
ящие в левой части системы уравнений (25), могут быть найдены, например, по линейным фор-
мулам, полученным в [30]. Определитель системы (25) является определителем Вандермонда,
который отличен от нуля. Следовательно, система имеет единственное решение.

Предельные абсолютные погрешности найденных произведений un(x)un(y) первых собствен-
ных функций оператора T +P в узлах дискретизации будут зависеть от того, с какой точностью
вычислены собственные значения {µn}∞n=1 оператора T + P и с какой точностью найдены суммы

функциональных рядов
∞∑
k=1

α
(p)
k

(m0, x, y) «взвешенных» поправок теории возмущений.

В [26,27] был разработан неитерационный численный метод нахождения значений собственных
функций возмущенных самосопряженных операторов. Он был назван методом регуляризованных
следов (РС). Его основные идеи состоят в следующем. Если T — дискретный полуограниченный
снизу оператор, а P — ограниченный оператор, действующие в сепарабельном гильбертовом про-
странстве H и для всех n ∈ N выполняются неравенства qn < 1, то произведение собственной
функции un(x) и ее сопряженной un(y) при любых значениях аргументов x, y ∈ D можно найти
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по формулам

un(x)un(y) =
1

µn

(
λnvn(x)vn(y) +

t∑

k=1

[
α
(1)
k

(n, x, y) − α
(1)
k

(n− 1, x, y)
])

+ ε̃
(1)
t (n, x, y), (30)

где для ε̃
(1)
t (n, x, y) справедливы оценки

∣∣ε̃(1)t (n, x, y)
∣∣ 6 C2

0

2πµn
‖P‖Sλρ2n

qt

1− q
∀t ∈ N, n = 1,m0. (31)

Здесь

Sλ = sup
λ∈Tn0

(
∞∑

k=1

1

|λ− λk|

)2

, |vi(x)| 6 C0 ∀i = 1,∞, q = max
n>1

qn.

Следует отметить, что нахождение значений собственных функций uj(x), j = 1,m0, из найденных
значений произведений uj(x)uj(y), вызывает большие трудности.

Как известно, значения собственных функций и собственные значения возмущенного оператора
T + P при некотором комплексном возмущении P так же будут комплексными. Предположим,
что найдено некоторое комплексное значение функции uj(x) = α + βi. Через α и β обозначены
действительная и мнимая части uj(x) соответственно. Очевидно, что произведение собственной
функции uj(x) и ее сопряженной uj(x) в одной и той же точке x ∈ D, дает квадрат модуля
значения собственной функции:

uj(x)uj(x) = α2 + β2. (32)

Чтобы найти значения un(x), воспользуемся следующей схемой. Проиллюстрируем ее для слу-
чая, когда собственные функции {un(x)}m0

n=1 оператора T + P являются функциями k перемен-
ных: x = (x1, x2, . . . , xk). Введем разностную сетку для аргументов x1, . . . , xk с шагами h1, . . . , hk
соответственно. Через m1, . . . ,mk обозначим количество узлов аргументов x1, . . . , xk. Получим
значения x в узлах дискретизации:

xj1j2...jk =
(
x
(j1)
1 , x

(j2)
2 , . . . , x

(jk)
k

)
, j1 = 1,m1, j2 = 1,m2, . . . , jk = 1,mk. (33)

Обозначим правую часть (30) через ϕn(x, y):

un
(
xi1i2...ik

)
un
(
yj1j2...jk

)
= ϕn

(
xi1i2...ik , yj1j2...jk

)
, (34)

где i1, j1 = 1,m1, i2, j2 = 1,m2, . . . , ik, jk = 1,mk.
При k− 1 любых фиксированных координатах узловых точек, рассматриваем значения функ-

ции un в соседних точках (для определенности возьмем точку с последней измененной координа-
той), т.е. из (30) в точках xi1i2...ik и xi1i2...ik+1 имеем:

un
(
xi1i2...ik

)
un
(
xi1i2...ik+1

)
= ϕn

(
xi1i2...ik , xi1i2...ik+1

)
. (35)

Отсюда

un
(
xi1i2...ik+1

)
= ± ϕn

(
xi1i2...ikxi1i2...ik+1

)
√
ϕn

(
xi1i2...ik , xi1i2...ik

) , (36)

для ik = 2,mk. Далее аналогичным образом определяем значения собственной функции un в
остальных узлах, увеличивая значения фиксированных индексов i1, i2, . . . , ik−1 на единицу.

Необходимо определить знак внутри сетки дискретизации для каждого, найденного по форму-
лам (36), значения un

(
xi1i2...ik

)
. Для этого фиксируем k−2 индекса узловых точек (при описании

алгоритма для определенности зафиксируем первые k−2 индекса) и будем следить за произведе-
ниями вида un

(
xi1i2...ik−1,ik

)
un
(
xi1i2...ik−1,ik+1

)
и un

(
xi1i2...,ik−1,ik

)
un
(
xi1i2...,ik−1+1,ik

)
. Очевидно, что

если действительная часть произведения un
(
xi1i2...ik−1,ik

)
un
(
xi1i2...ik−1,ik+1

)
будет отрицательной,

то в точках xi1i2...,ik−1,ik и xi1i2...,ik−1,ik+1 значения функции un будут принимать разные знаки. Та-
ким образом, просматривая значения действительных частей произведений в каждом узле можно
отследить изменение знака значений собственных функций.

Введем вспомогательный коэффициент ξ равный 1 или −1. При каждом ik = 1 значение ξ счи-
таем равным −1. Просматривая знак произведения un

(
xi1i2...ik−1,ik

)
un
(
xi1i2...ik−1+1,ik

)
в каждом
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узле дискретизации, модуль значений un
(
xi1i2...ik−1+1,ik

)
умножаем на ξ. Если значение действи-

тельной части произведения un
(
xi1i2...ik−1,ik

)
un
(
xi1i2...ik−1+1,ik

)
отрицательное, то знак коэффи-

циента ξ меняется на противоположный. Далее проводим аналогичные операции, рассматривая
произведения un

(
xi1i2...ik−1,ik

)
un
(
xi1i2...ik−1,ik+1

)
. Чтобы не менять уже измененные на предыду-

щем этапе знаки значений un
(
xi1i2...ik−1,ik

)
при ik−1 = 1, считаем ξ = 1.

Аналогичные операции выполняем в остальных узловых точках, увеличивая значения фикси-
рованных индексов i1, i2, . . . , ik−2 по очереди на единицу.

На основе описанной схемы, в [26] был разработан алгоритм вычисления значений собствен-
ных функций спектральной задачи (19) методом РС. Для нахождения приближенных значений
первых m0 собственных функций un(x)

m0

n=1, x = (x1, x2) ∈ D оператора T + P необходимо:

(1) найти собственные числа λn оператора T и занумеровать их в порядке неубывания величин
{λn}∞n=1;

(2) найти ортонормированные собственные функции {vn(x)}m0

n=1, x = (x1, x2) ∈ D, оператора T ,
соответствующие собственным числам {λn}∞n=1;

(3) определить число n0, для которого выполняется неравенство

2‖P‖
|λn0+νn0

− λn0
| < 1;

(4) ввести в области D разностную сетку. В двумерной области обозначим узлы дискретизации
следующим образом:

xij = (x1i , x2j ), i = 1,m1, j = 1,m2,

где m1 и m2 — количество узлов по x1 и x2 соответственно;
(5) используя теорему 4.1, вычислить значения t частичных сумм

t∑

k=1

α
(1)
k (n, x, y),

t∑

k=1

α
(1)
k (n− 1, x, y)

функциональных рядов «взвешенных» поправок теории возмущений оператора T +P в узлах
дискретизации (n = 1,m0);

(6) оценить остатки

ε̃
(1)
t (n, x, y) =

∞∑

k=t+1

α
(1)
k (n, x, y)−

∞∑

k=t+1

α
(1)
k (n− 1, x, y)

разности функциональных рядов Релея—Шредингера по формулам (31);
(7) используя (29), найти значение n-й собственной функции un(xij);
(8) определить знак найденного значения n-й собственной функции un(xij) в узлах дискретиза-

ции.

Используя данный алгоритм, удобно составлять программы на любом языке программирова-
ния высокого уровня. Причем для различных спектральных задач изменяются только програм-
мы, связанные с первыми четырьмя пунктами алгоритма метода РС.

Сравнение результатов расчетов значений собственных функций спектральной задачи
Штурма—Лиувилля, полученные методом РС и методом А. Н. Крылова приведено в [26]. В ней
рассмотрена спектральная задача

(T + P )u = µu, u ∈ DT ,

DT =
{
u

∣∣∣ u ∈ C2(Π) ∩C[Π], ∆u ∈ L2[Π] : u
∣∣∣
Γ
= 0
}
,

(37)

где оператор T = −∆ задан на прямоугольнике Π = [0, a]× [0, b] с границей Γ, ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
—

оператор Лапласа, P — оператор умножения на функцию p(x, y), определенную на прямоуголь-
нике Π.



74 С. И. КАДЧЕНКО, С. Н. КАКУШКИН

Собственные значения и соответствующие им собственные функции невозмущенной спектраль-
ной задачи

Tu = λu, u ∈ DT ,

DT =
{
u

∣∣∣ u ∈ C2(Π) ∩ C[Π], ∆u ∈ L2[Π] : u
∣∣∣
Γ
= 0
}

имеют вид:

λnk = π2
(
n2

a2
+
k2

b2

)
,

vnk(x, y) =
2√
ab

sin
nπx

a
sin

kπy

b
, n, k ∈ N.

При этом система собственных функций {vnk}∞n,k=1 образует базис пространства L2[Π]. В случае,

если a2/b2 — иррациональное число, то оператор T имеет простой спектр.
Собственные значения {λnk}∞n,k=1 и соответствующие им собственные функции {vnk}∞n,k=1 опе-

ратора T были пронумерованы одним индексом в порядке неубывания чисел λnk.
В таблице 3 представлены приближенные значения собственных функций спектральной за-

дачи (37) из [26], найденных методом РС и методом А. Н. Крылова. Расчеты выполнены при

a =
√
π/6, b = 1 и p(x, y) = x4y2. Были вычислены значения первой и второй (n = 1, 2) собствен-

ных функций.
Разработанный неитерационный метод РС нахождения значений собственных функций и ос-

нованный на нем алгоритм нахождения значений собственных функций возмущенных самосо-
пряженных операторов имеет ряд преимуществ по сравнению с широко известными методами. К
ним прежде всего надо отнести простоту вычислительного процесса и возможность вычисления
значений собственных функций начиная с любого номера собственной функции.

В отличие от известных методов нахождения значений собственных функций, в методе РС
значения собственных функций находятся по линейным формулам, что резко увеличивает его
вычислительную эффективность при сохранении точности по сравнению с известными методами.

5. Заключение

На основе исследований в области теории регуляризованных следов спектрального анализа
разработаны новые методы РС, позволяющие с высокой вычислительной эффективностью вы-
числять собственные значения и значения собственных функций возмущенных самосопряжен-
ных операторов. В отличие от классических методов методы РС резко уменьшают количество
вычислений для нахождения спектральных характеристик. Методы решают проблему нахожде-
ния собственных значений матриц высокого порядка, позволяют находить собственные значения
возмущенных самосопряженных операторов независимо от того, известны собственные значения
с меньшими номерами или нет. Это решает проблему нахождения всех необходимых точек спек-
тра возмущенных самосопряженных операторов. В отличие от известных методов нахождения
собственных значений и значений собственных функций в методах РС собственные значения и
значения собственных функций находятся по линейным формулам.
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О РАЗДЕЛИМОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА С МАТРИЧНЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Аннотация. Доказана разделимость одного класса нелинейных дифференциальных операторов
второго порядка с переменными матричными коэффициентами в весовом пространстве, которые
в общем случае не являются слабыми возмущениями линейных операторов.

Ключевые слова: весовое пространство, нелинейный дифференциальный оператор, раздели-
мость, коэрцитивное неравенство, матричный коэффициент.

AMS Subject Classification: 35Q40, 35J10

1. Введение. Термин «разделимость» в теорию дифференциальных операторов ввели
В. Н. Эверитт и М. Гирц (см. [8–11]). Они в основном исследовали разделимость оператора
Штурма—Лиувилля и его степеней. Существенный вклад в дальнейшее развитие теории раз-
делимости дифференциальных выражений внесли К. Х. Бойматов, М. Отелбаев и их ученики
(см., например, [1–6]). В настоящее время опубликовано большое число работ по разделимости;
полученные результаты нашли приложения в теории функций, спектральной теории дифферен-
циальных операторов и теории краевых задач для дифференциальных уравнений. Настоящая
работа посвящена исследованию разделимости нелинейных дифференциальных операторов с пе-
ременными матричными коэффициентами в весовом пространстве; ее основной результат обоб-
щает соответствующие результаты работ (см. [4, 5]).

Пусть k(x)— положительная функция, определенная в R
n, и l — некоторое натуральное число.

Символом L2,k(R
n)l обозначим пространство вектор-функций u(x) с конечной нормой

∥∥u;L2,k(R
n)l
∥∥ =





l∑

j=1

∫

Rn

k(x)|uj(x)|2dx





1/2

.

Пространство L2,k(R
n)l является гильбертовым пространством, и в нем скалярное произведение

определяется с помощью равенства

(
u, v;L2,k(R

n)l
)
=

n∑

j=1

∫

Rn

k(x)uj(x)vj(x) dx.

Рассмотрим дифференциальный оператор второго порядка с переменными коэффициентами:

L0[u] = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
.
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Предполагается, что коэффициенты aij(x) оператора L0 являются квадратными матрицами по-
рядка l с элементами из класса C1(Rn) и удовлетворяют следующим условиям:

(I) aij(x) ≡ aji(x), Im aij(x) ≡ 0;

(II) |aij(x)| 6 σ1, |∇aij(x)| 6 σ2 ∀x ∈ R
n, i, j = 1, 2, . . . , n;

(III)

n∑

i=1

∣∣si;C l
∣∣2 6 χ1 ·

n∑

i,j=1

〈
aij(x)si, sj;C

l
〉

∀x ∈ R
n, ∀s = {si}ni=1, si ∈ C l,

константы σ1, σ2, χ1 в этих условиях не зависят от x и s.

2. Формулировка основного результата. Рассмотрим следующий нелинейный дифферен-
циальный оператор второго порядка с переменными старшими коэффициентами:

L[u] = L0[u] + V (x, u)u (1)

Пусть V (x, ω)— квадратная матрица-функция порядка l, определенная на всех x ∈ R
n, ω ∈

C l, элементы которой непрерывно дифференцируемы по всем аргументам. Предполагается, что
значения V (x, ω) являются положительно определенными эрмитовыми матрицами.

Определение 1. Следуя [8–11], будем называть дифференциальный оператор (1) разделимым

в весовом пространстве L2,k(R
n)l, если для всех вектор-функций u(x) ∈ L2,ρ(R

n)l ∩ W 2
2,loc(R

n)l,

удовлетворяющих условию L[u] ∈ L2,k(R
n)l, выполняются включения

L0[u] ∈ L2,k(R
n)l, V (x, u)u ∈ L2,k(R

n)l.

Введем следующие обозначения:

F
(
x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξl, η1, η2, . . . , ηl

)
= V 1/2(x, ω), xi ∈ R, ξj , ηj ∈ R,

Q
(
x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξl, η1, η2, . . . , ηl

)
= F 2(x, ω), xi ∈ R, ξj , ηj ∈ R,

где ω определяется равенством ω =
(
ξ1 + iη1, . . . , ξl + iηl

)
. Здесь V 1/2(x, ω) определяется как

квадратный корень от положительно определенной эрмитовой матрицы.

Определение 2. Будем говорить, что матрица-функция V (x, ω) принадлежит классу T
n,l
χ,δ,σ,γ ,

если для всех x ∈ R
n, ω =

(
ξ1 + iη1, . . . , ξl + iηl

)
∈ C l, Ω =

(
µ1 + iν1, . . . , µl + iνl

)
выполняются

следующие условия:
n∑

i=1

∥∥∥∥F
− 1

2 (x, ω)
∂F (x, ω)

∂xi
F−3/2(x, ω)

∥∥∥∥
2

6 χ, (2)

∥∥∥∥∥∥

l∑

j=1

µjF
− 1

2 (x, ω)
∂F (x, ω)

∂ξj
ω + νjF

− 1

2 (x, ω)
∂F (x, ω)

∂ηj
ω;C l

∥∥∥∥∥∥
6 σ

∥∥∥F
1

2Ω;C l
∥∥∥ , (3)

∥∥∥∥∥∥

l∑

j=1

µjF
−1(x, ω)

∂Q(x, u)

∂ξj
ω + νjF

−1(x, ω)
∂Q(x, ω)

∂ηj
ω;C l

∥∥∥∥∥∥
6 δ

∥∥∥FΩ;C l
∥∥∥ , (4)

n∑

i=1

∥∥∥∥Q
− 1

2 (x, ω)
∂Q(x, ω)

∂xi
Q−1(x, ω)

∥∥∥∥
2

6 γ. (5)

Теперь сформулируем основной результат работы.

Теорема 1. Пусть матрица-функция V (x, ω) принадлежит классу T
n,l
χ,δ,σ,γ, а матрица-

функций aij(x) коммутирует с V (x, ω) и удовлетворяет условиям (I)–(III). Далее, пусть весо-

вая функция k(x) принадлежит классу C1(Rn) и для всех x ∈ R
n, ω =

(
ξ1+iη1, . . . , ξl+iηl

)
∈ C l

удовлетворяет неравенству
n∑

i=1

∥∥∥∥
∂k(x)

∂xi
k−1/2(x)Q−1/2(x, ω)

∥∥∥∥
2

6 σ3. (6)
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Тогда при выполнении неравенств

χ1σ1 < 2, 0 < σ3 < 2, χ+ σ3 <
1

σ1χ1n2
, 0 < σ <

1

σ1χ1n
− n(χ+ σ3)

2
,

γ + σ3 <
2

σ1χ1n2
, 0 < σ <

1

σ1χ1n
− (γ + σ3)n

2
,

(7)

где χ, σ, δ, γ, σ1, σ3, χ1 — постоянные из условий (2)–(5) и (I)–(III), нелинейный оператор (1)
разделяется в весовом пространстве L2,k(R

n)l. При этом для всех решений u(x) ∈ W2,loc(R
n)l ∩

L2,k(R
n)l уравнения

−
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u(x)

∂xi

)
+ V (x, u(x))u(x) = f(x) (8)

c правой частью f(x) ∈ L2,k(R
n)l выполняется следующее коэрцитивное неравенство:

∥∥∥V (x, u)u;L2,k(R
n)l
∥∥∥+

n∑

j=1

∥∥∥∥V
1/2(x, u)

∂u

∂xj
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥+

+
∥∥∥L0[u];L2,k(R

n)l
∥∥∥ 6 M

∥∥∥f ;L2,k(R
n)l
∥∥∥ , (9)

где M > 0— число, не зависящее от вектор-функций f(x), u(x).

Результат, сформулированный в этой теореме, ранее был получен только в случае оператора
Шредингера (см. [3]).

3. Вспомогательные леммы. Далее мы остановимся на основных моментах доказательства
основной теоремы. Сформулируем без доказательства две вспомогательные леммы.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (I)–(III). Пусть в уравнении (8) вектор-функция f(x)
принадлежит пространству L2,k(R

n)l, а вектор-функция u(x) принадлежит классу L2,k(R
n)l ∩

W 2
2,loc(R

n)l. Тогда при условии (6), где σ3 удовлетворяет условию (7), вектор-функции

V 1/2(x, u(x))u(x), ∂u/∂xi, i = 1, 2, . . . , n, принадлежат пространству L2,k(R
n)l.

Лемма 2. Пусть выполнены условия (I)–(III) и пусть вектор-функция u(x) из класса

L2,k(R
n)l ∩ W 2

2,loc(R
n)l является решением уравнения (8) с правой частью f(x) ∈ L2,k(R

n)l.

Тогда при условии (6), где σ3 удовлетворяет условию (7), вектор-функции F 3/2(x, u(x))u(x),

F 1/2(x, u(x))∂u(x)/∂xi, i = 1, n, принадлежат пространству L2,k(R
n)l.

4. Доказательство теоремы 1. Пусть ϕ(x) — фиксированная неотрицательная функция из
класса C∞

0 (Rn), обращающаяся в единицу при |x| < 1. Для любого положительного числа ε

положим ϕε(x) = ϕ(εx). Используя равенство

(
f, ϕεkV (x, u)u

)
=


−

n∑

i,j=1

(
∂

∂xj
aij(x)

∂u(x)

∂xi

)
, ϕεkV (x, u)u


+

+
(
V (x, u)u, ϕεkV (x, u)u

)
, (10)

где (·, ·) — скалярное произведение в пространстве L2,k(R
n)l, после несложных преобразований

получим равенство

(
f, ϕεkV (x, u)u

)
=

n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, ϕεkV (x, u)

∂u

∂xj

)
+

+ P
(ε)
1 (u) + P

(ε)
2 (u) + P

(ε)
3 (u) + P

(ε)
4 (u) +

(
V (x, u)u, ϕεkV (x, u)u

)
,
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где

P
(ε)
1 (u) =

n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
,
∂ϕε

∂xj
kQ(x, u)u

)
,

P
(ε)
2 (u) =

n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, ϕε

l∑

m=1

(
Re

∂um

∂xj

)
k
∂Q

∂ξm
u

)
+

n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, ϕε

l∑

m=1

(
Im

∂um

∂xj

)
k
∂Q

∂ηm
u

)
,

P
(ε)
3 (u) =

n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, ϕεk

∂Q

∂xj
u

)
, P

(ε)
4 (u) =

n∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xi
, ϕε

∂k

∂xj
Q(x, u)u

)
.

Здесь и далее значения матрица-функций Q, ∂Q/∂xj , ∂Q/∂ξk, ∂Q/∂ηk взяты в точке(
x1, . . . , xn, Reu1(x), . . . ,Re ul(x), Imu1(x), . . . , Imul(x)

)
.

Так как ∣∣∣∣
∂ϕε(x)

∂xj

∣∣∣∣ 6 M0ε,

применяя неравенство Коши—Буняковского, можно получить оценку

∣∣∣P (ε)
1 (u)

∣∣∣ 6 εM

∥∥∥F 3/2(x, u(x))u(x);L2,k(R
n)l
∥∥∥ ·

n∑

i=1

∥∥∥∥F
1/2(x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥ .

В силу леммы 2 отсюда следует, что

lim
ε→0

P
(ε)
1 (u) = 0.

Теперь переходим к оценке функционала P
(ε)
2 (u). Из условия (4) при

ω = u(x), Ω =
√

ϕε(x) ·
∂u(x)

∂xj
,

применяя неравенство Коши—Буняковского, получим

∣∣∣P (ε)
2 (u)

∣∣∣ 6
n∑

i,j=1

∥∥∥∥aij
√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥×

×
∥∥∥∥∥

l∑

m=1

√
k

{(√
ϕεRe

∂um

∂xj

)
F−1(x, u)

∂Q

∂ξm
u +

+

(√
ϕε Re

∂um

∂xj

)
F−1(x, u)

∂Q

∂ηm
u

}
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥ .

Далее, применяя условие (II), имеем

∣∣∣P (ε)
2 (u)

∣∣∣ 6 σ1δ

n∑

i,j=1

∥∥∥∥
√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥
√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xj
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥ 6

6 σ1δn

n∑

i=1

∥∥∥∥
√
ϕε

√
kV (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥
2

.

Из последнего неравенства следует, что

∣∣∣P (ε)
2 (u)

∣∣∣ 6 nδσ1

n∑

i=1

(
∂u

∂xi
, ϕεkV (x, u)

∂u

∂xi

)
,

где σ1, δ — константы из условия (II), (4).
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Переходим к оценке функционала P
(ε)
3 (u). Учитывая эрмитово сопряженные значения матрич-

ных функций Q(x, ω), получаем следующее представление для P
(ε)
3 (u):

P
(ε)
3 (u) =

n∑

i,j=1

(√
ϕε

√
kaijQ

1/2(x, u)
∂u

∂xi
,
√
ϕε

√
kQ−1/2(x, u)

∂Q

∂xj
u

)
.

Так как Q1/2(x, u) = F (x, u) и, согласно лемме 2, вектор-функции F (x, u)∂u/∂xi, i = 1, n,
принадлежат пространству L2,k(R

n)l, применяя неравенство Коши—Буняковского и условие (II),
имеем

∣∣∣P (ε)
3 (u)

∣∣∣ 6
n∑

i,j=1

∥∥∥∥aij
√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥×

×
∥∥∥∥
√
ϕε

√
kQ−1/2(x, u)

∂Q

∂xj
u;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥ 6

6
σ1nα

2

n∑

i=1

∥∥∥∥
√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥
2

+

+
n

2α

n∑

j=1

∥∥∥∥
√
ϕε

√
kQ−1/2(x, u)

∂Q

∂xj
u;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥
2

.

Здесь α— произвольное положительное число. В силу условия (5) получим

|P (ε)
3 (u)| 6 σ1nα

2

n∑

i=1

(
∂u

∂xi
, ϕεkV (x, u)

∂u

∂xi

)
+

nγ

2α

(
V (x, u)u, ϕεkV (x, u)u

)
,

где σ1, γ — константы из условия (II), (4).

Теперь переходим к оценке функционала P
(ε)
4 (u). С этой целью представим его в виде

P
(ε)
4 (u) =

n∑

i,j=1

(√
ϕε

√
kaijV

1/2(x, u)
∂u

∂xi
,
√
k
√
ϕε

∂k

∂xj
k−1Q−1/2(x, u)V (x, u)u

)
.

Применяя неравенство Коши—Буняковского и условие (II), имеем

∣∣∣P (ε)
4 (u)

∣∣∣ =
n∑

i,j=1

∥∥∥∥
√
ϕε

√
kV 1/2(x, u)aij

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥×

×
∥∥∥∥
√
ϕε

√
kk−1 ∂k

∂xj
Q−1/2(x, u)V (x, u)u;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥ .

Используя условие (6), приходим к следующей оценке

∣∣∣P (ε)
4 (u)

∣∣∣ 6 αnσ1

2

n∑

i=1

∥∥∥∥
√
ϕε

√
kV 1/2(x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥
2

+
σ3n

2α

∥∥∥√ϕε

√
kV (x, u)u;L2,k(R

n)l
∥∥∥
2
,

где α > 0, σ1, σ3 — константы из условия (II), (6).
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Так как матричные функции aij коммутируют с V (x, u), то, применяя условие эллиптично-
сти (III), получаем

n∑

i=1

(
∂u

∂xi
ϕεkV (x, u)

∂u

∂xj

)2

=
n∑

i=1

∥∥∥∥
√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥
2

6

6 χ1

n∑

i,j=1

(
aij

√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xi
,
√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xj

)
6

6 χ1

n∑

i,j=1

(
aij

√
ϕε

√
kF (x, u)

∂u

∂xj
,
√
ϕε

√
kV 1/2(x, u)

∂u

∂xj

)
.

На основе полученных оценок из равенства (10) следует, что

∣∣∣
(
f, ϕεkV (x, u)u

)∣∣∣ >
n∑

i=1

(
aij

∂u

∂xi
, ϕεV (x, u)

∂u

∂xj

)
+

+
(
(V x, u)u, ϕεV (x, u)u

)
− P

(ε)
1 (u)− P

(ε)
2 (u)− P

(ε)
3 (u)− P

(ε)
4 (u).

Далее, применяя неравенство Коши—Буняковского, имеем

θ1

n∑

i=1

∥∥∥∥
√
ϕεF (x, u)

∂u

∂xi
;L2,k(R

n)l
∥∥∥∥
2

+ θ2

∥∥∥√ϕεV (x, u)u;L2,k(R
n)l
∥∥∥
2
−

−
∣∣∣P (ε)

1 (u)
∣∣∣ 6

∥∥∥√ϕεf ;L2,k(R
n)l
∥∥∥ ·
∥∥∥√ϕεV (x, u)u;L2,k(R

n)l
∥∥∥ , (11)

где

θ1 = σ1n

(
1

χ1σ1n
− δ − α

)
, θ2 =

(
1− nγ

2α
− σ3

2α

)
.

Пусть β — положительное число, удовлетворяющее неравенству

β < σ1n

(
1

χ1σ1n
− δ − 1

4α
(nγ + σ3)

)
.

Положим α = (nγ + σ3)/2 + β. Тогда

θ1 = σ1n

(
1

χ1σ1n
− δ −

(
1

2
(nγ + σ3)

))
> 0, θ2 =

(
1− nγ + σ3

nγ + σ3 + 2β

)
> 0.

Теперь, переходя в неравенстве (11) к пределу при ε → 0, после несложных преобразований
получим коэрцитивное неравенство (9). Разделимость нелинейного оператора (8) следует из ко-
эрцитивного неравенства (9).

Теорема доказана.
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Аннотация. Цель работы — доказательство теоремы разделимости для оператора Штурма—
Лиувилля в терминах точечных мультипликаторов в весовых пространствах Соболева. Методика
исследования основана на методе локальных оценок на интервалах характеристической длины.

Ключевые слова: разделимость, дифференциальный оператор, мультипликатор, весовые про-
странства.
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Рассмотрим в пространстве L2(I), где I = (a,+∞), a > −∞, самосопряженный оператор
Штурма—Лиувилля

L y ≡ l[y] = −y′′ + qy (1)

с потенциалом q ∈ Lloc
2 (I), q > 1. Оператор L является одним из самосопряженных расширений

минимального оператора L0 y ≡ l[y], D(L0) = C∞
0 (I).

В работе используются следующие обозначения. Пусть Ω— промежуток в R = (−∞; +∞).
Через Lp(Ω) обозначается пространство всех измеримых на Ω функций f с конечной нормой

‖f‖Lp(Ω) =



∫

Ω

|f |pdx




1/p

, 1 6 p <∞.

Будем полагать f1 = f2 в Lp (Ω), если f1(x) = f2(x) для почти всех x. Введем также следующие
обозначения:
Lp(Ω, loc) — пространство таких измеримых на Ω функций f , что f принадлежит Lp[a, b] для

всех отрезков [a, b], содержащихся в Ω;
L+
p (Ω, loc) — пространство всех почти всюду положительных функций из Lp(Ω, loc) (функции

из L+
p (Ω, loc) будем называть весами);

C∞
0 (Ω) — пространство всех бесконечно дифференцируемых и финитных функций на Ω.

Пусть m > 1— целое. Для веса v обозначим через W̊m
p,v пополнение C∞

0 (Ω) по норме
∥∥∥f ; W̊m

p,v

∥∥∥ = ‖f (m)‖p + ‖vf‖p, где ‖ · ‖p = ‖ · ‖Lp(I).

Определение 1 (см. [2]). Оператор L называют разделимым, если имеет место оценка

‖y′′‖2 + ‖qy‖2 6 C
(
‖L y‖2 + ‖y‖2

)
, y ∈ D(L). (2)

Из (2) следует, что D(L) ⊂ W̊ 2
2,q. Более того, условие (2) эквивалентно равенству D(L) = W̊ 2

2,q

(см. [2]).
Одна из теорем о разделимости оператора L на всей оси R была получена в [2] в терминах

сравнения «бегущей средней» Отелбаева Q∗(x) от функции q с нормой ‖q‖
L2(˜∆(x)) на симметрич-

ных характеристических отрезках ∆̃(x) =

[
x− cQ∗(x)

2
,
x+ cQ∗(x)

2

]
. Нами получена теорема о

разделимости оператора L на I в других терминах.
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Ниже всякую положительную и непрерывную справа функцию h(·) на Ī = [a,+∞) будем
называть функцией длины. Будем говорить, что h(·) есть регулярная функция длины на Ī, если
существует такое b > 1, что

b−1h(x) 6 h(t) 6 bh(x), если t ∈ ∆(x) = [x, x+ h(x)], x > a.

Приведем важный пример функции длины на Ī. Возьмем одну из «бегущих средних» Отелба-
ева для веса q вида

q∗(x) = sup



h > 0; h

x+h∫

x

q dt 6 1



 .

Легко показать, что q∗ — конечная, положительная и непрерывная справа на Ī функция, причем

q∗(x)

∫

∆∗(x)

q(t)dt = 1

на каждом отрезке ∆∗(x) = [x, x+ q∗(x)] (см. [3]).

Теорема 1. Пусть функция q ∈ L2(Ī , loc), q > 1, удовлетворяет следующим условиям:

(1) существует такая регулярная функция длины h(·) на Ī, что

q∗(x) < A−1
0 h(x), A0 = 4πb3

(√
2C0(1 + b2) + 2C0πb

2
√

(1 + b4)
)
, (3)

для всех x > a;
(2) имеет место неравенство

sup
∆(x)

q∗


 sup

t∈∆(x)
q∗(t)

∫

∆∗(t)

q2(ξ)dξ




1/2

6 Cq <∞. (4)

Тогда оператор L в (1) разделим.

В теореме 1 постоянная C0 берется из оценки (6) (см. ниже).
Доказательство теоремы 1 проводится методом локализации, предложенным М. Отелбаевым

в [2], и опирается на следующее утверждение.

Лемма 1 (см. [2]). Оператор L разделим тогда и только тогда, когда
∥∥∥q L−1 : L2(I) → L2(I)‖ <∞.

Ниже через Wm
p (Ω) будем обозначать класс Соболева всех функций y, имеющих на Ω абсо-

лютно непрерывную производную порядка m− 1 и конечную норму
∥∥∥y;Wm

p (Ω)
∥∥∥ =

∥∥∥y(m); Lp(Ω)
∥∥∥+

∥∥∥y; Lp(Ω)
∥∥∥.

Будем также писать W̊m
p (Ω) вместо W̊m

p,1(Ω).

Лемма 2 (см. [3]). Пусть для веса v на ∆ = [x, x+ h] выполнено условие

h

∫

∆

v(t)dt > 1.

Тогда для всех y ∈W 1
2 (∆) имеет место оценка

h−2

∫

∆

|y|2dt 6 4

∫

∆

(|y′|2 + v(t)|y|2)dt. (5)
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Следующие два неравенства вытекают из вложения Wm
2 (0, 1) →֒ Ck[0, 1], 0 6 k < m:

max
[x, x+h]

|y(k)|2 6 Ckh
2(m−k)−1

x+h∫

x

(
|y(m)|2 + h−2m|y|2

)
dt, (6)

x+h∫

x

|y(k)|2dx 6 Ckh
2(m−k)

x+h∫

x

(
|y(m)|2 + h−2m|y|2

)
dt, (7)

где Ck — наилучшие постоянные вложений Wm
2 (0, 1) →֒ Ck[0, 1].

Пусть L̇∆ — оператор Штурма—Лиувилля с

D
(
L̇∆

)
=
{
y ∈ C∞(∆̄), y(∆±) = 0

}
,

где ∆ = [∆−,∆+]. Известно, что замыкание L̇∆ совпадает с оператором L∆ y = l[y],

D(L∆) =
{
y ∈ W̊ 1

2 (∆), l[y] ∈ L2(∆)
}
= W̊ 1

2 (∆) ∩W 2
2 (∆

−,∆+).

Оператор L∆ самосопряжен и имеет обратный L−1
∆ , причем D(L−1

∆ ) = L2(∆) (см. [2]).

Лемма 3. Пусть ∆— конечный промежуток в Ī. Справедливы следующие утверждения.

(a) Оператор L−1
∆ ограничен в L2(∆); при этом

‖L−1
∆ ‖ 6 4C0

(
sup
∆
q∗
)2

, C0 = 3−1(1 +
√
3)2. (8)

(b) Оператор
d

dx
L−1
∆ ограничен в L2(∆); при этом

∥∥∥∥
d

dx
L−1
∆

∥∥∥∥ 6 2
√
C0 sup

∆
q∗. (9)

(c) Пусть r(·) ∈ L2(∆). Оператор rL−1
∆ ограничен в L2 (∆); при этом

∥∥∥r L−1
∆

∥∥∥ 6 4C0 sup
∆
q∗


sup

x∈∆
q∗(x)

∫

∆∗(x)∩∆

|r|2




1/2

= 4C0S(∆). (10)

Доказательство. Поскольку y(∆+) = 0, будем считать, что y(x) = 0 для x > ∆+. Положим

K(∆) = sup
∆
q∗.

(a) Пусть
{
∆∗

j , 1 6 j
}

— дизъюнктное покрытие отрезка ∆ промежутками

∆∗
j =

[
tj , tj + q∗(tj)

)
, t1 = a, tj+1 = tj + q∗(tj).

Возьмем y = L−1
∆ f , f ∈ L2(∆). Из оценок (6), (7) следует

∫

∆

∣∣L−1
∆ f

∣∣2dx = 4C0

∑

j>1

q∗2(xj)

∫

∆∗

j∩∆

(
|y′|2 + q(x)|y|2

)
dx 6

6 4C0

(
K(∆)

)2(
L∆ f, f

)
6 4C0

(
K(∆)

)2‖L−1
∆ f‖ ‖f‖L2(∆),

откуда получаем оценку (8).



О РАЗДЕЛИМОСТИ ОПЕРАТОРА ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ 89

(b) Оценка (9) следует из неравенства
∥∥∥∥
d

dx
L−1
∆ f

∥∥∥∥
L2(∆)

=

∫

∆

|y′|2dx 6

∫

∆

(
|y′|2 + q(x)|y|2

)
dx 6

6 ‖f‖L2(∆)

∥∥L−1
∆ f

∥∥
L2(∆)

6 4C0

(
K(∆)

)2‖f‖2L2(∆).

(c) Здесь мы применяем оценки из доказательств утверждений (a), (b):

∥∥r L−1
∆ f

∥∥2
L2(∆)

=

∫

∆

|ry|2dx 6
∑

j>1

(
max
∆∗

j∩∆
|y|
)2 ∫

∆∗

j∩∆

|y|2dx 6

6 4C0

∑

j>1


q∗(tj)

∫

∆∗

j∩∆

|r|2dx




∫

∆∗

j∩∆

(
|y′|2 + q(x)|y|2

)
dx 6

6

(
4C0 sup

∆
q∗
)2


sup

x∈∆
q∗(x)

∫

∆∗

j (x)

|r|2dt


 ‖f‖2L2(∆),

откуда следует (10). �

Возьмем τ ∈ (1− η, 1), 0 < η < 1. На Ī построим последовательности точек {xj}∞j=1 и {x̃j}∞j=1,
полагая

x0 = a, x1 = x0 + h(x0), x̃1 = x0 + τh(x0), . . . ,

xj+1 = x̃j + h(x̃j), x̃j+1 = x̃j + τh(x̃j).

Пусть

∆j =
[
x̃j−1, xj

]
, ∆̃j =

[
xj−1, x̃j

]
.

Возьмем далее

θ(t) =
1

2
π

t∫

0

sin(πξ)dξ

и положим

ϕj(x) =





θ

(
t− x̃j−1

xj−1 − x̃j−1

)
, x̃j−1 6 t 6 xj−1,

1, xj−1 6 t 6 x̃j,

θ

(
xj − t

xj − x̃j

)
, x̃j 6 t 6 xj

0, t 6 x̃j−1 либо t > xj .

Функции ϕj имеют в ∆j непрерывную производную ϕ′
j и

∞∑

j=1

ϕj(x)χj(x) = 1, x ∈ Ī , (11)

где χj — характеристическая функция отрезка ∆j. Равенство‘(11) следует из тождества

θ(t) + θ(1− t) ≡ 1, 0 6 t 6 1.

Положим Lj = L∆j .
На пространстве C∞

0 (I) зададим операторы

M̊f =

∞∑

j=1

ϕj L
−1
j (χjf), B̊1f = 2

∞∑

j=1

ϕ′
j

d

dx
L−1
j (χjf), B̊2f =

∞∑

j=1

ϕ′′
jdxL

−1
j (χjf).



90 А. С. КАСЫМ, Л. К. КУСАИНОВА

Лемма 4. Пусть h(·) — регулярная функция длины на Ī. Пусть

K(x) = sup
t∈∆(x)

q∗(t)

h(x)
,

где ∆(x) =
[
x, x+ h(x)

]
. Допустим, что

K = sup
x>a

K(x) <∞.

Тогда справедливы следующие утверждения.

(a) Операторы B̊i, i = 1, 2, продолжаются до ограниченного оператора Bi в L2 (I); при этом

‖B1‖ 6 πb2
√

25C0(1 + b2)K, (12)

‖B2‖ 6 (πb2)2
√

27C2
0 (1 + b4)K2. (13)

(b) Пусть r(·) ∈ L2(∆). Если

S(x) = sup
∆(x)

q∗


 sup

t∈∆(x)
q∗(t)

∫

∆∗(t)

|r|2




1/2

6 C <∞, x > a,

то оператор rM̊ продолжается до ограниченного оператора rM в L2 (I) с нормой

‖rM‖ 6 C0

√
32 sup

x>a

S(x) = C0

√
32S. (14)

Доказательство. (a) Возьмем x̃j+1 = x̃j + τh(x̃j), τ = 1− (2b)−1. Нетрудно видеть, что тогда
∣∣ϕ′

j(x)
∣∣ 6 πbh(x̃j−1)

−1,
∣∣ϕ′′

j (x)
∣∣ 6 2(πb)2h(x̃j−1)

−2, x ∈ ∆j .

Далее мы будем привлекать оценки норм локальных операторов из леммы 3. Пустьχ̃j — характе-
ристическая функция отрезка

[
x̃j−1, x̃j

]
, fj = f · χj, f ∈ C∞

0 (I). Имеем:

∞∫

a

∣∣B̊1f
∣∣2dx = 4

∞∑

j=1

∫

∆j

∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

ϕ′
k

d

dx
L−1
k (fk)

∣∣∣∣∣

2

dx 6

6 8(πb)2
∞∑

j=1


h(xj−2)

−2
j∑

k=j−1

∫

∆j−1∩∆j

∣∣∣∣
d

dx
L−1
k (fk)

∣∣∣∣
2

dx+ h(x̃j−1)
−2

j+1∑

k=j

∫

∆j∩∆j+1

∣∣∣∣
d

dx
L−1
k (fk)

∣∣∣∣
2

dx


 6

6 32C0π
2b4(1 + b2)

∞∑

j=1

(
sup
x∈∆j

q∗(x)

h(x)

)2 ∫

∆j

|f |2dx 6

(√
32C0(1 + b2)πb2K

)2
‖f‖2L2(I)

,

откуда следует оценка (12) для B1.
Для оператора B2 имеем:

∞∫

a

|B2f |2dx 6

6 8(πb)4


h(x̃j−2)

−4
j∑

k=j−1

∫

∆j−1∩∆j

∣∣L−1
k (fk)

∣∣2dx+ h(x̃j−1)
−4

j+1∑

k=j

∫

∆j∩∆j+1

∣∣L−1
k (fk)

∣∣2dx


 6

6 8(πb)4(4C0)
2b4(1 + b4)

∞∑

j=1

(
sup
x∈∆j

q∗(x)

h(x)

)4 ∫

∆j

|f |2dx 6

(
πb2 4

√
27C2

0 (1 + b4)K

)4
∞∫

a

|f |2dx,
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откуда имеем оценку (13).
(b) Имеем:

∞∫

a

|r(x)M̊f |2dx 6 2

∞∑

j=1




j+1∑

k=j−1

∫

∆k

∣∣r(x) L−1
k (fk)

∣∣2dx


 6 2

∞∑

j=1

∥∥rL−1
k

∥∥2
∫

∆k

|f |2dx 6

6 32C2
0

∞∑

j=1

S2
(
x̃j−1

) ∫

∆k

|f |2dx 6 32C2
0 sup
x>a

S2(x)

∞∫

a

|f |2dt,

откуда вытекает оценка (14). �

Лемма 5. Пусть ‖B1‖+ ‖B2‖ < 1. Тогда

(a) оператор I −B1 −B2 обратим;
(b) имеет место равенство

L−1 =M(I −B1 −B2)
−1. (15)

Доказательство. Для f ∈ C∞
0 (I) сумма

∞∑

j=1

ϕj L
−1
j (fj) =

∞∑

j=1

ϕjψj · ψj = L−1
j (fj), j > 1,

берется по конечному множеству слагаемых. Поэтому

L




∞∑

j=1

ϕj L
−1
j (fj)


 =

∞∑

j=1

L(ϕjψj) = −
∞∑

j=1

ϕ′′
jψj − 2

∞∑

j=1

ϕ
′

jψ
′

j +
∞∑

j=1

ϕj(−ψ′′
j + q(x)ψj) =

= −B1f −B2f +

∞∑

j=1

ϕj(χjf) = −(B1 +B2)f + f. (16)

Применяя (16), получаем

L−1 f = L−1


f − L




∞∑

j=1

ϕjψj


+ L




∞∑

j=1

ϕjψj




 =

= L−1

(
f − f +

2∑

i=1

Bif + LMf

)
= L−1

(
2∑

i=1

Bi

)
f +Mf,

откуда следует, что

L−1 (I −B1 −B2) =M. (17)

Поскольку ‖B1‖ + ‖B2‖ < 1, то существует обратный оператор
(
I − B1 − B2

)−1
= Q. Применяя

Q к равенству (17), получим

L−1 =M(I −B1 −B2)
−1. �

Доказательство теоремы 1. Из условия (3) следует, что

‖B1‖+ ‖B2‖ 6 A0K < 1.

В силу леммы 5 существует обратный оператор L−1 =M(I−B1−B2)
−1. В силу леммы 1 достаточ-

но доказать, что оператор q L−1 является ограниченным оператором в L2(I). Из утверждения (b)
леммы 5 следует оценка

‖q L−1 ‖ = ‖qM‖ ‖(I −B1 −B2)
−1‖ 6 Cq(1−A0K)−1 <∞. �
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Определение 2. Пусть X, Y — нормированные пространства функций y : Ω → R, Ω ⊂ R.
Функцию z : Ω → R называют (точечным) мультипликатором из X в Y , если zy ∈ Y для всех
y ∈ X.

Через M(X → Y ) будем обозначать класс всех мультипликаторов из X в Y , для которых
оператор умножения Tzy = zy ограничен как оператор из X в Y . Норму

∥∥Tz; X → Y
∥∥ = sup

06=y∈X

‖Tzy‖Y
‖y‖X

= sup
06=y∈X

‖zy‖Y
‖y‖X

оператора Tz называют также нормой мультипликатора z и обозначают
∥∥z; M(X → Y )

∥∥
(см. [1]).

Введем следующую «бегущую среднюю» от функции q2:

h∗(x) = h∗δ(x) = sup




h > 0 : h3 inf

e

∫

∆h(x)\e

q2dt 6 1




,

где ∆h(x) = [x, x + h], inf берется по всем измеримым e ⊂ ∆h(x) с мерой |e| 6 δh, 0 < δ < 1.
Нетрудно показать, что для q > 1

0 < h∗(x) 6 (1− δ)−1/4, x > a.

Положим Ω∗(x) = [x, x+ h∗(x)].

Лемма 6 (см. [3]). Существует такое C∗ = C∗(δ) > 0, что

h∗(x)−4

∫

Ω∗(x)

|y|2dt 6 C∗

∫

Ω∗(x)

(
|y′′|2 + |qy|2

)
dt, x > a,

для всех y, имеющих в Ī производную y′′ из L2(Ī , loc).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если

z ∈W 2
2,q ∩M(Wm−2

2 → L2), L(z) ∈M(Wm
2 → L2),

то справедливы следующие утверждения:

(a) z ∈M(Wm
2 →W 2

2,q);

(b) справедлива оценка
∥∥z; M(Wm

2 →W 2
2,q

∥∥ 6 C̃
[∥∥L(z); M(Wm

2 → L2)
∥∥+

∥∥z; M(Wm−2
2 → L2)

∥∥+
∥∥z; W 2

2,q

∥∥] .

Постоянная C̃ зависит только от числовых параметров.

В теореме 2 и ниже используются обозначения Wm
2 =Wm

2 (I), L2 = L2(I).

Доказательство теоремы 2. (a) Покажем, что
∥∥zy; W 2

2,q

∥∥ = ‖(zy)′′‖2 + ‖q(zy)‖2 <∞ (18)

для всех y ∈Wm
2 (I). Представим I как дизъюнктное объединение:

Ī =

∞⋃

j=1

Ωj, Ωj =
[
xj, xj + dj

)
, dj = h∗(xj), j > 0, x0 = a.

Если y ∈ C∞
0 (I), F = supp(y), то

‖(yz)′′‖2 =
∥∥− y L z + 2y′z′ + zy′′ + qyz

∥∥
2
6

6
∥∥L z; M(Wm

2 → L2)
∥∥ ∥∥y; Wm

2

∥∥+ ‖y′′z‖2 +max
F

|y| ‖qz‖2 + 2‖y′z′‖2 6

6

(
‖L z; M(Wm

2 → L2)‖+ c1
∥∥z; M(Wm−2

2 → L2)
∥∥+ c2

∥∥z; W 2
2,q

∥∥
)∥∥y; Wm

2

∥∥+ 2‖y′z′‖2. (19)
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На каждом Ωj в силу (6) и леммы 6

∫

Ωj

|y′z′|2dx 6 c3C
∗dj

∫

Ωj

(|z′′|2 + |qz|2)dx ·
∫

Ωj

|y′|2dx,

откуда
∞∫

a

|y′z′|2dx 6 c4C
∗R∗

∥∥z; W 2
2,q

∥∥2∥∥y; Wm
2 (I)

∥∥2, (20)

где

R∗ = sup
x∈Ī

h∗(x) 6 (1− δ)−1/4.

Из (19), (20) выводим, что yz ∈ D(L) и в силу разделимости оператора L (теорема 1)

∥∥yz; W 2
2,q

∥∥ 6 C
(
‖L(yz)‖2 + ‖yz‖2

)
6

6 c5C
(∥∥L y; M(Wm

2 → L2)
∥∥+

∥∥z; M(Wm−2
2 → L2)

∥∥+
∥∥z; W 2

2,q

∥∥
)∥∥y; Wm

2

∥∥. (21)

Теорема доказана. �

Замечание. Из теоремы 2 следует, что каждое решение z уравнения

−z′′ + q(x)z = f, f ∈M(Wm
2 → L2),

из класса W 2
2,q ∩M(Wm−2

2 → L2) является мультипликатором из Wm
2 в W 2

2,q.

Пример. Пусть

q(x) =

√
1 + (1 + x)2k sin4 x2, (22)

k > 1— целое, I = (a,+∞), a > 8. Легко показать, что

(
2

3

)k/2

(1 + x)−k/2
6 q∗(x) 6 2k(1 + x)−k/2. (23)

Возьмем h(x) = A(1 + x)−k/2, A = 2k+1A0. Тогда

(1 +A)−k/2h(x) 6 h(t) 6 2k/2h(x), t ∈ ∆(x).

Условие (3) теоремы 1 очевидно, а из (23) следует

(
sup

t∈∆(x)
q∗(t)

)2

 sup

t∈∆(x)
q∗(t)

∫

∆∗(t)

q2(ξ)dξ


 6

6

(
2k(1 + x)−k/2

)2
sup

t∈∆(x)

[
22k(1 + t)−k(1 + t+A(1 + t)−k/2)2k

]
6 [2(1 +A)]2k .

Таким образом, можно утверждать, что оператор L с потенциалом (22) на I = (a,+∞) (a > 8)
разделим, а также, что для него справедливы выводы теоремы 2.
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Аннотация. Рассматривается обратная задача рассеяния о восстановлении потенциала по дан-
ным рассеяния для одного класса уравнений Шредингера с нелинейным спектральным парамет-
ром в граничном условии. Оказывается, что для вещественнозначной потенциальной функции
q(x) данные рассеяния определяются как в несамосопряженном случае и состоят из функции
рассеяния, невещественных сингулярных значений и нормализационных полиномов. Исследуют-
ся характеристические свойства спектральных данных. Решение задачи строится при помощи
процедуры Гельфанда—Левитана—Марченко. Доказана единственность алгоритма для потенци-
ала с заданными данными рассеяния.

Ключевые слова: данные рассеяния, нормализационный полином, задача рассеяния на полу-
прямой, нелинейный спектральный параметр.

AMS Subject Classification: 34L25; 34B07; 34L05

1. Введение. Задачи Штурма—Лиувилля с граничными условиями, содержащими спектраль-
ный параметр линейным или нелинейным образом, появляются во многих прикладных вопросах.
Примеры физических приложений краевых задач на полупрямой см. в [8, 16, 17].

Рассмотрим уравнение
−y′′ + q(x)y = λ2y, 0 < x < ∞, (1)

с граничными условиями

−(α1y(0)− α2y
′(0)) = λ(β1y(0)− β2y

′(0), (2)

где q(x)— вещественнозначная функция, удовлетворяющая условию
∞∫

0

(1 + x)
∣∣q(x)

∣∣dx < ∞, (3)

αi и βi, i = 1, 2, — вещественные числа, α1α2 > 0.
Единственность решения обратной задачи рассеяния (1)–(3) можно доказать методами, описан-

ными в [2, 15]. Однако, поскольку нули функций Йоста расположены на комплексной плоскости
симметрично относительно вещественной оси и не являются простыми, этот случай отличается
от самосопряженного случая, и поэтому данные рассеяния для задачи (1)–(3) необходимо опре-
делять иначе.

Отметим, что для классического оператора Штурма—Лиувилля (т.е. в случае β1 = β2 = 0)
обратная задача рассеяния была полностью решена в [6, 11, 15], а несамосопряженный случай
изучался в [2]. Обратная задача рассеяния для уравнения (1) со спектральным параметром, со-
держащимся в граничных условиях, рассматривалась в [3,12,14]. Отметим, что обратные задачи
спектрального анализа для дифференциальных уравнений первого и второго порядка на полу-
прямой с зависимостью от спектрального параметра изучались в [7, 9, 10, 13, 16].

Содержание работы таково. В п. 2 вводятся данные рассеяния для задачи (1)–(3). В п. 3 полу-
чено основное уравнение для обратной задачи и установлены некоторые свойства спектральных
данных. Наконец, в п. 4 доказывается теорема единственности решения обратной задачи.
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Введем необходимые понятия. Обозначим через e(x, λ) решение задачи (1)–(3), обладающее
следующей асимптотикой:

(
Imλ > 0

)
e(x, λ) → eiλx as x → ∞.

Хорошо известно (см. [15]), что решение Йоста e(x, λ) существует, единственно и регулярно (по λ)
в полуплоскости Imλ > 0, непрерывно на вещественной оси и может быть представлено в виде

e(x, λ) = eiλx +

∞∫

x

K(x, t)eiλtdt, (4)

причем функция K(x, t) (ядро интегрального представления) удовлетворяет неравенству

∣∣K(x, t)
∣∣ 6 1

2
σ

(
x+ t

2

)
exp

{
σ1(x)− σ1

(
x+ t

2

)}
, (5)

а также

K(x, x) =
1

2

∞∫

x

q(t)dt, (6)

где

σ(x) ≡
∞∫

x

∣∣q(t)
∣∣dt, σ1(x) ≡

∞∫

x

σ(t)dt.

Кроме того, функция e(x, λ) обладает следующими свойствами в полуплоскости Imλ > 0:
∣∣e(x, λ)

∣∣ 6 exp
{
− Imλx+ σ1(x)

}
, (7)

∣∣∣e(x, λ) − eiλx
∣∣∣ 6

{
σ1(x)− σ1

(
x+

1∣∣λ
∣∣

)}
exp

{
− Imλx+ σ1(x)

}
, (8)

∣∣∣e′(x, λ) − iλeiλx
∣∣∣ 6 σ(x) exp

{
− Imλx+ σ1(x)

}
. (9)

Используя эти свойства, нетрудно доказать, что для вещественных λ 6= 0 функции e(x, λ) и
e(x,−λ) образуют фундаментальную систему решений уравнения (1), а их вронскиан равен 2iλ
(см. [15, с. 180]):

W
{
e(x, λ), e(x,−λ)

}
:= e′(x, λ)e(x,−λ) − e(x, λ)e′(x,−λ) = 2iλ. (10)

Функция

S(λ) =
E1(λ)

E(λ)

называется функцией рассеяния для краевой задачи (1)–(3), где

E(λ) =
(
α2 + β2λ

)
e′(0, λ) −

(
α1 + β1λ

)
e(0, λ),

E1(λ) =
(
α2 + β2λ

)
e′(0,−λ) −

(
α1 + β1λ

)
e(0,−λ).

Обозначим через λj корни уравнения E(λ) = 0 в полуплоскости Imλ > 0. Эти корни, образу-
ющие конечное множество комплексных чисел, могут быть кратными. Числа λj, j = 1, 2, . . . , n,
Imλj > 0, называются сингулярными значениями краевой задачи (1)–(3) (см. [4, с. 306] и [2]).

Известно (см. [4, p. 306]), что уравнение (1) имеет решение ê(x, λ), удовлетворяющее условию

ê(x, λ) = e−iλx
[
1 + o(1)

]
, x → ∞,

равномерно в области Imλ > α, |λ| > δ для всех α > 0 и δ > 0.
Введем обозначение

fj(x) = iResλ=λj

Ê(λ)

E(λ)
eiλx, (11)

где

Ê(λ) =
(
α2 + β2λ

)
ê′(0, λ)−

(
α1 + β1λ

)
ê(0, λ), j = 1, 2, . . . , n.
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Согласно [2] (см. также [4, с. 327]), будем искать нормализационные полиномы Pj(x) = e−iλjxfj(x),
j = 1, 2, . . . , n, для краевой задачи (1)–(3); степень Pj(x) равна mj − 1, где mj — кратность λj,
j = 1, 2, . . . , n.

Множество величин
{
S(λ), −∞ < λ < +∞; λj; Pj(x), j = 1, 2, . . . , n

}
называется данными рас-

сеяния краевой задачи (1)–(3). Обратная задача рассеяния для краевой задачи (1)–(3) состоит
в восстановлении коэффициента q(x) по данным рассеяния. Предположим, что краевая задача
вида (1)–(3) с другой потенциальной функцией q̃(x), удовлетворяющей условию (3), имеет дан-

ные рассеяния
{
S̃(λ); λ̃j ; P̃j , j = 1, 2, . . . , n

}
. Тогда единственность решения обратной задачи

рассеяния (1)–(3) формулируется следующим образом: если данные рассеяния двух задач с по-
тенциалами q(x) и q̃(x), удовлетворяющими условию (3), совпадают, то q(x) = q̃(x) почти всюду
на полупрямой.

2. Прямая задача рассеяния. Пусть w(x, λ) — решение уравнения (1), удовлетворяющее на-
чальному условию

w(0, λ) = α2 + β2λ, w′(0, λ) = α1 + β1λ. (12)

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 1. Для вещественных λ ∈ R
∗ = R \ {0} справедливо тождество

2iλω(x, λ)

(α2 + β2λ)e′(0, λ) − (α1 + β1λ)e(0, λ)
= e(x,−λ)− S(λ)e(x, λ), (13)

где

S(λ) =
(α2 + β2λ)e

′(0,−λ) − (α1 + β1λ)e(0,−λ)

(α2 + β2λ)e′(0, λ) − (α1 + β1λ)e(0, λ)
(14)

и

S(λ) = [S(λ)]−1. (15)

Доказательство. Поскольку функции e(x, λ) и e(x,−λ) образуют фундаментальную систему ре-
шений уравнения (1) для всех вещественных λ 6= 0, можем записать

w(x, λ) = A−e(x, λ) +A+e(x,−λ). (16)

Используя (10) и (12), из (16) получим

A− = − 1

2iλ

[(
α2 + λβ2

)
e′(0,−λ)−

(
α1 + λβ1

)
e(0,−λ)

]
,

A+ =
1

2iλ

[(
α2 + λβ2

)
e′(0, λ) −

(
α1 + λβ1

)
e(0,−λ)

]
.

Теперь докажем, что E(λ) 6= 0 для λ ∈ R
∗. Предположим противное, т.е. E(λ) = 0, где λ ∈ R

∗.
Тогда

e′(0, λ0) =
α1 + β1λ0

α2 + β2λ0
e(0, λ0), e′(0, λ0) =

α1 + β1λ0

α2 + β2λ0
e(0, λ0).

Подставляя эти выражения в (10), получим

α1 + β1λ0

α2 + β2λ0

[
e(0, λ0)e(0, λ0)− e(0, λ0)e(0, λ0)

]
= 2iλ0

или 0 = 2iλ0, что противоречит предположению λ0 6= 0. Используя последнее соотношение в (16)
и принимая во внимание тот факт, что E(λ) 6= 0, λ ∈ R

∗, получим (13), где S(λ) выражается по
формуле (14). Из (14) легко получить (15). Лемма доказана. �

Аналогично, для решений e(λ, x) и ê(λ, x) находим

2iλw(x, λ)

E(λ)
= ê(λ, x) − E(λ)

Ê(λ)
e(x, λ). (17)

Лемма 2. Функция E(λ) может иметь лишь конечное число нулей в полуплоскости

Imλ > 0. Функция λ
[
E(λ)

]−1
ограничена в окрестности точки λ = 0.
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Доказательство. Поскольку E(λ) 6= 0 при λ ∈ R
∗, точка λ = 0 является возможным веществен-

ным нулем функции E(λ). Из аналитичности функции E(λ) в верхней полуплоскости следует,
что ее нули образуют не более чем счетное множество. Покажем, что это множество ограничено.
Предположим, что E(µk) = 0 и |µk| → ∞ при k → ∞. Тогда

e′(0, µk) = −α1 + β1µk

α2 + β2µk

e(0, µk).

Для x = 0 и λ = µk из (8) следует неравенство
∣∣∣∣
α1 + β1µk

α2 + β2µk

e(0, µk)− iµk

∣∣∣∣ 6
{
σ1(0)− σ1

(
1

|µk|

)}
exp {σ1(0)} .

Следовательно,

|µk| 6
∣∣∣∣
α1 + β1µk

α2 + β2µk

e(0, λk)

∣∣∣∣+ σ1(0) exp {σ1(0)} .

Поскольку |µk| → ∞ при k → ∞, заключаем из (7) и (8), что e(0, λk) =→ 1 при k → ∞. Итак,
правая часть последнего уравнения имеет конечный предел.

Полученное противоречие показывает, что функция E(λ) может иметь конечное число нулей в
полуплоскости Imλ > 0. Обратно, предположим, что E(λ) имеет бесконечно много нулей λ = µn,
n = 1, 2, . . . . Тогда функция yn = y(x, µn) удовлетворяет уравнению

−y′′n + q(x)yn = µ2
nyn (18)

и граничным условиям (
α2 + β2µn

)
y′n(0) +

(
α1 + β1µn

)
yn(0) = 0. (19)

Умножим обе части (19) на yn и проинтегрируем по x от 0 до ∞. Принимая во внимание (17) и
интегрируя по частям, получим

µ2
n − α1 + β1µn

α2 + β2µn

∣∣yn(0)
∣∣2 − (Lyn, yn) = 0, (20)

где

Φ(yn) ≡ (Lyn, yn) =

∞∫

0

(
|y′n|2 + q(x)|yn|2

)
dx, (yn, yn) = 1.

Уравнение (20) имеет по крайней мере один вещественный корень, а единственный веществен-
ный корень функции E(λ) может быть лишь нулем. Поэтому из (20) получаем

α1

α2
|yn(0)|2 = −Φ(yn).

Так как α1α2 > 0, имеем

Φ(yn) < 0, n = 1, 2, . . . . (21)

Числа µk, k = 1, 2, . . . , попарно различны. Из асимптотической формулы

yn(x) = eiµnx
[
1 + o(1)

]
, x → ∞,

получаем, что система функций {yn(x)} линейно независима (см. [4, с. 445]). Таким образом,
используя определение области задания функционала Φ, заключаем, что существует бесконечно-
мерное линейное многообразие, на котором выполнено неравенство (21).

Теперь построим последовательность функций zj(x) = ajyj(x) + bjyj+1(x), j = 1, 2, . . . , где aj
и bj можно выбрать так, чтобы выполнялось условие zj(0) = 0. Покажем, что функции zj(x)
линейно независимы. Таким образом, выполняются соотношения

−z′′n + q(x)zn = λnzn, (22)

zn(0) = 0. (23)

Рассмотрим оператор L0 в пространстве L2(0,∞), действующий по формуле

L0y = −y
′′

+ q(x)y;
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его область определения —

D(L0) ≡
{
y(x)

∣∣∣ y′(x) ∈ AC[0,∞), −y′′ + q(x)y ∈ L2(0,∞), y(0) = 0
}
.

Из (22) и (23) следует, что zn(x) ∈ D(L0) и (L0zn, zn) < 0. Таким образом, оператор L0 имеет лишь
отрицательные собственные значения, а их число бесконечно. Однако в силу условия (3) это невоз-
можно (см. [15]). Таким образом, получили противоречие, так что функция E(λ) может иметь
лишь конечное число нулей в верхней полуплоскости Imλ > 0. Аналогично [15, Lemma 3.1.3]

получаем, что функция λ
[
E(λ)

]−1
ограничена на полусфере

{
λ : |λ| 6 ρ, Imλ > 0

}
. �

Следствие 1. Функции E(λ) и E1(λ) имеют одинаковое число комплексно сопряженных ну-

лей.

Доказательство. Согласно лемме 2 функция E(λ) в верхней полуплоскости Imλ > 0 имеет
конечное число нулей λj , j = 1, 2, . . . , n. Из свойств

e(0, λj) = e(0,−λj), e′(0, λj) = e′(0,−λj)

функции e(x, λ) получаем

E(λj) ≡
(
α2 + β2λj

)
e′(0,−λj)−

(
α1 + β1λj

)
e(0,−λj) = E1

(
λj

)

или

E1

(
λj

)
= 0, j = 1, 2, . . . , n.

Следовательно, функции E(λ) and E1(λ) имеют одинаковое число нулей и эти нули комплексно
сопряжены. �

3. Обратная задача. Функция E(λ) аналитична в верхней полуплоскости Imλ > 0. Имеют
место следующие асимптотические формулы:

E(λ) = λ2

{
iβ2 +O

(
1

λ

)}
, E1(λ) = λ2

{
−iβ2 +O

(
1

λ

)}
, |λ| → ∞. (24)

Из соотношений (24) и (14) при Imλ > 0 и |λ| → ∞ получаем

S(λ) = −1 +O

(
1

λ

)
, S(λ) + 1 ∈ L2(−∞,+∞),

так что функция

Fs(x) =
1

2π

∞∫

−∞

(
− 1− S(λ)

)
eiλydλ (25)

также принадлежит классу L2(−∞,+∞).
Используя результаты п. 2, получим основное уравнение обратной задачи рассеяния для кра-

евой задачи (1)–(3).

Теорема 1. Для каждого фиксированного x > 0 ядро K(x, t) интегрального представле-

ния (4) удовлетворяет уравнению

F (x+ ξ) +K(x, ξ) +

∞∫

x

K(x, t)F (t+ ξ)dt = 0, x < ξ < ∞, (26)

где

F (x) =

n∑

j=1

fj(x) + Fs(x), Fs(x) =
1

2π

∞∫

−∞

[
− 1− S(λ)

]
eiλxdλ, (27)

fj(x) = iResλ=λj

Ê(λ)

E(λ)
eiλx. (28)
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Доказательство. Чтобы получить основное уравнение для краевой задачи (1)–(3), воспользуемся
уравнением (12) из леммы 1. Подставляя (4) в (12), получим

2iλω(x, λ)

E (λ)
−eiλx−e−iλx =

[
−1−S(λ)

]


eiλx +

∞∫

x

K(x, t)eiλtdt



+

∞∫

x

K(x, t)e−iλtdt+

∞∫

x

K(x, t)eiλtdt.

Умножим обе части последнего соотношения на eiλξ/2π, ξ > x, и проинтегрируем по λ от −∞
до +∞:

1

2π

∞∫

−∞

2w(x, λ)

[
iλ

E(λ)
− 1

λβ2

]
eiλξdλ+

1

2π

∞∫

−∞

2

[
w(x, λ)

λβ2
− cos λx

]
eiλξdλ =

=
1

2π

∞∫

−∞

[
− 1− S(λ)

]
eiλ(x+ξ)dλ+

1

2π

∞∫

−∞




[
− 1− S(λ)

] ∞∫

x

K(x, t)eiλ(x+ξ)dt



 dλ+

+
1

2π

∞∫

−∞




∞∫

x

K(x, t)e−iλtdt


 dλ. (29)

Поскольку K(x, t) = 0 для x > t, в правой части (29) получим

Fs(x+ ξ) +K(x, ξ) +

∞∫

x

K(x, t)Fs(t+ ξ)dt,

где

Fs(x) =
1

2π

∞∫

−∞

[
− 1− S(λ)

]
eiλxdλ. (30)

Подставляя (17) в левую часть (29), получим

i
∑

Imλ>0

Resλ=λj

[
ê(x, λ)− Ê(λ)

E(λ)
e(x, λ) − 2i

λβ2
w(x, λ)

]
eiλξ.

Ясно, что при Imλ > 0 функция ê(x, λ) голоморфна, w(x, λ) — целая функция переменной λ.
Согласно лемме 2 и (24) получим

−
n∑

j=1

fj(x+ ξ)−
∞∫

x

K(x, t)

n∑

j=1

fj(t+ ξ)dt, (31)

где функция fj(x) определена формулой (11). Второй интеграл в (29) равен нулю в силу свойства
решения w(x, λ).

Следовательно, учитывая (30) и (31), при ξ > x из (29) получаем соотношение

−
n∑

j=1

fj(x+ ξ)−
∞∫

x

K(x, t)

n∑

j=1

fj(t+ ξ)dt = Fs(x+ ξ) +K(x, ξ) +

∞∫

x

K(x, t)Fs(t+ ξ)dt.

Окончательно получим фундаментальное уравнение (26), где F (x), Fs(x) и fj(x) определены
формулами (28). Теорема доказана. �

Интегральное уравнение (26) называется уравнением Гельфанда—Левитана—Марченко для
краевой задачи (1)–(3).
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4. Теорема единственности. Выше было показано, что функция F (x) дифференцируема и
∞∫

0

(1 + x)
∣∣F ′(x)

∣∣dx < ∞. (32)

Пусть

τ(x) =

∞∫

x

∣∣F ′(t)
∣∣dt, τ1(x) =

∞∫

x

τ(t)dt.

Очевидно, ∣∣F (x)
∣∣ 6 τ(x) (33)

и τ1(0) < ∞. Поскольку ядро K(x, t) удовлетворяет условию

∣∣K(x, t)
∣∣ 6 Cσ

(
x+ t

2

)
, C > 0,

из (33) получаем
∞∫

x

∣∣F (t+ u)K(x, u)
∣∣du 6 Cτ1(x), C > 0. (34)

Теорема 2. Уравнение (26) имеет единственное решение K(x, ·) ∈ L1(0,∞) для любого x > 0.

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно показать, что однородное уравнение

ϕ(s) +

∞∫

0

ϕ(u)F (u + s)du = 0 (35)

имеет только тривиальное решение. Пусть z(s)— решение интегрального уравнения

z(s) +

s∫

0

z(t)K(t, s)dt = ϕ(s). (36)

Записывая ϕ(s) в (35) и учитывая (26), получаем

0 = z(s) +

s∫

0

z(t)K(t, s)dt+

∞∫

0


z(u) +

u∫

0

z(t)K(t, u)dt


F (u+ s)du =

= z(s) +

s∫

0

z(t)


K(t, s) + F (t+ s) +

+∞∫

t

K(t, u)F (u + s)du


 dt+

+

∞∫

s

z(t)


F (t+ s) +

∞∫

t

K(t, u)F (u + s)du


 dt =

= z(s) +

∞∫

s

z(t)


F (t+ s) +

∞∫

t

K(t, u)F (u + s)du


 dt.

Следовательно, z(t) является решением однородного интегрального уравнения типа Вольтерра.
В силу (33) и (34) ядро этого интегрального уравнения является быстро убывающей функцией.
Таким образом, z(s) ≡ 0 и, учитывая (35), получаем ϕ(s) ≡ 0. Теорема доказана. �

Предположим, что набор
{
S̃(λ), −∞ < λ < ∞; λ̃k; P̃k(x) k = 1, 2, . . . , n

}
представляет собой

данные рассеяния краевой задачи (1), (2), потенциал q̃(x) которой удовлетворяет условию (3).
Тогда справедливо следующее утверждение.



102 Х. Р. МАМЕДОВ

Следствие 2. Потенциал задачи (1), (2), принадлежащий классу (3), однозначно определя-

ется данными рассеяния, т.е. если S(λ) = S̃(λ), −∞ < λ < ∞, λk = λ̃k и Pk(x) = P̃k(x),
k = 1, 2, . . . , n, то q(x) = q̃(x) почти всюду на полупрямой [0,∞).

Доказательство. При заданных данных рассеяния для построения функции F (x) мы можем
воспользоваться формулами (27) и записать уравнение (26) для неизвестной функции K(x, t). Из
теоремы 2 следует, что уравнение (26) имеет единственное решение. Решая это уравнение, найдем
функцию K(x, t) и далее при помощи (6) определим потенциал q(x). �
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ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ
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Аннотация. В работе найден главный член асимптотики на бесконечности некоторой фунда-
ментальной системы решений уравнения 2n-го порядка l2n[y] = λy, где выражение l2n является
произведением линейных дифференциальных выражений второго порядка, а λ— фиксированное
комплексное число. При этом коэффициенты этих дифференциальных выражений второго по-
рядка не обязательно гладкие, а имеют лишь определенный степенной рост на бесконечности.
Полученные асимптотические формулы применяются к изучению вопроса об индексе дефекта
дифференциальных операторов в случае, когда выражение l2n является симметрическим (фор-
мально самосопряженным) дифференциальным выражением.

Ключевые слова: главный член асимптотики, квазипроизводная, произведение квазидиффе-
ренциальных выражений, дифференциальный оператор, индекс дефекта.
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1. Введение. Произведение квазидифференциальных выражений. Пусть I := [1,+∞)
и пусть p(x), q(x), r(x) — такие вещественнозначные функции на I, что p(x) 6= 0 почти всюду на I,
и p−1(:= 1/p), q, r локально интегрируемы по Лебегу на I (т.е. p−1, q, r ∈ L1

loc(I)). Как известно
(см. [6, 7]), эти условия позволяют определить посредством матрицы

F =

(
r p−1

q −r

)

квазипроизводную y
[1]
F локально заданной абсолютно непрерывной на I функции y (т.е. y ∈

ACloc(I)), полагая

y
[1]
F := p(y′ − ry),

и при условии, что y
[1]
F ∈ ACloc(I), квазидифференциальное выражение, полагая

lF [y](x) := −
((

y
[1]
F

)′
+ ry

[1]
F − qy)(x), x ∈ I.

Таким образом, выражение lF имеет вид

lF [y](x) =
(
−
(
p(y′ − ry)

)′ − rp(y′ − ry) + qy
)
(x), x ∈ I, (1)

а его область определения D(lF ) есть множество всех таких функций y, что y ∈ ACloc(I) и

y
[1]
F ∈ ACloc(I). При y ∈ D(lF ) функция lF [y] ∈ L1

loc(I) определяется почти всюду по формуле (1).

Пусть p0(x) и q0(x)— такие вещественнозначные функции на I, что p0, p
−1
0 , q20p

−1
0 ∈ L1

loc(I).

Положив p = p0, q = −q20p
−1
0 и r = q0p

−1
0 в матрице F , легко установить, что квазипроизводная

y
[1]
F и квазидифференциальное выражение lF [y] принимают вид

y
[1]
F = p0y

′ − q0y, lF [y] = −(p0y
′)′ + q′0y, (2)
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где всюду производные понимаются в смысле теории распределений (см. [3]). Таким образом,
определение дифференциального выражения второго порядка формулой (1) посредством мат-
рицы F , с одной стороны, позволяет рассматривать дифференциальные выражения с неглад-
кими коэффициентами и даже некоторые дифференциальные выражения с коэффициентами-
распределениями. С другой стороны, как будет видно из дальнейшего, такой подход при изучении
асимптотического поведения решений соответствующих дифференциальных уравнений второго
порядка позволяет требовать лишь «правильное» поведение функции q0, при этом функция q′0
может и сильно осциллировать.

Пусть теперь функции p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn, r1, r2, . . . , rn удовлетворяют тем же условиям,
что и функции p(x), q(x) и r(x), и пусть

Fi =

(
ri p−1

i

qi −ri

)
, i = 1, 2, . . . , n.

Символом lFi [y] обозначим квазидифференциальное выражение второго порядка, построенное по
матрице Fi так же, как квазидифференциальное выражение lF построено по матрице F . Отметим,
что выражения lFi [y] вычисляются по формуле (1) с заменой функций p, q и r на функции pi, qi
и ri соответственно.

Рассмотрим далее матрицу

F =




F1 M O O . . . O

O F2 M O . . . O
...

...
...

...
. . .

...
O O O O . . . M

O O O O . . . Fn




,

где O — нулевая квадратная матрица второго порядка, а M — квадратная матрица того же поряд-
ка, все элементы которой равны нулю, кроме элемента в левом нижнем углу, равного 1. Следуя
общепринятой процедуре (см. [7]) при фиксированном k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}, определим квази-

производные y
[k]
F заданной функции y, полагая, что y

[0]
F := y, а функции y

[j]
F уже определены и

являются локально абсолютно непрерывными на I при j = 0, 1, . . . , k− 1. Из способа построения
этих квазипроизводных и квазидифференциального выражения по матрице F следует, что

y
[1]
F := p1

((
y
[0]
F

)′ − r1y
[0]
F

)
= y

[1]
F1
,

y
[2]
F :=

(
y
[1]
F

)′
+ r1y

[1]
F − q1y

[0]
F = −lF1

[y],

y
[3]
F := p2

((
y
[2]
F

)′ − r2y
[2]
F

)
= −

(
lF1

[y]
)[1]
F2

,

y
[4]
F :=

(
y
[3]
F

)′
+ r2y

[3]
F − q2y

[2]
F = −lF2

[
− lF1

[y]
]
= lF2

[
lF1

[y]
]
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
[2n−1]
F := pn

((
y
[2n−2]
F

)′ − rny
[2n−2]
F

)
= (−1)n−1

(
lFn−1

[
. . .
[
lF2

[lF1
[y]]
]
. . .
])[1]

Fn

,

lF [y] := (−1)n
((

y
[2n−1]
F

)′
+ rny

[2n−1]
F − qny

[2n−2]
F

)
= lFn

[
. . .
[
lF2

[lF1
[y]]
]
. . .
]
.

Таким образом, для квазидифференциального выражения lF [y], порожденного матрицей F , спра-
ведливо равенство

lF [y] = lFn

[
. . .
[
lF2

[lF1
[y]]
]
. . .
]
, (3)

а область определения D(lF ) этого выражения

D(lF ) =
{
y

∣∣∣ y ∈ D(lF1
), lF1

[y] ∈ D(lF2
), lF2

[lF1
[y]] ∈ D(lF3

), . . . ,

lFn−1

[
. . .
[
lF2

[lF1
[y]]
]
. . .
]
∈ D(lFn)

}
.
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При определении произведения квазидифференциальных выражений мы следовали работе [6].
В настоящей работе найден главный член асимптотики на бесконечности некоторой фундамен-

тальной системы решений уравнения

lF [y] = λy, λ ∈ C, (4)

в случае, когда функции p−1
i , qi, ri имеют вид

p−1
i = x−2−νi

(
1

ai1
+ ri1(x)

)
, qi = xνi

(
ai2 + ri2(x)

)
, ri = x−1

(
ai3 + ri3(x)

)
, i = 1, 2, . . . , n, (5)

где νi, ai1, ai2 и ai3 — вещественные числа, причем νi > 0 и ai1 6= 0, а ri1(x), ri2(x) и ri3(x)—
такие вещественные функции на I, что при некотором целом неотрицательном r, которое будет
определено позже,

∞∫

1

(ln x)r

x

∣∣rij(x)
∣∣dx < ∞, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, 3. (6)

Особо отметим, что условия p−1
i , qi, ri ∈ L1

loc(I), (5) и (6), обеспечивающие справедливость полу-
ченных в п. 2 настоящей работы асимптотических формул, не связаны с гладкостью коэффици-
ентов выражения lF [y].

Мы также изучаем вопрос о возможности дифференцирования полученных асимптотических
формул и их применении к вопросу об индексе дефекта дифференциальных операторов в случае,
когда квазидифференциальное выражение lF [y] является симметрическим (формально самосо-
пряженным).

Отметим, что в [1] были получены асимптотические формулы для фундаментальной системы
решений уравнения вида (4) в случае, когда левая часть этого уравнения имеет дивергентную
форму и является симметрическим квазидифференциальным выражением. Там же обсуждают-
ся вопросы, связанные с историей рассматриваемой здесь задачи. Отметим также работу [4], в
которой вкратце обсуждается метод, позволяющий получить асимптотические формулы для ре-
шений уравнений вида (4) в случае, когда выражение lF [y] представляется как произведение двух
квазидифференциальных выражений произвольного порядка.

2. Главный член асимптотики решений на бесконечности. Нам понадобится следующая
лемма, доказанная в [8] (см. также [2, гл. III, задача 35, с. 120]).

Лемма 1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

U ′ = (A+R(t))U, (7)

где матрица A постоянна, жорданова форма матрицы A имеет жордановы клетки Jk, k > 1,
и максимальное число строк для всех клеток Jk, k > 1, равно r + 1. Предположим, что

∞∫

1

tr‖R(t)‖dt < ∞. (8)

Пусть zj — характеристический корень A и пусть уравнение y′ = Ay имеет решения вида

ezjttkc+O(ezjttk−1),

где c— постоянный вектор. Тогда уравнение (7) имеет такое решение φ, что

φ(t) = ezjttk(c+ o(1)) при → +∞.

Уравнение (4) равносильно системе дифференциальных уравнений первого порядка

y
′ = (F − Λ)y, (9)

где y =
(
y
[0]
F , y

[1]
F , y

[2]
F , . . . , y

[2n−1]
F

)t
(здесь и далее t— символ транспонирования), а Λ — квадрат-

ная матрица порядка 2n, все элементы которой равны нулю, кроме элемента в левом нижнем углу,
равного λ. При этом равносильность уравнений понимается в том смысле, что если функция y
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является решением (4), то вектор-функция y =
(
y
[0]
F , y

[1]
F , y

[2]
F , . . . , y

[2n−1]
F

)t
является решени-

ем системы (9), и наоборот, если вектор-функция y — решение системы, то первая компонента

y = y
[0]
F вектор-функции y является решением уравнения (4).

Далее, положив ν0 := 0, определим элементы di, i = 1, 2, . . . , 2n, диагональной матрицы D =
diag(d1, d2, . . . , d2n) формулами

d2k−1 = exp

{(
k−1∑

s=0

νs −
1

2

)
lnx

}
, d2k = exp

{(
k∑

s=1

νs +
1

2

)
lnx

}
, k = 1, 2, . . . , n.

Сделаем замену y = DY в системе (9), где Y — новая неизвестная 2n-компонентная вектор-
функция. В результате система (9) преобразуется к виду

xY ′ = (A+B(x))Y, (10)

где числовая матрица A и матрица-функция B(x) определяются равенствами

A =




A1 M O O . . . O

O A2 M O . . . O
...

...
...

...
. . .

...
O O O O . . . M

O O O O . . . An




, B(x) =




B1 O O . . . O O

O B2 O . . . O O
...

...
...

. . .
...

...
O O O . . . Bn−1 O

Λ̃ O O . . . O Bn




.

Здесь матрицы Ai и Bi, i = 1, 2, . . . , n, имеют вид

Ai =



ai3 −

i−1∑
s=0

νs +
1

2
a−1
i1

ai2 −ai3 −
i∑

s=1
νs −

1

2


 , Bi =

(
ri3(x) ri1(x)
ri2(x) −ri3(x)

)
,

Λ̃ -— матрица второго порядка, все элементы которой равны нулю, кроме элемента в левом ниж-

нем углу, равного
−λ

xν1+...+νn
, а матрица M была определена выше. Из структуры матрицы A

видно, что ее собственное значение определенной кратности является корнем многочлена

F2n(z) = (−1)n
n∏

i=1

((
ai3 +

1

2
−

i−1∑

s=0

νs − z

)(
ai3 +

1

2
+

i∑

s=1

νs + z

)
+

ai2

ai1

)

той же кратности. Заметив это, нетрудно доказать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть числа aij, νi и функции rij(x), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, 3, таковы, что

выполняются условия (5) и (6). Предположим, что z1, . . . , zq, zq+1, . . . , zq+j — попарно различные

корни многочлена F2n(z), причем z1, . . . , zq — однократные корни, а при 1 6 p 6 j кратность

корня zq+p равна rp. Тогда уравнение (4) имеет такую фундаментальную систему решений

yk(x), что при x → +∞
yk(x) = ckx

zk−1/2(1 + o(1)), k = 1, . . . , q, (11)

и при k = q, q + r1, . . . , q + r1 + . . . + rj−1

yk+i(x) = ck+ix
zq+p−1/2(lnx)i(1 + o(1)), i = 0, 1, . . . , rp − 1, если k = q + r1 + . . . + rp−1, (12)

где ck, ck+i — некоторые ненулевые постоянные.

Доказательство. Структура матрицы A такова, что собственный вектор, соответствующий
какому-либо собственному значению (т.е. корню многочлена F2n(z)), однозначно определяется
заданием своей первой координаты. Таким образом, геометрическая кратность любого собствен-
ного значения матрицы A равна единице, т.е. каждому собственному значению матрицы A соот-
ветствует только одна жорданова клетка в ее канонической форме. Поэтому размерность жор-
дановой клетки в канонической форме матрицы A наибольшей размерности совпадает с кратно-
стью собственного значения матрицы A наибольшей кратности. Пусть максимальная размерность
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жордановой клетки, встречающейся в канонической форме матрицы A, как и в лемме 1, равна
r + 1. Таким образом, r + 1— это кратность характеристического корня матрицы A наибольшей
кратности, т.е. кратность корня многочлена F2n(z) наибольшей кратности.

Заменой x = et система дифференциальных уравнений (10) приводится к виду (7), где U(t) =
Y (et) и R(t) = B(et). Кроме того, если матрицы A и B(x) удовлетворяют условию (6), то матрица
R(t) удовлетворяет условию (8) леммы 1.

Если теперь z1, z2, . . . , zq — попарно различные простые характеристические корни матрицы A,
то система уравнений с постоянными коэффициентами

U ′ = AU(t) (13)

имеет решения ezktCk, где Ck — собственный вектор, соответствующий собственному значению
zk, 1 6 k 6 q. Применив далее лемму 1, видим, что система (7) имеет решения вида

ezkt(Ck + o(1)), t → +∞.

Таким образом, сделав обратную замену t = lnx, и учитывая преобразование y = DY , получаем,
что система (9) имеет решения, представимые в виде

xzkD(Ck + o(1)), x → +∞.

Следовательно, первая координата этого решения — решение yk уравнения (4) — представляется
в виде (11), причем ck — первая координата собственного вектора Ck — не равна нулю.

Пусть теперь zq+p — характеристический корень матрицы A кратности rp. Этому характеристи-
ческому корню также соответствует только одна жорданова клетка в каноническом разложении
матрицы A, и поэтому размерность этой клетки равна rp и не превосходит числа r + 1. Отсюда
следует, что система уравнений (13) имеет решения, представимые в виде

ezq+ptCq+p, ezq+pttkCq+p +O(ezq+pttk−1), k = 1, 2, . . . , rp − 1,

где Cq+p — собственный вектор, соответствующий собственному значению zq+p. Далее, применяя
еще раз лемму 1 и рассуждая так же, как и в случае простого собственного значения, без труда
можно установить, что уравнение (4) имеет ровно rp решений, представимых в виде (12), соот-
ветствующих собственному значению zq+p. Остается рассмотреть совокупность решений уравне-
ния (4), представимых в виде (11) и (12), соответствующих всем собственным значениям матри-
цы A. Эта совокупность, очевидно, образует фундаментальную систему решений этого уравнения.
Теорема доказана. �

Замечание 1. Пусть y(x)— произвольное решение уравнения (4), асимптотическое поведение
которого определяется теоремой 1. Изложенное выше доказательство этой теоремы позволяет
получить главный член асимптотики на бесконечности и некоторых квазипроизводных y[j](x)
функции y(x). Для этого компонента с номером j + 1 соответствующего собственного вектора
должна быть отлична от нуля.

Обозначим символом L2(I) пространство классов эквивалентности всех комплекснозначных
измеримых функций y, интегрируемых с квадратом модуля по Лебегу на I. Несложные вычис-
ления показывают, что справедливо следующее следствие теоремы 1.

Следствие 1. Пусть λ— произвольное (вещественное или нет) число, а выражение lF опре-

делено формулой (3), и пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда количество линейно неза-

висимых решений уравнения (4), принадлежащих пространству L2(I), не зависит от числа λ

и равно количеству корней многочлена F2n(z) (с учетом их кратности), лежащих в области

Re z < 0.

Доказательство. Действительно, функции, для которых справедливы асимптотические форму-
лы (11) или (12), принадлежат пространству L2(I) тогда и только тогда, когда

+∞∫

1

∣∣x2z−1
∣∣(lnx)2k dx < ∞. (14)
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Так как ∣∣x2z−1
∣∣ = x2Re z−1,

то условие (14) выполняется тогда и только тогда, когда Re z < 0 и не зависит от k. �

3. Симметрические дифференциальные выражения и операторы.

3.1. Минимальный оператор. Дефектные числа. В этом разделе мы предполагаем, что выра-
жение lF [y] является симметрическим (формально самосопряженным) квазидифференциальным
выражением. В таком случае, следуя хорошо известной процедуре (см., например, [5, гл. V, § 17]
или [7, Appendix A]), определим минимальный замкнутый симметрический оператор L0, порож-
денный выражением lF [y] в гильбертовом пространстве L2(I). Обозначим через D′

0 множество
всех таких комплекснозначных финитных на I функций из D(lF ), что lF [y] ∈ L2(I). В [7, с. 133]
установлено, что множество D′

0 является всюду плотным в L2(I), а формула L′
0y = lF [y] опре-

деляет на множестве D′
0 симметрический (незамкнутый) оператор в L2(I) с областью определе-

ния D′
0. Символами L0 и D0 обозначим замыкание этого оператора и его область определения

соответственно.
Пусть, как и раньше, λ— комплексное число и Imλ 6= 0. Через Rλ и R

λ
обозначим области

значений операторов L0 − λI и L0 − λI соответственно, а через Nλ и Nλ — их ортогональные

дополнения в пространстве L2(I). Пространства Nλ и Nλ называются дефектными подпростран-

ствами, соответствующими числам λ и λ. Их размерности dimNλ и dimN
λ

одинаковы в верхней
и нижней полуплоскостях. Введем обозначения

n+ = dimNλ, n− = dimNλ

при Imλ > 0. Пару (n+, n−) называют индексом дефекта оператора L0. Известно (см., например,
[5, гл. IV, § 14]), что числа n+ и n− совпадают с максимальным числом линейно независимых
решений уравнения (4), принадлежащих пространству L2(I), когда параметр λ берется из верхней
(Imλ > 0) или нижней (Imλ < 0) полуплоскости соответственно, и удовлетворяют двойному
неравенству n 6 n+, n− 6 2n. При этом n+ = 2n тогда и только тогда, когда n− = 2n. В случае
n+ = n− = 2n иногда говорят, что для выражения lF [y] (оператора L0) имеет место случай
предельного круга, и он реализуется тогда и только тогда, когда все решения уравнения (4)
при всех λ ∈ C принадлежат пространству L2

n(I). Если же n+ = n− = n, то говорят, что для
выражения lF [y] (оператора L0) имеет место случай предельной точки.

3.2. Следствия теоремы 1. Примеры. Асимптотические формулы, полученные в теореме 1,
можно применить к вопросам об индексе дефекта минимального симметрического оператора L0

и о характере спектра его самосопряженных расширений.
Сначала рассмотрим случай, когда матрица F такова, что порожденное ею квазидифферен-

циальное выражение имеет вид

lF = lF1
. . . lFk−1

lFk
lFk−1

. . . lF1
. (15)

В этом случае выражение lF является симметрическим и, следовательно, порождает минималь-
ный замкнутый симметрический оператор L0 в гильбертовом пространстве L2(I), а соответству-
ющий многочлен F2n(z) определяется равенством

F2n(z) = (−1)
k∏

i=1

[(
ai3 +

1

2
−

i−1∑

s=0

νs − z

)(
ai3 +

1

2
+

i∑

s=1

νs + z

)
+

ai2

ai1

]
×

×
k−1∏

i=1

[(
ai3 +

1

2
− ν1 − νk − 2

k−1∑

s=2

νs +
i+1∑

s=2

νs − νi+1 − z

)
×

×
(
ai3 +

1

2
+ νk + 2

k−1∑

s=1

νs −
i−1∑

s=0

νs + z

)
+

ai2

ai1

]
. (16)

Далее, применяя следствие 1, получаем, что справедливо следующее утверждение.
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Следствие 2. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда дефектные числа n+ и n− опе-

ратора L0 равны между собой и определяются как число корней многочлена (16) (с учетом их

кратности), лежащих в области Re z < 0.

Теперь рассмотрим случай

lF = lnF , (17)

где квазидифференциальное выражение lF определено формулой (1). При этом мы предполагаем,
что функции p(x), q(x) и r(x) имеют вид

p−1(x) = x−2−ν

(
1

a
+ r1(x)

)
, q(x) = xν

(
b+ r2(x)

)
, r(x) = x−1

(
c+ r3(x)

)
, (18)

где ν > 0, a 6= 0, b и c— вещественные числа, а r1(x), r2(x) и r3(x)— такие вещественные функции
на I, что при некотором целом неотрицательном r, определенном выше,

∞∫

1

(lnx)r

x

∣∣rj(x)
∣∣dx < ∞, j = 1, 2, 3. (19)

Для минимального замкнутого симметрического оператора L0, порожденного этим выражением
в гильбертовом пространстве L2(I), справедливо следующее утверждение.

Следствие 3. Пусть выполняются условия (18) и (19). Тогда дефектные числа n+ и n−

оператора L0, порожденного выражением (17), равны между собой и определяются как число

корней многочлена

F2n(z) = (−1)n
n−1∏

i=0

((
c+

1

2
− iν − z

)(
c+

1

2
+ (i+ 1)ν + z

)
+

b

a

)
(20)

(с учетом их кратности), лежащих в области Re z < 0.

Замечание 2. Пусть выражение lF определено формулой (2) и пусть

p−1
0 (x) = x−2−ν

(
1

α
+ s1(x)

)
, q0(x) = xν+1

(
β + s2(x)

)
,

где α 6= 0 и β — вещественные числа, а s1(x) и s2(x)— вещественные функции. Предположим
далее, что числа α, β и функции s1(x), s2(x) таковы, что функции p, q, r, определенные по фор-
мулам p = p0, q = −q20p

−1
0 и r = q0p

−1
0 , удовлетворяют условиям (18) и (19). Тогда для выражения

lF = lnF , в частности, при n = 2, справедливо следствие 3. С другой стороны, элементарные
вычисления показывают, что

lF [y] = l2F [y] =
(
p20y

′′
)′′ −

((
2p0q

′
0 − p0p

′′
0

)
y′
)′

+
((

q′0
)2 −

(
p0q

′′
0

)′)
y.

Таким образом, следствие 3 позволяет определить индекс дефекта оператора, порожденного этим
дифференциальным выражением, накладывая условия только на асимптотическое поведение на

бесконечности функций p0 и q0. При этом коэффициенты p0
(
2q′0 − p′′0

)
и
(
q′0
)2 −

(
p0q

′′
0

)′
этого

выражения, очевидно, могут сильно осциллировать.

Замечание 3. Несложно установить, что спектры любых самосопряженных расширений опе-
раторов, порожденных выражениями (15) и (17) в гильбертовом пространстве L2(I), являются
дискретными.

Замечание 4. Число корней многочлена (20), лежащих в левой полуплоскости (Re z < 0),
за счет выбора постоянных a, b, c и ν может быть сделано любым из чисел от n до 2n вклю-
чительно. Этим путем легко построить примеры произвольного (допустимого) индекса дефекта
для оператора L0. В частности, полагая a = 1, b = 0 и c = −1, находим, что

zk = −1

2
− (k − 1), zn+k = kν − 1

2
, k = 1, 2, . . . , n.
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Из этих формул следует, что индекс дефекта оператора L0 равен (n, n), если ν > 1/2, (2n, 2n),

если 0 < ν < 1/2n, и при k = 1, 2, . . . , n−1 равен (2n−k, 2n−k), если
1

2(n − k + 1)
< ν <

1

2(n − k)
.
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1. Постановка задач

Рассмотрим телеграфное уравнение

Lu ≡ utt − uxx + b2u = 0 (1.1)

в области Q = {0 < x < l, 0 < t < T}, где b > 0, l > 0 и T > 0— заданные действительные
постоянные, и следующую первую начально-граничную задачу.

Задача 1. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую условиям:

u(x, t) ∈ C2(Q)∩C1(Q\{t = T})∩C(Q); (1.2)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ Q; (1.3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (1.4)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 l, (1.5)

ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (1.6)

где ϕ(x) и ψ(x)— заданные достаточно гладкие функции, ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0.

На основе прямой задачи (1.2)–(1.6) рассмотрим следующие обратные задачи по отысканию
начальных условий ϕ(x) или ψ(x).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект т 14-01-97003-
Поволжье.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2017
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Задача 2. Найти функции u(x, t) и ψ(x), удовлетворяющие условиям (1.2)–(1.6) и, кроме того,
дополнительному условию

u(x, d) = h(x), 0 6 x 6 l, d ∈ (0, T ], (1.7)

где h(x), ϕ(x)— заданные достаточно гладкие функции.

Задача 3. Найти функции u(x, t) и ϕ(x), удовлетворяющие условиям (1.2)–(1.7), где h(x),
ψ(x) — заданные достаточно гладкие функции.

Отметим, что обратные задачи 2 и 3 для уравнения (1.1) при b = 0 изучены в [4, c. 140–143]
методом интегральных уравнений. Относительно неизвестных функций ϕ(x) и ψ(x) в каждой
из этих задач получены интегральные уравнения Фредгольма первого рода, однозначная раз-
решимость которых рассматривается в пространстве L2[0, l]. В случае задачи 2 утверждается,
что решение интегрального уравнения относительно искомой функций ψ(x) в L2[0, l] не будет
единственным при любом d > 0, а в случае задачи 3 при значениях d = 2pl/(2k − 1), где p и k—
натуральные числа, доказывается, что соответствующее интегральное уравнение относительно
функции ϕ(x) имеет единственное решение в пространстве L2[0, l].

В данной работе показано, что однозначная разрешимость задач 2 и 3 существенным образом

зависит от отношения d/l = d̃ сторон прямоугольника

Qd = {(x, t) | 0 < x < l, 0 < t < d}
и предлагается другой подход исследования этих задач, основанный на построении решения за-
дачи Дирихле и задачи со смешанными граничными условиями для уравнения (1.1) в области
Qd. Установлены критерии единственности решений обратных задач 2 и 3 и доказаны теоремы

существования решения обратной задачи 2, когда d̃ является алгебраическим числом степени
n > 2 или иррациональным числом с ограниченным множеством элементов при b = 0 и когда

d̃ является рациональным числом или алгебраическим числом степени 2 при b > 0. В случае

обратной задачи 3 доказаны теоремы существования, когда d̃ является рациональным числом

или алгебраическим числом степени n > 2 при b = 0 и когда d̃ является рациональным числом

или алгебраическим числом степени 2 при b > 0. Когда d̃ является иррациональным числом с
неограниченным множеством элементов и b = 0, показано, что решения задач 2 и 3 в виде суммы
ряда не существуют.

На основании теорем существования и единственности решений обратных задач 2 и 3 постро-
ены в явном виде решения интегральных уравнений Фредгольма первого рода, полученных ана-
логично работе [4, c. 140].

2. Построение решения смешанной задачи для телеграфного уравнения

Разделяя переменные в уравнении (1.1), т.е. полагая u(x, t) = X(x)T (t), для X(x) получим
известную задачу Штурма—Лиувилля:

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, µ = const, (2.1)

X(0) = X(l) = 0. (2.2)

Решение спектральной задачи (2.1)–(2.2) имеет вид

Xk(x) =

√
2

l
sinµkx, µk =

πk

l
, k ∈ N. (2.3)

Отметим, что система функций (2.3) ортонормирована, полна и образует ортонормированный
базис в пространстве L2[0, l]. Тогда методом разделения переменных (см. [10, 82–88], [6, с. 74–85])
решение задачи (1.2)–(1.7) можно построить в виде суммы ряда Фурье

u(x, t) =
∞∑

k=1

uk(t)Xk(x), k ∈ N, (2.4)
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где

uk(t) = ϕk cos λkt+
ψk

λk
sinλkt, (2.5)

ϕk =

l∫

0

ϕ(x)Xk(x)dx, ψk =

l∫

0

ψ(x)Xk(x)dx, λk =
√
b2 + µ2k, k ∈ N. (2.6)

Теорема 2.1. Если ϕ(x) ∈ C3[0, l], ψ(x) ∈ C2[0, l] и ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0, ψ(0) =
ψ(l) = 0, то существует единственное решение u(x, t) задачи (1.2)–(1.6) и оно определяется в

виде суммы ряда (2.4); при этом u(x, t) ∈ C2(Q).

3. Обратная задача по отысканию начальной скорости

3.1. Критерий единственности. Рассмотрим задачу Дирихле (1.2)–(1.5), (1.7) в области
Qd = {0 < x < l, 0 < t < d}. Отметим, что данная задача исследована в [6, с. 112–118], [7]
при b = 0. Следуя этим работам, введем функции

uk(t) =

l∫

0

u(x, t)Xk(x)dx, k ∈ N. (3.1)

На основании (3.1) введем функции

vε(t) = uεk(t) =

l−ε∫

ε

u(x, t)Xk(x)dx, (3.2)

где ε > 0— достаточно малое число. Дифференцируя равенство (3.2) по t два раза при 0 < t < d

и учитывая уравнение (1.1), получим

v′′ε (t) =

l−ε∫

ε

uttXk(x)dx =

l−ε∫

ε

uxxXk(x)dx. (3.3)

Интегрируя по частям два раза в правой части равенства (3.3) и переходя к пределу при ε → 0
с учетом условий (1.4), получим уравнение

u′′k(t) + λ2kuk(t) = 0, λ2k = b2 + µ2k. (3.4)

Общее решение уравнения (3.4) определяется по формуле

uk(t) = ak cos λkt+ bk sinλkt, (3.5)

где ak, bk — произвольные постоянные. Для их определения воспользуемся граничными условия-
ми (1.5) и (1.7):

uk(0) =

l∫

0

u(x, 0)Xk(x)dx =

l∫

0

ϕ(x)Xk(x)dx = ϕk, (3.6)

uk(d) =

l∫

0

u(x, d)Xk(x)dx =

l∫

0

h(x)Xk(x)dx = hk. (3.7)

Из общего решения (3.5), учитывая граничные условия (3.7) и (3.6), найдем неизвестные коэф-
фициенты

ak = ϕk, bk =
hk − ϕk cos λkd

sinλkd
,

при условии, что для всех k ∈ N

δ(k) = sinλkd = sinπkd̃λ̃k 6= 0, (3.8)
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где d̃ = d/l, λ̃k =
√

1 + (bl/πk)2. Таким образом, с учетом найденных значений ak и bk формула
(3.5) примет вид

uk(t) = ϕk

(
cos λkt−

cosλkd

sinλkd
sinλkt

)
+

hk

sinλkd
sinλkt. (3.9)

Теперь мы в состоянии доказать теорему единственности решения задачи (1.2)–(1.4), (1.5),
(1.7). Пусть ϕ(x) = h(x) ≡ 0 и при всех k ∈ N выполнены условия (3.8). Тогда все ϕk = hk ≡ 0 и
из равенств (3.1) и (2.5) при любом k ∈ N и t ∈ [0, d] имеем

l∫

0

u(x, t)Xk(x)dx = 0.

Отсюда в силу полноты системы Xk(x) в L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при
любом t ∈ [0, d]. Поскольку в силу (1.2) функция u(x, t) непрерывна на Qd, то u(x, t) ≡ 0 в Qd.

Пусть теперь при некоторых d̃ и k = p ∈ N нарушено условие (3.8), т.е. δ(p) = sinπd̃pλ̃p =
0; тогда однородная задача (1.2)–(1.4), (1.5), (1.7) (где h(x) = ϕ(x) ≡ 0) имеет нетривиальное
решение

up(x, t) = sinλptXp(x).

Выражение δ(k) обращается в 0 относительно d̃ только в том случае, когда

d̃ =
n

kλ̃k
, k, n ∈ N. (3.10)

Отсюда следует, что если d̃ принимает значения (3.10), то единственность решения задачи (1.2)–
(1.5), (1.7) нарушается. Следовательно, установлен критерий единственности решения задачи
Дирихле для уравнения (1.1) при всех b ∈ R.

Теорема 3.1. Если существует решение задачи (1.2)–(1.5), (1.7), то оно единственно только

в том случае, когда при всех k ∈ N выполнены условия (3.8).

Из теоремы 3.1 вытектает следующий критерий единственности решения задачи 2.

Следствие 3.1. Если существует решение задачи 2, то оно единственно только в том слу-

чае, когда при всех k ∈ N выполнены условия (3.8).

Если при некоторых d̃ и k = p ∈ N выражение δ(p) = sinπpd̃ λ̃p обращается в 0, то однородная
задача (1.2)–(1.7) (где ϕ(x) = h(x) ≡ 0) имеет ненулевое решение

up(x, t) = sin aµptXp(x), ψp(x) = utp(x, 0) = Xp(x).

3.2. Существование решения. Обозначим через M = {mkn = n/λ̃kk, k, n ∈ N} счетное мно-

жество нулей уравнения δ(k) = 0 относительно d̃, т.е. если d̃ = mkn при некоторых k и n, то

δ(k) = 0. Поскольку d̃— произвольное положительное число, то оно, не будучи элементом счет-
ного множества M , может принимать значения, сколь угодно близкие к нулям δ(k). Поэтому

выражение δ(k) при таких d̃ может стать достаточно малым, т.е. возникнет проблема «малых
знаменателей» (см. [1,2], [5, с. 347], [6, c. 114]). Чтобы такой ситуации не возникало, нужно пока-

зать существование чисел d̃, при которых выражение δ(k) отделено от нуля с соответствующей
асимптотикой.

Пусть при всех k ∈ N выполнены условия (3.8); тогда решение задачи (1.2)–(1.5), (1.7) фор-
мально определяется в виде суммы ряда Фурье

u(x, t) =
∞∑

k=1

uk(t)Xk(x), (3.11)

где uk(t) определяются по формуле (3.9).
Далее рассмотрим отдельно случаи, когда b = 0 и b > 0.
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3.2.1. Существование решения задачи для уравнения струны. Пусть b = 0; тогда уравнение
(1.1) переходит в уравнение струны. Отметим, что задача (1.2)–(1.5), (1.7) при b = 0 исследована
в [7] и [6, c. 112–118]. Для удобства читателей и дальнейшего изложения приведем некоторые
результаты этих работ.

Из теории цепных дробей известно (см. [11, § 8]), что иррациональное число α можно един-
ственным образом разложить в бесконечную цепную дробь

α = [a0; a1, a2, . . .];

при этом целое число a0 и натуральные числа a1, a2, . . . называются элементами числа α. Если
множество элементов a0, a2, a3, . . . иррационального числа α неограничено, то для любого ε > 0
найдется бесконечное множество таких чисел p, q ∈ N, что∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ <
ε

q2
. (3.12)

Если же множество элементов ограничено, то существует такое положительное число ε0, что при
любых целых n и k, k > 0, выполняется неравенство∣∣∣α− n

k

∣∣∣ > ε0

k2
. (3.13)

Известно, что квадратичные иррациональности имеют ограниченные элементы.

Пусть d̃— иррациональное число с неограниченным множеством элементов; тогда для него
выполняется оценка (3.12), т.е. для любого ε > 0 существует такая последовательность pm/qm,
где pm, qm — взаимно простые числа, что∣∣∣∣d̃−

pm

qm

∣∣∣∣ <
ε

q2m
. (3.14)

Тогда на основании (3.14) имеем

∣∣ sin d̃πqm
∣∣ =

∣∣ sin(d̃πqm − pmπ)
∣∣ =

∣∣∣∣sinπqm
(
d̃− pm

qm

)∣∣∣∣ 6 πqm

∣∣∣∣d̃−
pm

qm

∣∣∣∣ <
πε

qm
.

Отсюда следует, что для таких d̃ > 0 выражение sin d̃πm, являющееся знаменателем дроби в
правой части равенства (3.9), может быть сделано сколь угодно малым. Поэтому для таких ир-

рациональных чисел d̃ решение задачи Дирихле в виде суммы ряда (3.11) не существует.

Лемма 3.1. Пусть d̃— такое иррациональное число, что множество его элементов ограни-

чено. Тогда существует такое число C0 > 0, что при всех k ∈ N справедлива оценка

|δ(k)| > C0

k
. (3.15)

Лемма 3.2. Пусть d̃— алгебраическое число степени n > 2. Тогда существует такая по-

стоянная C0 > 0, что при всех k ∈ N справедливы следующие оценки:

|δ(k)| > C0

k
, когда n = 2; (3.16)

|δ(k)| > C0

k1+ε
, когда n > 2, 0 < ε < 1. (3.17)

При помощи лемм 3.1 и 3.2 доказывается следующая теорема.

Теорема 3.2. Предположим, что выполнено одно из следующих условий:

(1) число d̃ имеет ограниченное множество элементов и ϕ(x), h(x) ∈ C4[0, l], ϕ(j)(0) = ϕ(j)(l) =

h(j)(0) = h(j)(l) = 0, j = 0, 2;

(2) число d̃ является алгебраическим числом степени n > 2, а функции ϕ(x), h(x) ∈ C5[0, l],
ϕ(j)(0) = ϕ(j)(l) = h(j)(0) = h(j)(l) = 0, j = 0, 2, 4.

Тогда существует единственное решение задачи (1.2)–(1.5), (1.7), определяемое рядом (3.11), и

u(x, y) ∈ C2(Qd).
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Далее из формулы (3.11) найдем

u′t(x, 0) = ψ(x) =
∞∑

k=1

u′k(0)Xk(x). (3.18)

Покажем, что функция ψ(x) удовлетворяет условиям теоремы 2.1. Для этого исследуем на рав-
номерную сходимость ряд

ψ′′(x) = −
∞∑

k=1

µ2ku
′
k(0)Xk(x). (3.19)

Если число d̃ удовлетворяет условию (1) теоремы 3.2, ряд (3.19) мажорируется рядом

C1

∞∑

k=1

k4 (|hk|+ |ϕk|) ; (3.20)

здесь и далее Ci — положительные постоянные, зависящие, вообще говоря, от d, l, b. Ряд (3.58)

сходится, если h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4; следователь-
но, функция ψ(x) принадлежит классу C2[0, l] и ψ(0) = ψ(l) = 0.

Если число d̃ удовлетворяет условию (2) теоремы 3.2, то ряд (3.19) мажорируется рядом

C2

∞∑

k=1

k4+ε (|hk|+ |ϕk|) . (3.21)

Если h(x), ϕ(x) ∈ C6[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4, то ряд (3.21) сходится.
Следовательно, функция ψ(x) удовлетворяет условиям теоремы 2.1.

Следовательно, нами установлено следующее утверждение.

Теорема 3.3. Предположим, что выполнено одно из следующих условий:

(1) число d̃ имеет ограниченное множество элементов и h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) =

ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4;

(2) число d̃ является алгебраическим числом степени n > 2 и h(x), ϕ(x) ∈ C6[0, l], h(i)(0) =

h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4,

то существует единственное решение задачи 2, определяемое рядами (3.11) и (3.18).

3.2.2. Существование решения задачи для телеграфного уравнения. Пусть b > 0. В этом случае
установим следующие оценки об отделенности от нуля малых знаменателей с соответствующей
асимптотикой.

Лемма 3.3. Если d̃ = p/q является произвольным рациональным числом, где p/q /∈ N, (p, q) =
1, то существуют такие положительные постоянные C0 и k0, (k0 ∈ N), что при всех k > k0
справедлива оценка

|δ(k)| > C0

k
> 0. (3.22)

Доказательство проведем, следуя [8, с. 55]. В случае b > 0 выражение λ̃k, которое зависит от b
и l, при условии

k > k1 =





[
bl

π

]
, если

bl

π
> 1,

1, если
bl

π
< 1,

(3.23)

можно представить в виде:

λ̃k =

[
1 +

(
bl

πk

)2
]1/2

= 1 + θk; (3.24)
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при этом для θk справедлива оценка

3

8

(
bl

πk

)2

< θk <
1

2

(
bl

πk

)2

. (3.25)

Тогда соотношение (3.8) с учетом (3.24) принимает вид

δ(k) = sin
(
πkd̃+ d̃ θ̃k

)
, θ̃k = πkθk. (3.26)

Пусть α̃ = p/q, (p, q) = 1. Разделив kp на q с остатком, т.е. представив его в виде kp = sq + r,
где s, r ∈ N0 = N ∪ {0}, 0 6 r < q, придадим выражению (3.26) вид

δ(k) = (−1)s sin

(
πr

q
+ d̃ θ̃k

)
. (3.27)

Если r = 0, то из (3.27) имеем

|δ(k)| =
∣∣∣sin

(
d̃ θ̃k

)∣∣∣ . (3.28)

Поскольку последовательность θ̃k в силу оценки (3.25) является бесконечно малой при k → ∞,
то существует такое число k2 ∈ N, что при всех k > k2

0 < d̃ θ̃k <
π

2
.

Тогда в силу известного неравенства

sinx >
2

π
x, 0 < x <

π

2
, (3.29)

на основании (3.28), (3.25) получим

|δ(k)| > 2

π

(
d̃ θ̃k

)
>

2d̃

π

3

8

(bl)2

πk
=
C3

k
> 0 (3.30)

при k > max{k1, k2}.
Пусть теперь r > 0. Тогда ясно, что 1 6 r 6 q − 1, q > 2. Поскольку выражение δ̃(k) =

sin(πr/q + d̃ θ̃k) имеет конечный предел при k → ∞, то существует такое число k3 ∈ N, что при
всех k > k3 из представления (3.27) будем иметь

|δ(k)| > 1

2

∣∣∣∣sin
πr

q

∣∣∣∣ = C4 >
C4

k
> 0. (3.31)

Тогда из неравенств (3.30) и (3.31) следует справедливость оценки (3.22), где C0 = min{C3, C4}
при всех k > k0 = max{k1, k2, k3}. �

Замечание 1. Отметим, что в [6, 7] показано, что в случае b = 0 условие (3.8) нарушается

при рациональных значениях d̃. Следовательно, возмущение уравнения струны со слагаемым b2u

качественно меняет картину.

Теперь рассмотрим случай, когда d̃ является иррациональным числом. Следуя [8, с. 57–60],
представим соотношение (3.26) в виде

δ(k) = (−1)n sin
[
πk

(
d̃− n

k

)
+ d̃ θ̃k

]
, n ∈ N. (3.32)

Как известно (см. [3]), для всякого k ∈ N существует такое n ∈ N, что
∣∣∣d̃− n

k

∣∣∣ < 1

2k
. (3.33)

Число n возьмем таким, чтобы в силу неравенства (3.33) выполнялось неравенство
∣∣∣πk

(
d̃− n

k

)∣∣∣ < π

2
. (3.34)

Если α̃ является иррациональным алгебраическим числом степени 2, т.е. является квадратиче-
ским иррациональным числом, то в силу теоремы Лиувилля (см. [11, c. 60]) существует такое
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положительное число δ, зависящее от d̃, что при любых целых n и k, k > 0, выполняется нера-
венство ∣∣∣α̃− n

k

∣∣∣ > δ

k2
. (3.35)

В силу оценки (3.25) имеем

0 < d̃θ̃k <
d̃

2

(bl)2

πk
=
C5

k
, (3.36)

где от постоянной потребуем, чтобы

C5 =
d̃

2π
(bl)2 <

1

2
. (3.37)

Тогда из (3.34) и (3.36) следует, что возможны два случая:

(1)
π

2
6 πk

(
d̃− n

k

)
+ d̃θ̃k <

π

2
+ C6 < π,

(2) −π
2
6 πk

(
d̃− n

k

)
+ d̃θ̃k <

π

2
.

В первом случае ∣∣∣sin
[
πk

(
d̃− n

k

)
+ d̃θ̃k

]∣∣∣ > sin
(π
2
+ C5

)
= cosC5 >

C6

k
. (3.38)

Во втором случае с учетом неравенства (3.35) имеем

∣∣∣sin
[
πk

(
d̃− n

k

)
+ d̃θ̃k

]∣∣∣ > 2

π

∣∣∣πk
(
d̃− n

k

)
+ d̃θ̃k

∣∣∣ >

> 2k
∣∣∣d̃− n

k

∣∣∣− 2

π
d̃θ̃k >

2δ

k
− 2C5

kπ
=

2

k

(
δ − C5

π

)
. (3.39)

Теперь потребуем, чтобы постоянные d, l, b и δ удовлетворяли неравенству

δ − d̃

2

(
bl

π

)2

− l

2π
> 0. (3.40)

Далее уточним число δ из оценки (3.40). По условию d̃— алгебраическое число степени 2, т.е. оно
является корнем многочлена второй степени f(x) = a0 + a1x+ a2x

2, a2 > 0, с целыми коэффици-
ентами. Тогда

f(x) = (x− d̃)f1(x), (3.41)

где

f1(x) = a2(x− d̃1) = a2

(
x+ d̃+

a1

a2

)
= a2x+ a2d̃+ a1,

при этом f1(d̃) > 0, т.е. a1 + 2a2α̃ > 0. Поскольку f1(d̃) 6= 0, то существует такая окрестность

(d̃ − ε, d̃ + ε), ε > 0, что f1(x) > 0. Пусть n и k— произвольная пара натуральных чисел; если

|d̃− n/k| < ε, то f1(n/k) > 0. Тогда из равенства (3.41) при x = n/k имеем

n

k
− d̃ =

f(n/k)

f1(n/k)
=
k2a0 + a1kn+ a2n

2

n2f1(n/k)
. (3.42)

Числитель дроби (3.42) — целое число, отличное от нуля. Следовательно, этот числитель по аб-
солютной величине не меньше единицы. Обозначим через M верхнюю грань функции f1(x) на

интервале (d̃− ε, d̃+ ε). Тогда из равенства (3.42) получим
∣∣∣d̃− n

k

∣∣∣ > 1

k2M
. (3.43)

В случае же |d̃− n/k| > ε тем более, так как при k > 1 имеем
∣∣∣d̃− n

k

∣∣∣ > ε

k2
. (3.44)
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Тогда из оценок (3.43) и (3.44) находим оценку (3.35):

∣∣∣d̃− n

k

∣∣∣ > δ

k2
, δ = min

{
ε,

1

M

}
.

Теперь вычислим δ через коэффициенты многочлена f(x). Выберем ε так, чтобы

f1(d̃− ε) = 2a2d̃− a2ε+ a1 > 0.

Отсюда найдем условие:

ε 6 2d̃+
a1

a2
=

2d̃a2 + a1

a2
.

Положим

ε =
2d̃a2 + a1

a2 l̃
, l̃ > 1.

Далее найдем

M = f1(d̃+ ε) = 2a2d̃+ a2ε+ a1 = 2a2d̃+
2d̃a2 + a1

l̃
+ a1 =

l̃ + 1

l̃
(2a2d̃+ a1)

и δ из условия ε = 1/M . Отсюда получим уравнение относительно l̃:

a2l̃
2 − (2d̃a2 + a1)

2 l̃ − (2d̃a2 + a1)
2 = 0,

решение которого имеет вид

l̃ =
(2d̃a2 + a1)

2 + (2d̃a2 + a1)

√
(2d̃a2 + a1)2 + 4a2

2a2
. (3.45)

Тогда число δ находится по формуле

δ =
2

2d̃a2 + a1 +

√
(2d̃a2 + a1)2 + 4a2

(3.46)

при условии, что правая часть равенства (3.45) не меньше единицы. Это условие выполнено,
когда

2d̃a2 + a1 >
√
a2/2. (3.47)

Таким образом, на основании (3.38) и (3.39) приходим к следующему утверждению.

Лемма 3.4. Пусть d̃— иррациональное алгебраическое число степени 2, bl < π и выполнены

условия (3.37) и (3.40), где δ определяется по формуле (3.46) при условии (3.47). Тогда суще-

ствует такая положительная постоянная C0, зависящая от d, l и b, что при всех k ∈ N имеет

место оценка

|δ(k)| > C0

k
. (3.48)

На основании лемм 3.3 и 3.4 дадим обоснование сходимости ряда (3.11) в классе функций (1.2)
и (1.3).

Лемма 3.5. Пусть d̃ удовлетворяет условиям леммы 3.3 или леммы 3.4. Тогда при любом

t ∈ [0, T ] и всех k > k0 справедливы оценки

|uk(t)| 6 C7k
(
|hk|+ |ϕk|

)
, |u′k(t)| 6 C8k

2
(
|hk|+ |ϕk|

)
, |u′′k(t)| 6 C9k

3
(
|hk|+ |ϕk|

)
.

Доказательство следует из формулы (3.9) на основании оценки (3.22) или оценки (3.48).
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Формально из (3.11) почленным дифференцированием составим ряды

ut(x, t) =
∞∑

k=1

u′k(t)Xk(x), ux(x, t) =
∞∑

k=1

uk(t)X
′
k(x), (3.49)

utt(x, t) =
∞∑

k=1

u′′k(t)Xk(x), uxx(x, t) = −
∞∑

k=1

λ2kuk(t)X
′′
k (x). (3.50)

Ряды (3.11), (3.49) и (3.50) при любых (x, t) ∈ Qd на основании леммы 3.5 мажорируются рядом

C10

∞∑

k=k0+1

k3
(
|hk|+ |ϕk|

)
. (3.51)

Лемма 3.6. Если ϕ(x) ∈ C4[0, l], h(x) ∈ C4[0, l], ϕ(j)(0) = ϕ(j)(l) = 0, h(j)(0) = h(j)(l) = 0,
j = 0, 2, то справедливы представления

ϕk =

(
l

π

)4 ϕ
(4)
k

k4
, hk =

(
l

π

)4 h
(4)
k

k4
, (3.52)

где

ϕ
(4)
k =

√
2

l

l∫

0

ϕ(4)(x) sin µkx dx, h
(4)
k =

√
2

l

l∫

0

h(4)(x) sin µkx dx, (3.53)

∞∑

k=1

|ϕ(4)
k

|2 6
l∫

0

|ϕ(4)(x)|2dx,
∞∑

k=1

|h(4)
k

|2 6
l∫

0

|h(4)(x)|2 dx. (3.54)

Доказательство. Интегрируя в (3.6) и (3.7) по частям четыре раза и учитывая граничные условия
относительно функций ϕ(x) и h(x), получим (3.52). Справедливость оценок (3.54) следует из
неравенства Бесселя. �

В силу леммы 3.6 ряд (3.51) мажорируется сходящимся числовым рядом

C11

∞∑

k=k0+1

1

k

(
|h(4)k |+ |ϕ(4)

k |
)
.

Тогда на основании признака Вейерштрасса ряды (3.11), (3.49) и (3.50) сходятся равномерно на
замкнутой области Qd.

Если для чисел d̃ из леммы 3.3 при некоторых k = p = k1, k2, . . . , km, где 1 6 k1 < k2 < . . . <

km 6 k0, ki, i = 1,m, m— заданные натуральные числа, δ(p) = 0, то для разрешимости задачи
(1.2)–(1.5), (1.7) необходимо и достаточно, чтобы

hp − ϕp cos λpd = 0, p = k1, k2, . . . , km. (3.55)

В этом случае решение задачи (1.2)–(1.5), (1.7) определяется в виде суммы ряда

u(x, t) =




k1−1∑

k=1

+ . . .+

km−1∑

k=km−1+1

+

+∞∑

k=km+1


uk(t)Xk(x) +

∑

p

Apup(t)Xp(x), (3.56)

где в последней сумме p принимает значения k1, k2, . . . , km, Ap — произвольные постоянные,
up(t) = cos λpt; если в конечных суммах в правой части (3.56) верхний предел меньше нижнего,
то их следует считать нулями.

Теорема 3.4. Если число d̃ удовлетворяет условиям леммы 3.4, ϕ(x) и h(x) удовлетворяют

условиям леммы 3.6, то существует единственное решение задачи (1.2)–(1.5), (1.7), определя-

емое рядом (3.11), причем сумма ряда u(x, y) ∈ C2(Qd).

Пусть d̃— рациональное число, функции ϕ(x) и h(x) удовлетворяют условиям леммы 3.6.
Если δ(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи (1.2)–(1.5), (1.7),
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определяемое рядом (3.11); если δ(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km 6 k0, то задача (1.2)–
(1.5), (1.7) разрешима только тогда, когда выполнены условия (3.55), и в этом случае решение

определяется рядом (3.56) и принадлежит классу C2(Qd).

Аналогично п. 3.1 функция ψ(x) определяется рядом (3.18), где uk(t) находятся по форму-
ле (3.9). Покажем, что функция ψ(x) удовлетворяет условиям теоремы 2.1. Для этого исследуем
на равномерную сходимость ряд

ψ′′(x) = −
∞∑

k=1

λ2ku
′
k(0)Xk(x). (3.57)

Если число d̃ удовлетворяет условиям условиям леммы 3.3 или леммы 3.4, ряд (3.57) мажори-
руется рядом

C12

∞∑

k=k0+1

k4 (|hk|+ |ϕk|) . (3.58)

Ряд (3.58) сходится, если h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4.
Следовательно, функция ψ(x) принадлежит классу C2[0, l] и ψ(0) = ψ(l) = 0.

Если δ(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km 6 k0 и выполнены условия (3.55), то

ψ(x) =




k1−1∑

k=1

+ . . .+
km−1∑

k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1


u′k(0)Xk(x) +

∑

p

ApXp(x). (3.59)

.
Следовательно, доказано следующее утверждение.

Теорема 3.5. Если d̃ удовлетворяет условиям леммы 3.4 и h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) =

h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4, то существует единственное решение задачи 2, опреде-

ляемое рядами (3.11) и (3.18).

Пусть d̃— рациональное число и h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) =
0, i = 0, 2, 4. Если δ(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единственное решение задачи 2,
определяемое рядами (3.11) и (3.18). Если δ(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km 6 k0,

то задача 2 разрешима только тогда, когда выполнены условия (3.55); в этом случае решение

определяется рядами (3.56) и (3.59).

4. Обратная задача по отысканию начального возмущения

4.1. Критерий единственности. Теперь рассмотрим задачу (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7) в обла-
сти Qd. Аналогично п. 3.2 решение построим в виде суммы ряда

u(x, t) =

∞∑

k=1

uk(t)Xk(x), (4.1)

где uk(t) сначала вводится по формуле (3.1), а затем определяется в явном виде:

uk(t) =
ψk

λk

sinλk(t− d)

cos λkd
+
hk cos λkt

cos λkd
, (4.2)

где

ψk =

l∫

0

ψ(x)Xk(x)kdx, hk =

l∫

0

h(x)Xk(x)dx,

при условии, что при всех k ∈ N

∆(k) = cosλkd = cos πkd̃ λ̃k 6= 0. (4.3)
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Докажем теорему единственности решения задачи (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7). Пусть ψ(x) = h(x) ≡
0 и при всех k ∈ N выполнены условия (4.3). Тогда все ψk = hk ≡ 0 и из равенств (2.5) и (3.1)
при любом k ∈ N и t ∈ [0, d] имеем

l∫

0

u(x, t)Xk(x)dx = 0.

Отсюда в силу полноты системы Xk(x) в L2[0, l] следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l] при
любом t ∈ [0, d]. Поскольку в силу (1.2) функция u(x, t) непрерывна на Qd, то u(x, t) ≡ 0 в Qd.

Пусть теперь при некоторых d̃ и k = p ∈ N нарушено условие (4.3), т.е. ∆(p) = cos πpd̃ λ̃k =
0. Тогда однородная задача (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7), где h(x) = ψ(x) ≡ 0, имеет нетривиальное
решение

up(x, t) = cos λptXp(x).

Выражение ∆(k) обращается в нуль относительно d̃ тогда и только тогда, когда

d̃ =
2m+ 1

kλ̃k
, k ∈ N, m ∈ N0. (4.4)

Из приведенных рассуждений вытекает следующая теорема.

Теорема 4.1. Если существует решение задачи (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7), то оно единственно

только тогда, когда при всех k ∈ N выполнены условия (4.3).

Из этой теоремы следует критерий единственности решения обратной задачи 3.

Следствие 4.1. Если существует решение задачи 3, то оно единственно только тогда, ко-

гда при всех k ∈ N выполнены условия (4.3).

Если при некоторых d̃ и k = p ∈ N нарушено условие (4.3), т.е. ∆(p) = cos πpd̃ λ̃p = 0, то
однородная задача (1.2)–(1.7), где h(x) = ψ(x) ≡ 0, имеет нетривиальное решение

up(x, t) = cos aλptXp(x), ϕp(x) = up(x, 0) = Xp(x).

Теперь перейдем к обоснованию сходимости ряда (4.1). Аналогично разделу 3 в силу (4.4)

возникает проблема малых знаменателей относительно ∆(k) = cos πkd̃ λ̃k.
Далее рассмотрим в отдельности случаи, когда b = 0 и b > 0.

4.2. Существование решения задачи.

4.2.1. Существование решения задачи для уравнения струны. Пусть b = 0. В этом случае уста-
новим следующие оценки об отделенности от нуля малых знаменателей с соответствующей асимп-
тотикой.

Лемма 4.1. Если d̃ является произвольным рациональным числом, d̃ = p/q, p, q ∈ N, (p, q) =
1, и t/q 6= 1/2 при t ∈ [1, q − 1] ∩ N и q > 2, то существует такая положительная постоянная

C0, что для всех k ∈ N справедлива оценка

|∆(k)| > C0 > 0. (4.5)

Доказательство. Если d̃ ∈ N, то из (4.3) имеем

∆(k) = cos pkπ = (−1)pk.

Отсюда следует, что
|∆(k)| = C0 = 1 > 0. (4.6)

Пусть теперь d̃ = p/q, (p, q) = 1. Разделив kp на q с остатком, т.е. представив его в виде
kp = sq + t, s, t ∈ N0 = N ∪ {0}, 0 6 t < q, имеем

∆(k) = cos
πpk

q
= cos

(
πs+

tπ

q

)
= (−1)s cos

tπ

q
. (4.7)
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Если t = 0, то получим оценку (4.23). Пусть t > 0; тогда 1 6 t 6 q − 1, q > 2, и справедливо
неравенство

π

q
6
tπ

q
6

(q − 1)π

q
= π − π

q
.

Если t/q 6= 1/2 при t ∈ [1, q − 1] ∩ N и q > 2, то

cos
tπ

q
6= 0. (4.8)

В самом деле, если при некотором t = t0 ∈ [1, q − 1] ∩ N неравенство (4.8) нарушается, т.е.

cos
t0π

q
= 0 ⇐⇒ t0π

q
=
π

2
+ πm ⇐⇒ t0

q
=

1

2
+m, m ∈ N0.

Поскольку t0 < q, то последнее равенство возможно лишь при m = 0; следовательно, получаем
t0/q = 1/2, что противоречит условию, значит неравенство (4.7) является верным. Тогда из (4.7)
и (4.8) следует справедливость оценки (4.5). �

Лемма 4.2. Пусть d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.1. Тогда при любом t ∈ [0, T ] и при

всех k ∈ N справедливы оценки

|uk(t)| 6 C13

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, |u′k(t)| 6 C14k

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, |u′′k(t)| 6 C15k

2

(
|hk|+

|ψk|
k

)
.

Доказательство следует из формулы (4.2) на основании оценки (4.5).
Ряды (4.1), (3.49) и (3.50) при любых (x, t) ∈ Qd на основании леммы 4.2 мажорируются рядом

C16

∞∑

k=1

k2
(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.9)

Лемма 4.3. Если ψ(x) ∈ C2[0, l], h(x) ∈ C3[0, l], ψ(0) = ψ(l) = 0, h(j)(0) = h(j)(l) = 0, j = 0, 2,
то справедливы представления

ψk = −
(
l

π

)2 ψ
(2)
k

k2
, hk = −

(
l

π

)3 h
(3)
k

k3
, (4.10)

где

ψ
(2)
k =

√
2

l

l∫

0

ψ(2)(x) sin µkx dx, h
(3)
k =

√
2

l

l∫

0

h(3)(x) cos µkx dx,

∞∑

k=1

|ψ(2)
k

|2 6
l∫

0

|ψ(2)(x)|2dx,
∞∑

k=1

|h(3)
k

|2 6
l∫

0

|h(3)(x)|2dx.

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.6.
В силу леммы 4.3 ряд (4.9) мажорируется сходящимся числовым рядом

C17

∞∑

k=1

1

k

(
|h(3)

k
|+ |ψ(2)

k
|
)
.

На основании признака Вейерштрасса ряды (4.1), (3.49) и (3.50) сходятся равномерно на замкну-
той области Qd.
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Теперь рассмотрим случай, когда d̃— иррациональное число. Следуя [9] выражение для ∆(k)
преобразуем к виду:

|∆(k)| =
∣∣ cos aµkd

∣∣ =
∣∣∣sin

(
πkd̃+

π

2

)∣∣∣ =
∣∣∣sin

(
πkd̃+

π

2
− πm

)∣∣∣ =

=

∣∣∣∣sin
(
πkd̃− (2m− 1)π

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sinπk

(
d̃− 2m− 1

2k

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sin

πk

2

(
2d̃− n

k

)∣∣∣∣ ,

n = 2m− 1, m, n ∈ Z, k ∈ N.

Лемма 4.4. Пусть d̃ > 0— иррациональное число, множество элементов которого ограни-

чено. Тогда существует такое число C0, что при всех k ∈ N справедлива оценка

|∆(k)| > C0

k
. (4.11)

Доказательство. Для всякого k ∈ N можно подобрать n ∈ N так, чтобы имело место неравенство
∣∣∣2d̃− n

k

∣∣∣ < 1

k
. (4.12)

Для этого достаточно положить

n =

{[
2d̃k

]
, если

[
2d̃k

]
нечетно,

[
2d̃k

]
+ 1, если

[
2d̃k

]
четно,

где
[
2d̃k

]
— целая часть иррационального числа 2d̃k. Пусть n таково, что выполняется неравен-

ство (4.12).
Тогда в силу (3.13) и известного неравенства

sinx >
2x

π
, 0 < x <

π

2
, (4.13)

будем иметь

|∆(k)| =
∣∣∣cos πkd̃

∣∣∣ =
∣∣∣∣sin

πk

2

(
2d̃− n

k

)∣∣∣∣ > k

∣∣∣2d̃− n

k

∣∣∣ > C0

k
.

Тем самым справедливость оценки (4.11) доказана. �

Лемма 4.5. Пусть d̃ > 0— алгебраическое число степени n > 2. Тогда существует такое

число C0 > 0, что при всех k ∈ N справедливы следующие оценки:

|∆(k)| > C0

k
, когда n = 2; (4.14)

|∆(k)| > C0

k1+ε
, когда n > 2, ε > 0. (4.15)

Доказательство. В случае n = 2 множество элементов числа d̃ ограничено, поэтому из леммы 4.4
на основании (4.11) следует справедливость оценки (4.14).

Теперь рассмотрим случай n > 2. В силу теоремы Рота (см. [12, c. 98]) для любого алгебра-

ического числа 2d̃ степени n > 2 и произвольного положительного числа ε > 0 найдется такое
положительное число δ > 0, что при любых целых n, k (k > 0) будет иметь место неравенство

∣∣∣2d̃− n

k

∣∣∣ > δ

k2+ε
. (4.16)

Рассуждая аналогично доказательству леммы 4.4, на основании неравенств (4.12), (4.13) и (4.16),
получим

|∆(k)| =
∣∣∣cos πkd̃

∣∣∣ =
∣∣∣∣sin

πk

2

(
2d̃− n

k

)∣∣∣∣ > k
∣∣∣2d̃− n

k

∣∣∣ > C0

k1+ε
.

Отсюда следует справедливость оценки (4.15). �
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Лемма 4.6. Пусть d̃— алгебраическое число степени n > 2. Тогда при любом t ∈ [0, T ] и при

всех k ∈ N справедливы оценки

|uk(t)| 6





C18k

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, n = 2,

C18k
1+ε

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, n > 2;

|u′k(t)| 6





C19k
2

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, n = 2,

C19k
2+ε

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, n > 2;

|u′′k(t)| 6





C20k
3

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, n = 2,

C20k
3+ε

(
|hk|+

|ψk|
k

)
, n > 2.

Доказательство следует из формулы (4.2) на основании оценок (4.14) и (4.15).
Ряды (4.1), (3.49) и (3.50) при любых (x, t) ∈ Qd на основании леммы 4.6 мажорируются рядом

C21

∞∑

k=1

k3+ε

(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.17)

Лемма 4.7. Если ψ(x) ∈ C4[0, l], h(x) ∈ C5[0, l], ψ(v)(0) = ψ(v)(l) = 0, v = 0, 2, h(j)(0) =

h(j)(l) = 0, j = 0, 2, 4, то справедливы представления

ψk = −
(
l

π

)
ψ
(4)
k

k4
, hk =

(
l

π

)
h
(5)
k

k5
,

где

ψk = −
√

2

l

l∫

0

ψ(4)(x) sinµkx dx, hk =

√
2

l

l∫

0

h(5)(x) cos µkx dx,

∞∑

k=1

|ψ(4)
k |2 6

l∫

0

|ψ(4)(x)|2 dx,
∞∑

k=1

|h(5)k |2 6
l∫

0

|h(5)(x)|2dx.

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.6.
В силу леммы 4.7 ряд (4.17) мажорируется сходящимся числовым рядом

C22

∞∑

k=1

1

k2−ε
.

На основании признака Вейерштрасса ряды (4.1), (3.49) и (3.50) сходятся равномерно на замкну-
той области Qd.

Таким образом, нами доказана следующая теорема.

Теорема 4.2. Предположим, что выполнено одно из следующих условий:

(1) d̃— рациональное число, d̃ = p/q, p, q ∈ N, (p, q) = 1, и t/q 6= 1/2 при t ∈ [1, q − 1] ∩N и q > 2;

ψ(x) ∈ C2[0, l], h(x) ∈ C3[0, l], ψ(0) = ψ(l) = 0, h(j)(0) = h(j)(l) = 0, j = 0, 2;

(2) число d̃ имеет ограниченное множество элементов и ψ(x) ∈ C3[0, l], h(x) ∈ C4[0, l], ψ(j)(0) =

ψ(j)(l) = h(j)(0) = h(j)(l) = 0, j = 0, 2;

(3) d̃ является алгебраическим числом степени n > 2 и ψ(x) ∈ C4[0, l], h(x) ∈ C5[0, l], ψ(v)(0) =

ψ(v)(l) = 0, v = 0, 2, h(j)(0) = h(j)(l) = 0, j = 0, 2, 4.



126 К. Б. САБИТОВ, А. Р. ЗАЙНУЛЛОВ

Тогда существует единственное решение задачи (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7), определяемое рядом (4.1)
с коэффициентами (4.2).

Теперь на основании теоремы 4.2 исследуем обратную задачу 3. Из формулы (4.1) найдем
неизвестную функцию

u(x, 0) = ϕ(x) =

∞∑

k=1

uk(0)Xk(x). (4.18)

Покажем, что функция ϕ(x) удовлетворяет условиям теоремы 2.1. Для этого исследуем на рав-
номерную сходимость ряд

ϕ(3)(x) = −
√

2

l

∞∑

k=1

µ3kuk(0) cos µkx. (4.19)

Если число d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.1, то ряд (4.19) мажорируется рядом

C23

∞∑

k=1

k3
(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.20)

Для сходимости ряда (4.20) достаточно, чтобы h(x) ∈ C4[0, l], ψ(x) ∈ C3[0, l] и h(i)(0) = h(i)(l) =
ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2.

Если число d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.5 при n = 2, то ряд (4.19) мажорируется рядом

C24

∞∑

k=1

k4
(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.21)

Если h(x) ∈ C5[0, l], ψ(x) ∈ C4[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4, ψ(p)(0) = ψ(p)(l) = 0, p = 0, 2,
то ряд (4.44) сходится.

Если число d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.5 при n > 2, то ряд (4.19) мажорируется рядом

C25

∞∑

k=1

k4+ε

(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.22)

Ряд (4.22) будет сходится, если h(x) ∈ C6[0, l], ψ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ψ(i)(0) = ψ(i)(l) =
0, p = 0, 2, 4.

Следовательно, во всех рассмотренных выше случаях функция ϕ(x), заданная рядом (4.18),
принадлежит классу C3[0, l]; при этом ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0, и нами установлено
следующее утверждение.

Теорема 4.3. Предположим, что выполнено одно из следующих условий:

(2) d̃— рациональное число, d̃ = p/q, p, q ∈ N, (p, q) = 1, и t/q 6= 1/2 при t ∈ [1, q − 1] ∩N и q > 2;

h(x) ∈ C4[0, l], ψ(x) ∈ C3[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2;

(2) d̃— алгебраическое число степени n = 2, h(x) ∈ C5[0, l], ψ(x) ∈ C4[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = 0,

i = 0, 2, 4, ψ(p)(0) = ψ(p)(l) = 0, p = 0, 2;

(2) d̃— алгебраическое число степени n > 2, h(x) ∈ C6[0, l], ψ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) =

ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, p = 0, 2, 4.

Тогда существует единственное решение задачи 3, определяемое рядами (4.1), (4.18).

4.2.2. Существование решения задачи для телеграфного уравнения. Пусть b > 0. Установим
следующую оценку об отделенности от нуля малых знаменателей с соответствующей асимптоти-
кой.

Лемма 4.8. Если d̃ = p/q— произвольное рациональное число, где p/q 6∈ N, (p, q) = 1, и (r +
1)/q 6= 1/2 или r/q 6= 1/2, 1 6 r 6 q− 1, то существуют такие положительные постоянные C0

и k0, k0 ∈ N, что при всех k > k0 справедлива оценка

|∆(k)| > C0 > 0. (4.23)
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Доказательство. Пусть d̃ = p/q, (p, q) = 1. Разделив kp на t с остатком, т.е. представив его в
виде kp = sq + r, где s, r ∈ N0 = N ∪ {0}, 0 6 r < q, придадим выражению (4.3) вид

∆(k) = cos

(
πr

q
+ d̃θ̃k

)
. (4.24)

Пусть r = 0. Тогда соотношение (4.24) принимает вид

∆(k) = cos d̃θ̃k. (4.25)

Поскольку последовательность θ̃k в силу оценки (3.25) является бесконечно малой при k → ∞,
то существует такое число k2 ∈ N, что при всех k > k2

0 < d̃θ̃k <
π

4
. (4.26)

Тогда на основании (4.25) и (4.26) получим

|∆(k)| > cos
π

4
> 0 (4.27)

при k > max{k1, k2}.
Пусть теперь r > 0. Тогда ясно, что 1 6 r 6 q − 1, q > 2. Существует такое число k3 ∈ N, что

при всех k > k2

0 < d̃θ̃k 6
C26

k
<
π

q
, t > 2. (4.28)

Справедливо неравенство

0 <
πr

q
+ d̃θ̃k <

π(q − 1)

q
+
π

q
= π.

Рассмотрим случай, когда q = 2q1 − 1, t1 ∈ N, 1 6 r 6 2q1 − 2. Равенство (4.24) перепишем в
виде

∆(k) = cos

(
πr

2q1 − 1
+ d̃θ̃k

)
. (4.29)

Тогда на основании неравенства (4.28) возможны два случая:

(1) 0 <
πr

2q1 − 1
+ d̃θ̃k <

π

2
,

(2)
π

2
6

πr

2q1 − 1
+ d̃θ̃k < π.

В первом случае

|∆(k)| > cos

(
πr

2q1 − 1
+

π

2q1 − 1

)
= cos

(
π(r + 1)

2q1 − 1

)
= C27 > 0. (4.30)

Потребуем, чтобы постоянная C27 была больше нуля. Это возможно только тогда, когда

π(r + 1)

2q1 − 1
6= π

2
(2s − 1), s ∈ N.

Отсюда получим
2r + 2 = (2q1 − 1)(2s − 1), s ∈ N. (4.31)

В левой части равенства (4.31) стоит четное число, а в правой — нечетное. Следовательно, C27 6= 0.
Во втором случае

|∆(k)| =
∣∣∣∣cos

(
πr

2q1 − 1
+ α̃θ̃k

)∣∣∣∣ >
∣∣∣∣cos

(
πr

2q1 − 1

)∣∣∣∣ = C28 > 0. (4.32)

Аналогично потребуем, чтобы постоянная C28 была больше нуля. Это возможно только тогда,
когда

πr

2q1 − 1
6= π

2
(2s − 1), s ∈ N.

Отсюда получим
2r = (2q1 − 1)(2s − 1), s ∈ N. (4.33)
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В левой части равенства (4.33) стоит четное число, а в правой — нечетное. Следовательно, C28 6= 0.
Теперь рассмотрим случай, когда q = 2q1. Равенство (4.24) перепишем в виде

∆(k) = cos

(
πr

2q1
+ d̃θ̃k

)
. (4.34)

Здесь также возможны два случая:

(1) 0 <
πr

2q1
+ d̃θ̃k <

π

2
,

(2)
π

2
6

πr

2q1
+ d̃θ̃k < π.

В первом случае справедливо неравенство

|∆(k)| > cos

(
πr

2q1
+

π

2q1

)
= cos

(
π(r + 1)

2q1

)
> 0

при условии, когда
r + 1

2q1
6= 1

2
(2s − 1) или

r + 1

q
6= s− 1

2
, s ∈ N. (4.35)

Так как 2 6 r + 1 6 t, то неравенство (4.35) имеет место при s = 1, т.е. когда

r + 1

q
6= 1

2
.

Во втором случае справедливо неравенство

|∆(k)| =
∣∣∣∣cos

(
πr

2q1
+ d̃θ̃k

)∣∣∣∣ >
∣∣∣∣cos

(
πr

2q1

)∣∣∣∣ > 0

при условии, когда
r

2q1
6= 1

2
(2s − 1) или

r

q
6= s− 1

2
, s ∈ N. (4.36)

Так как 1 6 r 6 q − 1, то неравенство (4.36) имеет место при s = 1, т.е. когда

r

q
6= 1

2
. �

Справедливо следующее утверждение (см. п. 3.1).

Лемма 4.9. Пусть d̃— иррациональное алгебраическое число степени 2, bl < π и выполнены

условия (3.37) и (3.40), где δ определяется по формуле (3.46) при условии (3.47). Тогда суще-

ствует такая положительная постоянная C0, зависящая от d, l и b, что при всех k ∈ N имеет

место оценка

|∆(k)| > C0

k
. (4.37)

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.4.

Лемма 4.10. Пусть d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.8. Тогда при любых t ∈ [0, T ] и

k > k0 справедливы оценки

|uk(t)| 6 C29

(
|hk|+

|ψk|
k

)
,

|u′k(t)| 6 C30k

(
|hk|+

|ψk|
k

)
,

|u′′k(t)| 6 C31k
2

(
|hk|+

|ψk|
k

)
.
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Доказательство следует из формулы (4.2) на основании оценки (4.23).
Ряды (4.1), (3.49) и (3.50) при любых (x, t) ∈ Qd на основании леммы 4.10 мажорируются рядом

C32

∞∑

k=k0+1

k2
(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.38)

Лемма 4.11. Если ψ(x) ∈ C2[0, l], h(x) ∈ C3[0, l], ψ(0) = ψ(l) = 0, h(j)(0) = h(j)(l) = 0,
j = 0, 2, то справедливы представления

ψk = −
(
l

π

)2 ψ
(2)
k

k2
, hk = −

(
l

π

)3 h
(3)
k

k3
,

где

ψ
(2)
k =

√
2

l

l∫

0

ψ(2)(x) sin µkx dx, h
(3)
k =

√
2

l

l∫

0

h(3)(x) cos µkx dx,

∞∑

k=1

|ψ(2)
k |2 6

l∫

0

|ψ(2)(x)|2 dx,
∞∑

k=1

|h(3)k |2 6
l∫

0

|h(3)(x)|2dx.

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.6.
В силу леммы 4.11 ряд (4.38) мажорируется сходящимся числовым рядом

C33

∞∑

k=k0+1

1

k

(
|h(3)k |+ |ψ(2)

k |
)
.

На основании признака Вейерштрасса ряды (4.1), (3.49) и (3.50) сходятся равномерно на замкну-
той области Qd.

Если для чисел d̃ из леммы 4.8 при некоторых k = p = k1, k2, . . . , km, где 1 6 k1 < k2 <

. . . < km 6 k0, ki, i = 1,m, m— заданные натуральные числа, ∆(p) обращается в нуль, то для
разрешимости задачи (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7) необходимо и достаточно, чтобы

λphp − ψp sinλpd = 0, p = k1, k2, . . . , km. (4.39)

В этом случае решение задачи (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7) определяется в виде суммы ряда

u(x, t) =




k1−1∑

k=1

+ . . .+

km−1∑

k=km−1+1

+

+∞∑

k=km+1


uk(t)Xk(x) +

∑

p

Bpup(t)Xp(x), (4.40)

где в последней сумме p принимает значения k1, k2, . . . , km, Bp — произвольные постоянные,
up(t) = sinλpt; если в конечных суммах в правой части (4.40) верхний предел меньше нижне-
го, то их следует считать нулями.

Аналогично на основании леммы 4.9 доказывается существование решения задачи (1.2)–(1.4),
(1.6), (1.7). Таким образом, приходим к следующему утверждению.

Теорема 4.4. Предположим, что d̃ является рациональным числом, а функции ψ(x) и h(x)
удовлетворяют условиям леммы 4.11. Если ∆(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единствен-

ное решение задачи (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7), определяемое рядом (4.1). Если ∆(k) = 0 при неко-

торых k = k1, k2, . . . , km 6 k0, то задача (1.2)–(1.4), (1.6), (1.7) разрешима только тогда, когда

выполнены условия (4.39), и в этом случае решение определяется рядом (4.40).

Если d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.9 и h(x) ∈ C5[0, l], ψ(x) ∈ C4[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) =

0, i = 0, 2, 4, ψ(p)(0) = ψ(p)(l) = 0, p = 0, 2, то существует единственное решение задачи (1.2)–
(1.4), (1.6), (1.7), определяемое рядом (4.1).
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Теперь на основании этих результатов исследуем обратную задачу 3.
Аналогично п. 4.1 функция ϕ(x) будет определяться рядом (4.18), где uk(t) находятся по фор-

муле (4.2); если ∆(k) = 0 при некоторых k = k1, k2, . . . , km 6 k0 и выполнены условия (4.39),
то

ϕ(x) =




k1−1∑

k=1

+ . . .+

km−1∑

k=km−1+1

+

+∞∑

k=km+1


uk(0)Xk(x) +

∑

p

BpXp(x). (4.41)

.
Покажем, что функция ϕ(x) удовлетворяет условиям теоремы 2.1. Для этого исследуем на

равномерную сходимость ряд

ϕ(3)(x) = −
∞∑

k=1

λ3kuk(0)Xk(x). (4.42)

Если число d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.8, то ряд (4.42) мажорируется рядом

C34

∞∑

k=k0+1

k3
(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.43)

Ряд (4.43) сходится, если h(x) ∈ C4[0, l], ψ(x) ∈ C3[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i =
0, 2. Следовательно, функция ϕ(x) принадлежит классу C3[0, l] и ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0.

Если число d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.9, то ряд (4.42) мажорируется рядом

C35

∞∑

k=1

k4
(
|hk|+

|ψk|
k

)
. (4.44)

Если h(x) ∈ C5[0, l], ψ(x) ∈ C4[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4, ψ(p)(0) = ψ(p)(l) = 0, p = 0, 2,
то ряд (4.44) сходится.

Из приведенных выше рассуждений получаем следующее утверждение.

Теорема 4.5. Предположим, что d̃ является рациональным числом и h(x) ∈ C4[0, l], ψ(x) ∈
C3[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2. Если ∆(k) 6= 0 при k = 1, k0, то

существует единственное решение задачи 3, определяемое рядами (4.1), (4.18). Если ∆(k) = 0
при некоторых k = k1, k2, . . . , km 6 k0, то задача 3 разрешима только тогда, когда выполнены

условия (4.39), и в этом случае решение определяется рядами (4.40) и (4.41).

Если d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.9 и h(x) ∈ C5[0, l], ψ(x) ∈ C4[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) =
0, i = 0, 2, 4, ψ(p)(0) = ψ(p)(l) = 0, p = 0, 2, то существует единственное решение задачи 3,
определяемое рядами (4.1) и (4.18).

5. Построение решения интегральных уравнений Фредгольма первого рода

Следуя работе А. М. Денисова (см. [4, c. 140]), относительно неизвестных функций ψ(x) и ϕ(x)
получим интегральные уравнения

∞∑

k=1

1

aλk

l∫

0

ψ(ξ)Xk(ξ)dξ sin aλkdXk(x) = h(x)−
∞∑

k=1

ϕkXk(x) cos aλkd, (5.1)

∞∑

k=1

l∫

0

ϕ(ξ)Xk(ξ)dξ cos aλkdXk(x) = h(x)−
∞∑

k=1

1

aλk
ψkXk(x) sin aλkd. (5.2)

Покажем, что при b = 0 найденные нами функции ψ(x) и ϕ(x) соответственно по формулам (3.18)
и (4.18) являются решениями интегральных уравнений (5.1) и (5.2).

Используя формулы (2.6), разложим функции ψ(x) и ϕ(x) в ряд по системе функций Xk(x):

ψ(x) =
∞∑

k=1

ψkXk(x), ϕ(x) =
∞∑

k=1

ϕkXk(x). (5.3)
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На основании формул (3.18), (4.18) в силу единственности разложения получим

ψk = u′k(0) = −aµk cos aµkd
sin aµkd

ϕk +
aµk

sin aµkd
hk, (5.4)

ϕk = uk(0) =
hk

cos aµkd
− ψk

aµk

sin aµkd

cos aµkd
. (5.5)

С учетом равенства (5.4) преобразуем левую часть интегрального уравнения (5.1):

∞∑

k=1

1

aµk

l∫

0

ψ(ξ)Xk(ξ)dξ sin aµkdXk(x) =

∞∑

k=1

1

aµk
ψk sin aµkdXk(x) =

=

∞∑

k=1

[
−aµk cos aµkd
aµk sin aµkd

ϕk sin aµkd+
aµk

aµk sin aµkd
hk sin aµkd

]
Xk(x) =

= h(x)−
∞∑

k=1

ϕkXk(x) cos aµkd,

т.е. получили правую часть уравнения (5.1).
Аналогично подставляя (5.5) в уравнение (5.2), получим верное равенство

∞∑

k=1

l∫

0

ϕ(ξ)Xk(ξ)dξ cos aµkdXk(x) =
∞∑

k=1

ϕk cos aµkdXk(x) =

=
∞∑

k=1

[
hk

cos aµkd
cos aµkd−

ψk

aµk

sin aµkd

cos aµkd
cos aµkd

]
Xk(x) =

= h(x)−
∞∑

k=1

1

aµk
ψkXk(x) sin aµkd.

Следовательно, доказаны следующие утверждения.

Теорема 5.1. Предположим, что выполнено одно из следующих условий:

(1) d̃— иррациональное число с ограниченным множеством элементов, h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l],

h(i)(0) = h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4;

(2) d̃— алгебраическое число степени n > 2, h(x), ϕ(x) ∈ C6[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ϕ(i)(0) =

ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4.

Тогда существует единственное решение интегрального уравнения (5.1), определяемое по фор-

муле (3.18).

Теорема 5.2. Предположим, что выполнено одно из следующих условий:

(1) d̃— рациональное число, d̃ = p/q, p, q ∈ N, (p, q) = 1, t/q 6= 1/2, при t ∈ [1, q − 1] ∩ N, q > 2 и

h(x) ∈ C4[0, l], ψ(x) ∈ C3[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2;

(2) d̃— алгебраическое число степени n = 2, h(x) ∈ C4[0, l], ψ(x) ∈ C3[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) =

ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2;

(3) d̃— алгебраическое число степени n > 2, h(x) ∈ C6[0, l], ψ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) =

ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, p = 0, 2, 4.

Тогда существует единственное решение интегрального уравнения (5.2), определяемое по фор-

муле (4.18).

Теперь покажем, что при b > 0 функции ψ(x) и ϕ(x), определяемые формулами (3.59) и (4.41)
соответственно, являются решениями интегральных уравнений (5.1) и (5.2).
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На основании формул (5.3), (3.59), (4.41) и условий (3.55), (4.39) в силу единственности разло-
жения получим

ψk = u′k(0) =





− aλk cos aλkd

sin aλkd
ϕk +

aλk

sin aλkd
hk, если δ(k) 6= 0,

Ak, если δ(k) = 0.
(5.6)

ϕk = uk(0) =





hk

cos aλkd
− ψk

aλk

sin aλkd

cos aλkd
, если ∆(k) 6= 0,

Bk, если ∆(k) = 0.
(5.7)

С учетом выражения (5.6) преобразуем левую часть интегрального уравнения (5.1):

∞∑

k=1

1

aλk

l∫

0

ψ(ξ)Xk(ξ)dξ sin aλkdXk(x) =

∞∑

k=1

1

aλk
ψk sin aλkdXk(x) =

=




k1−1∑

k=1

+ . . .+

km−1∑

k=km−1+1

+

+∞∑

k=km+1




[
−aλk cos aλkd
aλk sin aλkd

ϕk sin aµkd+
aλk

aλk sin aλkd
hk sin aλkd

]
Xk(x)+

+
∑

p

Ap sin aλpd

aλp
Xp(x) = h(x) −

∞∑

k=1

ϕkXk(x) cos aλkd,

т. е. получили правую часть уравнения (5.1).
Аналогично подставляя (5.7) в уравнение (5.2), получим верное равенство

∞∑

k=1

l∫

0

ϕ(ξ)Xk(ξ)dξ cos aλkdXk(x) =
∞∑

k=1

ϕk cos aλkdXk(x) =

=




k1−1∑

k=1

+ . . .+
km−1∑

k=km−1+1

+
+∞∑

k=km+1




[
hk

cos aλkd
cos aλkd−

ψk

aλk

sin aλkd

cos aλkd
cos aλkd

]
Xk(x)+

+
∑

p

Bp cos aλpdXp(x) = h(x)−
∞∑

k=1

1

aλk
ψkXk(x) sin aλkd.

Таким образом, доказаны следующие утверждения.

Теорема 5.3. Если d̃ удовлетворяет условиям леммы 3.4 и h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) =

h(i)(l) = ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4, то существует единственное решение интегрального

уравнения (5.1), определяемое рядом (3.18).

Пусть d̃ является рациональным числом, h(x), ϕ(x) ∈ C5[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = ϕ(i)(0) =

ϕ(i)(l) = 0, i = 0, 2, 4. Если δ(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует единственное реше-

ние интегрального уравнения (5.1), определяемое рядом (3.18). Если δ(k) = 0 при некоторых

k = k1, k2, . . . , km 6 k0, то интегральное уравнение разрешимо только тогда, когда выполнены

условия (3.55); в этом случае решение определяется рядом (3.59).

Теорема 5.4. Пусть d̃ является рациональным числомб h(x) ∈ C4[0, l], ψ(x) ∈ C3[0, l],
h(i)(0) = h(i)(l) = ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2. Если ∆(k) 6= 0 при k = 1, k0, то существует

единственное решение интегрального уравнения (5.2), определяемое рядом (4.18). Если ∆(k) = 0
при некоторых k = k1, k2, . . . , km 6 k0, то интегральное уравнение разрешимо только тогда,

когда выполнены условия (4.39), и в этом случае решение определяется рядом (4.41).

Если d̃ удовлетворяет условиям леммы 4.9, h(x) ∈ C5[0, l], ψ(x) ∈ C4[0, l], h(i)(0) = h(i)(l) = 0,

i = 0, 2, 4, ψ(p)(0) = ψ(p)(l) = 0, p = 0, 2, то существует единственное решение интегрального

уравнения (5.2), определяемое рядом (4.18).
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