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Аннотация. В настоящем обзоре представлена теория проинтегрированных полугрупп, которая

является обобщением теории C0-полугрупп, а также даны приложения этих обобщений. Работа со-

стоит из трех частей: «Проинтегрированые полугруппы», «C-полугруппы» и «Приложения». Об-

суждаются различные подходы к построению теории. Рассмотренный материал взят в основном

из работ, вышедших в последние 20 лет и содержит и некоторые результаты авторов. Представ-
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящем обзоре представлены общая теория и некоторые интересные исследования разре-
шающих семейств для абстрактной задачи Коши (ACP ;A,T, x) в банаховом пространстве E

du(t)

dt
= Au(t), 0 6 t < T, u(0) = x, (1)

которые недавно появились в литературе, касающиеся регуляризованных полугрупп, C-
полугрупп и проинтегрированных полугрупп операторов.

Определение 1. Сильным (или классическим) решением задачи (ACP ;A,T, x) называется
функция

u(·) ∈ C([0, T );D(A)) ∩ C1([0, T );E),

удовлетворяющая уравнению на [0, T ) и начальным данным в (1). Здесь T конечно или T = ∞.

В случае T = ∞ мы будем просто писать (ACP ;A, x).

Такие разрешающие семейства, как регуляризованные полугруппы, C–полугруппы и проинте-
грированные полугруппы для (1) являются обобщениями C0-полугрупп и касаются случая, когда
оператор A не порождает сильно непрерывную в нуле C0-полугруппу. Примерами таких ситуа-
ций могут быть обратное уравнение теплопроводности, уравнение Шрёдингера в Lp при p 6= 2 и
задача Коши для уравнения Лапласа.

Несмотря на тот факт, что решение задачи (1) определяется функцией etA, она, однако, не
всегда обладает свойствами C0-полугрупп. Грубо говоря, такое обобщение теории C0-полугрупп в
первую очередь касается ситуации, когда оператор A не удовлетворяет условиям теоремы Хилле—
Филлипса—Миядеры и вместо C0-полугрупп порождает другие операторные семейства [90].
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Другое обобщение C0-полугрупп, которое не будет рассматриваться в настоящем обзоре, —
это разрешающее семейство абстрактной равномерно корректной задачи Коши в банаховом про-
странстве E [90]:

(Dα
t w)(t) = Aw(t), t > 0, w(0) = w

0
, если 0 < α 6 1,

а также w
′(0) = w

1
, если 1 < α 6 2.

(2)

В этом случае решение задачи (2) дается функцией Миттаг—Леффлера

w(t) =
∞
∑

j=0

(tαA)j

Γ(αj + 1)
w

0 (3)

вместо полугруппы etA, и справедливо соотношение (см. (12)–(13))

λ
α−1(λαI −A)−1

w
0 =

∞
∫

0

e
−λt

w(t)dt, (4)

где 0 < α 6 2. Отметим, что здесь Dα
t — производная Капуто—Джарбашьяна. Напомним некото-

рые основные определения (см. [211]). Дробный интеграл порядка α > 0 определяется равенством
(

I
α
0+f

)

(t) := (gα ∗ f)(t), t > 0,

где gα(t) :=







tα−1

Γ(α)
, t > 0,

0, t 6 0,
и Γ(α) — гамма-функция. Положем m = ⌈α⌉ + 1. Производная

Римана—Лиувилля порядка α > 0 определяется как

(

D
α
0+f

)

(t) =

(

d

dt

)m

(Im−α
0+ f)(t),

а дробная производная Капуто—Джарбашьяна порядка α > 0 как

(Dα
t f)(t) =

(

D
α
0+f

)

(t)−
m−1
∑

k=0

f (k)(0)

Γ(k − α+ 1)
t
k−α

.

Для гладких функций f(·) выполнено равенство

(Dα
t f)(t) := I

m−α
0+ f

(m)(t).

Обозначим через Tα(t, A), t > 0, разрешающий оператор x 7→ u(t) (иногда также называемый
α-полугруппой) равномерно корректной задачи Коши (2).

Каждая α-полугруппа Tα(t, A) с 0 < α < 1 удовлетворяет следующему уравнению (см. [348]):

t+s
∫

0

Tα(τ,A)dτ

(t+ s− τ)α
−

t
∫

0

Tα(τ,A)dτ

(t+ s− τ)α
−

s
∫

0

Tα(τ,A)dτ

(t+ s− τ)α
= α

t
∫

0

s
∫

0

Tα(τ1, A)Tα(τ2, A)dτ1dτ2
(t+ s− τ1 − τ2)α

(5)

и α-резольвентное семейство Sα(t) для 0 < α < 1 удовлетворяет уравнению (см. [128]):

Sα(s)I
α
0+,tSα(t)− I

α
0+,sSα(s)Sα(t) = I

α
0+,tSα(t)− I

α
0+,sSα(s). (6)

Эти равенства могут служить и аксиоматическими определениями дробного разрешающего
оператора, не включающими явно A, но позволяющими восстановить оператор A.

Задача Коши
(Dα

t u)(t) = Au(t), u(0) = x, (7)

где 0 < α < 1, равномерно коррректна тогда и только тогда, когда интегральное уравнение
Вольтерра

u(t) = x+

t
∫

0

gα(t− s)Au(s)ds (8)

корректно в смысле [353].
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Определение 2. Предположим, что A — оператор, порождающий равномерно корректную
задачу Коши (7). Семейство операторов {Sα(t) : t > 0} ⊂ B(E) называют α–резольвентным
семейством, порожденным оператором A, если выполняются следующие условия:

(a) семейство Sα(t) сильно непрерывно при t > 0, и Sα(0) = I;
(b) Sα(t)D(A) ⊆ D(A) и ASα(t)x = Sα(t)Ax для всех x ∈ D(A), t > 0;
(c) для любого x ∈ D(A) функция Sα(t)x удовлетворяет резольвентному уравнению

Sα(t)x = x+

t
∫

0

gα(t− s)Sα(s)Axds, t > 0. (9)

В [90] было доказано, что задача Коши (7) равномерно корректна тогда и только тогда, ко-
гда A порождает α-резольвентное семейство. Следовательно, в действительности имеем Sα(t) ≡
Tα(t), t > 0. В [90] также были рассмотрены такие топологические свойства, как порождение,
аналитичность, возмущения и принцип подчиненности для таких семейств.

Когда α = 1, 1-резольвентное семейство есть обычная C0-полугруппа, а когда α = 2, 2-
резольвентное семейство в действительности есть C0-косинус оператор-функция.

Поэтому теория α-резольвентных семейств представляет собой расширение теории C0-
полугрупп и теории C0-косинус оператор-функций. В связи с этим см. также [12]. Мы пред-
полагаем описать подобные обобщения теории C0-полугрупп в следующем обзоре.

Первая глава обзора содержит теорию проинтегрированных полугрупп, вторая касается теории
C-полугрупп. Глава 3 посвящена приложениям абстрактной теории к задачам, не являющимся
равномерно корректными в обычном смысле.

Приведем теперь основные обозначения, часть из которых уже вводились в [173, 5, 414], кото-
рые также будут использоваться и здесь.

Множество натуральных чисел обозначается N, N0 := N∪{0}, множество целых — Z, множество
вещественных — R и множество комплексных — C. Набор чисел 1, 2, . . . ,m, m ∈ N, обозначается
1,m, вещественная полууось (0,∞) – R+, и [0,∞) – R+.

Обозначим через E банахово пространство над полем комплексных чисел с нормой ‖ · ‖. Для
гильбертова пространства со скалярным произвелением (·, ·) мы используем обозначение H.

Граница множества Ω обозначается ∂Ω, внутренность множества Ω — int(Ω), а замыкание в
сильной топологии Ω.

Как обычно, сопряженное пространство к E обозначается через E∗ с элементами x∗, y∗, . . . , а
значение функционала x∗ ∈ E∗ на элементе x ∈ E записывается как 〈x, x∗〉.

Область определения и область значений оператора A будем обозначать через D(A) и R(A)
соответственно, а нулевое пространство (ядро) через N (A). Множество линейных операторов,
действующих из D(A) ⊆ E в E, обозначается через L(E), а множество линейных непрерывных
операторов через B(E). Замкнутые линейные операторы с плотной в E областью определения

(D(A) = E) образуют множество C(E) ⊂ L(E). В случае, когда операторы действуют из одного
пространства E в другое F , будем писать L(E,F ) и B(E,F ) соответственно. Линейное многооб-
разие D(A), оснащенное нормой ‖x‖A := ‖x‖ + ‖Ax‖, в случае линейного замкнутого оператора
становится банаховым пространством, которое мы обозначаем D(A).

Мы используем традиционные обозначения для резольвентного множества ρ(A) и для спектра
σ(A) оператора A; как обычно, спектр делится на точечный спектр Pσ(A), непрерывный спектр
Cσ(A) и остаточный спектр Rσ(A).

Предварительные сведения

Хорошо известно [14], что абстрактная задача Коши в банаховом пространстве E

ζ
′(t) = Aζ(t), t > 0, ζ(0) = ζ

0
, (10)

равномерно корректна тогда и только тогда, когда оператор A порождает C0-полугруппу exp(·A)
(см. [207]), а задача Коши для уравнения второго порядка

ξ
′′(t) = Aξ(t), t > 0, ξ(0) = ξ

0
, ξ

′(0) = ξ
1
,
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равномерно корректна тогда и только тогда, когда оператор A порождает C0-косинус оператор
функцию C(·, A) (см. [152, 28]). Обобщенные решения этих задач могут быть записаны в форме

ζ(t) = exp(tA)ζ0, ξ(t) = C(t, A)ξ0 + S(t, A)ξ1, (11)

где

S(t, A) =

t
∫

0

C(s,A)ds.

Более того, следующие соотношения имеют место [28]:

(λI −A)−1 =

∞
∫

0

e
−λt exp(tA)dt, (12)

λ(λ2I −A)−1 =

∞
∫

0

e
−λt

C(t, A)dt, (λ2I −A)−1 =

∞
∫

0

e
−λt

S(t, A)dt. (13)

Напомним также, что имеют место следующие хорошо известные теоремы о порождении.

Теорема 3 (см. [14]). Для того чтобы оператор A ∈ C(E) порождал C0-полугруппу, необ-

ходимо и достаточно, чтобы для некоторых констант M , ω > 0, резольвента (λI − A)−1

существовала при Reλ > ω и выполнялись следующие неравенства:

‖(λI −A)−n‖ 6
M

(Reλ− ω)n
, n ∈ N0. (14)

Теорема 4 (см. [152]). Для того чтобы оператор A ∈ C(E) порождал C0-косинус оператор-

функцию, необходимо и достаточно, чтобы при некоторых константах M , ω > 0, резольвента

(λ2I −A)−1 существовала при Reλ > ω и имели место следующие неравенства:
∥

∥

∥

∥

dn

dλn

(

λ(λ2I −A)−1

)∥

∥

∥

∥

6
Mn!

(Reλ− ω)n+1
, n ∈ N0. (15)

Обозначим через L1
ω(R+) банахово пространство функций ψ(·), для которых функция

{e−λξψ(ξ)}ξ∈R+
принадлежит L1(R+) с нормой ‖ψ(·)‖L1

ω(R+) = ‖e−ω·ψ(·)‖L1(R+) для λ > ω. В слу-

чае вещественнозначных или комплекснозначных измеримых по Лебегу функций f(·) ∈ L1
ω(R+)

экспоненциального роста ω ∈ R функция r(·), заданная соотношением

r(λ) =

∞
∫

0

e
−λt

f(t)dt, (16)

бесконечно дифференцируема и допускает оценку
∣

∣

∣

∣

dn

dλn
r(λ)

∣

∣

∣

∣

6
Mn!

(λ− ω)n+1
, λ > ω, n ∈ N0. (17)

Имеет место замечательный факт [430], утверждающий, что оценка (17) дает необходимое и
достаточное условие того, что бесконечно дифференцируемая функция r(·) есть преобразование
Лапласа некоторой экспоненциально ограниченной функции f(·) ∈ L1

ω(R+).Поскольку для r(λ) =
(λI −A)−1 имеет место равенство

dn

dλn
r(λ) = (−1)nn!r(λ)n+1

, (18)

легко видеть, что оценки (14)–(15) выглядят точно так же, как и оценки (17). Отчасти поэтому
в работах [136, 137, 361, 362] была допущена серьезная ошибка — они предполагали, что теорема
Уиддера справедлива для любой функции со значениями в произвольном банаховом простран-
стве E. На самом деле функции, непрерывные по Липшицу со значениями в банаховом простран-
стве, не обязательно непрерывно дифференцируемы, хотя это и имеет место для вещественных и
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комплексных функций. В действительности, в [80] было доказано, что теорема Уиддера справед-
лива тогда и только тогда, когда r(·) действует в банахово пространство, обладающее свойством
Радона—Никодима.

Теорема 5 (см. [80]). Банахово пространство E обладает свойством Радона—Никодима то-

гда и только тогда, когда выполняется теорема Уиддера.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 6 (см. [100]). Пусть дано ω ∈ R. Бесконечно дифференцируемая функция r(·) со зна-

чениями в банаховой алгебре B(E) удовлетворяет условию (17) тогда и только тогда, когда

существует линейный ограниченный оператор H : L1
ω(R+) → B(E) такой, что r(λ) = H(eλ(·)),

λ > ω, где eλ(t) = e−λt.

Оператор H, возникший в этой теореме, есть гоморфизм пространства L1
ω(R+) в B(E) тогда

и только тогда, когда r(·) есть псевдорезольвента. Функция r(·) : (ω,∞) → B(E) называется
псевдорезольвентой тогда и только тогда, когда она удовлетворяет тождеству Гильберта:

r(λ)− r(µ) = (µ− λ)r(λ)r(µ). (19)

Отметим, что при выполнении условия N (r(λ0)) = {0} при некотором λ0 (см. [207, p. 533])
существует линейный замкнутый оператор A такой, что r(λ) = (λI −A)−1 для любого λ ∈ ρ(A).
Область значений оператора r(λ), не зависящую от λ, обозначим через E .

Теорема 7 (см. [80]). Бесконечно дифференцируемая функция r(·) со значениями в банаховой

алгебре B(E) удовлетворяет условию типа (17) тогда и только тогда, когда существует функ-

ция U(·) такая, что для t > s

‖U(t) − U(s)‖ 6M

t
∫

s

e
ωξ
dξ, U(0) = 0,

и

λ

∞
∫

0

e
−λt

U(t)dt = r(λ), λ > ω. (20)

В случае, когда r(λ) = (λI−A)−1 удовлетворяет условию lim sup
λ→∞

‖λr(λ)‖ <∞, можно показать

[100], что E = {x ∈ E : lim
λ→∞

λr(λ)x = x} и оператор A0 = λ− (r(λ)|E )−1 корректно определен на

E и порождает на E C0-полугруппу exp(tA0), t > 0, в силу теоремы 6.
Ясно, что

(λI −A0)
−1
x =

∞
∫

0

e
−λt exp(tA0)xdt

для любого x ∈ E . С другой стороны, в силу теоремы 7 существует семейство U(·) такое, что

(λI −A0)
−1
x = λ

∞
∫

0

e
−λt

U(t)xdt

для x ∈ E , откуда следует, что

U(t)x =

t
∫

0

exp(tA0)xdt

для того же x. Мы не можем проверить, что такое соотношение выполнено для x /∈ E , но тем не
менее для удобства будем называть семейство U(·) проинтегрированной полугруппой, даже если
C0-полугруппа exp(·A0) не определена на E. Более точно, такое семейство U(·) называется один
раз проинтегрированной полугруппой.
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Проинтегрированные полугруппы расматриваются в случаях, когда условия, налагаемые
на оператор A, менее ограничительны, чем те, что обеспечивают порождение C0-полугруппы
(или C0-косинус оператор-функции). Например, оператор Шрёдингера i∆ порождает [81] C0-

полугруппу в Lp(Rn) тогда и только тогда, когда p = 2, однако если α > n

∣

∣

∣

∣

1

2
− 1

p

∣

∣

∣

∣

, то i∆ порождает

[81] α раз проинтегрированную полугруппу в Lp(Rn) для p 6= 2.

Глава 1

ПРОИНТЕГРИРОВАННЫЕ ПОЛУГРУППЫ

Понятие проинтегрированной полугруппы впервые было введено в [77]. Но необходимо отметить,
что идеи, которые привели к проинтегрированным полугруппам, появились ранее (см. [387, 14]).
Существует несколько подходов (см. [314, 6]) , которые приводят к проинтегрированным полу-
группам.

Начнем с подхода через операторное тождество, который назовем «алгебраическим подходом»,
см. [80, 81, 85, 106, 115, 183, 184, 209, 267, 314, 339, 407, 6].

Определение 1.1. Пусть n ∈ N. Однопараметрическое семейство ограниченнных линейных
операторов {S(t) : t > 0} называется n-раз проинтегрированной полугруппой , если

(v1) выполнено следующее условие:

S(t)S(s)x =
1

(n− 1)!

( t+s
∫

t

(t+ s− τ)n−1
S(τ)x dτ −

s
∫

0

(t+ s− τ)n−1
S(τ)x dτ

)

(1.1)

для всех s, t > 0 и x ∈ E;
(v2) операторное семейство S(·) сильно непрерывно по t > 0.

Определение 1.2. n раз проинтегрированная полугруппа {S(t) : t > 0} называется экспонен-

циально ограниченной, если

(v3) существуют K > 0 и ω ∈ R такие, что

‖S(t)‖ 6 Ke
ωt
, t > 0. (1.2)

Определение 1.3. Проинтегрированная полугруппа {S(t), t > 0} называется невырожден-

ной, если

(v4) равенство S(t)x = 0 t > 0 влечет x = 0.

Определение 1.4 (см. [407]). Для проинтегрированной полугруппы {S(t) : t > 0} множество

N (S(t)) := {x ∈ E; S(t)x = 0, t > 0}
называется пространством вырождения проинтегрированной полугруппы {S(t) : t > 0}.

В этом обзоре мы будем рассматривать только невырожденные принтегрированные полугруп-
пы. Некоторые утверждения о вырожденных 1 раз проинтегрированных полугруппах приведены
в [407].

Определение 1.5. Для экспоненциально ограниченной функции φ(t) определим тип как

ω(φ(·)) := inf{ω : ‖φ(t)‖ 6 Ke
ωt для t > 0 при некотором K}.

Замечание 1.6 (см. [80, 115, 314]). Для удобства C0-полугруппу будем рассматривать как
0 раз проинтегрированную полугруппу.
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Замечание 1.7. В первых работах, посвященных проинтерированным полугруппам, рассмат-
ривались только проинтегрированные полугруппы целого порядка (см. [77, 80, 407] и др.).

Если в определении 1.1 мы заменим (1.1) на равенство

S(t)S(s)x =
1

Γ(α)

( t+s
∫

t

(t+ s− τ)α−1
S(τ)x dτ −

s
∫

0

(t+ s− τ)α−1
S(τ)x dτ

)

(1.3)

для s, t > 0 и α > 0, α 6∈ N (см. [185, 330, 331]), то получим определение α-раз проинтегрированной

полугруппы дробного порядка. α раз проинтегрированные полугуппы изучались в [185, 209, 322,
330, 331]. Ясно, что для α = n ∈ N целых, равенства (1.1) и (1.3) совпадают.

Предложение 1.8 (см. [6]). Пусть T > 0 и {S(t), t > 0} — невырожденная α раз проинте-

грированная полугруппа (α > 0). Тогда

(i) ‖S(t)‖ равномерно ограничена на [0, T ];
(ii) S(t)S(s) = S(s)S(t) для всех s, t > 0;
(iii) S(0)x = 0 для любого x ∈ E.

Определение 1.9 (см. [115, 331, 330, 407]). Пусть {S(t); t > 0} — α раз проинтегрированная
полугруппа с α > 0. Генератор A полугруппы S(t) определяется так: x ∈ D(A) и Ax = y тогда и
только тогда, когда

S(t)x =

t
∫

0

S(τ)ydτ +
tα

Γ(α+ 1)
x для всех t > 0.

Когда α = 0, это определение совпадает с обычным определением генератора C0-полугруппы.
Известно, что существуют проинтегрированные полугруппы, которые не являются экспонен-

циально ограниченными, проинтегрированные полугруппы с неплотно определенными генера-
торами и проинтегрированные полугруппы, которые определены только на интервале [0;T ) с
конечным T <∞ (см. [314, 209, 6]).

Предложение 1.10 (см. [81, 314, 6]). (Наиболее простой пример экспоненциально ограниче-
нной n раз проинтегрированной полугруппы.) Пусть U(t) — C0-полугруппа в банаховом про-

странстве E. Тогда S(t), сильный интеграл от U(t):

S(t)x :=

t
∫

0

U(s)x ds, x ∈ E, (1.4)

есть 1 раз проинтегрированная полугруппа в E.

n-кратный сильный интеграл от U(·):

S(t)x :=

t
∫

0

dt1

t1
∫

0

dt2 · · ·
tn−1
∫

0

U(tn)x dtn, x ∈ E, (1.5)

дает пример n раз проинтегрированной полугруппы на E.

Предложение 1.11 (см. [80, 209, 314, 6]). Существует проинтегрированная полугруппа с

неэкспоненциальным ростом. А именно, операторное семейство

S(t)x =

{ t
∫

0

e
ansds · xn

}∞

n=1

с an := 2n+ e
n2

i (1.6)

есть 1 раз проинтегрированная полугруппа в пространстве l2 с порадком роста et
2

.

Если мы возьмем an := γn+ en
γ
i с γ ∈ (1, 2) в (1.6), то 1 раз проинтегрированная полугруппа

(в l2) имеет порядок роста t1+1/γ−1.
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Предложение 1.12 (см. [314]). Существуют проинтегрированные полугруппы с неплотно

определенными генераторами. Рассмотрим оператор A = −d/dx в E = C[0,∞) с

D(A) = {u ∈ C[0,∞) : u′(·) ∈ C[0,∞), u(0) = 0}.
Так как D(A) 6= E, то оператор A не может быть генератором C0-полугруппы. В этом случае

A есть генератор 1 раз проинтегрированной полугруппы S(t), определенной как

(S(t)f)(x) =



































−
x−t
∫

x

f(s) ds, x > t,

−
0
∫

x

f(s) ds, 0 6 x 6 t.

Заметим, что A является генератором C0-полугруппы в пространстве C0[0,∞) непрерывных

на [0,∞) функций, вырождающихся в нуле.

Предложение 1.13 (см. [314]). Пусть

E =
{

L
p(R)× L

p(R), ‖u‖E = ‖u1‖Lp + ‖u2‖Lp

}

, где u =

(

u1

u2

)

.

Рассмотрим оператор A, определенный как

Au =

(

−h −f
0 −h

)

u

с

D(A) =

{(

u1

u2

)

∈ E : hu1 + fu2 ∈ L
p(R), hu2 ∈ L

p(R)

}

,

где h(x) = 1 + |x|, f(x) = |x|γ , γ > 0. Для формально определенной оператор-функции

V (t) =

t
∫

0

e
As
ds, t > 0,

мы можем записать

V (t)u =

(

1− e−ht tfe−ht

0 1− e−ht

)

u, u ∈ E.

Если γ ∈ (1, 2], то семейство ограниченных линейных операторов {V (t), t > 0} есть 1 раз

проинтегрированная полугруппа. Оператор A является генератором этой полугруппы, т.к.

λI −R(λ,A)−1 = λI −
( ∞
∫

0

λe
−λt

V (t) dt

)−1

= λI −









1

λ+ h

f

(λ+ h)2

0
1

λ+ h









= A.

Далее, если γ 6 2, то оператор-функции Vk(t), t > 0, определенные равенствами

Vk(t)u =

t
∫

0

Vk−1(s)u ds, u ∈ E, k > 2, V1 = V,

образуют k раз проинтегрированные полугруппы на E. В частности, равенство

V2(t)u =

t
∫

0

V (s)u ds =
1

h









1− 1− e−ht

h
−tfe−ht +

(1− e−ht)f

h
− tf

h

0 t− 1− e−ht

h









u, u ∈ E,
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определяет 2-раза проинтегрированную полугруппу V2 на E. Также заметим, что если γ > 2,
то все λ > 0 не принадлежат резольвентному множеству оператора A, и поэтому для любого

n оператор A не может порождать n раз проинтегрированную полугруппу на E.

Предложение 1.14 (см. [314, 339] (пример)). Дифференциальный оператор

A =
∑

|α|6k

aαD
α
,

где

D
α =

(

∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn

, |α| =
n
∑

j=1

αj , max |α| > n/2,

и его символ

p(x) =
∑

|α|6k

aα(ix)
α

эллиптический полиномиальный с Re p(x) <∞, является генератором ([n/2] + 2) раз проинте-

грированной полугруппы в пространствах C0(R
n), Lp(Rn), 1 6 p 6 ∞.

Предложение 1.15 (см. [339] (примеры)). (i) Если оператор A порождает полугруппу

T (·) класса (0, A), (1, A), (0, C1) или (1, C1) в соответствии с определениями в [187,
Разд. 10.6], то A порождает 1 раз проинтегрированную полугруппу S(·) в E, где

S(t)x :=

t
∫

0

T (s)x ds.

(ii) Пусть A является генератором полугруппы T (·), которая сильно непрерывна при t > 0
и имеет сингулярность в точке 0 порядка роста α, т.е. ‖T (t)‖ < Mt−α для некоторого

0 < α < 1 (см. [143, 341]). Тогда

S(t)x :=

t
∫

0

T (s)x ds

есть 1 раз проинтегрированная полугруппа в E.

Предложение 1.16 (см. [80, 81, 330, 331, 407, 6]). Пусть A является генератором α раз

проинтегрированной полугруппы {S(t); t > 0}. Тогда

(i) A есть замкнутый линейный оператор;
(ii) S(t)x ∈ D(A) и AS(t)x = S(t)Ax для x ∈ D(A) и t > 0;
(iii)

t
∫

0

S(τ)x dτ ∈ D(A)

и

A

t
∫

0

S(τ)x dτ = S(t)x− tα

Γ(α+ 1)
x (1.7)

при всех x ∈ E и t > 0;
(iv) S(t)x ∈ D(A) для всех x ∈ E и t > 0;
(v) при α = n ∈ N и x ∈ E, функция S(·)x диффференцируема при t > 0 тогда и только тогда,

когда S(t)x ∈ D(A). При этом

dS(t)x

dt
= AS(t)x+

tn−1x

(n− 1)!
, n ∈ N;
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(vi) (см. [115]). Для r ∈ N и α = n ∈ N имеем

S(t)x−
r−1
∑

k=0

tn+k

(n+ k!)
A

k
x =



































1

(r − 1)!

t
∫

0

(t− u)r−1
S(u)Ar

x du при x ∈ D(Ar),

1

(r − 1)!
A

t
∫

0

(t− u)r−1
S(u)Ar−1

x du при x ∈ D(Ar−1).

Предложение 1.17 (см. [330]). Пусть A является генератором α раз проинтегрированной

полугруппы {S(t) : t > 0} в E, где α > 0. Пусть γ > 0 и

V (t)x :=

t
∫

0

(t− s)γ−1

Γ(γ)
S(s)x ds для x ∈ E

есть интеграл Римана—Лиувилля порядка γ от α раз проинтегрированной полугруппы. Тогда

{V (t) : t > 0} есть (α+ γ) раз проинтегрированная полугруппа и A — ее генератор.

Предложение 1.18 (см. [330]). Если A порождает α раз проинтегрированную полугруппу,

то A порождает β раз проинтегрированную полугруппу для любого β > α.

Для β, α ∈ N это утверждение было получено в [81, 339].

Предложение 1.19 (см. [77, 339]). Во множестве плотно определенных операторов класс

всех операторов, которые порождают n раз проинтерированные полугруппы при некотором

n ∈ N0, совпадает с классом всех генераторов экспоненциальных полугрупп распределений в

смысле Лионса (см. [284]).

Предложение 1.20 (см. [77, 339]). Плотно определенный оператор A является генератором

n раз проинтегрированной полугруппы при некотором n ∈ N0 тогда и только тогда, когда

существует такое w > 0, m ∈ N, M > 0, что {λ : Reλ > w} ⊆ ρ(A) и ‖R(λ,A)‖ 6 M(1 + |λ|m)
при Reλ > w.

Проинтегрированные полугруппы представляют собой эффективное средство для иссле-
дования как однородной абстрактной задачи Коши (ACP ;A, x)

du(t)

dt
= Au(t), u(0) = x, t > 0, (1.8)

так и неоднородной задачи Коши (ACP ;A, x, f(·))
du(t)

dt
= Au(t) + f(t), u(0) = x, t > 0, (1.9)

в банаховом пространстве E, где A — линейный замкнутый оператор.

Определение 1.21 (см. [80, 330, 331, 339]). Функция u(t) : [0,∞) → D(A), где u(t) ∈
C1([0,∞), E) и u(0) = x удовлетворяют условиям (ACP ;A, x) (или (ACP ;A, x, f)) называется
(классическим) решением задачи (1.8) (или (1.9)).

Определение 1.22 (см. [314, 339]). Пусть n ∈ N. Задача Коши (ACP ;A, x) называется экс-

поненциально (n)-корректной на Ẽ ⊆ D(An+1) с типом ω, если для любого x ∈ Ẽ:

(i) существует единственное решение

u(·) ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞);E);

(ii) ∃K > 0, ω ∈ R+ такие, что ‖u(t)‖ 6 Keωt‖x‖D(An).

Если Ẽ = D(An+1), то будем говорить, что задача (ACP;A,x) экспоненциально (n)-
корректна с типом ω.

Теорема 1.23 (см. [314]). Пусть A — плотно определенный линейный оператор в E с непу-

стым резольвентным множеством. Тогда следующие утверждения эквивалентны:
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(i) A есть генератор n раз проинтегрированной полугруппы {S(t), t > 0};
(ii) задача Коши (ACP ;A, x) экспоненциально (n)-корректна с типом ω.

Для α > 0 также будем рассматривать однородную (ACP,A, x)α и неоднородную
(ACP ;A, x, f(·))α, α-проинтегрированные эволюционные семейства

v(t) = A

t
∫

0

v(τ)dτ +
tα

Γ(α+ 1)
x (1.10)

и

v(t) = A

t
∫

0

v(τ)dτ +
tα

Γ(α+ 1)
x+

t
∫

0

(t− s)α

Γ(α+ 1)
f(s) ds. (1.11)

Предложение 1.24 (см. [330, 331]). Пусть α > 0. Тогда следующие утверждения эквива-

лентны:

(i) оператор A является генератором α раз проинтегрированной полугруппы;
(ii) оператор A замкнут и линеен и (ACP ;A, x)α имеет единственное решение v(·, x) ∈

C([0, T );E) для любого x ∈ E.

В этом случае эволюционный оператор S(t)x := v(t, x) интегрального уравнения (1.10) есть

проинтегрированная полугруппа порядка α, порожденная оператором A.

Для α = 1 это утверждение было доказано в [407].
Это утверждение показывает, что проинтегрированная полугруппа порядка α может быть по-

лучена как эволюционное семейство интегрального уравнения (1.10). Поэтому это утверждение
называется “подход через интегральное уравнение” к проинтегрированным полугруппам.

Предложение 1.25 (см. [330]). Пусть α = n ∈ N и A — генератор n раз проинтегрирован-

ной полугруппы {S(t); t > 0}. Если S(t)x ∈ Cn+1([0,∞);E), то n-я производная S(n)(t)x есть

единственное решение в C([0, T );E) задачи (ACP ;A, x)n.

Следующее утверждение касается неоднородной задачи (ACP ;A, x, f(·))α.

Предложение 1.26 (см. [330]). Пусть A является генератором α раз проинтегрированной

полугруппы {S(t) : t > 0}, где α > 0, x ∈ E и f(·) ∈ L1((0, T );E). Положим

v(t) := S(t)x+

t
∫

0

S(t− s)f(s) ds для 0 6 t 6 T. (1.12)

Тогда v(t) есть единственное решение задачи (ACP ;A, x, f(·))α.

Для α = 1 это утверждение было доказано в [407].

Предложение 1.27 (см. [80]). Пусть α = n ∈ N и A — генератор n раз проинтегрированной

полугруппы {S(t); t > 0}. Если существует решение u(t) задачи (ACP ;A, x, f), то функция v(t)

(см. (1.12)) принадлежит Cn+1([0, T ];E) и u(t) = v(n)(t).

Обратно, если v(t) ∈ Cn+1([0, T ], E), то u(t) = v(n)(t) является решением задачи

(ACP ;A, x, f).

Предложение 1.28 (см. [80]). Для v(·) из (1.12) и любого t > 0 имеем

t
∫

0

v(s) ds ∈ D(A)

и

A

t
∫

0

v(s) ds = v(s)− tn

n!
x−

t
∫

0

(t− r)n

n!
f(r) dr, t ∈ [0, T ).
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Следующее утверждение дает достаточное условие на f(·) и x для существования решения
задачи (ACP ;A, x, f).

Предложение 1.29 (см. [80]). Если f ∈ Cn+1([O,T ], E) и x ∈ D(A), x1 := Ax+ f(0) ∈ D(A),
x2 := Ax1 + f ′(0) ∈ D(A), . . . , xk+1 := Axk + f (k)(0) ∈ D(A), . . . , xn := Axn−1 + f (n)(0) ∈ D(A),
то задача (ACP ;A, x, f) имеет единственное решение.

Предложение 1.30 (см. [330, 331]). Пусть {V (t) : t > 0} — сильно непрерывное семейство

в B(E) и B — линейный замкнутый оператор в E. Если V (t) удовлетворяет двум условиям:

(i)
t
∫

0

V (τ)x dτ ∈ D(B)

и

V (t)x = B

t
∫

0

V (τ)x dτ +
tα

Γ(α+ 1)
x

для x ∈ E и t > 0;
(ii)

V (t)x =

t
∫

0

V (τ)Bxdτ +
tα

Γ(α+ 1)
x

для x ∈ D(B) и t > 0,

то существует такое ω > 0, что (ω,∞) является подмножеством резольвентного множеству

ρ(B) оператора B.

Предложение 1.31 (см. [330, 331, 339]). Пусть α > 0.

1) ](i)] Если A — генератор α раз проинтегрированной полугруппы {S(t); t > 0}, то суще-

ствует такое ω > 0, что (ω,∞) ⊂ ρ(A). (Для α = 1, см. также [407].)
(ii) Каждая α раз проинтегрированная полугруппа однозначно определена своим генератором.

Следующие утверждения касаются спектральных свойств проинтегрированных полугрупп.

Предложение 1.32 (см. [147]). Пусть {S(t); t > 0}— проинтегрированная полугруппа по-

рядка α ∈ R+ и A— ее генератор. Тогда

(i) для любого t > 0 имеем
t
∫

0

e
λ(t−s)

S(s)x ds ∈ D(A)

и

(λI −A)

t
∫

0

e
λ(t−s)

S(s)x ds =

t
∫

0

(t− s)α−1

Γ(α)
e
λ(t−s)

S(s)x ds − S(t)x; (1.13)

(ii)

Pσ(S(t)) ∪ {0} =

{ t
∫

0

(t− s)α−1

Γ(α)
e
λs
ds : λ ∈ Pσ(A)

}

∪ {0}; (1.14)

(iii)

Cσ(S(t)) ∪ {0} =

{ t
∫

0

(t− s)α−1

Γ(α)
e
λs
ds : λ ∈ Cσ(A)

}

∪ {0}; (1.15)
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(iv)

Rσ(S(t)) ∪ {0} =

{ t
∫

0

(t− s)α−1

Γ(α)
e
λs
ds : λ ∈ Rσ(A)

}

∪ {0}. (1.16)

Предложение 1.33 (см. [147]). Пусть {S(t); t > 0} — проинтегрированная полугруппа A —

ее генератор, α ∈ R+. Если µ ∈ Cσ(S(t0)) \ {0}, то существует такое λ ∈ Cσ(A), что

µ =

t0
∫

0

(t0 − s)α−1

Γ(α)
e
λs
ds.

1.1. Экспоненциально ограниченные проинтегрированные полугруппы

Характеристика экспоненциально ограниченных n раз проинтегрированных полугрупп была
дана в [80, 248, 339].

Предложение 1.1.1 (см. [80, 330, 339]). Если {S(t) : t > 0} — невырожденная экспонен-

циально ограниченная α раз проинтегрированная полугруппа, то существует единственный

замкнутый линейный оператор A, такой что (ω,∞) ∈ ρ(A) и для x ∈ E и λ > a,

(λI −A)−1
x = λ

α

∞
∫

0

e
λt
S(t)x dt. (1.1.1)

Определение 1.1.2 (см. [81, 314]). Пусть A— оператор в банаховом пространстве E и k ∈ N0.
Назовем A генератором k раз проинтегрированной полугруппы, если существуют ω > 0 и сильно
непрерывная функция S : R+ → B(X) такие, что ω(S) 6 ω, (ω,∞) ⊂ ρ(A), и

R(λ;A)x = λ
k

∞
∫

0

e
−λt

S(t)x dt (λ > ω) для всех x ∈ E.

В этом случае семейство S(·) называется экспоненциально ограниченной k раз проинте-

грированной полугруппой, порожденной оператором A. Если k = 1, мы также будем называть
это семейство один раз проинтегрированной полугруппой.

Определение 1.1.3 (см. [81]). Оператор A из определения 1.1.1 называется генератором экс-
поненциально ограниченной проинтегрированной полугруппы {S(t) : t > 0}. S(·) называется k раз

проинтегрированной полугруппой, порожденной оператором A.

Это определение легко обобщается для α ∈ R+. Этот вариант определения проинтегрированной
полугруппы и ее генератора называется «резольвентным подходом».

Следующее утверждение играет важную роль в резольвентном подходе.

Предложение 1.1.4 (см. [80, 81, 314]). Пусть S(·) : R+ → B(E) — сильно непрерывная

функция, удовлетворяющая

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

S(s)x ds

∥

∥

∥

∥

6 Me
ωt‖x‖, t > 0 при некоторых M,ω > 0 и любом

x ∈ E. Пусть k ∈ N. Для λ > ω, x ∈ E положим

R(λ)x := λ
k

∞
∫

0

e
λt
S(t)x dt.

Тогда следующие предложения эквивалентны:

(i) Существует такой оператор A, что (ω,∞) ⊂ ρ(A) и R(λ) = (λI −A)−1 для λ > ω.
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(ii) Для s, t > 0 и x ∈ E

S(t)S(s)x =
1

(k − 1)!

[ t+s
∫

t

(s+ t− r)k−1
S(r)x dr −

t
∫

0

(s+ t− r)k−1
S(r)x dr

]

, (1.1.2)

и равенство S(t)x = 0 для всех t > 0 влечет x = 0.

Предложение 1.1.5 (см. [330]). Определения 1.1.3 и 1.9 эквивалентны, если α раз проинтег-

рированная полугруппа {S(t) : t > 0} экспоненциально ограничена.

Заметим, что, в противоположность ситуации с C0-полугруппами, генераторы k раз проинте-
грированных полугрупп при k > 1 не обязаны быть плотно определены (см. предложение 1.12).

Предложение 1.1.6 (см. [81, 314, 339]). Пусть k ∈ N и {S(t) : t > 0} — n раз принтегриро-

ванная полугруппа в E с генератором A. Тогда имеют место следующие утверждения:

(a) R(µ,A)S(t) = S(t)R(µ,A), t > 0, µ ∈ ρ(A);
(b) если x ∈ D(A), то S(t)x ∈ D(A) и AS(t)x = S(t)Ax для всех t > 0;
(c) пусть x ∈ D(A) и t > 0, тогда

t
∫

0

S(s)Ax ds = S(t)x− tn

n!
x и

d

dt
(S(t)x) = S(t)Ax+

tn−1

(n− 1)!
x; (1.1.3)

(d) для x ∈ E, t > 0

t
∫

0

S(s)x ds ∈ D(A) и A

t
∫

0

S(s)x = S(t)x− tn

n!
x;

(e) для x ∈ D(An), n ∈ N,

S
(n)(t)x = S(t)An

x+

n−1
∑

k=0

tk

k!
A

k
x;

(f) для x ∈ D(An+1), n ∈ N,

d

dt
S
(n)(t)x = AS

(n)(t)x = S
(n)(t)Ax (1.1.4)

и

R(µ;A)x = µ
−(n+1)

R(µ;A)An+1 =
n
∑

k=o

µ
−(k+1)

A
k
x;

(g) для x ∈ D(An+1), n ∈ N, для решения u(t) задачи (ACP ;A, x) имеет место следующая

формула представления Фрагмена:

u(t) = lim
µ→∞

µ

∞
∑

k=1

(−1)k−1 1

(k − 1)!
e
kµt
R(kµ;A)x;

(h) для x ∈ D(An+1), n ∈ N, для решения u(t) задачи (ACP ;A, x) имеет место следующая

формула

S(t)u(0) =

t
∫

0

1

(n− 1)!
(t− s)n−1

u(s) ds.

Предложение 1.1.7 (см. [?]). Пусть A является генератором k раз проинтегрированной по-

лугруппы {S(t) : t > 0} в E для некоторого k ∈ N и пусть a ∈ C. Тогда оператор A − aI тоже

порождает k раз проинтегрированную полугруппу Sa(·) в E, которая дается формулой

Sa(t)x = e
−at

S(t)x+

k
∑

j=1

C
j
ka

j

t
∫

0

(t− s)j−1

(j − 1)!
e
−αs

S(s)x ds.
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Предложение 1.1.8 (см. [81]). Предположим, что A — линейный оператор на E и k ∈ N.

(a) Предположим, что существуют ω > 0, M > 0, b > 0 такие, что λ ∈ ρ(A) и ‖R(λ;A)‖ 6

M |λ|k−1−b при Reλ > ω. Тогда A порождает k раз проинтегрированную полугруппу S(·), для

которой ω(S) 6 ω.

(b) Обратно, если A порождает k раз проинтегрированную полугруппу S(·) такую, что

ω(S) < ∞, то для ω > max(ω(S), 0) существует такое M , что λ ∈ ρ(A) и ‖R(λ;A)‖ 6 M |λ|k
при Reλ > ω.

Определение 1.1.9 (см. [339, 407]). Пусть {S(t) : t > 0} — n раз проинтегрированная по-
лугруппа в E с генератором A. Множество Cm := {x ∈ E : S(·)x ∈ Cm(R+;E)} называется
пространством дифференцируемости m-го порядка для S(·).

Для пространства дифференцируемости m-го порядка для один раз проинтегрированной по-
лугруппы имеют место следующие соотношения.

Предложение 1.1.10 (см. [407]). Пусть {S(t) : t > 0} — 1 раз проинтегрированная полу-

группа с генератором A. Тогда

S(t)x ∈ C
1 и S

′(r)S(t)x = S(r + t)x− S(r)x для любого x ∈ E; (1.1.5)

S(t) : Cn → C
n+1

, n > 0; (1.1.6)

S
′(t) : Cn → C

n
, n > 1; (1.1.7)

S
′′(t) : Cn+1 → C

n
n > 1; (1.1.8)

S
′(r)S(t)− S

′(t)S(r) = S(t)− S(r) на E; (1.1.9)

S
′(r)S(t) = S(t)S′(r) на C

1; (1.1.10)

S
′(r)S′(t) = S

′(r + t) на C
1; (1.1.11)

S
′(t) = S

′′(0)S(t) + S
′(0) на C

1; (1.1.12)

S(t)S′′(0) = S
′′(0)S(t) на C

2; (1.1.13)

S
′′(t) = S

′′(0)S′(t) = S
′(t)S′′(0) на C

3; (1.1.14)

S(r)S′(t) = S(t+ r)− S(t) на C
1; (1.1.15)

S(r)S′′(t) = S
′(t+ r)− S

′(t) на C
2; (1.1.16)

S
′(r)S′′(t) = S

′′(t+ r) = S
′′(t)S′(t) на C

2; (1.1.17)

C
2 ⊆ D(A), AC

2 ⊆ C
1 и Ax = C

′′(0)x для x ∈ C
2; (1.1.18)

S(t)C1 ⊆ C
2 и AS(t)x = S

′′(0)S(t)x = S
′(t)x− x. (1.1.19)

Предложение 1.1.11 (см. [339]). Пусть A — генератор (n−1) раз проинтегрированной полу-

группы {S(t) : t > 0} с ‖S(t)‖ < Meωt.

Тогда

(i) · · · ⊂ D(A3n−3) ⊂ C3n−3 ⊂ D(A2n−2) ⊂ C2n−2 ⊂ D(An−1) ⊂ Cn−1;

(ii) ‖x‖F := sup
t>0

‖e−ωtS(n−1)(t)x‖ определяет норму на D(An−1), для которой ‖x‖ 6 ‖x‖F 6

M1‖x‖n−1, где

‖x‖k := ‖x‖+ ‖Ax‖+ · · · + ‖Ak
x‖; (1.1.20)

(iii) пусть F — банахово пространство, полученное замыканием множества C2n−2 в норме

‖ · ‖F ; тогда D(A2n−2)
‖·‖F

= F ⊂ Cn−1;

(iv) если A плотно определен, то D(An−1)
‖·‖F

= F ⊂ Cn−1;
(v) сужение A|F оператора A на F с областью определения D(A|F ) := {x ∈ D(A)∩F : Ax ∈ F}

и A|Fx = Ax для всех x ∈ D(A|F ) есть генератор сильно непрерывной полугруппы T (t) :=

(S(n−1)(t)|F ) ⊂ B(F ), допускающей оценку ‖T (t)‖B(F ) 6 eωt.

Предложение 1.1.12 (см. [339]). Пусть A — плотно определенный оператор в банаховом

пространстве E. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) A есть генератор (n− 1) раз проинтегрированной полугруппы;
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(ii) резольвентное множество оператора A непусто и существует норма ‖ · ‖F на D(An−1)

такая, что ‖x‖ 6 ‖x‖F 6 M1‖x‖n−1. Сужение A на F = D(An−1)
‖·‖F

порождает сильно

непрерывную полугруппу на F .

Определение 1.1.13 (см. [339]). Будем говорить, что задача Коши (1.8) экспоненциально

(n, k)-корректна (или просто корректна), если существуют 1 < n ∈ N и k ∈ N, 0 6 k 6 n,
такие, что для всех x ∈ D(An) существует единственное решение u(·) задачи (ACP ;A, x), для
которого справедлива оценка ‖u(t)‖ 6 eωt‖x‖k для всех t > 0.

Для проинтегрированных полугрупп имеет место следующая теорема типа Хилле—Иосиды.

Предложение 1.1.14 (см. [80, 339, 314]). Пусть A — линейный оператор в E. Пусть M > 0,
ω ∈ R и k ∈ N0. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) (ω,∞) ⊂ ρ(A) и

sup
k∈N0

sup
λ>ω

∥

∥

∥

∥

(λ− ω)k+1

k!

(

R(λ;A)

λn

)(k)∥
∥

∥

∥

6M ;

(ii) A порождает (n + 1) раз проинтегрированную экспоненциально ограниченную полугруппу

S(·), удовлетворяющую условию

lim sup
h→0

1

h
‖S(t+ h)− S(t)‖ 6Me

ωt;

(iii) (ACP ;A, x) (1.8) экспоненциально (n, n− 1)-корректна.

Предложение 1.1.15. Пусть A — замкнутый оператор в E и пусть k ∈ N0. Следующие

утверждения эквивалентны:

(i) A порождает экспоненциально ограниченную k раз проинтегрированную полугруппу на E;
(ii) для любого x ∈ E существует единственное классическое решение задачи (ACP ;A, x)k+1,

которое экспоненциально ограничено;
(iii) ρ(A) 6= ∅, и для любого x ∈ D(Ak+1) существует единственное классическое решение

задачи (ACP ;A, x), которое экспоненциально ограничено.

Теорема 1.1.16 (см. [339]). Пусть оператор A имеет непустое резольвентное множество.

Тогда

(a) если A порождает (n−1) раз проинтегрированную полугруппу, то задача Коши (ACP ;A, x)
(1.8) экспоненциально (n, n− 1)-корректна;

(b) если A плотно определен и если задача (ACP ;A, x) (1.8) экспоненциально (n, n − 1)-
корректна, то A порождает (n− 1) раз проинтегрированную полугруппу.

Если в определении 1.1 проинтегрированной полугруппы мы рассмотрим k ∈ R+ вместо k ∈ N,
то получим проинтегрированную полугруппу дробного порядка, которая была введена в [185].

Проинтегрированные полугруппы дают решения однородной задачи Коши, если она корректна
на D(An).

Следующее утверждение показывает, что для любого n ∈ N возможна ситуация, когда задача
(ACP ;A, x) имеет единственное решение при любом x ∈ D(An+1), но не при любом x ∈ D(An).

Предложение 1.1.17 (см. [339] (пример)). Пусть n > 2 и пусть A — генератор неаналити-

ческой сжимающей полугруппы T (t) в банаховом (гильбертовом) пространстве E. Обозначим

через En пространство E × · · · × E, оснащенное максимум (гильбертовой)-нормой. Положим

B :=

















A A 0 0 · · · 0
0 A A 0 · · · 0
0 0 A A · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 0 A A

0 0 0 · · · 0 A

















.
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Тогда задача (ACP ;B,x) с оператором B имеет единственное решение при любом x ∈
D(Bn+1), но не при любом x ∈ D(Bn).

Предложение 1.1.18 (см. [330]). Если A — генератор n раз проинтегрированной полугруппы

и если B ∈ B(E) и R(B) ⊆ D(An), то A+B порождает n раз проинтегрированную полугруппу.

Предложение 1.1.19 (см. [339]). Для любого n > 1 существует плотно определенный ли-

нейный оператор A в банаховом (гильбертовом) пространстве E такой, что

(a) резольвента R(µ;A) существует при Reµ > 0 и удовлетворяет оценке ‖R(µ;A)‖ < (2n −
1)/µ при всех вещественных µ > 0 и

(b) абстрактная задача Коши (ACP ;A, x) имеет единственное решение для любого x ∈
D(An), но не для любого x ∈ D(An−1).

Предложение 1.1.20 (см. [339]). Пусть A — линейный оператор в банаховом пространстве

E с непустым резольвентным множеством. Если задача (ACP ;A, x) имеет единственное ре-

шение u(·) для любого x ∈ D(An), то следующие утверждения относительно непрерывной за-

висимости решения от начальных данных имеют место.

(i) Если (uk(·))k∈N — последовательность решений задачи (ACP ;A, uk(0)), для которой

uk(0) → 0 при k → ∞ в D(An−1), то решения uk(·) сходятся к нулю равномерно на любом

компакте из R+.

(ii) Если 1 < j < n−1 и если {uk(·)}k∈N — последовательность решений задачи (ACP ;A, uk(0))

с uk(0) → 0 в [D(An−k−1)], то j раз проинтегрированные решения u
(−j)
k (·),

u
(−j)
k (t) =

t
∫

0

1

(j − 1)!
(t− s)j−1

uk(s) ds,

сходятся к нулю равномерно на компактах из R+.

(iii) Существует локально ограниченная функция p(·) такая, что для любых 0 6 j 6 n− 1 и

x ∈ D(An) j раз проинтегрированное решение удовлетворяет условию ‖u(−j)
k (t)‖ < p(t)‖x‖n−j−1.

Предложение 1.1.21 (см. [339]). Пусть A — линейный оператор в банаховом пространстве

E с непустым резольвентным множеством.

(i) Если A порождает экспоненциально ограниченную (n − 1) раз проинтегрированную полу-

группу, то задача (ACP ) экспоненциально (n, n− 1)-корректна.

(ii) Если A плотно определен и если задача (ACP ) экспоненциально (n, n− 1)-корректна, то

A порождает (n− 1) раз проинтегрированную полугруппу.

Предложение 1.1.22 (см. [339]). Пусть A — плотно определенный линейный оператор в

банаховом пространстве E. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) задача (ACP ) экспоненциально (n, n− 1)-корректна;
(b) оператор A замкнут, и существует D — линейное плотное подмножество E такое, что

для любого x ∈ D задача (ACP) имеет решение. Существуют такие M,ω, что для любого

решения u(·) с u(0) ∈ D (n−1) раз проинтегрированное решение f(·) удовлетворяет оценке

‖f(t)‖ 6Meωt‖u(0)‖ для всех t > 0;
(c) A порождает (n− 1) раз проинтегрированную полугруппу ;
(d) существуют M,ω > 0 и семейство T (t) в L(D(An−1)), E), для которого T (·)x ∈ C(R+;E)

и ‖T (t)x‖ 6 Meωt‖x‖n−1 для всех x ∈ D(An−1), такие, что R(µ;A) существует и пред-

ставляется формулой

R(µ;A)x =

∞
∫

0

e
−µt

T (t)x dt

для всех µ ∈ C с Reµ > ω и любого x ∈ D(An−1);
(e) существуют M,ω > 0 такие, что R(µ;A) существует и удовлетворяет оценке

‖R(µ;A)kx‖ 6M(µ− ω)−k‖x‖n−1 для всех µ > ω, k ∈ N и всех x ∈ D(An−1);
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(f) существуют M,ω > 0 такие, что R(µ,A) существует и удовлетворяет оценке
∥

∥

∥

∥

1

k!

(

µ
1−n

R(µ;A)
)(k)

x

∥

∥

∥

∥

6M

(

1

µ− ω

)k+1

для всех µ > ω и k ∈ N0.

Предложение 1.1.23 (см. [339]). Пусть A — плотно определенный линейный оператор в ба-

наховом пространстве E. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) A порождает проинтегрированную полугруппу ;
(b) существуют вещественные константы M,ω, и k ∈ N0 такие, что R(µ;A) существует и

удовлетворяет оценке ‖R(µ;A)‖ 6M(l + |µ|)k для всех µ ∈ C с Reµ > ω;
(c) A порождает экспоненциально ограниченную полугруппу-распределение.

Замечание 1.1.24. В [316] установлена связь между α раз проинтегрированными полугруп-
пами и гладкими полугруппами-распределениями для случая ‖Sα(t)‖ 6Mtα для t > 0.

Предложение 1.1.25 (см. [339]). Пусть A — линейный оператор в банаховом пространстве

E. Если существуют такие константы M , ω, k, что R(µ;A) существует и удовлетворяет

условию ‖R(µ;A)‖ 6 M(1 + |µ|)k для всех µ ∈ C с Reµ > ω, то задача (ACP ;A, x) (по крайней

мере) экспоненциально (k+3, k+3)-корректна. Если дополнительно A плотно определен, то A

порождает (по крайней мере) (k + 3) раз проинтегрированную полугруппу.

Предложение 1.1.26 (см. [339]). Пусть A — плотно определенный оператор в банаховом

пространстве E с нормальным воспроизводящим конусом. Если существует такое ω ∈ R, что

любое µ > ω принадлежит резольвентному множеству оператора A, и если R(µ;A)x > 0 для

всех x > 0 и µ > ω, то задача (ACP ;A, x) экспоненциально (2, 1)-корректна.

Предложение 1.1.27 (см. [339]). Пусть A — линейный оператор с непустым резольвент-

ным множеством. Тогда для n > 2 выполнено равенство

(µ1−n
R(µ;A)x)k = (−1)k

k!

(n− 2)!
µ
1−n−k

k
∑

j=0

(n+ k − j − 2)!

(k − j)!
µ
j
R(µ;A)j+1

x.

Предложение 1.1.28 (см. [339]). Пусть A — плотно определенный генератор (n − 1) раз

проинтегрированной полугруппы в нерефлексивном банаховом пространстве E.

(i) Тогда A∗ порождает n раз проинтегрированную полугруппу (S(·)∗) на E∗ и сопряженная

задача Коши u′(t) = A∗u(t), u(0) = x∗, экспоненциально (n+ 1, n)-корректна на E∗.
(ii) Существует норма ‖ · ‖F на D(A∗n) такая, что ‖x∗‖ 6 ‖x∗‖F 6 M2‖x∗‖n. Пусть

C2n
S∗ := {x∗ ∈ E∗ : t → S(t)∗x∗ ∈ C2n(R+;E

∗)}. Тогда C2n ∈ D(A∗n). Пусть F — замыкание

C2n относительно нормы ‖ · ‖F . Тогда сужение A∗ на F порождает сильно непрерывную полу-

группу на F .

Предложение 1.1.29 (см. [330]). Если A — плотно определенный генератор α раз проинте-

грированной полугруппы {S(t); t > 0}, то сопряженный A∗ к A порождает (α + γ) раз про-

интегрированную полугруппу на сопряженном к E пространстве E∗ при любом γ > 0 и, более

того, S(t)∗|D(A∗), t > 0, есть α раз проинтегрированная полугруппа на D(A∗), генератор кото-

рой есть часть A∗ в D(A∗).

(Для целых α ∈ N и γ ∈ N это предложение было установлено в [80].)

Предложение 1.1.30 (см. [109]). Пусть S(t) — один раз проинтегрированная полугруппа с

генератором A. Тогда

S(t)x = lim
n→∞

(

I − tA

n

)−n

x.

Это утверждение допускает следующее обобщение для k раз проинтегрированных полугрупп.
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Предложение 1.1.31 (см. [108]). Пусть S(t) — k раз проинтегрированная полугруппа та-

кая, что ‖S(t)‖ 6 Mtαeωt с k − 1 < α 6 k и k ∈ N. Пусть R(λ) = λkŜ(λ) — соответствующая

резольвента (псевдорезольвента). Тогда k раз проинтегрированная формула Эйлера имеет ме-

сто в сильной операторной топологии: положим F (t) := t−1R(t−1), 0 < t < ω−1; тогда для

любого t0 > 0, функция Fn(t/n) для n достаточно больших интегрируема по Бохнеру на (0, t0)
и

s-lim
n→∞

t0
∫

0

(t0 − τ)k−1

(k − 1)!
F

(

τ

n

)n

dτ = S(t0).

Следующие утверждения касаются исследования скорости сходимости в нуле проинтегри-
рованных полугрупп. Ясно, что для простейшего примера проинтегрированной полугруппы —
k-кратного интеграла от C0-полугруппы — в нуле выполняется оценка ‖S(t)‖ = O(tk).

Известно (см. [108]), что для k раз проинтегрированных полугрупп S(·), для которых выпол-
нена оценка ‖S(t)‖ = O(tk+α), α > 0, имеем S(t) = 0 — вырожденная полугруппа.

Предложение 1.1.32 (см. [108]). Пусть {R(λ)}λ∈Ω — псевдорезольвента, для которой

(ω,∞) ⊂ Ω ⊂ C при некотором вещественном ω. Для любого α ∈ [0, k] следующие утверждения

эквивалентны:

(i) существуют M > 0 и a > max{ω, 0} такие, что

sup
n>0,λ>a

∥

∥

∥

∥

(λ− ω)n+α+1

Γ(n+ α+ 1)

(

R(λ)

λk

)(n)∥
∥

∥

∥

6M ;

(ii) для любого δ > 0 существует такая (k + δ) раз проинтегрированная полугруппа {Sδ(t) :

t > 0}, что R(λ) = λk+δ

∞
∫

0

e
−λt

Sδ(t) dt, λ > ω, и M − 1 > 0, для которой

‖Sδ(t)− Sδ(s)‖ 6M1|t− s|δtαeωt, t > s > 0.

Определение 1.1.33 (см. [115]). Будем говорить, что A ∈ In, если A порождает n раз проин-
тегрированную полугруппу {S(t), t > 0}, для которой ‖S(t)‖ = O(tn) при t→ 0+.

Предложение 1.1.34 (см. [115]). Пусть A ∈ In порождает n раз проинтегрированную

полугруппу {S(t), t > 0}. Тогда

(i) Предел y := lim
t→0+

n!

tn
S(t)x существует тогда и только тогда, когда x ∈ D(A). Более того,

в этом случае y = x и lim
t→0+

(n+ 1)!

tn+1

t
∫

0

S(τ)x dτ = x.

(ii) Пусть x ∈ D(A). Тогда предел z := lim
t→0+

n+ 1

t

(

n!

tn
S(t)x− x

)

существует тогда и только

тогда, когда x ∈ D(A|
D(A)

). В этом случае справедливы следующие соотношения:

(a) lim
t→0+

n+ 1

t

(

(n+ 1)!

tn
S(t)x− x

)

= A|
D(A)

x;

(b) lim
t→0+

n+2
t

(

(n+ 1)!

tn+1
S(t)x− x

)

= A|D(A)x.

Определение 1.1.35 (см. [115]). Пусть r ∈ N, t > 0 и оператор B
(r)
t задан следующим обра-

зом:

B
(r)
t x :=

(n+ r)!

tn+r

[

S(t)x−
r−1
∑

k=0

tn+k

(n+ k)!
A

k
x

]

, x ∈ D(Ar−1).



1.1. Экспоненциально ограниченные проинтегрированные полугруппы 23

r-й оператор Тейлора B(r) для S(·) определим как

B
(r)
x := lim

t→0+
B

(r)
t x,

если предел существует.

Определение 1.1.36 (см. [115]). Пусть r ∈ N. Для x ∈ E в случае, если существуют такие
элементы gk,r ∈ E, k = 0, 1, . . . , r − 1, что величина

P
(r)
t (g0,r, g1,r, . . . , gr−1,r)x =

(n+ r)!

tn+r

[

S(t)x−
r−1
∑

k=0

tn+k

(n+ k)!
gk,r

]

имеет предел при t → 0+, то мы будем писать x ∈ D(P (r)) и использовать для этого пре-

дела обозначение P (r)(g0,r, g1,r, . . . , gr−1,r)x. Из этого определения легко видеть, что D(P (r))
есть линейное многообразие в E, а также, что g0,r, g1,r, . . . , gr−1,r и соответствующий предел

P (r)(g0,r, g1,r, . . . , gr−1,r)x однозначно определяются элементом x. Поэтому мы можем обозначить

P (r)x = P (r)(g0,r, g1,r, . . . , gr−1,r)x. P
(r) называется r-ым оператором Пеано.

Предложение 1.1.37 (см. [115]). Пусть A ∈ In — генератор n раз проинтегрированной по-

лугруппы S(·) и пусть r ∈ N. Предположим, что x ∈ D(P (r)), т.е. P (r)(g0,r, g1,r, . . . , gr−1,r)x
существует. Тогда

(a) g0,r = x и x ∈ D(A);

(b) если r = 1, то x ∈ D(A|D(A)) и P (1)x = AD(A)x;

(c) если r > 2, то x ∈ D(P (k)) и P (k)(g0,r, g1,r, . . . , gk−1,r)x = gk,r для каждого k = 1, 2, . . . , r−1.

В частности, g1,r = P (1)x = AD(A)x.

Определение 1.1.38 (см. [115]). Пусть r ∈ N, и для любого t > 0 зададим оператор C
(r)
t x

формулой

C
(r)
t x :=

(n+ 1)r

tr

[

n!S(t)

tn
− I

]r

x, x ∈ E.

Определим оператор C(r) как

C
(r)
x := lim

t→0+
C

(r)
t x,

если предел существует. Назовем C(r) r-ым оператором Римана.

Предложение 1.1.39 (см. [115]). Пусть A ∈ In — генератор n раз проинтегрированной

полугруппы S(·) и пусть r ∈ N. Тогда

(a) D(B(r)) ⊂ D(A),

(b) D(P (r)) ⊂ D(A),

(c) D(C(r)) ⊂ D(A).

Предложение 1.1.40 (см. [115]). Пусть A ∈ In — генератор n раз проинтегрированной

полугруппы S(·) и пусть r ∈ N. Если x ∈ D(A), то для любой последовательности tk > 0,
k = 1, 2, . . . , r, справедливо соотношение

[

S(tr)−
tnr

n!
I

][

S(tr−1)−
tnr−1

n!
I

]

· · ·
[

S(t1)−
tn1

n!
I

]

=

= lim
t→0+

tr
∫

0

S(ur)

tr−1
∫

0

S(ur−1) · · ·
t1
∫

0

S(u1)C
(r)
t x du1du2 · · · dur.

Предложение 1.1.41 (см. [115]). Пусть A ∈ In — генератор n раз проинтегрированной

полугруппы S(·) и пусть r ∈ N. Если x и y принадлежат D(A) и удовлетворяют условию
[

S(tr)−
tnr

n!
I

][

S(tr−1)−
tnr−1

n!
I

]

· · ·
[

S(t1)−
tn1

n!
I

]

=
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=

tr
∫

0

S(ur)

tr−1
∫

0

S(ur−1) · · ·
t1
∫

0

S(u1)y du1du2 · · · dur

для любых tk > 0, k = 1, 2, . . . , r, то x ∈ D

((

A|
D(A)

)r)

и
(

A|
D(A)

)r
x = y.

Предложение 1.1.42 (см. [115]). Пусть A ∈ In — генератор n раз проинтегрированной

полугруппы S(·) и пусть r ∈ N. Следующие утверждения эквивалентны:

(a) x ∈ D
((

A|D(A)

)r)

;

(b) x ∈ D(B(r));

(c) x ∈ D(P (r));

(d) x ∈ D(C(r)).

Более того, справедливы равенства
(

A|
D(A)

)r
x = B(r)x = P (r)x = C(r)x для любого x ∈

D

((

A|D(A)

)r)

.

Напомним определение K-функционала.

Определение 1.1.43 (см. [115]). Пусть E — банахово пространство с нормой ‖ · ‖E и Y —
подмногообразие с полунормой ‖ · ‖Y . K-функционал определяется как

K(t, x) := K(t, x,E, Y, ‖ · ‖Y ) = inf
y∈Y

{‖x− y‖E + t‖y‖Y }.

Предложение 1.1.44 (см. [115]). Пусть A ∈ In — генератор n раз проинтегрированной

полугруппы S(·). Тогда следующие утверждения эквивалентны для 0 < β 6 1 и x ∈ D(A):

(a)
∥

∥

∥

n!

tn
S(t)x− x

∥

∥

∥
= O(tβ) при t→ 0+;

(b) K(t, x,E,D(A), ‖ · ‖D(A)) = O(tβ) при t→ 0+.

Предложение 1.1.45 (см. [115]). Пусть A ∈ In порождает n раз проинтегрированную

полугруппу S(·) и пусть r > 1 — натуральное число. Тогда следующие утверждения эквива-

лентны для 0 < β 6 1 и x ∈ D

((

A|D(A)

)r−1)

:

(a)
∥

∥

∥

∥

∥

[

S(t)−
n+r−1
∑

j=n

tj

j!

(

A|D(A)

)j−n
]

x

∥

∥

∥

∥

∥

= O(t(r−1+n+β)) при t→ 0+;

(b) существуют такие последовательности gk,r ∈ E для k = 0, 1, . . . , r − 1, что
∥

∥

∥

∥

∥

S(t)x−
n+r−1
∑

j=n

tj

j!
gj−n,r

∥

∥

∥

∥

∥

= O(t(r−1+n+β)) при t→ 0+;

(c) K(t, Ar−1x,E,D(A), ‖ · ‖D(A)) = O(tβ) при t→ 0+.

Определение 1.1.46 (см. [108]). k раз проинтегрированую полугруппу будем называть голо-

морфной с углом θ, если она допускает голоморфное продолжение в открытый сектор Σθ := {z ∈
C : z 6= 0, | arg z| < θ}.

Предложение 1.1.47 (см. [108]). Пусть A — (многозначный) оператор в банаховом прост-

ранстве E с резольвентным множеством ρ(A). Тогда следующие утверждения эквивалентны

для ω > 0 и 0 < θ 6 π/2:

(i) A есть генератор голоморфной k раз проинтегрированной полугруппы с углом θ (в рас-

ширенном смысле): S(·) : Σθ → B(E) такой, что для любого 0 < φ < θ, имеет место

оценка

sup
z∈Σθ

‖e−ωz
S(z)‖ <∞;
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(ii) сектор ω +Σφ+π/2 входит в ρ(A), и для любого 0 < θ < φ имеет место оценка

sup
λ−ω∈Σφ+π/2

‖(λ− ω)R(λ;A)/λk‖ <∞.

Более того, если утверждение (i) или (ii) выполнено, то имеют место представления

R(λ;A) = λ
k

∞
∫

0

e
−λt

S(t) dt или S(z) =
1

2πi

∫

C

e
λzR(λ;A)

λk
dλ,

где C — ориентированный путь в области ω+Σφ+π/2, проходящий от ∞e−i(φ+π/2) к ∞ei(φ+π/2).

Предложение 1.1.48 (см. [108]). Пусть T (·) — полугруппа на E, допускающая преобразова-

ние Лапласа с абсциссой сходимости ω. Тогда T̂ (λ) есть резольвента R(λ;A) (многозначного)
оператора A в E с (ω,∞) ⊂ ρ(A).

Более того, следующие утверждения эквивалентны для любых чисел γ > 0 и 0 6 β < 1:

(i) T (t) имеет голоморфное продолжение в открытую правую полуплоскость, и для любого

α > γ существуют такие M > 0 и ω > 0, что

‖T (z)‖ 6Me
ω|z| |z|α

(Re z)α+β
;

(ii) для любого α > γ оператор A есть генератор голоморфной (α + β) раз проинтегриро-

ванной полугруппы Sα+β(·) в открытой правой полуплоскости с граничными значениями

на мнимой оси iR и существуют такие M,ω > 0, что ‖Sα+β(z)‖ 6Meω|z||z|α, Re z > 0.

Предложение 1.1.49 (см. [108] (пример)). Пусть A — дифференциальный оператор в

Lp(R
n), 1 6 p 6 ∞, с максимальной областью определения такой, что его символ имеет

форму ia(ξ), где функция a(ξ) вещественна, однородна, эллиптически полиномиальна в Rn. То-

гда A порождает α раз проинтегрированную полугруппу S(·) на Lp(R
n), допускающую оценку

‖S(t)‖ 6 Mtα при некотором M > 0 и всех t > 0 при α > n|1/2 − 1/p|. Более того, если символ

A имеет вид ±i|ξ|m при некотором m > 0 с m 6= 1, то A порождает α раз проинтегрированную

полугруппу тогда и только тогда, когда α > n/2 для p = 1 или p = ∞, и тогда и только тогда,

когда α > n/2|1/2 − 1/p| для 1 < p <∞.

Предложение 1.1.50 (см. [417]). Пусть (S(t))t>0 — один раз проинтегрированная экспонен-

циально ограниченная полугруппа в банаховом пространстве E с генератором A. Тогда для x ∈ E

и t > 0 справедливо соотношение

S(t)x = lim
h→0+

∞
∑

n=1

1

n!
A

n−1
S
n(h)x,

где предел существует равномерно по t на любом конечном интервале [0, T ].

Предложение 1.1.51 (см. [417]). Пусть {S(t) : t > 0} — α раз проинтегрированная

экспоненциально ограниченная полугруппа в банаховом пространстве E, α ∈ R+, и пусть A

— генератор (S(t))t>0. Пусть M > 0 и ω0 ∈ R — такие константы, что ‖S(t)‖ 6 Meω0t для

t > 0. Тогда для всех x ∈ E, t > 0 и γ > max(0, ω0) справедливо равенство

t
∫

0

S(s)x ds = lim
ω→∞

1

2πi

γ+iω
∫

γ−iω

e
λtR(λ;A)x

λ1+α
dλ.

Также для всех x ∈ D(A), t > 0, и γ > max(0, ω0) выполнено равенство

S(t)x = lim
ω→∞

1

2πi

γ+iω
∫

γ−iω

e
λtR(λ;A)x

λα
dλ.
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Предложение 1.1.52 (см. [416]). Пусть {S(t) : t > 0} — дважды проинтегрированная экс-

поненциально ограниченная полугруппа в банаховом пространстве E с генератором A. Тогда для

любых x ∈ D(A) и t > 0 выполнено равенство

S(t)x = lim
h→0+

[

t

h
+

∞
∑

n=2

1

n!
A

n−2(AS(h)x + hI)n

]

x,

где предел существует равномерно по t на любом конечном отрезке [0, T ].

Предложение 1.1.53 (см. [416]). Пусть {S(t) : t > 0} —ь k раз проинтегрированная

экспоненциально ограниченная полугруппа в банаховом пространстве E с генератором A, k ∈ N.

Тогда для любых x ∈ Ck и t > 0 справедливо равенство

S(t)x = lim
h→0+

[

1

(j − 1)!

(

t

h

)j−1 j−1
∑

i=0

(−1)iCi
j−1S((j − 1− i)h)x +

∞
∑

n=k

1

n!

(

t

h

)n

A
n−k
(

S
(k−1)(h)

)n
x

]

,

где предел существует равномерно по t на любом конечном отрезке [0, T ].

Предложение 1.1.54 (см. [80] (пример)). Оператор i∆ (где ∆ обозначает оператор Лапла-

са) с максимальной (в смысле распределений) областью определения порождает 3-раза проин-

тегрированную полугруппу в пространствах Lp(Rn), 1 6 p 6 ∞, Cb(Rn) и C0(R
n), если n 6 3 и

один раз проинтегрированную полугруппу, если n = 1.

Предложение 1.1.55 (см. [80]). Пусть E — полуупорядоченное банахово пространство с

нормальным воспроизводящим конусом (в частности, E может быть банаховой решеткой или

C∗-алгеброй). Пусть A — такой оператор в E, что (a,∞) ⊆ ρ(A) для некоторого a ∈ R и

R(λ;A) > 0 для всех λ > a.

Тогда A есть генератор дважды проинтегрированной полугруппы. Если D(A) плотно, то A

порождает один раз проинтегрированную полугруппу.

Интересные результаты, касающиеся интерполяции и экстраполяции, были получены в [85].
Было показано, что каждая C0-полугруппа в банаховом пространстве F порождает проинтегри-
рованные полугруппы на непрерывно вложенных подпространствах, и обратно, каждая проин-
тегрированная полугруппа на F может быть “вложена” в C0-полугруппы в экстраполяционных
и интерполяционных пространствах. Более точно, см. следующее предложение.

Предложение 1.1.56 (см. [85] (интерполяционная теорема)). Пусть A — генератор C0-

полугруппы {exp(tA) : t > 0} в банаховом пространстве F .

(a) Предположим, что E — такое банахово пространство, что D(Ak) →֒ E →֒ F при неко-

тором k ∈ N, где вложения непрерывны. В случае k > 2 предположим дополнительно, что

R(µ0;A)E ⊂ E для некоторого µ0 ∈ ρ(A). Тогда A|E порождает экспоненциально ограниченную

k раз проинтегрированную полугруппу S(·)|E на E.

(b) Предположим, что D(B) 6= F . Тогда для любого заданного k ∈ N существует такое ба-

нахово пространство E, что D(Ak) →֒ E →֒ F при некотором k ∈ N, и B|E порождает k раз

проинтегрированную экспоненциально ограниченную полугруппу, но не (k − 1) раз проинтегри-

рованную полугруппу.

И обратный результат:

Предложение 1.1.57 (см. [85] (экстраполяционная теорема)). Пусть A — генератор экспо-

ненциально ограниченной, k раз проинтегрированной полугруппы типа ω > 0 в банаховом про-

странстве E. Пусть α > ω. Тогда существует такой оператор B — генератор C0-полугруппы

типа α в банаховом пространстве F , что

(a) D(Bk) ⊆ E ⊆ F и A = B|E ;
(b) банахово пространство D(Bk) максимально и единственно в следующем смысле: если W

такое банахово пространство, что W ⊆ E и A|W порождает C0-полугруппу типа α на

W , то W ⊆ D(Bk).
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Предложение 1.1.58 (см. [150]). Пусть A — генератор один раз проинтегрированной полу-

группы {S(t); t > 0}. Предположим, что

(i) 0 ∈ ρ(A),
(ii) σ(A) ∩ iR счетно,

(iii) Rσ(A) ∩ iR = ∅.

Тогда S(t)x→ −A−1x при t→ ∞ для любого x ∈ D(A).

Определение 1.1.59 (см. [150]). Пусть A – генератор экспоненциально ограниченной α раз
проинтегрированной полугруппы {S(t) : t > 0} (для некоторого α > 0).

(i) Будем говорить, что {S(t) : t > 0} эргодична, если lim
t→+∞

S(t)x/tα существует для всех x ∈ E.

(ii) Будем говорить, что S(·) эргодична по Чезаро, если предел

C - lim
t→+∞

S(t)x

tα
:= lim

t→+∞
1

t

t
∫

1

S(s)x

sα
ds

существует при всех x ∈ E.
(iii) Наконец, назовем S(·) эргодичной по Абелю, если lim

λ→0
λR(λ;A)x существует для любого

x ∈ E.

Предложение 1.1.60 (см. [150]). Пусть α > 0 и пусть A — генератор α раз проинтегри-

рованной полугруппы {S(t) : t > 0}. Имеют место следующие утверждения.

(i) Если {S(t) : t > 0} эргодична, то S(·) эргодична по Чезаро и

lim
t→+∞

S(t)x

tα
= C - lim

t→+∞
S(t)x

tα
.

(ii) Если {S(t) : t > 0} эргодична по Чезаро, то S(·) эргодична по Абелю и

Γ(α+ 1)C - lim
t→+∞

S(t)x

tα
= lim

λ→0
λR(λ;A) = P,

где P — проекция на N (A) «вдоль» R(A).

В [24] рассматриваются два типа семейств: «классические», которые определены на всем бана-
ховом пространстве и обладают полугрупповым свойством, и «регуляризованные», которые могут
быть определены на некоторых подпространствах, вообще говоря, не обладают полугрупповым
свойством, но некоторые их преобразовония обладают. Из классических полугрупп рассмотре-
ны полугруппы класса C0, полугруппы, суммируемые по Чезаро, полугруппы, суммируемые по
Абелю, полугруппы классов Ck и Ck, полугруппы роста α. Из регуляризованных полугрупп рас-
смотрены проинтегрированные полугруппы, R-полугруппы, полугруппы сверток. Для каждого
вида регуляризованных полугрупп описан метод регуляризации, который позволяет рассматри-
вать полугрупповое свойство на всем банаховом пространстве. Также для каждого типа регу-
ляризованных полугрупп рассматриваются определения генераторов, а также экспоненциальная
ограниченность и локальные семейства. В [24] приводится диаграмма разрешающих операторов
полугрупповых включений. Импликации, которые включают регуляризованные полугруппы, по-
лучены через вложения генераторов. Импликации между парами классических полугрупп полу-
чены через вложения самих полугрупп или, как следствие, также через вложения генераторов.
Особое внимание уделяется примерам, которые доказывают строгость некоторых из вложений.
Для простоты основной диаграммы соотношение между полугруппами, суммируемыми по Абе-
лю (т.е. полугруппами классов Ab, (0, Ab), (1, Ab)) и их отношениям с полугруппами класса Ck,
продемонстрировано в отдельной диаграмме.
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1.2. Локально проинтегрированные полугрупппы

Рассмотрим (k + 1) раз проинтегрированную задачу Коши






















v(·) ∈ C([0, τ);D(A)) ∩ C1([0, τ ]);E),

v′(t) = Av(t) +

(

tk

k!

)

x, t ∈ [0, τ),

v(0) = 0.

(1.2.1)

Определение 1.2.1. Задачу Коши (1.2.1) назовем корректно поставленной или просто кор-

ректной, если для любого x ∈ E существует единственное решение задачи (1.2.1).

Определение 1.2.2 (см. [82]). Если задача Коши (1.2.1) с k ∈ N корректно поставлена и
ее эволюция описывается операторнозначной функцией S(·), то назовем S(·) локальной k раз

проинтегрированной полугруппой.

Следующее утверждение хорошо известно.

Предложение 1.2.3. Задача Коши (1.2.1) с k = 0 корректна, если и только если A порож-

дает C0-полугруппу.

Определение 1.2.4. Пусть α > 0 и β > 0. Через E(α, β) обозначим экспоненциальную об-
ласть

E(α, β) := {x+ iy : x > β, |y| 6 e
αx}.

Предложение 1.2.5 (см. [82]). Пусть k ∈ N, 0 < τ 6 ∞. Предположим, что задача (1.2.1)
с k ∈ N корректна. Тогда для любого 0 < α < τ/k существуют такие β > 0, M > 0, что

E(α, β) ⊂ ρ(A) и ‖R(λ;A)‖ 6M |λ|, λ ∈ E(α, β).

Обратная теорема имеет место с некоторой потерей регулярности.

Предложение 1.2.6 (см. [82]). Пусть α > 0, β > 0, M > 0, −1 < k ∈ R, и предположим,

что E(α, β) ⊂ ρ(A) и ‖R(λ;A)‖ 6M |λ|k, λ ∈ E(α, β). Пусть p ∈ N и p > k+1, τ = α(p− (k+1)).
Тогда (k + 1) раз проинтегрированная задача Коши (1.2.1) корректна.

Предложение 1.2.7 (см. [82]). Пусть задача Коши (1.2.1) с k ∈ N корректна и S(t) — ло-

кальная k раз проинтегрированная полугруппа, порожденная задачей (1.2.1). Тогда имеют ме-

сто следующие утверждения.

(a) S(t)x = 0 для всех t ∈ [0, τ) влечет x = 0 (т.e. проинтегрированная полугруппа S(·)
невырождена).

(b) R(λ;A)S(t) = S(t)R(λ;A) для всех λ ∈ ρ(A), t ∈ [0, τ).
(c) Если x ∈ D(A), то S(t)x ∈ D(A) и AS(t)x = S(t)Ax.
(d) Пусть x ∈ E. Тогда x ∈ D(A) тогда и только тогда, когда существует такое y ∈ E, что

S(t) =

t
∫

0

S(s)yds+ (tk/k!)x при всех t ∈ [0, τ). В этом случае y = Ax.

(e) S(s)S(t) = S(t)S(s) для всех 0 6 s, t < τ .

Предложение 1.2.8 (см. [82]). Пусть k ∈ N, τ ∈ R+. Предположим, что (k + 1) раз

проинтегрированная задача Коши (1.2.1) корректна, т.e. A порождает локальную k раз проин-

тегрированную полугруппу S(t) на [0, τ). Пусть r ∈ R. Тогда A− rI также порождает локаль-

ную k раз проинтегрированную полугруппу Sr(t) на [0, τ), допускающую представление

Sr(t) = e
−rt

S(t) +

t
∫

0

e
−rs

pk(t− s)ds, 0 6 t 6 τ,
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где pk — многочлен степени (k − 1), для которого

k
∑

j=1

C
j
kr

j
µ
−j =

∞
∫

0

e
−µt

pk(t)dt, µ > 0.

Предложение 1.2.9 (см. [82]). Пусть k ∈ N и 0 < τ 6 ∞. Следующие утверждения эквива-

лентны:

(i) (k + 1) раз проинтегрированная задача Коши (1.2.1) корректна;
(ii) ρ(A) 6= ∅ и для всех x ∈ D(Ak+1) существует единственное решение задачи Коши











u(·) ∈ C([0, τ);D(A)) ∩C1([0, τ ]);E),

u′(t) = Au(t), t ∈ [0, τ),

u(0) = x.

(1.2.2)

Предложение 1.2.10 (см. [82]). Пусть τ0 > 0, k ∈ N и (k+1) раз проинтегрированная задача

Коши (1.2.1) корректна на [0, τ0). Тогда (2k + 1) раз проинтегрированная задача Коши (1.2.1)
корректна на [0, 2τ0).

1.2.1. Локально проинтегрированные косинус-семействаs. В этом пункте мы введем
проинтегрированные косинус-семейства и поясним сотношение между локально проинтегрирован-
ными косинус-семействами, локальными C-косинус семействами и абстрактной задачей Коши

Определение 1.2.11. Пусть n > 2 и T ∈ (0,∞]. Семейство операторов {U(t) : |t| < T} в
B(E) называется локальным n раз притегрированным (невырожденным) косинус-семейством

на E, если

U(·)x : (−T, T ) → X непрерывно для x ∈ E; (1.2.3)

2U(t)U(s)x =
1

(n− 1)!

[ t+s
∫

t

(t+ s− r)n−1
U(r)x dr −

s
∫

0

(t+ s− r)n−1
U(r)x dr

]

+

+
(−1)n

(n− 1)!

[ t−s
∫

t

(t− s− r)n−1
U(r)x dr −

−s
∫

0

(t− s− r)n−1
U(r)x dr

]

(1.2.4)

для 0 6 |t|, |s|, |t+ s|, |t− s| < T и U(0) = 0;

U(t)x = 0 для t ∈ (−T, T ) влечет x = 0. (1.2.5)

Определение 1.2.11 несколько отличается от определений, введенных в [266, 267, 269, 270]. Из
(1.2.4) имеем U(t)U(−s)x = (−1)nU(t)U(s)x. Более того, получаем, что

s−t
∫

s

(s− t− r)n−1
U(r)x dr −

−t
∫

0

(s− t− r)n−1
U(r) dr =

= (−1)n
t−s
∫

−s

(t− s− r)n−1
U(−r)x dr − (−1)n

t
∫

0

(t− s− r)n−1
U(−r)x dr =

=

t−s
∫

t

(t− s− r)n−1
U(r)x dr −

−s
∫

0

(t− s− r)n−1
U(r)x dr.

Это означает, что U(t)U(s)x = U(s)U(t)x.
Обозначим Cn(δ) = {x ∈ E : U(·)x : (−δ, δ) → X n раз непрерывно дифференцируемо}.
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Лемма 1.2.12. Пусть U(·) — локальное n раз проинтегрированное косинус-семейство,

|t| < T и x ∈ Ck(δ), 1 6 k 6 n− 1, δ > 0. Тогда имеет место следующее утверждение:

2U(t)U (k)(s)x

=
1

(n− (k + 1))!

[ t+s
∫

t

(t+ s− r)n−k−1
U(r)xdr −

s
∫

0

(t+ s− r)n−k−1
U(r)xdr

]

+

+
(−1)n−k

(n− (k + 1))!

[ t−s
∫

t

(t− s− r)n−k−1
U(r)xdr −

−s
∫

0

(t− s− r)n−k−1
U(r)xdr

]

−

−
k
∑

i=1

tn−i

(n − i)!

(

U
(k−i)(s)x+ (−1)n−k

U
(k−i)(−s)x

)

(1.2.6)

для |s| < min(δ, T − |t|);
U(t)U (k)(0)x = 0 и, следовательно, U

(k)(0)x = 0. (1.2.7)

Лемма 1.2.13. Пусть U(·) — локальное n раз проинтегрированное косинус-семейство,

|t| < T и x ∈ Cn(δ), δ > 0. Тогда имеет место равенство:

2U(t)U (n)(s)x = U(t+ s)x+ U(t− s)x−
n
∑

k=1

tn−k

(n− k)!

(

U
(n−k)(s) + U

(n−k)(−s)
)

x (1.2.8)

при |s| < min(δ, T − |t|);
U(t)U (n)(0)x = U(t)x и, следовательно, U

(n)(0)x = x.

Лемма 1.2.14. Пусть |t| < T и x ∈ Ck(δ), 6 k 6 n, δ > 0. Тогда U(t)x ∈ Ck(min(δ, T − |t|))
и U(t)U (k)(s)x = U (k)(s)U(t)x для |s| < min(δ, T − |t|).

Доказательство этой леммы подобно доказательству в [405, лемма 4.4].

Лемма 1.2.15. Пусть u(·) : R → E — непрерывная функция. Тогда u(·) дважды непрерывно

дифференцируема тогда и только тогда, когда

lim
h→0

1

h2

(

u(t+ h)− 2u(t) + u(t− h)
)

существует равномерно на любом компактном подмножестве R. Если предел существует рав-

номерно на компактных подмножествах R, то он равен d2u(t)/dt2.

Определение 1.2.16. Инфинитезимальный генератор A0 локального n раз проинтегрирован-
ного косинус-семейства U(·) определяется как предел

A0x = lim
h→0

2h−2(U (n)(h)x− x) для x ∈ D(A0) (1.2.9)

с областью определения

D(A0) =

{

x ∈
⋃

0<δ<T

C
n(δ) : lim

h→0
2h−2(U (n)

x− x) существует

}

.

Предложение 1.2.17. Пусть A0 — инфинитезимальный генератор локального n раз

проинтегрированного косинус-семейства U(·) на E. Тогда справедливы следующие утвержде-

ния:
U(t)x ∈ D(A0) и A0U(t)x = U(t)A0x для |t| < T и x ∈ D(A0); (1.2.10)

d2

dt2
U(t)x = U(t)A0x+

tn−2

(n− 2)!
x для |t| < T и x ∈ D(A0); (1.2.11)

оператор A0 допускает замыкание;

если C
n(T ) плотно в E, то D(A0) плотно в E. (1.2.12)
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Глава 2

C-ПОЛУГРУППЫ

Формулы (4), (12), (13), (1.1.1) могут быть использованы для того, чтобы показать, что для
генератора A ∈ L(E) справедливо вложение (ω,∞) ⊂ ρ(A) с некоторым ω. Обратно, если мы
предположим, что (ω,∞) ⊂ ρ(A) для произвольного (неограниченного) оператора A ∈ L(E),
обладающего свойством

∥

∥

∥

∥

∏

k

(λk − ω)R(λk;A)

∥

∥

∥

∥

6M (2.1)

для любого конечного множества λk > ω, k = 1, . . . ,m, то это может быть использовано для
построения такого максимального банахова подпространства Z в E, что A|Z , «часть A в Z»,
порождает C0-полугруппу на Z.

Если A — произвольный оператор на E с областью определения D(A) и W — линейное мно-
гообразие в E, то часть A на W , обозчаемая A|W , есть сужение A на его максимальную область
определения как оператора в W :

D(A|W ) = {x ∈ D(A) : x,Ax ∈W}.
Определение 2.1. Пусть A — произвольный оператор, для которого (ω,∞) ⊂ p(A) с некото-

рым вещественным ω. Обозначим

‖x‖Y = sup

∥

∥

∥

∥

∏

k

(λk − ω)R(λk;A)x

∥

∥

∥

∥

E

,

где supremum берется по всем конечным подмножествам λ1, . . . , λm полуоси (ω,∞) (в случае,
когда множество пусто, полагаем, что произведение равно x). Положим

Y = {x ∈ E : ‖x‖Y <∞}.
Определение 2.2. Банахово подпространство Y пространства E есть линейное многообразие

Y ⊂ E, которое является банаховым пространством с нормой ‖ · ‖Y > ‖ · ‖E .
Лемма 2.3 (см. [205]). Пространство Y = (Y, ‖ · ‖Y ) есть банахово подпространство про-

странства E, инвариантное относительно любого ограниченного оператора B ∈ B(E), который

коммутирует с A, и ‖B‖B(Y ) 6 ‖B‖B(E).

Определение 2.4. Пространство Хилле—Иосиды Z для оператора A есть замыкание D(A|Y )
в Y .

Следующая теорема проясняет терминологию.

Теорема 2.5 (см. [198]). Пусть A — неограниченный оператор, для которого (ω,∞) ⊂ ρ(A)
для некоторого вещественного ω. Пусть Z — пространство Хилле—Иосиды для оператора A.

Тогда A|Z , часть A в Z, порождает C0-полугруппу exp(·A|Z) в Z, для которой ‖ exp(·A|Z)‖B(Z) 6

eωt. Более того, Z максимально в следующем смысле: если W = (W, ‖ · ‖W ) — такое банахово

подпространство пространства E, что A|W порождает C0-полугруппу в W с вышеуказанным

экспоненциальным ростом, то W есть банахово подпространство пространства Z.

Замечание 2.6. Отметим, в частности, случай ω = 0: если (0,∞) ⊂ ρ(A), то пространство
Хилле—Иосиды для оператора A есть такое максимальное банахово подпространство, что часть
A в нем порождает полугруппу сжатий.

Эти рассуждения позволяют нам построить сильно непрерывное семейство операторов.

S(tA) := exp(tA|Z)C, t > 0,

с некоторым инъективным оператором C ∈ B(E,Z), который коммутирует с A, и назвать такое
семейство C-полугруппой. Понятно, что семейство S(tA), t > 0, удовлетворяет уравнению

S(tA)S(sA) = S((t+ s)A)C для любых t, s > 0. (2.2)
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Если E = Z и C = I, получаем случай C0-полугруппы exp(tA|Z)C = exp(tA). Однако кон-
струкция S(tA), t > 0, является более общей, чем конструкция проинтегрированных полу-
групп. Например, резольвентное множество генератора проинтегрированной полугруппы долж-
но быть [453] непусто (даже в локальном случае), а резольвентное множество генератора C-
полугруппы может быть пустым. Вот почему локальные C-полугруппы могут быть использова-
ны [277, 278, 310, 311, 312, 19, 17, 18, 20, 313, 21, 314, 315, 22] при изучении некорректных задач,
когда вложение (ω,∞) ⊂ ρ(A) не имеет места.

В [309] авторы представили понятие сверточной дробной C-полугруппы в банаховом простран-
стве. Там же изучалась корректность соответствующей дробной задачи Коши. Детали мы рас-
смотрим подробнее в следующем обзоре. Также мы хотели бы отметить, что если рассматривается
задача Коши

B
d

dt
u(t) = Au(t), t > 0, u(0) = x, (2.3)

то для описания решения (2.3) при условии N (B) 6= {0} авторы [309] используют C-полугруппы,
где оператор C не инъективен. Обычно семейства операторов, относящиеся к такой задаче (2.3),
называются вырожденными. Мы не касаемся этой теории в даннном обзоре, но приведем некото-
рые работы в этом направлении: [54, 56, 8, 63, 55, 52, 31, 53, 51, 39, 50, 38, 61, 30, 62, 48, 57, 47, 29,
32, 35, 393, 60, 34, 33, 46, 154, 153, 45, 44, 58, 59, 43, 42, 41, 40]. Вырожденные проинтегрированные
полугруппы в таком контексте также использовались в [314].

2.1. Экспоненциально ограниченные C-полугруппы и C-косинус

оператор-функции

Многие авторы дают характеристику полного инфинитезимального генератора экспоненциаль-
но ограниченных C-полугрупп (см., например, [145, 242, 248, 333]). В случае уравнения второго
порядка по времени C-косинус семейства и n раз проинтегрированные косинус семейства также
изучаются, и получаются аналогичные результаты.

В [269, 373] Y.-Ch. Li and S.-Y. Shaw дали характеристику генератора экспоненциально огра-
ниченного проинтегрированного C-косинус семейства.

2.1.1. Определение C-полугрупп. Пусть C — инъективный оператор в B(E). При этом мы
не предполагаем, что область значений R(C) плотна в E.

Определение 2.1.1. Семейство операторов {S(t) : t > 0} в B(E) называется экспоненциально
ограниченной C-полугруппой в E, если

S(t+ s)C = S(t)S(s) для t, s > 0 и S(0) = C, (2.1.1)

функция S(·)x : [0,∞) → E непрерывна для любого x ∈ E, (2.1.2)

существуют константы M > 0 и ω ∈ R такие, что ‖S(t)‖ 6Me
ωt при t > 0. (2.1.3)

Определим L(λ) ∈ B(E) для λ > ω посредством формулы

L(λ)x =

∞
∫

0

e
−λt

S(t)xdt для x ∈ E. (2.1.4)

Легко видеть [145], что L(λ) инъективно для λ > ω и замкнутый линейный оператор Z, опреде-
ленный как

D(Z) = {x ∈ E : Cx ∈ R(L(λ))}, (2.1.5)

Zx = (λI − L(λ)−1
C)x для x ∈ D(Z) (2.1.6)

не зависит от λ > ω.
Пусть {S(t) : t > 0} — C-полугруппа в E с генератором Z. Определим линейные операторы G

и A как сильные пределы

D(G) =

{

x ∈ R(C) : lim
t→0+

C−1S(t)x− x

t
существует

}

, (2.1.7)
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Gx = lim
t→0+

C−1S(t)x− x

t
для x ∈ D(G) (2.1.8)

и

D(A) =

{

x ∈ E : lim
t→0+

S(t)x− Cx

t
∈ R(C)

}

(2.1.9)

Ax = C
−1 lim

t→0+

S(t)x− Cx

t
при x ∈ D(A) (2.1.10)

соответственно. Оператор G называется генератором C-полугруппы {S(t) : t > 0} в смысле
Miyadera. Инфинитезимальный оператор A C-полугруппы {S(t) : t > 0} будем называть генера-
тором в смысле Da Prato.

Предложение 2.1.2 (см. [403]). Соотношения между G,A, and Z следующие:

G ⊂ G ⊂ A = Z, где G означает замыкание G, (2.1.11)

C
−1
GC = C

−1
GC = C

−1
ZC = Z. (2.1.12)

Предложение 2.1.3 (см. [403]). Имеют место следующие свойства:

(λI − Z)L(λ)x = Cx для любого x ∈ E и λ > ω,

L(λ)(λI − Z)x = Cx для любого x ∈ D(Z) и λ > ω,
(2.1.13)

где ω — константа из (2.1.3). Более того,

S(t)x ∈ D(Z) и ZS(t)x = S(t)Zx для всех x ∈ D(Z) и t > 0, (2.1.14)

t
∫

0

S(s)x ds ∈ D(Z) и S(t)x− Cx = Z

t
∫

0

S(s)x ds для всех x ∈ E и t > 0. (2.1.15)

Следствие 2.1.4 (см. [403]). Для любого x ∈ C(D(Z)) функция u(t) = C−1S(t)x есть единст-

венное C1 (непрерывно дифференцируемое) решение задачи Коши (ACP ;Z, x) (1). Более того,

функция u(·) удовлетворяет оценке ‖u(t)‖ 6Meωt‖C−1x‖, где M и ω — константы из (2.1.3).

Предложение 2.1.5 (см. [403]). Оператор Z удовлетворяет следующим условиям:

10. λI − Z инъективно для λ > ω;
20. D((λI − Z)−m) ⊇ R(C) для λ > ω и m > 1;
30. ‖(λI − Z)−mC‖ 6M/(λ− ω)m для λ > ω и m > 1, где M и ω — константы из (2.1.3);
40. Cx ∈ D(Z) и ZCx = CZx при x ∈ D(Z).

Замечание 2.1.6. Заметим, что предложение 2.1.3 не имеет места, если (2.1.3) не выполнено.

Обратно, обозначим через A замкнутый линейный оператор в E, удовлетворяющий с некото-
рым инъективным оператором C ∈ B(E) следующим условиям (которые соответствуют условиям
10–40):

(a1) существует такое ω ∈ R, что λI −A инъективно для λ > ω;
(a2) D((λI −A)−m) ⊇ R(C) при λ > ω и m > 1;
(a3) существует такое M > 0, что ‖(λI −A)−mC‖ 6M/(λ− ω)m при λ > ω и m > 1;
(a4) Cx ∈ D(A) и ACx = CAx при x ∈ D(A).

Замечание 2.1.7. Легко видеть, что условие (a4) эквивалентно следующему условию (a4′):

(a4′) (λI −A)−1Cx = C(λI −A)−1x для λ > ω и x ∈ D((λI −A)−1).

Теорема 2.1.8 (см. [403]). Пусть A — замкнутый линейный оператор, удовлетворяющий

условиям (a1)–(a4). Тогда для любого x ∈ D(A) сильный предел

S̃(t)x := lim
n→∞

(

I − tA

n

)−n

Cx

существует равномерно на каждом ограниченном подмножестве полуоси R+. Семейство опе-

раторов {S̃(t) : t > 0} обладает следующими свойствами:
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(1′) S̃(t) : D(A) → D(A);

(2′) S̃(t+ s)Cx = S̃(t)S̃(s)x и S̃(0)x = Cx при x ∈ D(A) и t, s > 0;

(3′) ‖S̃(t)x‖ 6Meωt‖x‖ при x ∈ D(A) и t > 0;

(4′) ‖S̃(t)x − S̃(s)x‖ 6 Me|t−s|ωmax{t,s}‖Ax‖ при x ∈ D(A) и t, s > 0, и следовательно, функция

S(·)x : R+ → D(A) непрерывна при x ∈ D(A);

(5′) S̃(t)x− Cx = A

t
∫

0

S̃(s)xds при x ∈ D(A) и t > 0;

(6′) (λI −A)−1Cx =

∞
∫

0

S̃(t)xdt при x ∈ D(A) и λ > ω.

Поэтому, полагая C̃ = C|D(A), получим, что {S̃(t) : t > 0} есть C̃-полугруппа в банаховом

пространстве D(A). Более того, C̃−1A1C̃ есть генератор этой C̃-полугруппы {S̃(t) : t > 0}, где

A1 означает часть оператора A в D(A).

Всюду далее будем обозначать инфинитезимальный генератор A C-полугруппы {S(t) : t > 0}
в смысле Da Prato как A, и записывать это следующим образом E

tA
C ≡ S(t), t > 0.

Теорема 2.1.9 (см. [403]). Пусть A — замкнутый линейный оператор в E с ρ(A) 6= ∅. Пусть

c ∈ ρ(A) и m > 0 целые. Следующие условия эквивалентны:

(i) оператор A является генератором (m+1) раз проиинтегрированной полугруппы etAm+1 в E,

удовлетворяющей оценке ‖e(t+h)A
m+1 − etAm+1‖ 6Meω(t+h) для t, h > 0 с некоторыми M,ω;

(ii) оператор A является генератором C-полугруппы E
tA
C в E с C = (cI−A)−(m+1), удовлетво-

ряющей условию ‖E(t+s)A
C − E

tA
C ‖ 6Meω(t+h) при t, h > 0 с некоторыми M,ω;

(iii) существуют такие M,ω, что (ω,∞) ⊂ ρ(A) и ‖(cI − A)−k(cI − A)−m‖ 6 M/(λ − ω)k для

всех λ > ω и k > 0.

В этом случае при t > 0 имеем:

e
tA
m+1x = (cI −A)m+1

t
∫

0

t1
∫

0

· · ·
tm
∫

0

E
tm+1A
C x dtm+1 · · · dt2dt1

для всех x ∈ E.
Более того, если A — замкнутый линейный оператор в E с ρ(A) 6= ∅, удовлетворяющий

эквивалентным условиям, приведенным выше, и A1 — часть A в D(A), то:

(c1) оператор A1 есть генератор C̃-полугруппы E
tA1

C̃
, t > 0, в D(A) с C̃ = (cI −A)−m|D(A);

(c2) оператор A1 есть генератор m раз проинтегрированной полугруппы etA1
m в D(A);

(c3) e
tA1
m x = (cI −A1)

m

t
∫

0

t1
∫

0

· · ·
tm−1
∫

0

E
tmA1

C̃
x dtm · · · dt2dt1 при всех x ∈ D(A) и t > 0.

Определение 2.1.10. C-резольвентное множество оператора A определяется следующим об-
разом:

ρC(A) = {λ ∈ C : λI −A инъективен и R(C) ⊆ R(λI −A)}
и C-резольвента оператора A определяется как

RC(λ;A) = (λI −A)−1
C для λ ∈ ρC(A).

Предложение 2.1.11 (см. [240, 453]). (a) Если оператор A замкнут, то RC(λ;A) ∈ B(E)
при λ ∈ ρC(A). Обратно, если RC(λ;A) ∈ B(E) для некоторого λ ∈ ρC(A), то C−1AC замкнут.

Более того, оператор C−1AC замкнут, если A замкнут.

(b) Если RC(λ,A) = RC(λ; Ã) при некотором λ ∈ ρC(A)
⋂

ρC(Ã), то C−1AC = C−1ÃC. Более

того, C(D(C−1AC)) ⊆ R(RC(λ;A)) при λ ∈ ρC(A).
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(c) CA ⊆ AC тогда и только тогда, когда C(λI−A)−1 ⊆ RC(λ,A) при λ ∈ ρC(A). Более того,

RC(λ;A) −RC(µ;A) = (µ− λ)(µI −A)−1(λI −A)−1
C

для любого λ, µ ∈ ρC(A).
(d) Если A замкнут и CA ⊆ AC, то C(D(A)) = R(RC(λ;A)) тогда и только тогда, когда

λ ∈ ρ(A). В частности, A = C−1AC, если ρ(A) 6= ∅.

(e) Если Ã ⊆ A и A = C−1AC, то C−1ÃC = A тогда и только тогда, когда C(D(A)) ⊆ D(Ã).

Предложение 2.1.12 (см. [81]). Пусть E
tA
C — экспоненциально ограниченная C-полугруппа.

Тогда для Reλ > ω и n ∈ N имеем λ ∈ ρC(A),R(C) ⊆ R((λI −A)n) и

(λI −A)−n
Cx =

1

(n− 1)!

∞
∫

0

t
n
e
−λt

E
tA
C x dt (2.1.16)

для x ∈ E. Следовательно, справедливы следующие утверждения

(a) ‖(λI −A)−nC‖ 6M(Reλ− ω)−n для Reλ > ω и n ∈ N;
(b) отображение RC(λ,A) : {λ ∈ C : Reλ > ω} → B(E) является аналитическим, и

(c) lim
λ→∞

λ(λI −A)−1x = x для x ∈ R(C).

Определение 2.1.13. Сильно непрерывное семейство T (t) : R → B(E) называется C-
группой, если T (0) = C и T (t+s)C = T (t)T (s) для t, s ∈ R. Генератор A определяется равенством

Ax = lim
t→0

T (t)x− Cx

t
с максимальной областью определения. Более того, C-группа {T (t)}t∈R на-

зывается целой, если она может быть продолжена до целой B(E)-значной функции {T (t)}t∈C.

Теорема 2.1.14 (см. [453]). Следующие условия эквивалентны:

(a) оператор A порождает C-группу {T (t)}t∈R;
(b) операторы A и −A порождают C-полугруппы {T+(t)}t>0 и {T−(t)}t>0 соответственно.

Более того, T (t) = T+(t) и T (−t) = T−(t) для t > 0.

2.1.2. Теоремы о порождении.

Теорема 2.1.15 (см. [145]). Пусть M > 0, ω ∈ R. Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу ;
(b) A = C−1AC, (ω,∞) ⊂ ρC(A), и существует сильно непрерывное семейство S(·) : [0,∞) →

B(E), удовлетворяющее условию ‖S(t)‖ 6Meωt при t > 0 и такое, что

RC(λ;A)x =

∞
∫

0

e
−λt

S(t)x dt, (2.1.17)

где x ∈ E, λ > ω. Более того, {S(t)}t>0 есть экспоненциально ограниченная C-полугруппа

{EtA
C }t>0, порожденная оператором A.

Предложение 2.1.16 (см. [453]). Пусть оператор A является генератором экспоненциально

ограниченной E
tA
C , t > 0. Тогда для любого a > ω оператор (aI − A)−1 также порождает C-

полугруппу

E
t(aI−A)−1

C =

∞
∑

m=0

tm

m!
(aI −A)−m

C.

В частности, оператор A−1 порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу, если

ω < 0.

Приведем аналог теоремы Хилле—Иосиды—Филлипса—Миядеры.

Теорема 2.1.17 (см. [240]). Пусть M > 0, ω ∈ R. Тогда следующие утверждения эквива-

лентны:
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(a) A = C−1AC, (ω,∞) ⊆ ρC(A), R(C) ⊆ R((λI −A)m), и

‖(λ− ω)m(λI −A)−m
C‖ 6M, λ > ω, m ∈ N; (2.1.18)

(b) оператор A порождает экспоненциально ограниченную (aI−A)−1C-полугруппу E
tA
(aI−A)−1C ,

t > 0, для всех a ∈ ρC(A), и функция {e−ω̃t
E
tA
(aI−A)−1C , t > 0} непрерывна по Липшицу для

любого ω̃ ∈ R.

Если дополнительно D(A) плотно в E, то (a) эквивалентно условию

(c) оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу.

Определение 2.1.18. Говорят, что C-полугруппа является сжимающей, если ‖EtA
C x‖ 6 ‖Cx‖

при x ∈ E и t > 0.

Если A порождает C-полугруппу сжатий, представляет интерес, будет ли оператор A|R(C)

порождать C0-полугруппу сжатий на R(C). Ответ, вообще говоря, отрицательный, как было
показано в [453].

Теорема 2.1.19 (см. [259]). Пусть A = C−1AC, C(D(A)) = R(C) и D(A) ⊆ R(aI − A) для

некоторого a > 0. Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) оператор A порождает C-полугруппу сжатий на E;
(b) (0,∞) ⊆ ρC(A) и λ‖RC(λ,A)x‖ 6 ‖Cx‖ для λ > 0 и x ∈ E;

(c) A|R(C) порождает C0-полугруппу сжатий на R(C).

Эквивалентность (a) и (b) следует из обобщения теоремы Хилле—Иосиды для C-полугрупп.
Отсюда немедленно может быть получено обобщение теоремы Люмера—Филлипса для C-
полугрупп. Действительно, подобно случаю C0-полугрупп, если CA ⊆ AC, то ‖(λI − A)Cx‖ >

λ‖x‖ для λ > 0 и x ∈ D(A) тогда и только тогда, когда оператор A C-диссипативен, т.e., для
любого x ∈ D(A), существует x∗ ∈ E∗ (двойственное к E) такое, что 〈x∗, Cx〉 = ‖Cx‖2 = ‖x∗‖2 и
Re〈x∗, CAx〉 6 0, где 〈·, ·〉 — соотношение двойственности между E∗ и E.

Наконец, целые C-группы могут быть охарактеризованы в терминах множества целых векто-
ров для их генераторов:

Ac(A) =

{

x ∈
∞
⋂

m=0

D(Am) :

∞
∑

m=0

tm

m!
‖Am

x‖ <∞ для любого t > 0

}

. (2.1.19)

Теорема 2.1.20 (см. [453]). Пусть A замкнут и A = C−1AC. Тогда следующие условия эк-

вивалентны:

(a) R(C) ⊆ Ac(A);
(b) оператор A порождает целую C-группу {EtA

C }t∈C.

При этом E
tA
C x =

∞
∑

m=0

tm

m!
AmCx и E

tA
C : E → Ac(A) при t ∈ C.

2.1.3. Интерполяция и экстраполяция. В теореме 2.1.19 установлена связь между сжима-
ющими C-группами и сжимающими C0-полугруппами. Обозначим через [R(C)] банахово про-
странство (R(C), ‖C−1 · ‖).

Теорема 2.1.21 (см. [240]). Пусть A = C−1AC. Тогда следующие утверждения эквивалент-

ны:

(a) оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу ;
(b) Существует такое банахово пространство Y , что [R(C)] →֒ Y →֒ E, и A|Y порождает

C0-полугруппу на Y .

В [453] приведен пример, показывающий, что в общем случае не существует максимального
банахова пространства Y , удовлетворяющего (b).
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Определение 2.1.22. Экспоненциально ограниченная C-полугруппа {EtA
C }t>0 называется

равномерно непрерывной, если для любого x ∈ E функция E
tA
C x равномерно непрерывна на

[0,∞).

Следующее следствие показывает, что максимальное банахово пространство, удовлетворяющее
условию (b), существует, если C0-полугруппа в (b) удовлетворяет некоторому условию роста.

Следствие 2.1.23. Пусть A = C−1AC. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) оператор A есть генератор ограниченной равномерно непрерывной C-полугруппы;
(b) существует такое банахово пространство Y , что [R(C)] →֒ Y →֒ E и A|Y порождает

сжимающую C0-полугруппу на Y .

При этом

Y0 = {x ∈ E : функция C−1
E
·A
C x ограничена и равномерно непрерывна на [0,∞)}

с нормой ‖x‖Y0
= sup

t>0
‖C−1

E
tA
C x‖ есть максимальное банахово пространство, удовлетворяющее

условию (b).

Рассмотрим далее экстраполирование C-полугрупп.

Теорема 2.1.24 (см. [453]). Пусть A = C−1AC. Тогда следующие утверждения эквивалент-

ны:

(a) оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу ;
(b) существует банахово пространство Z и такая C0-полугруппа {etB}t>0 на Z, что оператор

C может быть продолжен до оператора C̃ ∈ B(Z), etBC̃ = C̃etB , [R(C̃)] →֒ E →֒ Z, и

A = B|E.
Подобно следствию 2.1.23, справедлив следующий результат, который показывает совпадение

скорости роста C-полугруппы и скорости роста C0-полугруппы.

Следствие 2.1.25 (см. [240]). Пусть A = C−1AC. Тогда следующие утверждения эквивале-

нтны:

(a) оператор A является генератором сильно равномерно непрерывной C-полугруппы;
(b) существуют банахово пространство Z и C0-полугруппа сжатий {etB}t>0 на Z такие, что

C может быть продолженa до оператора C̃ ∈ B(Z), etBC̃ = C̃etB, [R(C̃)] →֒ E →֒ Z и

A = B|E.

Для оператора A, порождающего экспоненциально ограниченную C-полугруппу, мы построили
экстраполяционное пространство Z такое, что расширение A порождает C0-поугруппу на Z. В
дальнейшем введем более узкое экстраполяционное пространство Ẑ такое, что расширение A

порождает специальную C-полугруппу на Ẑ, и рассмотрим соответствующие приложения. Для
простоты мы рассматриваем только ограниченные C-полугруппы.

Предложение 2.1.26 (см. [273]). Пусть A порождает ограниченную C-полугруппу. Тогда

существуют такие банахово пространство Ẑ и оператор B, что

(a) оператор C может быть продолжен до ограниченного оператора Ĉ на Z, с R(Ĉ) ⊆ R(C);

(b) оператор B порождает равномерно непрерывную Ĉ-полугруппу сжатий на Ẑ;

(c) [R(Ĉ)] →֒ E →֒ Ẑ и A = B|E.

2.1.4. Классы C-полугрупп. Здесь мы опишем такие классы C-полугрупп, как дифференци-
руемые C-полугруппы, аналитические C-полугруппы, сопряженные C-полугруппы и почти пе-
риодические C-группы.

Определение 2.1.27. Пусть A — генератор C-полугруппы. Тогда C-полугруппу называют
непрерывной по норме, если E

tA
C ∈ C([0,∞), B(X)), дифференцируемой, если E

·A
C x ∈ C1((0,∞), E)

для любого x ∈ E и бесконечно дифференцируемой, если E
·A
C x ∈ C∞((0,∞), E) для любого x ∈ E.
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В отличие от случая C0-полугрупп, существуют неограниченные операторы, порождающие
C-полугруппы, непрерывные по норме в точке t = 0.

Предложение 2.1.28 (см. [453]). Предположим, что A порождает экспоненциально ограни-

ченную C-полугруппу {EtA
C }t>0. Тогда

(a) если E
tA
C дифференцируема, то при t > 0 E

tA
C : E → D(A), (EtA

C )′t = AEtA
C ∈ B(E) и E

·A
C ∈

C((0,∞), B(E));
(b) если E

tA
C бесконечно дифференцируема, то для всех m ∈ N, t > 0, E

tA
C : E → D(Am),

(EtA
C )

(m)
t = Am

E
tA
C и E

·A
C ∈ C∞((0,∞), B(E)).

Заметим, что из дифференцируемости {EtA
C }t>0 следует, что E

·A
C x ∈ C2((0,∞), E) для x ∈ R(C),

но не для x ∈ E. Соответствующий пример приведен в [453].
Рассмотрим аналитичность C-полугрупп. Положим Σα = {λ ∈ C : | arg λ| < α} \ {0}, где

0 < α 6 π.

Определение 2.1.29. Пусть α ∈ (0, π/2]. C-полугруппу {EtA
C }t>0 назовем аналитической C-

полугруппой с углом α, если

(i) она может быть продолжена до аналитической функции из Σα в B(E);
(ii) E

·A
C : Σβ → B(E) сильно непреывна для любого β ∈ (0, α).

Будем говорить, что {EtA
C }t∈Σα экспоненциально ограничена, если

(iii) для любого β ∈ (0, α) существует такая константа ωβ ∈ R, что sup
η∈Σβ

‖e−ωβηE
ηA
C ‖ <∞.

Иногда используется условие

(iv) sup
η∈Σβ

‖e−ωη
E
ηA
C ‖ <∞ для любого β ∈ (0, α).

Приведем характеристику аналитических регуляризованных полугрупп.

Теорема 2.1.30 (см. [451]). Пусть ω ∈ R и α ∈ (0, π/2]. Тогда следующие утверждения эк-

вивалентны:

(a) оператор A порождает аналитическую экспоненциально ограниченную C-полугруппу и

sup
η∈Σβ

‖e−ωη
E
tA
C ‖<∞ для любого β ∈ (0, α);

(b) оператор A = C−1AC, (ω,∞) ⊂ ρC(A) и существует такая аналитическая функция T (·) :
Σα → B(E), удовлетворяющая условиям (ii) и (iv) из определения 2.1.29, что

RC(λ;A) =

∞
∫

0

e
−λt

T (t)dt, λ > ω;

(c) для любого β ∈ (0, α) существует такое Mβ > 0, что оператор eiθA порождает аналити-

ческую экспоненциально ограниченную C-полугруппу для θ ∈ (−β, β), и

lim
t↓0

sup
|θ|6β

‖EteiθA
C x− Cx‖ = 0 для любого x ∈ E. (2.1.20)

Если дополнительно D(A) плотно в E, то утверждения (a)–(f) эквивалентны:

(d) утверждение (b) без условия (ii) из определения 2.1.29;
(e) утверждение (c) без условия (2.1.20);
(f) A = C−1AC, ω + Σα+π/2 ⊂ ρC(A), RC(·, A) : ω + Σα+π/2 → B(E) аналитична и ‖(λ −

ω)RC(λ,A)‖ 6Mβ, λ ∈ ω +Σβ+π/2, для любого β ∈ (0, α).

Пусть {EtA
C }t>0 — C-полугруппа. Для t > 0 положим (EtA

C )∗ — оператор, сопряженный к

E
tA
C . Ясно, что (EtA

C )∗ ∈ B(E∗) (t > 0), (E0A
C )∗ = C∗ и (E

(t+s)A
C )∗C∗ = (EtA

C )∗(EsA
C )∗ (t, s > 0).

Поэтому будем говорить, что {(EtA
C )∗}t>0 — полугруппа, сопряженная к {EtA

C }t>0. Известно
[5], что даже в случае C = I сопряженная полугруппа не является сильно непрерывной на
E∗. Поэтому приведем построения, аналогичные случаю C0-полугрупп [5]. Для этого положим
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E⊙ = {x∗ ∈ E∗ : (EtA
C )∗x∗ ∈ C([0,∞), E∗)}. Ясно, что E⊙ есть замкнутое подпространство E∗, и

(EtA
C )∗ : E⊙ → E⊙ для t > 0. Для t > 0 обозначим через (EtA

C )⊙ сужение (EtA
C )∗ на E⊙ и положим

C⊙ = (E0A
C )⊙.

Теорема 2.1.31 (см. [252]). Пусть {EtA
C }t>0 — экспоненциально ограниченная C-полугруппа

и пусть R(C) = E. Тогда имеют место следующие утверждения:

(a) {(EtA
C )⊙}t>0 есть C⊙-полугруппа на E⊙ с генератором (C⊙)−1A∗|E⊙C⊙;

(b) если оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу E
tA
C для неко-

торых M > 0 и ω ∈ R, то (C⊙)−1A∗|E⊙C
⊙ порождает экспоненциально ограниченную

C⊙-полугруппу ;
(c) если C(D(A)) — сердцевина оператора A, то A∗|E⊙ = (C⊙)−1A∗|E⊙C

⊙;
(d) если A∗ плотно определен, то A∗ порождает C∗-полугруппу {(EtA

C )∗}t>0 на E∗.

Рассмотрим далее почти периодичность для C-групп. Мы рассматриваем именно группы, а не
полугруппы, поскольку подобно [5] для C0-полугрупп почти периодические C-полугруппы могут
быть расширены до почти периодических C-групп.

Определение 2.1.32. Пусть Cb(R, E) = {f(·) ∈ C(R, E) : f(·) ограничена}. Функция f(·) ∈
Cb(R, E) почти периодична, записывается f(·) ∈ AP (R, E), если {f(τ + ·) : τ ∈ R} относительно
компактно в Cb(R, E). C-группа {EtA

C }t∈R почти периодична, если E
·A
C x ∈ AP (R, E) для любого

x ∈ E. Более того, мы положим E = span{x ∈ D(A) : Ax = irx для некоторого r ∈ R}.
Теорема 2.1.33 (см. [454]). Пусть {EtA

C }t∈R — C-полугруппа с генератором A и пусть

R(C) = E. Тогда {EtA
C }t∈R почти периодична тогда и только тогда, когда она ограничена и

E = E.

Теорема 2.1.34 (см. [454]). Предположим, что A — генератор C-группы {EtA
C }t>0. Пусть

R(C) = E и T > 0. Тогда функция {EtA
C }t>0 T -периодична, т.e., E

(t+T )A
C = E

tA
C для t ∈ R тогда и

только тогда, когда C \ 2πi
T

Z ⊆ ρC(A) и E = E. В этом случае следующие утверждения имеют

место:

(a) C \ ρC(A) состоит только из простых полюсов функции λ → RC(λ;A). В частности,

C \ ρC(A) = Pσ(A);

(b) если λ ∈ C \ 2πi

T
Z, то

RC(λ;A)x = (1− e
−λT )−1

T
∫

0

e
−λs

E
sA
C x ds, x ∈ E;

(c) пусть Pk — вычет функции RC(λ,A) в точке λ =
2πi

T
. Тогда

E
tA
C x =

∑

k∈Z
e
2πikt/T

Pkx, x ∈ D(A), t ∈ R,

и

CAx =
∑

k∈Z

2πik

T
Pkx, x ∈ D(A2).

2.1.5. Спектральные отображения для C-полугрупп. Пусть E — банахово пространство
и C — инъективный ограниченный оператор в E с плотной областью значений R(C) в E. Пусть
A есть генератор экспоненциально ограниченной C-полугруппы {EtA

C }t>0.
Для любого t > 0 определим T (t) как замкнутый линейный оператор T (t)x = C−1

E
tA
C x для

любого x ∈ D(T (t)) = {x ∈ E : EtA
C x ∈ R(C)}.

Теорема 2.1.35 (см. [175]). Для любого t > 0 справедливо вложение exp(tσ(A)) ⊂ σ(T (t)).
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Теорема 2.1.36 (см. [175]). Для любого t > 0 справедливы вложения

exp(tPσ(A))⊂Pσ(T (t))⊂exp(tPσ(A)) ∪ {0}.
Теорема 2.1.37 (см. [175]). Имеют место следующие утверждения.

(i) Пусть t > 0. Если λ ∈ Rσ(A) и µn = λ + 2πin/t /∈ Pσ(A) для любого целого n, то eλt ∈
Rσ(T (t)).

(ii) Пусть t > 0. Если eλt ∈ Rσ(T (t)), то µn /∈ Pσ(A) для любого целого n и существует

некоторое целое k такое, что µk ∈ Rσ(A).
(iii) Пусть t > 0. Если λ ∈ Cσ(A) и µn = λ+ 2πin/t /∈ Pσ(A) ∪Rσ(A) для любого целого n, то

eλt ∈ Cσ(T (t)).

Замечание 2.1.38 (см. [175]). Если eλt ∈ Cσ(T (t)) для любого t > 0, то λ /∈ Pσ(A) ∪Rσ(A) и
λ ∈ ρ(A) ∪Cσ(A).
2.1.6. Связь C-полугрупп с абстрактной задачей Коши. В этом пункте мы рассмотрим
задачу Коши (1) в E. Напомним, что функция u(·) : [0,∞) → E называется решением задачи (1),
если u(t) ∈ D(A) при t > 0, u(·) ∈ C([0,∞);D(A))∩C1((0,∞);E), и уравнение (1) имеет решение.

Функция u(·) ∈ C([0,∞);E) называется слабым решением задачи (1), если

t
∫

0

u(s) ds ∈ D(A) для

t > 0 и u(t) = x+A

t
∫

0

u(s) ds при t > 0.

Предложение 2.1.39 (см. [453]). Пусть A — генератор экспоненциально ограниченной C-

полугруппы E
tA
C и пусть u(t) = E

tA
C C−1x при x ∈ R(C), t ∈ [0,∞).

(a) И сильное, и слабое решения задачи (1) единственны.

(b) Предположим, что функция u(·) есть слабое решение задачи (1). Если дополнительно

x ∈ C(D(A)), то u(·) есть решение задачи (1) и u(·) ∈ C1([0,∞);E).
(c) Если E

tA
C дифференцируема, то u(·) есть решение задачи (1). Если дополнительно E

tA
C

бесконечно дифференцируема, то u(·) ∈ C∞((0,∞);E).

Следующая теорема характеризует C-полугруппы через решения задачи (1).

Теорема 2.1.40 (см. [453]). Предположим, что ρC(A) 6= ∅. Тогда следующие утверждения

эквивалентны:

(a) оператор A является генератором экспоненциально ограниченной C-полугруппы;
(b) C−1AC = A и задача (1) имеет единственное решение u(·) ∈ C1([0,∞);E) для любого

x ∈ R(RC(r,A)), где r ∈ ρC(A).

Следствие 2.1.41 (см. [453]). Предположим, что ρ(A) 6= ∅. Тогда следующие утверждения

эквивалентны:

(i) оператор A есть генератор C-полугруппы;
(ii) CA ⊆ AC и задача (1) имеет единственное слабое решение u(·) ∈ C([0,∞);E) для любого

x ∈ R(C);
(iii) CA ⊆ AC и задача (1) имеет единственное решение u(·) ∈ C1([0,∞);E) для любого x ∈

C(D(A)).

Охарактеризуем далее экспоненциально ограниченные C-полугруппы в терминах решений за-
дачи (1).

Теорема 2.1.42 (см. [453]). Пусть ω ∈ R. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу ;
(ii) для r ∈ ρC(A) 6= ∅, C−1AC = A, и для любого x ∈ R(RC(r,A)) задача (1) имеет един-

ственное решение u(·) ∈ C1([0,∞);E) такое, что ‖u(t)‖ и ‖u′(t)‖ имеют порядок O(eωt)
при t→ ∞.
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Подобно следствию 2.1.41 здесь также имеем следствие.

Следствие 2.1.43 (см. [453]). Предположим, что ρ(A) 6= ∅. Тогда следующие утверждения

эквивалентны:

(i) оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-полугруппу ;
(ii) CA ⊆ AC и для любого x ∈ R(C) задача (1) имеет единственное слабое решение u(·) ∈

C([0,∞);E) такое, что ‖u(t)‖ = O(eωt) при t→ ∞;
(iii) CA ⊆ AC и для любого x ∈ CD(A) задача (1) имеет единственное решение u(·) ∈

C1([0,∞);E) такое, что ‖u(t)‖ и ‖u′(t)‖ имеют порядок O(eωt) при t→ ∞.

2.1.7. Возмущения C-полугрупп. Для C-полугрупп могут быть получены теоремы, отчасти
аналогичные теоремам о возмущении для C0-полугрупп. Начнем с аналога теоремы Миядеры о
возмущении.

Теорема 2.1.44 (см. [253]). Пусть A— генератор экспоненциально ограниченной C-полугруп-

пы E
tA
C . Предположим, что B — линейный оператор в E, удовлетворяющий следующим усло-

виям:

(a) D(A) ⊆ D(B), B : D(A) → C(D(A)) и B(λ0I−A)−1 — замкнутый оператор для некоторого

λ0 /∈ Pσ(A);
(b) C−1BE

tA
C x ∈ C([0,∞);E) для x ∈ D(A) и l∞ := lim

λ→∞
lλ <∞, где

lλ = sup

{ ∞
∫

0

e
−λt‖C−1

BE
tA
C x‖dt : x ∈ D(A), ‖x‖ < 1

}

;

(c) существует такой инъективный оператор Ĉ ∈ B(D(A)), что R(Ĉ) ⊆ C(D(A)) и

Ĉ(A|D(A) + ǫB) ⊆ (A|D(A) + ǫB)Ĉ для некоторого |ǫ| < l−1
∞ .

Тогда Ĉ−1(A|D(A) + ǫB)Ĉ порождает экспоненциально ограниченную Ĉ-полугруппу.

В случае, если B — замкнутый оператор, приведенная теорема допускает уточнение.

Теорема 2.1.45 (см. [453]). Пусть A— генератор экспоненциально ограниченной C-полугруп-

пы E
tA
C . Предположим, что B — замкнутый оператор и что он удовлетворяет следующим

условиям:

(a) D(A) ∪R(EtA
C ) ⊆ D(B) и B : D(A) ∪R(EtA

C ) → R(C) для всех t > 0;

(b) C−1BE
tA
C x ∈ C([0,∞);E) для x ∈ E, и l∞ := lim

λ→∞
lλ <∞, где

lλ = sup

{ ∞
∫

0

e
−λt‖C−1

BE
tA
C x‖dt : x ∈ D(A), ‖x‖ < 1

}

;

(c) существует такой инъективный оператор Ĉ ∈ B(E), что R(Ĉ) ⊆ R(C) и Ĉ(A + ǫB) ⊆
(A+ ǫB)Ĉ для некоторого |ǫ| < l−1

∞ .

Тогда Ĉ−1(A+ ǫB)Ĉ порождает экспоненциально ограниченную Ĉ-полугруппу.

Следствие 2.1.46 (см. [453]). Предположим, что B ∈ B(E), оператор A порождает

экспоненциально ограниченную C-полугруппу E
tA
C , и B : D(A) → R(C). Предположим, что су-

ществует такой инъективный оператор Ĉ ∈ B(E), что R(Ĉ) ⊆ R(C) и Ĉ(A+B) ⊆ (A+B)Ĉ.

Тогда Ĉ−1(A+B)Ĉ порождает экспоненциально ограниченную Ĉ-полугруппу.

Условие B : D(A) → R(C) можно заменить на следующее: оператор B коммутирует с A и C.

Теорема 2.1.47 (см. [453]). Предположим, что B ∈ B(E), оператор A порождает экспонен-

циально ограниченную C-полугруппу E
tA
C с ‖EtA

C ‖ 6 Meωt и BC = CB,BA ⊆ AB. Если Ĉ ∈
B(E) удовлетворяет тому же условию, что и в следствии 2.1.46, то оператор Q = Ĉ−1(A +
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B)Ĉ порождает экспоненциально ограниченную Ĉ-полугруппу, допускающую оценку ‖EtQ

Ĉ
‖ 6

M1e
(ω+‖B‖)t, где E

tQ

Ĉ
= exp(tB)EtA

C C
−1Ĉ.

Рассмотрим далее возмущения экспоненциально ограниченных аналитических C-полугрупп.

Теорема 2.1.48 (см. [453]). Пусть A — генератор аналитической C-полугруппы с углом 0 <
α 6 π/2. Предположим, что линейный оператор B в E удовлетворяет следующим условиям:

(a) оператор B удовлетворяет условию (a) теоремы 2.1.44, и существуют такие константы

a, b > 0, что

‖C−1
Bx‖ < a‖Ax‖ + b‖x‖ для любого x ∈ D(A); (2.1.21)

(b) для любого β ∈ (0, α) существует такая константа ωβ ∈ R, что C−1BRC(·, A) : ωβ +
Σβ+π/2 → B(E) аналитична;

(c) существует инъективный оператор Ĉ ∈ B(D(A)) такой, что R(Ĉ) ⊆ C(D(A)) и

Ĉ(A|D(A) +B) ⊆ (A|D(A) +B)Ĉ.

Тогда для любого β ∈ (0, α) существует такое aβ > 0, что оператор Ĉ−1(A|
D(A)

+ B)Ĉ

порождает аналитическую Ĉ-полугруппу с углом β, если условие (2.1.21) выполнено для a ∈
[0, aβ).

Следствие 2.1.49 (см. [453]). Пусть A — генератор аналитической C-полугруппы с углом

0 < α 6 π/2. Предположим, что B ∈ B(E) и Ĉ ∈ B(E) удовлетворяют тому же условию, что

и в следствии 2.1.46.
(a) Если B : D(A) → R(C), то Ĉ−1(A+B)Ĉ порождает аналитическую Ĉ-полугруппу с углом

β для любого β ∈ (0, α).

(b) Если BC = CB и BA ⊆ AB, то Ĉ−1(A+B)Ĉ порождает аналитическую Ĉ-полугруппу с

углом α.

2.1.8. Представления C-полугрупп.

Теорема 2.1.50 (см. [274]). Пусть A— генератор экспоненциально ограниченной C-полугруп-

пы E
·A
C . Тогда следующие утверждения имеют место:

(a) для любого x ∈ E и t > 0

E
tA
C x = lim

n→∞

(

I − t

n
A

)−n

Cx = lim
γ→∞

e
γt
Sγ(γ

2
t)x,

где {Sγ(t)}t>0 — C-полугруппа, порожденная оператором (γI −A)−1;
(b) (формула Фрагмена) для любых x ∈ E и t > 0

E
tA
C x = lim

γ→∞
γ

∞
∑

m=1

(−1)m−1

(m− 1)!
e
mγt

RC(mγ,A)x.

Более того, все пределы равномерны по t на любом конечном отрезке.

Теорема 2.1.51 (см. [453]). (a) Если A порождает C-полугруппу E
·A
C , допускающую оценку

‖EtA
C ‖ 6Meωt, то для x ∈ D(A), t > 0 и σ > ω имеет место формула

E
tA
C x = lim

γ→∞
1

2πi

σ+iγ
∫

σ−iγ

e
λt
RC(λ,A)x dλ.

(b) Если A порождает аналитическую C-полугруппу, допускающую оценку ‖EtA
C ‖ 6 Meωt в

угле α, то

E
tA
C =

1

2πi

∫

Γ

e
λt
RC(λ,A) dλ, t > 0,
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где Γ — путь, состоящий из границы области {λ ∈ ω + Σβ : |λ − ω| > 1} и части лучей от

ω +∞e−iβ к ω +∞eiβ с π/2 6 β < α+ π/2.
Более того, оба предела равномерны по t ∈ [1/a, a], a > 1.

Теорема 2.1.52 (см. [453]). Пусть A — генератор C-полугруппы, допускающей оценку

‖EtA
C ‖ 6 Meωt, и пусть {F (r)}r>0 — семейство линейных операторов в E с F (0) = I, удо-

влетворяющее следующим условиям:

(a) существуют такие инъективные операторы Cr ∈ B(E) для любого r > 0, что Crx → Cx

при r → 0 для x ∈ E;
(b) CrF (r) ⊆ F (r)Cr для r > 0 и существуют такие константы M > 0 и ω ∈ R, что R(Cr) ⊆

D(F (r)k) и ‖F (r)kCr‖ 6Meωτk для r > 0 и k ∈ N0;

(c) существует подмножество D области определения D(A) такое, что C(D) ⊆ (λI −A)(D)
для λ > ω и для любого x ∈ D существуют xr ∈ D(F (r)) такие, что xr → x и (F (r)xr −
xr)/r → Ax при r → 0.

Тогда для x ∈ C(D),

E
tA
C x = lim

n→∞
F

(

t

n

)n

C1/nx (2.1.22)

равномерно по t на любом конечном интервале из [0,∞).

Полагая D = C(D(A)) в теореме 2.1.52, получаем следствие.

Следствие 2.1.53. Предположим, что выполнены условия теоремы 2.1.52, кроме условия

(c), которое заменено на

(c′) (F (r)x− x)/r → Ax при r → 0 для x ∈ C(D(A)).

Тогда для любого x ∈ C2(D(A)) равенство (2.1.22) выполняется равномерно по t на любом

конечном интервале из [0,∞).

Теорема 2.1.54 (см. [453]). Пусть {F (r)}r>0 — семейство линейных операторов в E, удовле-

творяющее условию F (0) = I, и пусть C — инъективный оператор в B(E) с плотной областью

значений. Предположим, что условия (a) и (b) из теоремы 2.1.52 и следующее условие (c′′)
выполнены.

(c′′) Существует плотно определенный линейный оператор в E такой, что CA ⊆
AC,R(λ0I −A) = E для некоторого λ0 с Reλ0 > ω, и для любого x ∈ D(A) существу-

ет такое xr ∈ D(F (r)), что xr → x и (F (r)xr − xr)/r → Ax при r → 0.

Тогда A допускает замыкание и C−1ĀC порождает экспоненциально ограниченную C-

полугруппу. Более того, соотношение (2.1.22) выполнено для E
tC−1ĀC
C вместо E

tA
C для любого

x ∈ E равномерно по t на любом ограниченном отрезке из [0,∞).

Следствие 2.1.55 (см. [453]). Предположим, что выполнены следующие условия:

(a) оператор Aj порождает E
·Aj

Cj
и R(Cj) = D(A1) ∩D(A2) = E для j = 1, 2;

(b) E
tA1

C1
C2 = C2E

tA1

C1
и E

tA2

C2
C1 = C1E

tA2

C2
для t > 0;

(c) существуют такие константы M > 0, ω ∈ R, что R(C1C2) ⊆ D((C−1
1 E

tA1

C1
C

−1
2 E

tA2

C2
)k) и

‖(C−1
1 E

tA1

C1
C

−1
2 E

tA2

C2
)kC1C2‖ 6Me

ωkt
, t > 0, k ∈ N0;

(d) R(λ0I −A) = E для некоторого λ0 с Reλ0 > ω, где A = (A1 +A2)|C1C2D(A1+A2).

Тогда C−1
2 C

−1
1 AC1C2 порождает C1C2-полугруппу T (·), где

T (t)x = lim
n→∞

(C−1
1 E

(t/n)A1

C1
C

−1
2 E

(t/n)A2

C2
)nC1C2x

равномерно по t из любого конечного отрезка, входящего в [0,∞).

Следствие 2.1.56. Пусть Aj — генератор Cj-полугруппы E
·Aj

Cj
для j = 1, 2 и пусть

E
tA1

C1
E
tA2

C2
= E

tA2

C2
E
tA1

C1
при t > 0. Тогда {EtA1

C1
E
tA2

C2
}t>0 есть C1C2-полугруппа, порожденная рас-

ширением оператора A1 +A2.
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2.1.9. C-косинус оператор-функции. Многие результаты для C-полугрупп допускают ана-
логи и для косинус оператор-функций. Отметим также книгу [218], где можно найти формули-
ровки «дробных результатов».

Определение 2.1.57. Сильно непрерывное семейство операторов C(·) : [0,∞) → B(E) назы-
вается C-косинус оператор-функцией, если оператор C = C(0) инъективен и

2C(t)C(s) = C(t+ s)C + C(|t− s|)C, t, s > 0. (2.1.23)

Генератор A определяется как

Ax = C
−1 lim

t↓0
2t−2(C(t)x− Cx)

с максимальной областью определения в E.

Ассоциированная C-синус оператор-функция {S(t)}t>0 задается формулой S(t)x =

t
∫

0

C(s)x ds

для любого x ∈ E и t > 0. Будем говорить, что {C(t)}t>0 экспоненциально ограничена, если
‖C(t)‖ 6Meωt с некоторыми константами M,ω > 0.

Если подобно тому, как делалось в C0-теории, продолжить {C(t)}, t > 0, на R, положив C(t) :=
C(−t) для t < 0, то характеристическое уравнение косинуса в определении 2.1.57 эквивалентно

2C(t)C(s) = C(t+ s)C + C(t− s)C, t, s ∈ R,

и его генератор A также может быть определен равенством

Ax = C
−1 lim

t→0
2t−2(C(t)x− Cx)

с максимальной областью определения в E.
Обозначим такую C-косинус оператор-функцию через C(t, A), t > 0. В этом случае S(−t, A) =

−S(t, A) для t ∈ R. Определим также C(t, A) = C(−t, A) при t < 0.

Теорема 2.1.58 (см. [233]). Пусть A — генератор C-косинус оператор-функции {C(t, A)}t>0.

Тогда справедливы следующие утверждения:

(a) C(t, A), C(s,A), S(t, A) и S(s,A) коммутируют при t, s > 0;

(b) если f(·) ∈ C1([0,∞);E), то

t
∫

0

S(s,A)f(s)ds ∈ D(A) и

A

t
∫

0

S(s,A)f(s) ds = C(t, A)f(t)− Cf(0)−
t
∫

0

C(s,A)f ′(s) ds, t > 0.

В частности,

A

t
∫

0

S(s)x ds = C(t)x− Cx, x ∈ E, t > 0;

(c) для x ∈ D(A) и t > 0 имеем C(t, A)x ∈ D(A) и C ′′(t, A)x = AC(t, A)x = C(t, A)Ax.
Следовательно,

C(t, A)x− Cx =

t
∫

0

S(s,A)Axds, x ∈ D(A), t > 0;

(d) D(A) =

{

x ∈ E : существует такое y ∈ E, что C(t, A)x − Cx =

t
∫

0

S(s,A)y ds для t > 0

с Ax = y

}

;
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(e) оператор A замкнут, R(C) ⊆ D(A) и A = C−1AC;
(f) {C(t, A)}t>0 — единственная C-косинус оператор-функция, порожденная оператором A.

Теорема 2.1.59 (см. [453]). Пусть M,ω > 0. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) оператор A порождает экспоненциально ограниченную C-косинус оператор-функцию

{C(t, A)}t>0, удовлетворяющую условию ‖C(t, A)‖ >Meωt, t > 0;

(b) A = C−1AC, (ω2,∞) ⊂ ρC(A) и существует сильно непрерывное семейство C̃(·) : [0,∞) →
B(E), удовлетворяющее условию ‖C̃(t)‖ 6Meωt при t > 0, такое, что

λRC(λ
2;A)x =

∞
∫

0

e
−λt

C̃(t)x dt, λ > ω, x ∈ E.

Если, дополнительно, D(A) плотно в E, то условие (a) эквивалентно

(c) A = C−1AC, (ω2,∞) ⊆ ρC(A) и

‖(λRC(λ
2;A))(n)‖ 6Mn!(λ− ω)−n−1

, λ > ω, n ∈ N0.

Теорема 2.1.60 (см. [233]). (a) Пусть A — генератор экспоненциально ограниченной C-

косинус оператор-функции {C(t, A)}t>0, удовлетворяющей оценке ‖C(t, A)‖ 6Meωt, t > 0. Тогда

A порождает C-полугруппу, удовлетворяющую оценке ‖EtA
C ‖ 6 2Meω

2t, t > 0, и

E
tA
C x =

2√
π

∞
∫

0

e
−s2

C(2s
√
t, A)x ds, t > 0, x ∈ E.

(b) Пусть A — генератор экспоненциально ограниченной C-группы {T (t)}t∈R. Тогда расшире-

ние оператора A2 порождает C-косинус оператор-функцию {C(t)}t>0, где C(t) =
1

2
(T (t)+T (−t))

при t > 0.

2.2. Локальные C-полугруппы и C-косинус оператор-функции

В [405] приведена теория локальных C-полугрупп и локальных n раз проинтегрированных
полугрупп.

2.2.1. Теория локальных C-полугрупп. Теория C-полугрупп была развита в работах
[145, 242, 248, 267, 404]. Здесь мы рассмотрим локальные семейства операторов. Пусть C — огра-
ниченный линейный оператор в банаховом пространстве E, т.e., C ∈ B(E), и положим T > 0.

Определение 2.2.1. Семейство ограниченных операторов {S(t), 0 6 t < T} называется ло-

кальной C-полугруппой в E, если

(i) S(t+ s)C = S(t)S(s) для t, s, t+ s ∈ [0, T );
(ii) S(0) = C;
(iii) семейство S(·) сильно непрерывно на [0, T ).

Ясно, что S(·) — коммутативное семейство. Локальная C-полугруппа называется невырож-
денной, если S(t)x = 0 для всех t ∈ (0, T ) влечет x = 0. Из определения 2.2.1 следует, что локаль-
ная C-полугруппа невырождена, если C инъективен, т.e., если N (C) = {0}.

Везде далее будем рассматривать только случай, когда C ∈ B(E) — инъективный оператор.

Определение 2.2.2. Генератор {S(t), 0 6 t < T} определяется как предел

−Gx := C
−1 lim

h→0+

1

h
(S(h)x − Cx), x ∈ D(G), (2.2.1)

с естественной областью определения

D(G) :=

{

x ∈ E : lim
h→0+

1

h
(S(h)x− Cx) существует в E и принадлежит R(C)

}

.

Предложение 2.2.3 (см. [371]). Оператор G замкнут, R(C) ⊆ D(G) и C−1GC = G.
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Обозначим C-полугруппу S(·) с генератором −G через S(·G). Далее, пусть τ ∈ (0, T ). Положим

Lτ (λ)x :=

τ
∫

0

e
−λtS(tG)x dt, x ∈ E, λ > 0. (2.2.2)

Это — так называемое локальное преобразование Лапласа семейства S(·G).
Предложение 2.2.4 (см. [405]). Пусть S(·G) — локальная C-полугруппа и Lτ (·) — локальное

преобразование Лапласа от S(·G). Тогда для любого x ∈ E вектор Lτ (λ)x принадлежит D(G) и

(λ+G)Lτ (λ)x = Cx− e
−λτS(τG)x для всех τ ∈ [0, T ) и λ > 0. (2.2.3)

В общем случае преобразование Лапласа от локальной C-полугруппы и C-резольвента ее
генератора не всегда существуют и мы нуждаемся в идее асимптотической C-резольвенты из
[95, 405, 371]. Понятие асимптотическoго резольвентного семейства впервые было введено Ouchi
в [343].

Рассмотрим далее следующую абстрактную задачу Коши (ACP ;−A,T, y) на [0, T ):

u
′(t) = −Au(t), t ∈ [0, T ), u(0) = y. (2.2.4)

Функция u(·) называется решением задачи (ACP ;−A,T, y), если u(·) непрерывно диффе-
ренцируема по t ∈ [0, T ), u(t) ∈ D(A) для всех 0 6 t < T и u(·) удовлетворяет задаче
(ACP ;−A,T, y). Обозначим (ACP ;−A,T, y) с y ∈ CD(A) также через (ACP ;−A,T,CD(A)).
Типичный случай приложения задачи (ACP ;−A,T, y) в (2.2.4), который мы будем иметь в виду,
— это случай, когда оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу.

Определение 2.2.5. Пусть A — замкнутый линейный оператор в E, a ∈ R, τ ∈ (0, T ). Семей-
ство операторов {Lτ (λ), λ > a} ⊆ B(E) называется асимптотической C-резольвентой оператора

−A, если выполнены следующие условия:

(i) Lτ (·)x ∈ C∞((a,∞);E) для любого x ∈ E;
(ii) Lτ (λ)Lτ (µ) = Lτ (µ)Lτ (λ) для λ, µ > a;
(iii) Lτ (λ)x ∈ D(A) при всех x ∈ E и

(λ+A)Lτ (λ)x = Cx+ Vτ (λ)x, (2.2.5)

где Vτ (·) ∈ C∞((a,∞);E), и существует такое Mτ > 0, что
∥

∥

∥

∥

dm

dλm
Vτ (λ)x

∥

∥

∥

∥

6Mττ
m
e
−λτ‖x‖, m ∈ N ∪ {0}, λ > a; (2.2.6)

(iv) ALτ (λ)x = Lτ (λ)Ax при всех x ∈ D(A).

Теорема 2.2.6 (см. [371]). Пусть A — замкнутый линейный оператор в E и пусть оператор

C ∈ B(E) инъективен.

(i) Если A — генератор локальной C-полугруппы {S(t), 0 6 t < T} в E, то существует

асимтотическая C-резольвента Lτ (λ) оператора −A такая, что
∥

∥

∥

∥

dm

dλm
Lτ (λ)x

∥

∥

∥

∥

6Mτ
m!

λm+1
‖x‖, x ∈ E, (2.2.7)

где 0 6 m/λ 6 τ , λ > a, m ∈ N ∪ {0}, и оператор A удовлетворяет равенству C−1AC = A.

(ii) Если оператор −A имеет асимптотическую C-резольвенту, удовлетворяющую условию

(2.2.7) и CD(A) плотно в D(A), D(C−1AC) ⊂ D(A), т.e., Cx ∈ D(A) и ACx ∈ R(C) влечет

x ∈ D(A), то часть A0 оператора A в E0 := D(A) порождает локальную C-полугруппу в E0,

где C равно C0 := C|E0.

В частности, в предположении, что CD(A) = E, оператор −A порождает локальную C-

полугруппу в E тогда и только тогда, когда C−1AC = A и существует асимптотическая

C-резольвента, удовлетворяющая (2.2.7). В этом случае оператор A имеет плотную область

определения.
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Отметим, что подобная версия теоремы о порождении, использующая иное определение ге-
нератора (который не обязательно замкнут) и предположение, что C имеет плотную область
определения, приведена в [405].

Определение 2.2.7. Говорят, что задача Коши (ACP ;−A,T,CD(A)) корректна, если для
любого y ∈ CD(A) существует единственное решение u(·; y) задачи (ACP ;−A,T, y), такое что
‖u(t; y)‖ 6 M(t)‖C−1y‖ для 0 6 t < T и y ∈ CD(A), где функция M(t) ограничена на любом
компакте, входящем в [0, T ).

Мы должны подчеркнуть здесь тот факт, что корректность в смысле определения 2.2.7 — более
общее понятие, чем корректность в смысле (10). В каком-то смысле мы можем сказать, что эта
корректность есть условие разрешимости задачи (2.2.4), если существует регуляризатор (см. § 3).

Теорема 2.2.8 (см. [371]). Пусть C — линейная ограниченная инъекция в E и A — замкну-

тый линейный оператор. Тогда следующие условия эквивалентны:

(i) оператор −A есть генератор локальной C-полугруппы;
(ii) C−1AC = A и задача v′(t) = −Av(t)+Cx, t ∈ [0, T ), v(0) = 0, имеет единственное решение

при любом x ∈ E.

Если ρ(A) 6= ∅ или A имеет плотную область определения, то (i) и (ii) также эквивалентны

условию

(iii) C−1AC = A и задача
(

ACP ;−A,T,CD(A)
)

корректна.

Более того, u(t; y) = C−1S(tA)y, t ∈ [0, T ), есть единственное решение задачи (2.2.4) с любыми

начальными данными y ∈ CD(A).

Определение 2.2.9. Предположим, что A замкнут, C ∈ B(E) инъективен и T > 0. Сильно
непрерывное семейство {W (t) : 0 6 t 6 T} ограниченных операторов есть локальная слабая
C-полугруппа с генератором A, если (см. предложение 2.1.3 (2.1.15))

(i)

t
∫

0

W (s)x ds ∈ D(A) и отображение t→ A

t
∫

0

W (s)x ds непрерывно на [0, T ] для всех x ∈ E;

(ii) A

t
∫

0

W (s)x ds =W (t)x− Cx для всех x ∈ E, t ∈ [0, T ].

Определим семейство

Wk(t) =

{

Wk−1(t)C для любого 0 6 t 6 (k − 1)T,

W1(t− (k − 1)T ) +Wk−1((k − 1)T ) для любого (k − 1)T 6 t 6 kT,
(2.2.8)

где W1(t) =W (t) для любого 0 6 t 6 T .

Теорема 2.2.10 (см. [427]). Предположим, что A замкнут, C ∈ B(E) инъективен и

{W (t)}06t6T — локальная C-полугруппа. Тогда выполнены следующие условия:

(i) {Wk(t)}06t6kT есть локальная Ck-полугруппа при любом k ∈ N;
(ii) если {W (t)}06t6T имеет генератор A, то {Wk(t)}06t6kT при любом k ∈ N также имеет

генератор A.

Под слабым решением задачи (ACP ;A, kT, x) будем понимать функцию uk(·) ∈ C([0, kT ];E)

такую, что vk(t) =

t
∫

0

uk(s) ds ∈ D(A) для всех t ∈ [0, kT ] и
d

dt
vk(t) = Avk(t) + x , t ∈ [0, kT ]).

Задачу (ACP ;A, kT, x) назовем Ck-корректной, если она имеет единственное слабое решение
uk(·) ∈ C([0, kT ];E) при любом x ∈ R(Ck).

Следствие 2.2.11 (см. [427]). Предположим, что оператор A замкнут и CA ⊆ AC. Тогда

следующие условия эквивалентны:
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(a) задача (ACP ;A,T, x) C-корректна;
(b) существует локальная C-полугруппа {W (t)}06t6T с генератором A;
(c) задача (ACP ;A, kT, x) Ck-корректна при любом k ∈ N;
(d) существует локальная Ck-полугруппа {Wn(t)}t∈[0,kT ] с генератором A для любого k ∈ N.

Следствие 2.2.12 (см. [427]). Предположим, что оператор A замкнут, C ∈ B(E) инъекти-

вен и {W (t)}06t6T —ь локальная C-полугруппа. Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) семейство {W (t)}06t6T может быть продолжено до C-полугруппы во всем пространстве;

(b) для любого k ∈ N R
(

W (t)(W (T ))k−1
)

⊆ R(Ck−1) и семейство C−(k−1)W (t)(W (T ))k−1 силь-

но непрерывно по t ∈ [0, T ];

(c) для любого k ∈ N R((Wk(t)) ⊆ R(Ck−1) и семейство C−(k−1)Wk(t) сильно непрерывно при

t ∈ [0, kT ].

Если одно из эквивалентных условий (a), (b) или (c) выполнено, обозначим глобальное рас-

ширение семейства {W (t)}06t6T через {W0(t)}06t6∞. Если {W (t)}06t6T имеет генератор A, то

семейство {W0(t)}06t6∞ также имеет генератор A.

Следствие 2.2.13 (см. [427]). Предположим, что A замкнут, ρ(A) непусто, r ∈ ρ(A) и

k ∈ N. Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) задача (ACP ;A,T, x) (A− rI)−k-корректна;
(b) существует локальная (A− rI)−k-полугруппа, порожденная оператором A;
(c) задача (ACP ;A,nT, x) (A− rI)−nk-корректна для любого n ∈ N;
(d) существует локальная (A − rI)−nk-полугруппа, порожденная оператором A для любого

n ∈ N.

2.2.2. Локальные α раз проинтегрированные C-полугруппы. Определим jr(t) :=
tr/(Γ(r + 1)), t = 0, где Γ(·) — гамма-функция.

Определение 2.2.14 (см. [270]). Сильно непрерывное семейство {T (t) : 0 6 t < T} ⊂ B(E)
называется локальной α раз (α 6= 0) проинтегрированной C-полугруппой в E, если оно удовле-
творяет условию T (t)C = CT (t) при любом 0 6 t < T , T (0) = 0 и выполнено равенство

T (s)T (t)x = C

s+t
∫

0

−
s
∫

0

−
t
∫

0

jα−1(s+ t− r)CT (r) dr =

=

s
∫

0

(

jα−1(r)CT (s+ t− r)− jα−1CT (r)
)

x dr

для всех x ∈ E, 0 6 s, t 6 s + t < T . Если T = ∞, то локальная α раз проинтегрированная
C-полугруппа называется α раз проинтегрированной C-полугруппой. Если C = I — единичный
оператор, то T (·) называется α раз проинтегрированной полугруппой. Будем говорить, что {T (t) :
0 6 t < T} есть локальная (0 раз проинтегрированная) C-полугруппа, если T (0) = C и

T (t)T (s) = T (s+ t)C, 0 6 t, s 6 s+ t < T.

Пусть T (·) : [0, T ) → B(E) — сильно непрерывная функция. Рассмотрим свойства таких

линейных операторов G, удовлетворяющих условию R(S(t)) ⊂ D(G), где S(t) :=

t
∫

0

T (s) ds, и

S(t)G ⊂ GS(t) = T (t)x− jα(t)C, т.e., выполнены следующие условия:

(i) T (t)x− jα(t)Cx = S(t)Gx для x ∈ D(G), 0 6 t < T ;
(ii) R(S(t)) ⊂ D(G), T (t)x− jα(t)Cx = GS(t)x для x ∈ E, 0 6 t < T .

Такой оператор G будем называть (C,α)-субгенератором T (·). Для заданной локальной α раз
проинтегрированной C-полугруппы (C,α)-субгенератор может существовать или не существо-
вать, а также может определяться неоднозначно. Если существует (C,α)-субгенератор, который
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является расширением всех (C,α)-субгенераторов семейства T (·), то будем называть такой макси-
мальный (C,α)-субгенератор (C,α)-генератором T (·). Как мы увидим в следующей теореме, если
C инъективен и если существует замкнутый (C,α)-субгенератор G семейства T (·), то T (·) есть
α раз проинтегрированная C-полугруппа и A = C−1GC — ее (C,α)-генератор. (C,α)-субгенератор
и (C,α)-генератор локальной α раз проинтегрированной C-полугруппы будем называть просто
субгенератором и генератором соответственно.

Теорема 2.2.15 (см. [270]). Пусть C ∈ B(E) инъективен и пусть T (·) : [0, T ) → B(E) —

сильно непрерывная функция с замкнутым (C,α)-субгенератором G. Тогда следующие свойства

имеют место:

(a) CT (t) = T (t)C для всех 0 6 t < T (или, эквивалентно, CS(t) = S(t)C для всех 0 6 t < T ),
т.е. T (·) есть локальная α раз проинтегрированная C-полугруппа;

(b) T (t)T (s) = T (s)T (t) для всех 0 6 s, t < T ;
(c) CG ⊂ GC и C−1GC есть генератор T (·).
Предложение 2.2.16 (см. [270]). Пусть T (·) — локальная α раз проинтегрированная C-

полугруппа.

(i) Если T (·) имеет субгенератор, то T (·) имеет максимальный субгенератор, который со-

держит все субгенераторы T (·), и называется генератором семейства T (·).
(ii) Если T (·) невырождено, то T (·) имеет генератор.

(iii) Предположим, что T (·) невырождено. Любой субгенератор G допускает замыкание, это

замыкание G также является субгенератором T (·), и A := C−1GC — генератор T (·).
Теорема 2.2.17 (см. [270]). Пусть C ∈ B(E) инъективен и α > 0, и пусть A — замкнутый

линейный оператор в E. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) A есть субгенератор локально α раз проинтегрированной C-полугруппы T (·);
(ii) CA ⊂ AC (т.e., Cx ∈ D(A) и CAx = ACx при x ∈ D(A)) и уравнение v(t) = A(1 ∗ v)(t) +

jα(t)Cx, 0 6 t < T , имеет единственное решение vx для любого x ∈ E;
(iii) CA ⊂ AC и уравнение u′(t) = Au(t) + jα(t)Cx, 0 6 t < T ; u(0) = 0, имеет единственное

решение ux для любого x ∈ E.

Более того, указанные решения представляются в виде vx = T (·)x и ux(t) =

t
∫

0

T (s)x ds, t > 0.

Теорема 2.2.18 (см. [270]). Пусть T (·) — локальная α раз проинтегрированная C-полугруп-

па на полуинтервале [0, T ) с генератором A. Для любого T0 ∈ (0, T ) функция T0(·),

T0(·) =



















(jn−1 ∗ T )(t)C для 0 6 t 6 T0,

T (T0)H(t− T0) +
∑

jα−k−1(T0)(jk ∗H)(t− T0)C+

+
n−1
∑

k=0

jα−k−1(t− T0)(jk ∗ T )(T0)C для T0 6 t 6 2T0,

(2.2.9)

есть локальная (α+n) раз проинтегрированная C2-полугруппа на отрезке [0, 2T0) с генератором

A. Поэтому функция T (·) : [0, 2T ) → B(E), определенная равенством T (t) := T0(t) для 0 6 t <

2T0 < 2T , есть локальная (α + n) раз проинтегрированная C2-полугруппа на отрезке [0, 2T ) с

генератором A.

В соотношении (2.2.9), H(t) := (jn−α−1 ∗ T )(t), T > t > 0, и k в первой сумме принимает
неотрицательные целые значения такие, что k−α не являются неотрицательными целыми, т.е. k
изменяется от 0 до α− 1, где α — целое, и принимает все неотрицательные целые значения, если
α не является целым.

Замечание 2.2.19. Авторы [267] привели ряд примеров, показывающих, что для любого
N > 0 существует N раз проинтегрированная C-полугруппа (C 6= I), генератор которой не по-
рождает (N − 1) раз проинтегрированную C-полугруппу.
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2.2.3. Локальная C-косинус теория. Пусть C ∈ B(E) — такой инъективный оператор, что

R(C) плотно в E, т.е., R(C) = E.

Определение 2.2.20. Семейство ограниченных операторов {C(t) : |t| < T} называется ло-

кальным C-косинус семейством в E, если

(i)
(

C(t+ s) + C(t− s)
)

C = 2C(t)C(s) для любых t, s, t± s ∈ (−T, T );
(ii) C(0) = C;
(iii) C(·) сильно непрерывно на (−T, T ).

Напомним, что локальное C-косинус семейство называют невырожденным, если из условия
C(t)x = 0 для всех t ∈ (0, T ) следует x = 0.

Предложение 2.2.21. Локальное C-косинус семейство невырождено тогда и только тогда,

когда C инъективен.

Доказательство. Пусть C инъективен. Тогда из того, что C(t)x = 0 для всех t ∈ (−T, T ), следует,
что C(t)x→ Cx = 0 при t→ 0. Это означает, что x = 0.

Обратно, предположим, что Cx̄ = 0 для некоторого x̄ 6= 0. Тогда из условия (i) определения
2.2.20 получаем, что C(t)C(s)x̄ = 0 при любом t ∈ (0, T ) и любом s. Таким образом, из условия
невырожденности следует, во-первых, что C(s)x̄ = 0 для некоторого s ∈ (0, T ), и, во-вторых, что
x̄ = 0. Это противоречие завершает доказательство.

Везде далее мы будем рассматривать только случай, когда C ∈ B(E)— инъективный оператор,

для которого R(C) плотно в E, т.е. R(C) = E.

Замечание 2.2.22. Локальное C-косинус семейство в E имеет следующие свойства:

10 C(−s) = C(s);
20 C(s)C = CC(s).

Действительно, полагая t = 0 в условии (i) определения 2.2.20, получаем

[C(s) + C(−s)]C = 2CC(s), (2.2.10)

откуда следует 10. Действительно, CC(−s) = 1

2
[C(−s) + C(s)]C = CC(s), т.е., C[C(−s)− C(s)] = 0,

откуда видно, что C(−s) = C(s). 20 следует из 10 и (2.2.10).

Определение 2.2.23. Инфинитезимальный оператор семейства {C(t) : |t| < T} определяется
как предел

G0x := lim
h→0+

2

h2
(C−1

C(h)x− x), x ∈ D(G0), (2.2.11)

с естественной областью определения D(G0) :=
{

x ∈ R(C) : ∃ lim
h→0+

2

h2
(C−1

C(h)x− x)
}

.

Предложение 2.2.24. Оператор G0 допускает замыкание и D(G0) плотно в E.

Определение 2.2.25. Оператор G = G0 называется полным инфинитезимальным генерато-

ром локального C-косинус семейства C(·).
Для x ∈ D(G) имеем

t
∫

0

(t− s)C(s)Gxds = G

t
∫

0

(t− s)C(s)x ds =
t2

2
Gx

t = C(t)x− Cx. (2.2.12)

Следовательно, функция C(·) дважды непрерывно дифференцируема по t при |t| < T и

C
′′(t)x = C(t)Gx = GC(t)x, x ∈ D(G). (2.2.13)
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Сопоставим семейству C(·) локальное C-синус семейство по формуле

S(t)x =

t
∫

0

C(s)x ds, x ∈ E. (2.2.14)

Предложение 2.2.26. Следующие соотношения имеют место:

(i)
(

S(t+ h) +S(t− h)
)

C = 2S(t)C(h);

(ii) S(t+ h)C = S(t)C(h) +S(h)C(t);

(iii)
(

C(t+ h)− C(t− h)
)

C = 2GS(t)S(h);

(iv) C
′(t)x = S(t)Gx = GS(t)x для любого x ∈ D(G);

(v) C
′′(t)x = C(t)Gx = GC(t)x для любого x ∈ D(G);

(vi) S
′′(t)x = S(t)Gx = GS(t)x для любого x ∈ D(G).

Положим далее τ ∈ (0, T ). Определим

Lτ (λ)x :=

τ
∫

0

e
−λt

S(t)xdt, x ∈ E, (2.2.15)

это — так называемое «локальное преобразование Лапласа» семейства S(·).
Предложение 2.2.27 (см. [395]). Пусть оператор G — полный инфинитезимальный генера-

тор семейства C(·) и Lτ (λ) — локальное преобразование Лапласа семейства S(·). Тогда

λLτ (λ) =

τ
∫

0

e
−λt

C(t)x dt− e
−λτ

S(τ)x, (2.2.16)

Lτ (λ)x ∈ D(G) и справедливо равенство

(λ2I −G)Lτ (λ)x = Cx− e
−λτ
[

C(τ)x+ λS(τ)x
]

для любого x ∈ E. (2.2.17)

Полагая Vτ (λ)x := −e−λτ
(

C(τ)x+ λS(τ)x
)

, получаем

dn

dλn
Vτ (λ)x = −(−τ)ne−λτ

C(τ)x−
(

λ(−τ)n + n(−τ)n−1
)

e
−λτ

S(τ)x,
∥

∥

∥

∥

dn

dλn
Vτ (λ)x

∥

∥

∥

∥

6Mτ

[

(n+ 1)τn + λτ
n+1
]

e
−λτ‖x‖,

где Mτ := sup
06t6τ

‖C(t)‖.

Предложение 2.2.28. Имеют место следующие оценки:
∥

∥

∥

∥

dn

dλn
Lτ (λ)x

∥

∥

∥

∥

6Mτ
(n + 1)!

λn+2
‖x‖,

∥

∥

∥

∥

dn

dλn
[λLτ (λ)x]

∥

∥

∥

∥

6Mτ

(

n!

λn+1
+ τ

n+1
e
−λτ

)

‖x‖.

Следующее утверждение доказывается так же, как в [405].

Предложение 2.2.29. Множество CD(G) есть сердцевина для оператора G, т.е.,

G|CD(G) = G.

Замечание 2.2.30. Асимптотическая резольвента Lτ (λ) компактна при некотором λ (и, сле-
довательно, для любого достаточно большого λ) тогда и только тогда, когда S(·) компактно.
Действительно, если S(·) компактно, то отсюда, в силу (2.2.15), следует, что Lτ (λ) компактно.
Обратно, дифференцируя Lτ (λ) по τ и пользуясь тем, что S(·) равномерно непрерывно по t,
получаем, что S(·) компактно как равномерный предел компактных операторов.
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2.2.4. Теорема о порождении для локальных C-косинус семейств.

Определение 2.2.31. Пусть A — замкнутый линейный оператор в X, a ∈ R, τ ∈ (0, T ).
Семейство операторов {Lτ (λ) : λ > a} ⊂ B(E) называется асимптотической C-резольвентой

оператора A, если выполнены следующие условия:

(i) Lτ (·)x ∈ C∞((a,∞);E) для любого x ∈ E;
(ii) Lτ (λ)Lτ (µ) = Lτ (µ)Lτ (λ);
(iii) Lτ (λ)x ∈ D(A) для любых x ∈ E и

(λ2I −A)Lτ (λ)x = Cx+ Vτ (λ)x, (2.2.18)

где Vτ (λ) ∈ C∞((a,∞);E), и
∥

∥

∥

∥

dn

dλn
Vτ (λ)x

∥

∥

∥

∥

6Mτ (2.2.19)

(iv) ALτ (λ)x = Lτ (λ)Ax для любого x ∈ D(A).

Теорема 2.2.32 (см. [395](теорема о порождении)). Пусть A — замкнутый линейный опера-

тор в E. Тогда A есть полный инфинитезимальный оператор локального C-косинус семейства

C(·) в E тогда и только тогда, когда

(i) D(A) плотно в E;
(ii) существует асимптотическая C-резольвента Lτ (λ) оператора A такая, что

∥

∥

∥

∥

dn

dλn
[λLτ (λ)x]

∥

∥

∥

∥

6Mτ
n!

λn+1
‖x‖, x ∈ E, (2.2.20)

где 0 6 n/λ 6 τ , λ > a, n ∈ N ∪ {0};
(iii) множество CD(A) есть сердцевина оператора A.

Введем следующие обозначения:

F
n
λ,τx =

(

d

dλ

)n

Lτ (λ)x, G
n
λ,τx =

(

d

dλ

)n(

λLτ (λ)x
)

.

Лемма 2.2.33. Пусть A — замкнутый линейный оператор в E, удовлетворяющий условиям

(i) и (ii) теоремы 2.2.32. Тогда имеют место утверждения:

λF
n
λ,τ + nF

n−1
λ,τ = G

n
λ,τ , (2.2.21)

λG
n
λ,τ + nG

n−1
λ,τ = AF

n
λ,τ + V

(n)
τ (λ), (2.2.22)

∥

∥

∥

∥

λn+1

n!
F

n−1
λ,τ

∥

∥

∥

∥

≡
∥

∥

∥

∥

λn+1

n!

dn−1

dλn−1
Lτ (λ)

∥

∥

∥

∥

6Mτ , (2.2.23)

где 0 6 n/λ 6 τ , λ > a, n ∈ N ∪ {0}.
Лемма 2.2.34. Пусть A удовлетворяет условиям леммы 2.2.33. Тогда справедливы следую-

щие утверждения:

Cx ∈ D(A) и ACx = CAx для x ∈ D(A); (2.2.24)

Lτ (λ)Cx = CLτ (λ)x для x ∈ Eиλ > 0; (2.2.25)

lim
λ→∞

(−1)n

n!
λ
n+1

F
n
λ,τx = 0 для любого n ∈ N; (2.2.26)

lim
λ→∞

(−1)n

n!
λ
n+1

G
n
λ,τx = Cx для любого n ∈ N. (2.2.27)

Предложение 2.2.35. Пусть оператор A — полный инфинитезимальный генератор локаль-

ного C-косинус семейсства. Тогда A порождает локальную C-полугруппу.

В [427] приведено автоматическое расширение теоремы 2.2.10 и Следствий 2.2.11–2.2.13 для
локальных C-косинус функций.
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2.2.5. Абстрактная задача Коши второго порядка. Пусть A, как и прежде, — линейный
оператор в банаховом пространстве E, T ∈ (0,∞] и x, y ∈ E. Рассмотрим абстрактную задачу
Коши на отрезке (−T, T ) вида (ACP ;A,T, x, y):

(

d2

dt2

)

u(t) = Au(t), |t| < T, u(0) = x, u
′(0) = y.

Функция u(·) называется решением задачи (ACP ;A,T, x, y), если u(·) дважды непрерывно диф-
ференцируема на t ∈ (−T, T ), для любого |t| < T имеет место вложение u(t) ∈ D(A) и функция
u(·) удовлетворяет условиям (ACP ;A,T, x, y). Также обозначим (ACP ;A,T, x, y) с x, y ∈ CD(A)
через (ACP ;A,T,CD(A)).

Определение 2.2.36. Задачу Коши (ACP ;A,T,CD(A)) назовем корректной, если для лю-
бых x, y ∈ CD(A) существует единственное решение u(t;x, y) задачи (ACP ;A,T, x, y) такое, что
‖u(t;x, y)‖ 6 M(t)(‖C−1x‖ + ‖C−1y‖) для |t| < T и x, y ∈ CD(A), где функция M(t) ограничена
на любом компактном подынтервале, входящем в (−T, T ).

Теорема 2.2.37 (см. [395]). Пусть A — плотно определенный замкнутый линейный опера-

тор в E, удовлетворяющий следующим условиям:

(i) Cx ∈ D(A) и ACx = CAx для x ∈ D(A),
(ii) множество CD(A) есть сердцевина оператора A.

Тогда следующие условия эквивалентны:

(I) оператор A является полным инфинитезимальным генератором локального C-косинус се-

мейства C(·);
(II) задача Коши (ACP ;A,T,CD(A)) корректна.

В этом случае u(t;x, y) = C−1
C(t)x+ C−1

S(t)y, t ∈ (−T, T ), есть единственное решение для

любых начальных значений x, y ∈ CD(A).

Исследуем далее свойства полного инфинитезимального генератора n раз проинтегрированно-
го локального косинус семейства U(·) и рассмотрим абстрактную задачу Коши (ACP ;A,T, x, y).

Определение 2.2.38. Оператор A = A0 называется полным инфинитезимальным генерато-

ром локального n раз протнтегрированного косинус семейства U(·).

Предложение 2.2.39 (см. [395]). Пусть A — полный инфинитезимальный генератор ло-

кального n раз проинтегрированного косинус семейства {U(t) : |t| < T} в E. Тогда выполнены

следующие условия:

U(t)x ∈ D(A) и U(t)Ax = AU(t)x для |t| < T и x ∈ D(A); (2.2.28)

U(t)x =
tn

n!
x+

t
∫

0

(t− s)U(s)Axds для x ∈ D(A) и |t| < T ; (2.2.29)

если D(A) плотно в E, то

t
∫

0

(t− s)U(s)x ds ∈ D(A) и

A

t
∫

0

(t− s)U(s)x ds = U(t)x− tn

n!
x для x ∈ E и |t| < T ; (2.2.30)

если D(A) = E, то существует вещественное число ω такое, что (ω,∞) ⊂ ρ(A); (2.2.31)

D(A) плотно в E тогда и только тогда, когда Cn(T ) плотно в E. (2.2.32)
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Предложение 2.2.40. Если A — полный инфинитезимальный генератор n раз проинтегри-

рованного косинус семейства U(·) и [n/2] = m, то задача (ACP ;A,T,D(Am+1)) корректна в сле-

дующем смысле: для любых x, y ∈ D(Am+1), существует такое единственное решение u(t;x, y)
задачи Коши, что

‖u(t;x, y)‖ 6M(t)(‖x‖m + ‖y‖m)

для |t| < T и x, y ∈ D(Am+1), где M(t) — ограниченная функция на каждом компактном подын-

тервале интервала (−T, T ) и ‖z‖m =
m
∑

i=1
‖Aiz‖ для z ∈ D(Am).

Замечание 2.2.41. Если n = 2m + 1, x ∈ D(Am+2) и y ∈ D(Am+1), то для задачи
(ACP ;A,T, x, y) существует единственное решение, построение которого следует из доказатель-
ства предложения 2.2.40.

Далее обсудим соотношение между локальными C-косинус семействами и локальными косинус
семействами.

Лемма 2.2.42. Пусть C(·) — локальное C-косинус семейство в E и пусть n ∈ N. Определим

∇n(t)x =

t
∫

0

t1
∫

0

· · ·
tn−1
∫

0

C(tn)x dtn · · · dt1

для x ∈ E и 0 6 |t| < T . Тогда

2∇n(t)∇n(s) =
1

(n − 1)!

( s+t
∫

t

(s+ t− r)n−1∇n(r)Cxdr −
s
∫

0

(s+ t− r)n−1∇n(r)Cxdr

)

+

+
(−1)n

(n− 1)!

[ t−s
∫

t

(t− s− r)n−1∇n(r)Cxdr −
−s
∫

0

(t− s− r)n−1∇n(r)Cxdr

]

(2.2.33)

для |t|, |s|, |t − s|, |t+ s| < T .

Теорема 2.2.43 (см. [395]). Пусть A — плотно определенный замкнутый линейный опера-

тор в E с ρ(A) 6= ∅ и n > 1. Пусть c ∈ ρ(A), T ∈ (0,∞] и m =
[

n+ 1

2

]

. Тогда следующие четыре

условия эквивалентны:

(i) оператор A является полным инфинитезимальным генератором n раз проинтегрирован-

ног локального косинус семейства U(·);
(ii) оператор A является полным инфинитезимальным генератором локального C-косинус се-

мейства C(·) с C = R(c;A)m;
(iii) ρ(A) содержит полуось {λ ∈ R : λ > ω} для некоторого ω > 0, и для любого τ ∈ (0, T )

существует такая константа Mτ > 0, зависящая от τ , что для x ∈ D(Am) справедлива

оценка
∥

∥

∥

∥

λk

(k − 1)!

dk−1

dλk−1

(

λR(λ2;A)x
)

∥

∥

∥

∥

6Mτ‖x‖m

при 0 6 k/λ 6 τ , λ > ω, k ∈ N;
(iv) задача (ACP ;A,T,D(Am+1)) корректна. В этом случае

U(t)x = (cI −A)m
t
∫

0

t1
∫

0

· · ·
tn−1
∫

0

C(tn)x dtn · · · dt1 (2.2.34)

при x ∈ E и |t| < T .
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2.2.6. Локальные C-синус функции. Пусть 0 < T <∞.

Определение 2.2.44 (см. [372]). Семейство {S(·) : −T < t < T} в B(E) называется локаль-
ной C-синус функцией в E, если оно удовлетворяет условиям

(i) S(t)C = CS(t) для всех −T < t < T ;
(ii) функция S(·)x : (−T, T ) → E непрерывна при любом x ∈ E;

(iii)

s+t
∫

s−t

S(r)Cxdr = 2S(t)S(s)x для любых x ∈ E, −T < s, t, s+ t, s− t < T и S(0) = 0.

Как было замечено в [372], такая C-синус функция не обязательно есть сильный интеграл от
некоторой локальной C-косинус функции.

Теорема 2.2.45 (см. [372]). Сильно непрерывная функция {S(·) : −T < t < T} является ло-

кальной C-синус функцией тогда и только тогда, когда S(·) коммутирует с C и удовлетворяет

условиям S(0) = 0 и

(1 ∗ U)(s)
(

S(t)− tC

)

=
(

S(s)− sC

)

(1 ∗ U)(t), −T < s, t, s+ t, s− t < T,

где U(t) =

t
∫

0

S(s)ds.

Определение 2.2.46. Семейство {S(·) : −T < t < T} называют невырожденным, если из
равенства S(t)x = 0 на (0, s) при некотором s ∈ (0, T/2] следует, что x = 0.

Определение 2.2.47. Для невырожденного C-синус семейства {S(·) : −T < t < T} можно
определить генератор A как Ax = y для x ∈ D(A), где

D(A) =

{

x ∈ E :

t
∫

0

(t− s)S(s)y ds = S(t)x− tCx для некоторого y ∈ E и всех t ∈ [0, T )

}

.

Предложение 2.2.48 (см. [372]). Пусть C ∈ B(E) инъективен и {S(·) : 0 6 t < T} — сильно

непрерывная C-синус функция с генератором A.

Имеют место следующие утверждения:

(a) S(s)S(t) = S(t)S(s) для всех t, s ∈ [0, T );
(b) если B ∈ B(E) коммутирует с C и S(·) на [0, T ), то BD(A) ⊂ D(A) и ABx = BAx при

x ∈ D(A);

(c)

t
∫

0

(t− r)S(r)xdr ∈ D(A) и A
∫ t
0 (t− r)S(r)xdr = S(t)x− tCx для всех x ∈ E и 0 6 t < T ;

(d)

t
∫

0

(t− r)S(r)Axdr = S(t)x− tCx для всех x ∈ D(A) и 0 6 t < T ;

(e) S
′(t)x =

t
∫

0

S(s)Axds + Cx и S
′′(t)x = S(t)Ax при всех x ∈ D(A) и 0 6 t < T ;

(f) A — замкнутый линейный оператор в E такой, что C−1AC = A;
(g)

R(S(t)) ⊂ D(A) для всех t ∈ [0, T ). (2.2.35)

Теорема 2.2.49 (см. [372]). Пусть C ∈ B(E) инъективен и {S(·) : 0 6 t < T} — сильно

непрерывное семейство операторов на E.
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(i) Если S(·) — локальная C-синус функция с генератором A, то A замкнут и удовлетворяет

соотношениям C−1AC = A, R
(

t
∫

0

U(s)ds

)

⊂ D(A) и

t
∫

0

U(s)dsA ⊂ A

t
∫

0

U(s)ds = S(t) − tC (2.2.36)

для всех t ∈ [0, T ).

(ii) Если A — замкнутый оператор, удовлетворяющий соотношениям R
(

t
∫

0

U(s)ds

)

⊂ D(A)

и (2.2.35) для всех t ∈ [0, T ), то S(·) — локальная C-синус функция с генератором C−1AC.

Следовательно, сильно непрерывное семейство {S(·) : 0 6 t < T} есть локальная C-синус

функция с генератором A тогда и только тогда, когда A замкнут и удовлетворяет соотноше-

ниям C−1AC = A, R
(

t
∫

0

U(s)ds

)

⊂ D(A) и теорема (2.2.36) выполнена для всех t ∈ [0, T ).

Теорема 2.2.50 (см. [372]). Пусть C ∈ B(E) инъективен и A — замкнутый линейный опера-

тор в E. Предположим, что существуют γ-асимптотическая C-резольвента Lγ(λ) оператора

A на [0,∞) и некоторое такое Mγ > 0, что
∥

∥

∥

∥

λk+1

n!

dk

dλk
(λ−1

Lγ(λ))

∥

∥

∥

∥

6Mγ для всех λ > 0 и k = 0, 1, 2, . . . .

Тогда

(i) существует такая сильно непрерывная функция T (·) : [0,∞) → B(E), что T (0) = 0,
‖T (t+ h)− T (t)‖ 6Mh для всех t, h > 0,

Lγ(λ)x = λ
2

∞
∫

0

e
−λtT (t)x dt для всех x ∈ E и λ > 0,

и
t
∫

0

(t− s)T (s) dsE ⊂ D(A),

t
∫

0

(t− s)T (s) dsA ⊂ A

t
∫

0

(t− s)T (s) ds = T (t)− t
2C

2

для всех t ∈ [0, γ). Поэтому {T (·) : [0, γ]} есть локальная C-синус функция с генератором

C−1AC.

(ii) множество E1 := D(A) инвариантно относительно C и оператор C
−1
1 A1C1 порождает

локальную C1-синус функцию {S1(t) : t ∈ [0, γ]} на E1, для которой S1(·) := T ′(t)|E1
, C1 :=

C|E1
и A1 есть часть A в E1. Если, дополнительно, выполнено равенство C−1AC = A, то

A1 есть генератор S1(·).

2.3. Неоднородные уравнения

Рассмотрим абстрактную задачу Коши (ACP ;A,T, x, f(·))
u
′(t) = Au(t) + f(t), 0 6 t 6 T, u(0) = x ∈ E, (2.3.1)

где оператор A порождает локальную невырожденную N раз проинтегрированную C-полугруппу
T (·), а функция f(·) ∈ C([0, T ];E). Пусть функция vx(·) : [0, T ] → E определена как

vx(t) = T (t)x+

t
∫

0

T (s)f(t− s) ds, 0 6 t 6 T.
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Теорема 2.3.1 (см. [267]). Для заданного x ∈ E задача (ACP ;A,T, x, f(·)) имеет решение

тогда и только тогда, когда v
(N)
x ([0, T ]) ⊂ R(C) и C−1v

(N)
x (·) ∈ C1([0, T ];E). В этом случае

функция ux(·) = C−1v
(N)
x (·) является единственным решением задачи (ACP ;A,T, x, f(·)).

Теорема 2.3.2 (см. [267]). Пусть x ∈ CD(AN+1). Предположим, что функция f(·) удовле-

творяет условиям f (N)([0, T ]) ∈ R(C), C−1f (N+1)(·) ∈ C([0, T ];E), f (k)(0) ∈ D(AN−k), и

AN−kf (k)(0) ∈ R(C) для всех 0 6 k 6 N . Тогда задача (ACP ;A,T, x, f(·)) имеет единствен-

ное решение

ux(t) = C
−1
v
(N)
x (t) = C

−1
T (t)AN

x+

N−1
∑

j=0

tjAjx

j!
+ FN (t), t ∈ [0, T ],

где

FN (t) =
N
∑

j=1

tj

j!

j−1
∑

k=0

A
j−k−1

f
(k)(0) +

t
∫

0

T (s)
N
∑

j=1

C
−1
A

N−k
f
(k)(0) ds +

t
∫

0

t−s
∫

0

T (r)C−1
f
(N+1)(s) drds.

Замечание 2.3.3. Имеет место некоторый вариант теоремы 2.3.2 из [267] со следующими
предположениями относительно функции f(·): f([0, T ]) ∈ D(AN+1), AN+1f([0, T ]) ∈ R(C),
C−1AN+1f(·) ∈ C([0, T ];E) и Akf(·) ∈ C([0, T ];E) для 0 6 k 6 N .

2.3.1. Коэрцитивность. Для f(·) ∈ L
p
loc([0, T );E), 1 6 p < ∞, функция u(·) называется p-

сильным решением задачи (ACP ;A,T, x, f(·)) на [0, T ) если u(·) удовлетворяет u(0) = x, u(t) ∈
D(A), u′(t) = Au(t) + f(t) для почти всех t ∈ [0, T ), и u′(·) ∈ L

p
loc([0, T );E).

Для функции α(·) : [0, t] → B(E), t < T , мы определяем полувариацию

SV (α, t) := sup

{∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

(α(si)− α(si−1))xi

∥

∥

∥

∥

∥

: xi ∈ E, ‖xi‖ 6 1, 0 = s0 < s1 < · · · < sn = t, 1 6 i 6 n

}

и p-полувариацию

SV
p(α, t) := sup

{∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

(α(si)− α(si−1))xi

∥

∥

∥

∥

∥

: xi ∈ E,

n
∑

i=1

‖xi‖p(si − si−1) 6 1, 0 = s0 < s1 < · · · < sn = t, 1 6 i 6 n

}

.

Более полную информацию по определению SV и Var можно найти в [414, 28]. Функция α(·) :
[0, T ) → B(E) называется функцией с локально ограниченной полувариацией (соответственно p-
полувариацией) на [0, T ), если SV (α, r) <∞ (соответственно SV p(α, r) <∞) для всех r ∈ (0, T ).
Мы обозначаем это как α(·) ∈ SV ([0, r];E) (соответственно α(·) ∈ SV p([0, r];E)) для r < T .

Для 1 6 p 6 q <∞ имеем

SV
1([0, r];T ) ⊂ SV

p([0, r];E) ⊂ SV
q([0, r];E) ⊂ SV ([0, r];E).

Определение 2.3.4. Говорят, что локальная C-полугруппа {S(t) : 0 6 t < T} облада-
ет свойством максимальной регулярности, если (ACP ;A,T, 0, Cf) имеет единственное решение
vf (·) := (S ∗ f)(·) для любой f(·) ∈ C([0, T );E).

Определение 2.3.5. Говорят, что локальная C-полугруппа S(·) обладает свойством макси-
мальной p-регулярности (1 6 p < ∞), если (S ∗ f)(·) принадлежит C([0, T );D(A)) для любой
f(·) ∈ L

p
loc([0, T );E).

Теорема 2.3.6 (см. [369]). Пусть A порождает локальную C-полугруппу S(·) на [0, r] и 1 6

p <∞. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) локальная C-полугруппа S(·) имеет ограниченную p-полувариацию (соответственно полу-

вариацию) на [0, r];
(ii) vf (·) ∈ C([0, r];D(A)) для всех f(·) ∈ Lp([0, r];E) (соответственно C([0, r];E));
(iii) vf (r) ∈ D(A) для каждой f(·) ∈ Lp([0, r];E) (соответственно f(·) ∈ C([0, r];E)).
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2.3.2. Уравнение второго порядка. Рассмотрим теперь следующую абстрактную задачу
Коши (ACP ; A,T, x, y, f(·)):

u
′′(t) = Au(t) + f(t), 0 6 t 6 T, u(0) = x, u

′(0) = y, (2.3.2)

где оператор A порождает невырожденную N раз проинтегрированную C-косинус оператор-
функцию T (·). Под решением задачи (ACP ;A,T, x, y, f(·)) мы понимаем функцию u(·) ∈
C2([0, T ];D(A)), которая удовлетворяет (ACP ;A,T, x, y, f(·)). Пусть функция vx,y(·) : [0, T ] → E

определена как

vx,y(t) = T (t)x+

t
∫

0

T (s)y ds+

t
∫

0

s
∫

0

T (r)f(t− s)dr ds, 0 6 t 6 T.

Теорема 2.3.7 (см. [233]). Для заданных x, y ∈ E задача (ACP ;A,T, x, y, f(·)) имеет решение

тогда и только тогда, когда v
(N)
x,y ([0, T ]) ⊂ R(C) и C−1v

(N)
x,y (·) ∈ C2([0, T ];E). В этом случае

функция ux,y(·) = C−1v
(N)
x,y (·) является единственным решением задачи (ACP ;A,T, x, y, f(·)).

Следствие 2.3.8. Предположим, что функция

g(t) =

t
∫

0

s
∫

0

T (r)f(t− s) drds, t ∈ [0, T ],

удовлетворяет g(N)([0, T ]) ⊂ R(C) и C−1g(N)(·) ∈ C2([0, T ];E). Тогда для любой пары x, y ∈
CD(Am+1), где m = [(N + 1)/2], задача (ACP ;A,T, x, y, f(·)) имеет единственное решение

ux,y(·) =
m−1
∑

j=0

(

t2jAjx

(2j)!
+
t2j+1Ajy

(2j + 1)!

)

+ C
−1

(

1

(2m−N − 1)!

t
∫

0

(t− s)2m−N−1T (s)Am
x ds+

+
1

(2m−N)!

t
∫

0

(t− s)2m−NT (s)Am
yds+ g

(N)(t)

)

.

Глава 3

ПРИЛОЖЕНИЯ

Теория проинтегрированных и C-полугрупп имеет обширные приложения к теории дифференци-
альных уравнений с запаздыванием и нейтральным дифференциальным уравнениям [64, 65, 66,
67, 89, 202], к интегродифференциальным уравнениям [84, 168, 391], к теории управления [179,
220, 221, 222, 258], к теории устойчивости [110, 121, 275, 347, 352, 365, 367, 368], к стохастическим
дифференциальным уравнениям [123, 125, 126, 155, 262, 282, 65], к популяционной динамике
[302, 304, 423, 429] и т.д. Мы рассмотрим приложения только к некорректным задачам.

3.1. Корректные и некорректные задачи

Рассмотрим в банаховом пространстве E задачу

Bx = y, x, y ∈ E, (3.1.1)

где оператор B ∈ L(E) имеет непустую область определения, x является неизвестным элементом,
а y является заданным элементом.

Определение 3.1.1. Задача (3.1.1) называется корректно поставленной (согласно Адамару),
если выполняются следующие условия:

(i) Разрешимость. Для любого y ∈ E найдется элемент x ∈ D(B) такой, что Bx = y.
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(ii) Единственность. Для любых x1, x2 ∈ D(B) со свойством Bx1 = Bx2 следует, что x1 = x2.
(iii) Устойчивость. Для любых x, x̃ ∈ D(B), для которых Bx = y, Bx̃ = ỹ, имеет место импли-

кация: сходимость ỹ → y влечет сходимость x̃→ x.

Типичным примером корректно поставленной задачи для класса эволюционных задач является
задача Коши

u
′(t) = Au(t), u(0) = u

0
, t > 0,

где оператор A порождает C0-полугруппу и где обобщенное решение дается формулой u(t) =
exp(tA)u0. Это означает, что если мы хотим найти значение u(T ) в некоторой точке T > 0, то
u(T ) = exp(TA)u0, где B−1 = exp(TA), и нам нужно аппроксимировать лишь ограниченный
линейный оператор exp(TA). Детали таких рассуждений можно найти вначале § 3.4.

Если хотя бы одно из условий (i)–(iii) не выполняется, то мы будем говорить, что задача
(3.1.1) является некорректной. Как правило, ограничиваясь классом эволюционных задач, мы
будем предполагать, что оператор B−1 не является ограниченным.

В случае некорректных задач, будем также предполагать, что нам доступны лишь зашумлен-
ные данные yδ, т.е. : ‖yδ−y‖ 6 δ. Нельзя рассматривать элемент B−1yδ в качестве аппроксимации
решения задачи (3.1.1), поскольку оператор B−1 неограничен. A. Н. Тихонов предложил исполь-
зовать в качестве решения некорректных задач элементы, которые минимизируют функционал

F (x) = ‖Bx− yδ‖2 + α‖x‖2 → min (3.1.2)

и которые будут давать устойчивую аппроксимацию решения задачи (3.1.1). Здесь α > 0 — некий
малый параметр, и мы обозначим через xα,δ единственное решение задачи (3.1.2), устойчиво
зависящее от начальных данных yδ. Решение xα,δ этой задачи (3.1.2) со специальным выбором
параметра α = α(δ) выбирается как аппроксимация решения x = B−1y задачи (3.1.1). Доказано,
[23, 335, 36], что в гильбертовом пространстве при условии на отношение δ/

√
α имеет место

сходимость xα,δ → x = B−1y при δ → 0. Процедура, построеная таким образом, называется
регуляризацией. Дадим некоторые определения.

Определение 3.1.2. Регуляризатором задачи (3.1.1) называется однопараметрическое семей-
ство операторов Rδ : E → E, 0 < δ 6 δ0, такое, что для любого y ∈ R(B) выполняется

sup
‖yδ−y‖6δ

‖Rδyδ − x̃‖ → 0 при δ → 0,

где x̃ = B−1y. Если Rδ ∈ B(E) для любого 0 < δ 6 δ0, мы говорим, что задача (3.1.1) непрерывно
и линейно регуляризуема.

Мы предполагаем, вообще говоря, что обратный оператор B−1 существует, но не обязан быть
ограниченным. Таким образом, задача (3.1.1) является типичной некорректной задачей [15, 36],
поскольку решение задачи (3.1.1) существует лишь для y ∈ R(B) и, кроме того, решение x ∈ E

не обязано быть непрерывно зависящим от y ∈ E. Заметим, что в такой общей постановке задача
(3.1.1) в банаховом пространстве может быть не регуляризуема [25].

3.2. Аппроксимация корректно поставленных задач

В следующих пунктах 3.2.1 и 3.2.2 мы дадим очень короткий обзор аппроксимации коррект-
но поставленных эволюционных задач. Главными разрешающими семействами, с которыми мы
имеем дело в случае корректно поставленных эволюционных задач, являются C0-полугруппы
и C0-косинус оператор-функции. Таким образом, обобщенные решения даются формулами (11).
Легко видеть, что эта ситуация соответствует случаю задачи (3.1.1) с ограниченным линейным
оператором B−1.

3.2.1. Общая дискретизационная схема. Общая дискретизационная схема может быть
кратко описана следующим образом (см. подробности в [28, 412]). Пусть En и E — банаховы
пространства и {pn} — последовательность линейных ограниченных операторов pn : E → En,
pn ∈ B(E,En), n ∈ N = {1, 2, . . .}, со свойством:

‖pnx‖En → ‖x‖E при n→ ∞ для любого x ∈ E. (3.2.1)
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Из (3.2.1) следует, что ‖pn‖ 6 Q, n ∈ N, при некоторой константе Q > 0.

Определение 3.2.1. Последовательность элементов {xn}, xn ∈ En, n ∈ N, называется P-
сходящейся (или дискретно сходящейся) к x ∈ E, если ‖xn − pnx‖En → 0 при n → ∞. Мы

записываем это как xn
P−→x.

Определение 3.2.2. Последовательность ограниченных линейных операторов Bn ∈ B(En),
n ∈ N, называется PP-сходящейся (или дискретно сходящейся) к ограниченному линейному опе-
ратору B ∈ B(E), если для любого x ∈ E и для каждой последовательности {xn}, xn ∈ En, n ∈ N,

такой, что xn
P−→x, следует сходимость Bnxn

P−→Bx. Мы записываем это как Bn
PP−→B.

Замечание 3.2.3. Если положить En = E и pn = I для всех n ∈ N, где I — единичный опера-
тор на E, то определение 3.2.1 приводит к традиционной поточечной сходимости ограниченных
операторов, которая записывается как Bn → B.

Больше информации об общей дискретизационной схеме можно найти в [173, 28, 412].

3.2.2. Полудискретизация и полная дискретизация C0-полугрупп. Как основание для
более общих аппроксимационных процедур, мы напомним некоторые результаты для случая C0-
полугрупп. Во-первых, мы рассмотрим корректно поставленную задачу Коши в банаховом про-
странстве E:

u
′(t) = Au(t), t ∈ [0,∞), u(0) = u

0
. (3.2.2)

Здесь оператор A порождает C0-полугруппу t 7→ exp (tA). Известно, что для u0 ∈ D(A) единствен-
ное решение u(·) задачи (3.2.2) дается формулой u(t) = exp (tA)u0 при t > 0. Теория корректно
поставленных задач и их численный анализ были интенсивно развиты в работах (см., например,
[165, 207, 173, 28, 411]).

Во-вторых, в рамках общей схемы дискретизации рассмотрим полудискретную аппроксимацию
задачи (3.2.2) в банаховых пространствах En:

u
′
n(t) = Anun(t), t ∈ [0,∞), un(0) = u

0
n. (3.2.3)

Здесь операторы An порождают C0-полугруппы на En, n ∈ N = {1, 2, . . .}, и согласованы с

оператором A и u0n
P−→u0. Согласованность понимается в смысле сходимости на общей аппрокси-

мационной схеме.
Прежде всего, на общей аппроксимационной схеме имеет место следующая версия теоремы

Троттера—Като.

Теорема 3.2.4 (см. [28] (Теорема ABC)). Предположим, что A ∈ C(E), An ∈ C(En) и они

порождают C0-полугруппы, где C(E) обозначает множество всех замкнутых линейных опера-

торов на E. Следующие условия (A) и (B) эквивалентны условию (C).
(A) Согласованность. Существует такое λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(An), что резольвенты сходятся:

(λIn −An)
−1 PP−→(λI −A)−1

.

(B) Устойчивость. Существуют константы M > 1 и ω, не зависящие от n и такие, что

‖ exp(tAn)‖ 6M exp(ωt) при t > 0 и любых n ∈ N.

(C) Сходимость. Для любого конечного T > 0 имеем max
t∈[0,T ]

‖ exp(tAn)u
0
n − pn exp(tA)u

0‖ → 0

при n→ ∞, как только u0n
P−→u0 для любых u0n ∈ En, u

0 ∈ E.

Для аналитических C0-полугрупп имеет место следующая теорема ABC.

Теорема 3.2.5 (см. [28]). Пусть операторы A и An порождают аналитические C0-полугруппы.

Следующие условия (A) и (B1) эквивалентны условию (C1).
(A) Согласованность. Существует такое λ ∈ ρ(A) ∩ ∩n ρ(An), что резольвенты сходятся:

(λI −An)
−1 PP−→(λI −A)−1

.
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(B1) Устойчивость. Существуют константы M1 > 1 и ω1 ∈ R такие, что

‖(λIn −An)
−1‖ 6

M1

|λ− ω1|
, Reλ > ω1, n ∈ N.

(C1) Сходимость. Для любого конечного µ > 0 и некоторого 0 < θ <
π

2
имеем

max
η∈Σ(θ,µ)

‖ exp(ηAn)u
0
n − pn exp(ηA)u

0‖ → 0 при n→ ∞, как только u
0
n

P−→u
0
.

Здесь использован сектор с углом 2θ и радиусом µ, заданный как Σ(θ, µ) = {z ∈ Σ(θ) : |z| 6 µ},
и Σ(θ) = {z ∈ C : | arg z| 6 θ}.

Обычно предполагается, что условия (A) и (B) выполняются для соответствующих C0-
полугрупп без потери общности при рассмотрении дискретизационных процессов по простран-
ству и времени. Обозначим через Tn(·) семейство дискретных полугрупп, т.e., Tn(t) = Tn(τn)

kn ,

где kn =
[

t

τn

]

при τn → 0, n → ∞. Генератор дискретной полугруппы определяется как

Ăn =
1

τn
(Tn(τn)− In) ∈ B(En) и поэтому Tn(t) = (In + τnĂn)

kn , где t = knτn.

Теорема 3.2.6 (см. [28] Теорема ABC-дискретная). Следующие условия (A) и (B′) эквива-

лентны условию (C′).
(A) Согласованность. Существует такое λ ∈ ρ(A) ∩⋂n ρ(Ăn), что резольвенты сходятся:

(λIn − Ăn)
−1 PP−→(λI −A)−1

.

(B′) Устойчивость. Существуют константы M1 > 1 и ω1 ∈ R такие, что

‖Tn(t)‖ 6M1 exp(ω1t) для t ∈ R+ = [0,∞), n ∈ N.

(C′) Сходимость. Для любого конечного T > 0 имеем max
t∈[0,T ]

‖Tn(t)u0n − pn exp(tA)u
0‖ → 0 при

n→ ∞, как только u0n
P−→u0 для любых u0 ∈ E, u0n ∈ En

Теорема 3.2.7 (см. [28]). Предположим, что операторы A ∈ C(E), An ∈ C(En) порождают

C0-полугруппы. Предположим также, что выполнены условия (A) и (B) теоремы 3.2.4. Тогда

неявная разностная схема

Un(t+ τn)− Un(t)

τn
= AnUn(t+ τ), Un(0) = u

0
n, (3.2.4)

устойчива, т.e., ‖(In − τnAn)
−kn‖ 6 M1e

ω1t, t = knτn ∈ R+. Схема (3.2.4) дает аппроксимацию

решения задачи Коши (3.2.2), т.e., Un(t) ≡ (In − τnAn)
−knu0n

P−→ exp(tA)u0 равномерно по t =

knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, n→ ∞, kn → ∞, τn → 0.

Заметим, что в данном случае Tn(τn) = (In − τnAn)
−1 и Ăn = ((In − τnAn)

−1 − In)/τn =
An(In − τnAn)

−1.

Теорема 3.2.8 (см. [28]). Предположим, что выполняются условия (A) и (B) теоремы 3.2.4
и условие

τn‖A2
n‖ 6 C, n ∈ N. (3.2.5)

Тогда разностная схема

Un(t+ τn)− Un(t)

τn
= AnUn(t), Un(0) = u

0
n, (3.2.6)

устойчива и дает аппроксимацию решения задачи Коши (3.2.2), т.e., Un(t) ≡ (In + τnAn)
knu0n

P−→u(t) равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, n→ ∞, kn → ∞, τn → 0.
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Теорема 3.2.9 (см. [28]). Предположим, что выполняются условия (A) и (B1) теоремы 3.2.5
и условие

τn‖An‖ 6
1

M + 2
, n ∈ N. (3.2.7)

Тогда разностная схема (3.2.6) устойчива и она дает аппроксимацию решения задачи Коши

(3.2.2), т.e., Un(t) ≡ (In+ τnAn)
knu0n

P−→u(t) равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, n→ ∞,

kn → ∞, τn → 0.

В этом случае Tn(τn) = In + τnAn и Ăn = An.

Напомним, что константа M1 в условии (B1), которая определяет ϕ ∈
(

0,
π

2

)

как M1 sinϕ < 1,
такова, что

‖(λIn −An)
−1‖ 6

M1

|λ− ω| для любых λ ∈ Σ(π/2 + ϕ). (3.2.8)

Напомним, что существует единственная аппроксимация Падэ для e−z степени (p, q), заданная
формулой Rp,q(z) = Pp,q(z)/Qp,q(z) ∈ πp,q, где

Pp,q(z) =

p
∑

j=0

(p+ q − j)!p!(−z)j
(p + q)!j!(p − j)!

, Qp,q(z) =

q
∑

j=0

(p+ q − j)!q!zj

(p+ q)!j!(q − j)!
.

Определение 3.2.10. Рациональная аппроксимация rp,q(·) ∈ πp,q для e−z называется

(a) A-приемлемой, если |rp,q(z)| < 1 для Re(z) > 0;
(b) A(θ)-приемлемой, если |rp,q(z)| < 1 для z ∈ Σ(θ) \ {0}.
Поскольку r(·) ∈ πp,q является аппроксимацией e−z, то естественно построить оператор-

функцию r(τnAn)
k, которая может рассматриваться как аппроксимация полугруппы exp(tAn)

при t = kτn. Для простоты мы предположим в следующих теоремах этого раздела, что
‖ exp(tAn)‖ 6M , t ∈ R+.

Теорема 3.2.11. Предположим, что выполняется условие (B). Тогда существует констан-

та C, зависящая от r(·) так, что если r(·) является A-приемлемой, то

‖r(τnAn)
k‖ 6 CM

√
k для τn > 0, k ∈ N.

Замечание 3.2.12. Член
√
k в теореме 3.2.11 не может быть, вообще говоря, удален в случае

C0-полугрупп. Более того, есть конкретные примеры C0-полугрупп, показывающие, что выпол-
няется неравенство ‖r(τnAn)

k‖ > c
√
k, k ∈ N.

Говорят, что r(·) ∈ πp,q имеет точность порядка 1 6 d 6 p+ q, если |e−z − r(z)| = O(|z|d+1) при
|z| → 0.

Теорема 3.2.13 (см. [28]). Предположим, что выполняется условие (B1). Тогда существует

константа C, зависящая от r так, что если r является A(θ)-приемлемой с точностью порядка

d и θ ∈ (π/2 − ϕ, π/2] для ϕ из условия (3.2.8), то

‖r(τnAn)
k‖ 6 CM1 для τn > 0, k ∈ N.

Разностная схема (называемая также схемой Кранка—Николсон), которая соответствует раци-
ональной функции r(·), являющейся дробью Падэ R1,1(z), дается формулой

Un(t+ τn)− Un(t)

τn
= An

Un(t+ τ) + Un(t)

2
, Un(0) = u

0
n. (3.2.9)

Легко видеть, что в этом случае

Tn(τn) =
In +

τn

2
An

In − τn

2
An

и Ăn =

(

In +
τn

2
An

In − τn

2
An

− In

)

/

τn = An

(

In − τn

2
An

)−1

.
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3.2.3. Аппроксимация уравнений второго порядка. Случай уравнений второго порядка
сильно отличается от случая уравнения первого порядка. Рассмотрим в банаховом пространстве
E задачу Коши

u
′′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ]; u(0) = u

0
, u

′(0) = u
1
, (3.2.10)

где оператор A порождает C0-косинус оператор-функцию C(·, A). Будем писать A ∈ C(M,ω),
если ‖C(t, A)‖ 6Meω|t|, t ∈ R.

Определение 3.2.14. Функция u(·) называется классическим решением задачи (3.2.10), если
u(·) является дважды непренывно дифференцируемой, u(t) ∈ D(A) для всех t ∈ [0, T ] и u(·)
удовлетворяет соотношениям (3.2.10).

Полудискретная аппроксимация задачи (3.2.10) — это следующие задачи Коши в банаховых
пространствах En:

u
′′
n(t) = Anun(t) + fn(t), t ∈ [0, T ]; un(0) = u

0
n, u

′
n(0) = u

1
n, (3.2.11)

где операторы An порождают C0-косинус оператор-функции, An и A согласованы, u0n
P−→ u0,

u1n
P−→ u1 и fn(·) P−→ f(·) в подходящем смысле.

Для C0-косинус оператор-функций имеет место следующая теорема ABC.

Теорема 3.2.15 (см. [28]). Пусть операторы A и An порождают C0-косинус оператор-

функции. Тогда следующие условия (A) и (B′) эквивалентны условию (C′).
(A) Согласованность. Существует λ ∈ ρ(A) ∩ ∩n ρ(An) такое, что резольвенты сходятся:

(λIn −An)
−1 PP−→(λI −A)−1

.

(B′) Устойчивость. Существуют константы M3 > 1 и ω3 > 0 такие, что

‖C(t, An)‖ 6M3e
ω3t, t > 0, n ∈ N.

(C′) Сходимость. Для любого конечного T > 0 имеем

max
t∈[0,T ]

‖C(t, An)u
0
n − pnC(t, A)u0‖ → 0

при n→ ∞ для любого u0 ∈ E, как только u0n
P−→u0.

Естественно предполагать далее, что при аппроксимации выполняются условия (A) и (B′) из
теоремы 3.2.15 для C0-косинус оператор-функций.

Простейшей разностной схемой при аппроксимации (3.2.11) является схема

Uk+1
n − 2Uk

n + Uk−1
n

τ2n

= AnU
k
n + ϕ

k
n, k ∈

{

1, . . . ,

[

T

τn

]}

, U
0
n = u

0
n, U

1
n = un(τn), (3.2.12)

где, например, в случае fn(·) ∈ C([0, T ];En) можно положить ϕk
n = fn(kτn), k ∈ {1, . . . ,K},

K =
[

T

τn

]

, а в случае fn(·) ∈ L1([0, T ];En) можно положить

ϕ
k
n =

1

τn

tk
∫

tk−1

fn(s) ds, tk = kτn, k ∈ {1, . . . ,K}.

Определение 3.2.16 (см. [26]). Операторы An для C0-косинус оператор-функций C(·, An)
удовлетворяют дискретному условию Крейна—Фатторини (коротко условию (F)), если выполня-
ются следующие условия:

(i) существуют операторы Bn ∈ C(En) такие, что B
2
n = An и Bn коммутируют с любым опе-

ратором из B(En), коммутирующим с An;

(ii) операторы Bn порождают C0-группы такие, что ‖ exp(±tBn)‖ 6M0e
ω0|t|, t ∈ R+;



64 Глава 3. Приложения

(iii) операторы −An сильно позитивны, т.e.,

‖(λIn −An)
−1‖ 6

M

1 + |λ| , Reλ > 0,

и ‖B−1
n ‖ 6 C для n ∈ N.

Предложение 3.2.17 (см. [152]). Существуют банахово пространство E и C0-косинус опе-

ратор-функция C(·, A) (даже равномерно ограниченная) такие, что условие (F) не выполняется.

Определение 3.2.18. Функция K(m) : Z → B(E) называется дискретной косинус оператор-
функцией, если

K(k +m) +K(k −m) = 2K(k)K(m), k,m ∈ Z, K(0) = I.

Оператор Aτ дискретной косинус оператор-функции определяется по формуле Aτ =
2

τ2
(K(1)−I).

Оператор K(1) называется ведущим оператором дискретной косинус оператор-функции.

Предложение 3.2.19 (см. [350]). Предположим, что K(1) ∈ B(E) является произвольным

ограниченным линейным оператором. Тогда оператор-функция, определяемая соотношением

K(m+ 1) = 2K(m)K(1) −K(m− 1), m ∈ Z, K(0) = I,

является дискретной косинус оператор-функцией.

Мы рассматриваем дискретные косинус оператор-функции в пространствах En и пишем
Cn(t, Aτn,n) для дискретных косинус оператор-функции с генераторами Aτn,n, где t = kτn, k ∈ Z,
и шагом дискретизации по времени τn > 0. Поэтому дискретная косинус оператор-функция —
это функция аргумента t = kτn с ведущим оператором Cn(τn, Aτn,n) ∈ B(En). Выбор ведущего

оператора может быть разным в том смысле, что Cn(τn, Aτn,n) = In +
τ2n

2
Aτn,n с разным выбором

оператора Aτn,n. Можно взять Aτn,n = An, скажем, из (3.2.11). Иногда в литературе используется
другой выбор оператора Aτn,n.

Замечание 3.2.20. Как отмечалось в предложении 3.2.17, C0-косинус оператор-функция не
всегда может быть представлена в виде C0-полугрупп, порождаемых операторам B. Тем не менее
дискретная косинус оператор-функция всегда может быть представлена в виде степеней ограни-
ченных операторов (см. [130, 131]).

Определение 3.2.21. Функция S(k) : Z → B(E) называется дискретной синус оператор-
функцией, ассоциированной с дискретной косинус оператор-функцией K(m), если

S(k +m) + S(k −m) = 2S(k)K(m), k,m ∈ Z, S(0) = 0. (3.2.13)

Оператор S(1) ∈ B(E) называется ведущим оператором дискретной синус оператор-функции.

Предложение 3.2.22 (см. [350]). Предположим, что S(1) ∈ B(E) является произволным

линейным ограниченным оператором. Тогда дискретная синус оператор-функция, удовлетворя-

ющая соотношению

S(m+ 1) = 2S(m)K(1) − S(m− 1), m ∈ Z, S(0) = 0, (3.2.14)

является дискретной синус оператор-функцией.

Рассмотрим дискретные синус оператор-функции в пространствах En и запишем Sn(t, An) для
дискретной синус оператор-функции, ассоциированной с Cn(t, An), где t = kτn, k ∈ Z, τn > 0,
является шагом дискретизации по времени.

Предложение 3.2.23. Предположим, что

Sn(t, Aτn,n) =
τn

2
In + τn

t/τn
∑

j=1

Cn(jτn, Aτn,n), t = mτn, m ∈ Z, Sn(0, Aτn,n) = 0.

Тогда {Sn(mτn, Aτn,n)}∞m=1 являктся дискретной синус оператор-функцией.
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Иногда рассматривают скорректированную дискретную синус оператор-функцию

S̃n(mτn, An) = Sn(mτn, An)−
τ

2
Cn(mτn, An), m ∈ N. (3.2.15)

В этом случае решение задачи (3.2.12) дается формулой

Un(t) = Cn(t, Aτn,n)U
0
n + S̃n(t, Aτn,n)u

1,τn
n , (3.2.16)

где u1,τnn удовлетворяет соотношению
(

In +
τ2n

4
An

)

u
1,τn
n =

U1
n − U0

n

τn
− τn

2
AnU

0
n.

Можно рассмотреть следующий выбор дискретной косинус оператор-функции, если ведущий

оператор дискретной косинус оператор-функции выбрать в виде Cn
(

τn, An

(

In−
τ2n

2
An

)−1)

= In+

τ2n

2
An

(

In−
τ2n

2
An

)−1
. В [359] было показано, что схема (3.2.12) устойчива в случае Cn

(

τn, An

(

In−
τ2n

2
An

)−1)

, т.e., если вместо An в (3.2.12) выбрать оператор An

(

In − τ2n

2
An

)−1
. Более того, было

показано [359], что для неоднородного уравнения выполняются оценки:

‖Un(kτn)‖ 6Mρ(τn)
k

(∥

∥

∥

∥

U0
n + U1

n

2

∥

∥

∥

∥

D(Aǫ
n)

+

∥

∥

∥

∥

U0
n − U1

n

τn

∥

∥

∥

∥

D(Aǫ
n)

+ τn

k−1
∑

j=0

‖ϕn(jτn)‖D(Aǫ
n)

)

, (3.2.17)

где k ∈ N, ρ(τn) =
(

1 +
c0τn√

2
+
c20τ

2
n

4

)1/2
, и при любом малом ǫ > 0.

Теорема 3.2.24 (см. [188]). Пусть операторы A и An порождают C0-косинус оператор-

функцию и дискретные оператор-функции соответственно. Следующие условия (A) и (B′′) эк-

вивалентны условию (C′′).
(A) Согласованность. Существует λ ∈ ρ(A) ∩ ∩n ρ(An) такое, что резольвенты сходятся:

(λIn −An)
−1 → (λI −A)−1

.

(B′′) Устойчивость. Существуют константы M2 > 1 и ω1 > 0 такие, что

‖Cn(t, An)‖ 6M2e
ω1t, t > 0, n ∈ N.

(C′′) Сходимость. Для любого конечного T > 0 имеем

max
t∈[0,T ]

‖Cn(t, An)u
0
n − pnC(t, A)u0‖ → 0

при n→ ∞, как только u0n
P−→u0.

Теорема 3.2.25 (см. [86]). Предположим, что выполняется условие (B′′). Тогда схема

Uk+1
n − 2Uk

n + Uk−1
n

τ2n

= An

(

In − τ2n

2
An

)−1

U
k
n + ϕ

k
n,

k ∈
{

1, . . . ,

[

T

τn

]}

, U
0
n = u

0
n, U

1
n = un(τn),

(3.2.18)

т.e., схема (3.2.12), где оператор An заменен на An

(

In − τ2n

2
An

)−1
, является почти слабо ко-

эцитивно устойчивой в Cn([0, T ];E
θ
n) в следующем смысле:

∥

∥

∥

∥

An

(

In − τ2n

2
An

)−1

Un(kτn)

∥

∥

∥

∥

Eθ
n

6Mρ(τn)
k

(∥

∥

∥

∥

An

(

In − τ2n

2
An

)−1
U0
n + U1

n

2

∥

∥

∥

∥

D(Aθ+ǫ
n )

+

+

∥

∥

∥

∥

An

(

In − τ2n

2
An

)−1
U0
n − U1

n

τn

∥

∥

∥

∥

D(Aθ+ǫ
n )

+ τn

k−1
∑

j=0

∥

∥

∥ϕ
′
n(jτn)

∥

∥

∥

D(Aθ+ǫ
n )

)

, (3.2.19)
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где k ∈ N, ρ(τn) =
(

1 +
c0τn√

2
+
c20τ

2
n

4

)1/2
, ǫ > 0.

3.3. Аппроксимация некорректных задач

Рассмотрим задачу (3.1.1), где ограниченный линейный оператор B ∈ B(E) задан на бана-
ховом пространстве E. Элемент y и оператор B заданы, а элемент x ∈ E, решающий задачу
(3.1.1), является искомым элементом. Предположим, что обратный оператор B−1 существует,
но он не обязательно является ограниченным. Таким образом, задача (3.1.1) является типичной
некорректной задачей [15, 36], поскольку решение задачи (3.1.1) существует только для элемен-
тов y ∈ R(B) и, кроме того, решение x ∈ E не зависит, вообще говоря, непрерывно от y ∈ E.
Ясно, что условие (iii) определения 3.1.1 не выполняется. Рассмотрим случаи, когда оператор
B связан некоторым образом с эволюционными задачами, т.e., B = A−1, где A порождает, на-
пример, C0-полугруппу или проинтегрированную полугруппу и поэтому обладает некоторыми
специальными своствами, которы приводят к существованию регуляризационного алгоритма да-
же в общем банаховом пространстве E.

3.3.1. Итерационная процедура для некорректных задач. Большинство итерационных
методов [93] для решения некорректной задачи (3.1.1) базируется на рассмотрении [91, 382, 3]
задачи Коши

w
′(t) = Bw(t)− y, w(0) = w

0 ∈ E, (3.3.1)

с обобщенным решением

w(t) = exp(tB)w0 −
t
∫

0

exp((t− s)B)ds y = exp(tB)w0 −
(

exp(tB)− I
)

B
−1
y. (3.3.2)

Если exp(tB) → 0 при t → ∞, то w(t) → x̄ при t → ∞, где x̄ является решением задачи (3.1.1).
Тот факт, что exp(tB) → 0 при t→ ∞, является решающим в данных рассуждениях. Обычно w0

выбирают близким к x̄ или равным 0.
В [244] доказано, что если оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу и оператор

A−1 существует, то оператор A−1 также порождает ограниченную голоморфную C0-полугруппу.

Лемма 3.3.1 (см. [278]). Пусть оператор A порождает аналитическую ограниченную C0-

полугруппу. Предположим, что оператор B = A−1 существует и σ(B) ∩ iR ⊆ {0}. Тогда полу-

группа exp(·A−1) ≡ exp(·B) устойчива.

Замечание 3.3.2. Заметим, что лемма 3.3.1 может быть усилена. Более точно, как было пока-
зано в [2], C0-полугруппа exp(·B) является полугруппой, медленно меняющейся на бесконечности
в равномерной операторной топологии.

Из (3.3.2) ясно, что ‖w(t)−B−1y‖ → 0 при t→ ∞ с такой же скоростью, что и exp(tB)w0 → 0
и exp(tB)B−1y → 0.

Лемма 3.3.3. Пусть оператор A порождает ограниченную аналитическую C0-полугруппу.

Предположим, что оператор B = A−1 существует и σ(B)∩ iR ⊆ {0}. Тогда невязка и поправка

имеют один и тот же порядок сходимости к 0 при t→ ∞.

Замечание 3.3.4. Если ‖Bw(t)−y‖ → 0 при t→ ∞ для любых w0, y ∈ E, то ‖ exp(tB)y‖ → 0
для тех же t и C0-полугруппа exp(·B) должна быть устойчива. Это означает, что устойчивость
полугруппы exp(·B) эквивалентна сходимости невазки к 0 для любых w0, y ∈ E.

Ситуация в корне меняется, если y определен неточно и C0-полугруппа exp(·A) не является
аналитичной. Для решения задачи (3.1.1) с yδ, где ‖y − yδ‖ 6 δ, т.e. для решения задачи

Bx = y
δ
, x, y

δ ∈ E, (3.3.3)

следуя рассуждениям в (3.3.1), приходится рассматривать задачу Коши

v
′(t) = Bv(t)− y

δ
, w(0) = w

0 ∈ E, (3.3.4)
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и процесс

v(t) = exp(tB)w0 −
t
∫

0

exp((t− s)B) ds yδ = (3.3.5)

= exp(tB)w0 −
t
∫

0

exp((t− s)B) ds(yδ − y)−
t
∫

0

exp((t− s)B) ds y =

= exp(tB)w0 −
t
∫

0

exp((t− s)B) ds(yδ − y)− (exp(tB)− I)B−1
y (3.3.6)

при t → ∞ и δ → 0. Согласно лемме 3.3.1, в случае аналитических C0-полугрупп этот про-
цесс (3.3.6) в действительности дает решение задачи (3.1.1), если tδ → 0. Это означает, что для
заданного δ необходимо остановить процедуру в некоторой точке tδ и получить оценку

‖v(tδ)−B
−1
y‖ 6 ‖ exp(tδB)w0‖+ ctδδ + ‖ exp(tδB)B−1

y‖. (3.3.7)

Определение 3.3.5. Говорят, что имеет место правило останова по невязке, если для задан-
ного ǫ(δ) > δ процедура, остановленная в точке tδ, влечет ‖Bv(tδ)−y‖ 6 ǫ(δ), но ‖Bv(t)−y‖ > ǫ(δ)
при t < tδ. Говорят, что имеет место правило останова по поправке с фиксированным τ > 0, если

процедура останавливается в tδ с
∥

∥

∥

v(tδ + τ)− v(tδ)

τ

∥

∥

∥
6 ǫ(δ), но

∥

∥

∥

v(t+ τ)− v(t)

τ

∥

∥

∥
> ǫ(δ) для t < tδ.

Конкретный выбор функции ǫ(δ) определим позже.
Поведение невязки и поправки в случае (3.3.3) также отличаются от того, что мы наблюдали

в (3.3.1)–(3.3.2). Можно записать

Bv(t)− y
δ = exp(tB)Bw0 − exp(tB)yδ = exp(tB)Bw0 − exp(tB)(yδ − y)− exp(tB)y, (3.3.8)

v(t+ τ)− v(t)

τ
=

=
exp(τB)− I

τ
exp(tB)w0 − 1

τ

τ
∫

0

exp(sB) ds
(

exp(tB)(yδ − y) + exp(tB)y
)

. (3.3.9)

В случае экспоненциально убывающей C0-полугруппы exp(·A), вообще говоря, C0-полугруппа
exp(·B) больше не является ограниченной и поэтому нам понадобится дополнительная гладкость
элемента y ∈ D(A2). Действительно, имеет место следующая лемма.

Лемма 3.3.6 (см. [456]). Пусть A порождает экспоненциально устойчивую C0-полугруппу.

Тогда функция η(t) =

t
∫

0

exp(sB) z ds может быть оценена следующим образом:

‖η′(t)‖ 6 Ct
−1/4‖Az‖ для z ∈ D(A), (3.3.10)

‖η′(t)‖ 6 Ct
1/4‖z‖, ‖η(t)‖ 6 Ct‖z‖ для z ∈ E, t > t1 > 0.

Из (3.3.8) получаем оценку ‖Bv(t) − yδ‖ 6 c

(

‖ exp(tB)Bw0‖ + t1/4δ + t−1/4‖Ay‖
)

при t → ∞,

δ → 0. Поэтому ясно, что и невязка, и поправка сходятся к нулю, если t→ ∞, δ → 0, и t1/4δ → 0.
Согласно принципу невязки [91, 23, 3], можно остановить процедуру (3.3.5) в некоторой точке

tδ, где ‖Bv(tδ)− yδ‖ не больше, чем некоторое ǫ(δ) > 0. Например, если положить ǫ(δ) = cδ1/5, то

c(t−1/4 + t
1/4
δ + t

−1/4) 6 ǫ(δ) = cδ
1/5

для значений

t
1/4
δ 6

1

3
δ
1/5
, t

−1/4
6

1

3
δ
1/5
.



68 Глава 3. Приложения

Это означает, что

34δ−4/5
6 t 6 δ

−16/5

(

1

3

)4

при δ → 0. Если остановиться в tδ = 81δ−4/5, то, в силу (3.3.7), ‖v(tδ) − B−1y‖ 6 Cδ1/5 → 0 при
δ → 0 и процедура (3.3.5) не является регуляризирующим алгоритмом. Однако, если остановиться
в точке tδ = δ−20/5, то, имея гладкость, yδ, y ∈ D(A), получаем оценку

‖v(tδ)−B
−1
y‖ ∼ ‖B−1

B

tδ
∫

0

exp((tδ − s)B)ds(yδ − y)‖ >

> γ‖(exp(tδB)− I)(yδ − y)‖ > γ

∣

∣

∣‖ exp(tB)(yδ − y)‖ − ‖(yδ − y)‖
∣

∣

∣ ∼ t
1/4
δ δ ∼ 1,

которая не гарантирует сходимость к нулю для yδ, реализующего норму полугруппы в точке tδ

и при δ → 0 и tδ =
1

81
δ−20/5.

Из леммы 3.3.6 следует, что процедура (3.3.6) для случая экспоненциально убывающей C0-

полугруппы exp(·A) дает оценку ‖v(tδ) − B−1y‖ 6 c(t
−1/4
δ ‖Aw0‖ + tδδ + t

−1/4
δ ‖A2y‖) при δ → 0.

Естественно [449] сделать выбор tδδ = t
−1/4
δ , т.e., tδ =

1

δ4/5
. Это приводит к ‖v(tδ)−B−1y‖ ∼ δ1/5

при δ → 0.
Заметим, что лемма 3.3.6 дает очень общие оценки и для каждого конкретного выбора опе-

ратора A оценки могут отличаться, и потому можно найти оптимальное соотношение для t, δ
и ǫ.

Предположим, что мы выполняем вычисления с погрешностью ξ(t) в каждый момент времени
t. Тогда задача Коши (3.3.4) примет вид

z
′(t) = Bz(t)− y

δ + ξ(t), z(0) = z
0 ∈ E, (3.3.11)

где ‖ξ(t)‖ 6 η и η 6 δ для любого t. Решение задачи (3.3.11) дается формулой

z(t) = exp(tB)w0 −
t
∫

0

exp((t− s)B) ds yδ +

t
∫

0

exp((t− s)B)ξ(s) ds =

= exp(tB)w0 −
t
∫

0

exp((t− s)B) ds(yδ − y)− (exp(tB)− I)B−1
y +

t
∫

0

exp((t− s)B)ξ(s) ds.

(3.3.12)

Как было показано в [13], даже в гильбертовом пространстве в случае задачи (3.3.11) имеет место
интересный факт: остановка процедуры (3.3.12) по невязке не работает, следует использовать
правило остановки по поправке.

С другой стороны, поправка

z(t+ τ)− z(t)

τ
=

1

τ
(exp(τB)− I) exp(tB)w0 − 1

τ

τ
∫

0

exp(sB) ds exp(tB)y−

−1

τ

t+τ
∫

t

exp((t+ τ − s)B) ds (yδ − y)− 1

τ

t
∫

0

(

exp((t+ τ − s)B)− exp((t− s)B)
)

ds (yδ − y)+

+
1

τ

t+τ
∫

t

exp((t+ τ − s)B)ξ(s) ds+
1

τ

t
∫

0

(

exp((t+ τ − s)B)− exp((t− s)B)
)

ξ(s) ds =
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=
1

τ
(exp(τB)− I) exp(tB)w0 − 1

τ

τ
∫

0

exp(sB) ds
(

(yδ − y)−B

t
∫

0

exp((t− s)B) ds(yδ − y)
)

+

+
1

τ

τ
∫

0

exp(sB) ds exp(tB)y +
1

τ

τ
∫

0

exp(sB)ξ(t+ τ − s) ds+

+
1

τ

τ
∫

0

exp(sB) dsB

t
∫

0

exp((t− s)B)ξ(s) ds (3.3.13)

имеет, по крайней мере, ту же скорость сходимости к нулю для δ → 0, t → ∞, что и процесс из
(3.3.12). Действительно, процесс

z(t)−B
−1
y = exp(tB)w0 −

t
∫

0

exp((t− s)B) ds(yδ − y)− exp(tB)B−1
y +

t
∫

0

exp((t− s)B)ξ(s) ds

имеет те же члены, что и в (3.3.13) умноженные на равномерно ограниченный оператор
1

τ
(exp(τB)−I) для достаточно малого τ . Это означает, что можно остановить процесс по поправке

и по лемме 3.3.6 получить следующую скорость сходимости: ‖z(t)−B−1y‖ 6 c(t−1/4‖Aw0‖+ tδ+

t−1/4‖A2y‖+ tη) → 0 при tδ → 0 и tη → 0. Поэтому алгоритм (3.3.12) является регуляризующим
алгоритмом.

3.3.2. Итерационная аппроксимация значений оператора A. Для аппроксимации задачи
(3.1.1) рассмотрим в банаховых пространствах En задачи

Bnxn = yn, xn, yn ∈ En, (3.3.14)

где ограниченные линейные операторы Bn ∈ B(En) дискретно аппроксимируют оператор B зада-

чи (3.1.1) и yn
P−→y. На практике мы имеем только последовательность yδn такую, что ‖yδn−yn‖ 6 δ,

и поэтому yδn
P−→y при n→ ∞, δ → 0.

Рассмотрим итерационный метод, основанный на соотношении

x
k
n − x̄n = r(Bn)

k(x0n − x̄n), (3.3.15)

со следующей функцией r(Bn):

r(Bn) = (In − τnBn)
−1
, r(Bn) =

(

In +
τnBn

2

)(

In − τnBn

2

)−1

.

Элементы x̄n являются точными решениями задачи (3.3.14) и x0n являются начальными зна-
чениями процесса. Для простоты предположим, что γ = 0, и поэтому мы рассмотрим случай
Bn = A−1

n . Операторы Bn ограничены и Re σ(Bn) 6 0.
Процедура (3.3.15) порождает итерационный метод:

x
k
n = r(Bn)x

k−1
n + (In − r(Bn))x̄n = r(Bn)x

k−1
n + q(Bn)yn, k = 1, 2, 3, . . . , (3.3.16)

где In − r(Bn) = q(Bn)Bn. Решение метода (3.3.16) дается по формуле

x
k
n = r(Bn)

k
x
0
n +

k−1
∑

j=0

r(Bn)
j
q(Bn)yn. (3.3.17)

Итак, эти разделы посвящены аппроксимации значений неограниченных операторов. Подроб-
ности об этой области исследований можно найти в [167, 23, 335].
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3.3.3. Случай C0-полугрупп. Если оператор A порождает экспоненциально устойчивую C0-
полугруппу, то A−1 ограничен, и имеет место следующее интегральное представление:

exp(tA−1)x = Ix−
√
t

∞
∫

0

J1(2
√
ts)√
s

exp(sA)x ds, t > 0, x ∈ E,

где J1(·) — функция Бесселя первого порядка (порядка 1). Для соответствующей функции Бес-
селя будем использовать обозначение J0.

Для любого y0 ∈ D(A2) существуют такие y0n ∈ D(A2
n), что y0n

P−→y0, Any
0
n

P−→Ay0 и

A2
ny

0
n

P−→A2y0. Начнем со случая полудискретизации.

Теорема 3.3.7 (см. [278]). Предположим, что оператор A порождает аналитическую C0-

полугруппу exp(·A), ω(A) < 0, и выполняются условия (A) и (B1) теоремы 3.2.5 с ω1 < 0. Тогда

для любого заданного элемента y ∈ D(A2), ‖yδn − pny‖ 6 δ, и любой последовательности {yn},
yn ∈ D(A2

n), такой, что yn
P−→y, Anyn

P−→Ay, A2
nyn

P−→A2y, имеем

∥

∥

∥

∥

∥

−
t
∫

0

exp(sBn) ds y
δ
n − pnAy

∥

∥

∥

∥

∥

6 Cδ
1/5(‖A2

nyn‖+ 1) + ‖Anyn − pnAy‖, (3.3.18)

где t = δ−4/5.

Для случая r(Bn) = (In + τnBn/2)(In − τnBn/2)
−1, т.e., q(Bn) = −τn(In − τnBn/2)

−1, имеет
место следующая теорема.

Теорема 3.3.8 (см. [278]). Предположим, что оператор A порождает аналитическую C0-

полугруппу exp(·A), ω(A) < 0, и выполняются условия (A) и (B1) теоремы 3.2.5 с ω1 < 0. Тогда

для любого заданного элемента y ∈ D(A2), ‖yδn − pny‖ 6 δ, и любой последовательности {yn},
yn ∈ D(A2

n) такой, что yn
P−→y, Anyn

P−→Ay, A2
nyn

P−→A2y, имеем
∥

∥

∥

∥

∥

k−1
∑

j=0

r(Bn)
j
q(Bn)y

δ
n − pnAy

∥

∥

∥

∥

∥

6 Cδ
1/5(1 + ‖A2

nyn‖) + ‖Anyn − pnAy‖,

при δ → 0, τn → 0, k, n→ ∞, и τn = δ1/2, k = [δ−13/10].

3.3.4. Случай один раз проинтегрированных полугрупп. Для простоты предположим,
что мы уже сделали выбор ω, и рассмотрим случай, где проинтегрированная полугруппа etA1

ограничена, B = A−1 и

e
tA
1 x = (exp(tA)− I)A−1

x, x ∈ E, ‖ exp(tA)B‖ 6Me
−νt для всех t > 0 и некоторого ν > 0.

(3.3.19)
Это всегда можно сделать.

Без потери общности можно предположить, что операторы An из следствия 3.5.2 также удо-
влетворяют условию равномерной ограниченности семейства etAn

1 и

e
tAn
1 xn = (exp(tAn)− In)A

−1
n xn, xn ∈ En, ‖ exp(tAn)Bn‖ 6Me

−νt (3.3.20)

для всех t > 0 и некоторого ν > 0.

Теорема 3.3.9 (см. [278]). Предположим, что оператор A порождает ограниченную один раз

проинтегрированную полугруппу etA1 со свойством (3.3.19). Тогда

exp(tA−1)x = x+ t
2

∞
∫

0

√
tsJ0(2

√
ts)− J1(2

√
ts)

(ts)3/2
e
sA
1 xds, x ∈ E, (3.3.21)

‖ exp(tA−1)‖ 6 1 + Ct, t > 0, (3.3.22)

‖ exp(tA−1)x‖ 6 Ct
−1/4‖A2

x‖, x ∈ D(A2), t > t0 > 0, (3.3.23)
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и
∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

exp(ξA−1)dξ

∥

∥

∥

∥

∥

6 t+ Ct
2
, t > 0. (3.3.24)

Теорема 3.3.10 (см. [278]). Предположим, что операторы A и An порождают ограниченные

один раз проинтегрированные полугруппы etA1 , etAn
1 со свойствами (3.3.19), (3.3.20) и выполня-

ется условие (A) следствия 3.5.2. Тогда для любого y ∈ D(A3), ‖yδn − pny‖ 6 δ, и любой после-

довательности {yn}, yn ∈ D(A3
n), такой, что yn

P−→y, Anyn
P−→Ay, A2

nyn
P−→A2y, A3

nyn
P−→A3y,

имеем
∥

∥

∥

∥

∥

−
t
∫

0

exp(sBn) ds y
δ
n − pnAy

∥

∥

∥

∥

∥

6 Cδ
1/9(‖A3

nyn‖+ 1) + ‖Anyn − pnAy‖, (3.3.25)

где t = δ−4/9.

Рассмотрим случай ограниченных операторов Bn = A−1
n и r(Bn) = (In − τnBn)

−1, т.e., имеем
q(Bn) = −τn(In − τnBn)

−1 в (3.3.17).

Теорема 3.3.11 (см. [278]). Предположим, что операторы A и An порождают ограниченные

один раз проинтегрированные полугруппы etA1 , etAn
1 со свойствами (3.3.19), (3.3.20) и выполня-

ется условие (A) следствия 3.5.2. Тогда для любого элемента y ∈ D(A3), ‖yδn − pny‖ 6 δ, и

любой последовательности {yn}, yn ∈ D(A3
n), такой, что yn

P−→y, Anyn
P−→Ay, A2

nyn
P−→A2y,

A3
nyn

P−→A3y, имеем
∥

∥

∥

∥

∥

k−1
∑

j=0

r(Bn)
j
q(Bn)y

δ
n − pnAy

∥

∥

∥

∥

∥

6 Cδ
1/9(1 + ‖A3

nyn‖) + ‖Anyn − pnAy‖,

при δ → 0, τn → 0, k, n→ ∞, и τn = δ13/9, k = [δ−17/9].

Для случая r(Bn) = (In + τnBn/2)(In − τnBn/2)
−1, т.e., q(Bn) = −τn(In − τnBn/2)

−1, имеет
место следующая теорема.

Теорема 3.3.12 (см. [278]). Предположим, что операторы A и An порождают ограниченные

один раз проинтегрированные полугруппы etA1 , etAn
1 со свойствами (3.3.19), (3.3.20) и выполня-

ется условие (A) следствия 3.5.2. Тогда для любого элемента y ∈ D(A3), ‖yδn − pny‖ 6 δ, и

любой последовательности {yn}, yn ∈ D(A3
n), такой, что yn

P−→y, Anyn
P−→Ay, A2

nyn
P−→A2y,

A3
nyn

P−→A3y, имеем

∥

∥

∥

k−1
∑

j=0

r(Bn)
j
q(Bn)y

δ
n − pnAy

∥

∥

∥
6 Cδ

1/16(1 + ‖A3
nyn‖) + ‖Anyn − pnAy‖, (3.3.26)

при δ → 0, τn → 0, k, n→ ∞, и τn = δ5/8, k = [δ−7/8].

3.4. Сильно некорректные эволюционные уравнения

Рассмотрим обратную задачу Коши в банаховом пространстве E:

v
′(t) = Av(t), t ∈ [0, T ],

v(T ) = v
T
, v

T ∈ E,
(3.4.1)

где оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу. Необходимо найти (вычислить) эле-
мент v(0) ∈ E. По крайней мере, в двух важных случаях задача (3.4.1) не является корректно
поставленной. Более точно, если A не ограничен и порождает аналитическую C0-полугруппу
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или если C0-полугруппа exp(·A) является компактной, то задача (3.4.1) не является корректно
поставленной. Действительно, в этих ситуациях задача

exp(TA)x = v
T
, v

T
, x ∈ E,

некорректно поставлена [36] в том смысле, что оператор (exp(TA))−1 = exp(−TA) не является
ограниченным на E и, кроме того, в общем, D(exp(−TA)) 6= E. Это означает, что в этих случа-
ях задача Коши (3.4.1) имеет решение только для некоторых (не для всех) начальных данных
vT ∈ E и что решение v(0) ∈ E, если оно и существует, не зависит непрерывно от начальных
данных. Такие задачи возникают в различных областях математической физики и инженерии.
Исследования численного анализа в этом направлении сегодня весьма актуальны и интенсивно
развиваются [75, 1, 104, 173, 177, 193, 194, 195, 196, 336, 351, 9, 213, 10, 11, 93, 96, 94, 214, 92].

Полагая v(η) = u(T − η), можно переписать задачу (3.4.1) в виде
{

u′(t) = −Au(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,
(3.4.2)

где u0 = vT задан, а u(T ) является искомым элементом. Необходимо подчеркнуть, что здесь
оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу и спектр оператора −A расположен на
[0,+∞).

Определение 3.4.1. Зафиксируем α0 > 0. Семейство ограниченных линейных операторов
Rα,T , α0 > α > 0, на пространстве E называется регуляризатором задачи Коши (3.4.2), если для
любого δ > 0 и любого u0 ∈ E, для которых решение задачи (3.4.2) существует, найдется такое
α = α(δ) > 0, что α(δ) → 0 при δ → 0 и

sup
‖uδ−u0‖6δ

‖Rα(δ),T u
δ − exp(−TA)u0‖ → 0 при δ → 0. (3.4.3)

В [21] было доказано, что для существования линейного коммутирующего с exp(tA), t > 0,
регуляризатора задачи (3.4.2), необходимо и достаточно чтобы для каждого 0 < α < α0 оператор
−A порождал Cα-полугруппу Sα(tA), 0 6 t 6 T , такую, что Cα сильно сходится к единичному
оператору I при α→ 0.

Предположим, что оператор A порождает аналитическую полугруппу и u(·) является решени-
ем задачи (2.2.4) с y ∈ D(A), т.e., u(t) = exp(−tA)y. Тогда Cα-полугруппа Sα(tA) с генератором
−A такая, что Cα → I при α → 0, является регуляризатором t 7→ Rα,t, и выполняется (3.4.3)
(см. [21]). Действительно, по теореме 2.2.8, функция C−1

α Sα(tA)Cαy является решением задачи
(ACP ;−A,T,Cαy). В то же время Cαu(·) является решением задачи (ACP ;−A,T,Cαy). Следо-
вательно,

‖Sα(tA)y − u(t)‖ = ‖Cαu(t)− u(t)‖ → 0

для всех 0 6 t < T при α → 0. Таким образом, выбирая yδ так, что ‖yδ − y‖ 6 δ, получаем
регуляризацию

‖Sα(δ)(tA)yδ − exp (−tA)y‖ 6 ‖Sα(δ)(tA)‖ ‖yδ − y‖+ ‖Sα(δ)(tA)y − u(t)‖ → 0

при δ → 0, α(δ) → 0, 0 6 t < T и при подходящем выборе между δ и ‖Sα(δ)(tA)‖.
Для задачи (3.4.2) можно рассмотреть много регуляризаторов. Например, в [27] было показано,

что если −A2
n порождает косинус оператор-функцию и выполняется условие (F) из опредения

3.2.16, то метод квазиобращения, который определяется задачами Коши

u
′
n,α(t) = −Anun,α(t)− αA

2
nun,α(t), un,α(0) = u

0
n,

является регуляризацинным методом (3.4.2) и ‖un,α(T ) − pnu(T )‖ 6 Cα(‖u0n − pnu
0‖/δ + ρ), где

α = α(δ) = 1/
(

log(1/δ) − log log(1δ) − o(log−1(1/δ))
)

. В этом случае для получения скорости
сходимости рассматривают

u
′
α(t) = −Auα(t)− αA

2
uα(t), uα(0) = u

0
,

где Sα(t) = exp(−tA) exp(−αTA2) является Cα-полугруппой с Cα = exp(−αTA2) и Cα → I при
α→ 0. Более того, генератор этой Cα-полугруппы есть −A.
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Таким образом, мы видим, что полудискретная аппроксимация определяется задачами Коши

un,α(t) = An,αun,α(t), un,α(0) = u
0
n, (3.4.4)

где An,α = −An −αA2
n. Если в (3.4.4) выбрать An,α = −(exp(αAn)−αIn)/α, то, как было показа-

но в [27], выполняется следующее утверждение. Предположим, что выполняется условие (F) из
определения 3.2.16. Если α = 1/

(

log(1/δ) − log log(1δ) − o(log−1(1/δ))
)

, то ‖un,α(T ) − pnu(T )‖ 6

Cα(‖u0n − pnu
0‖/δ + ρ).

В [7, 139] было показано, что стохастическое дифференциальное уравнение
{

duα(t) = −Auα(t)dt+ αAuα(t)dw(t),

u(0) = u0,
(3.4.5)

где оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу и где w(·) является стандартным одно-
мерным винеровским процессом, порождает стохастическую регуляризацию задачи (3.4.2). Точ-
нее, оператор-функция

Uα(t)u
0 =

1

2πi

∫

Γ

e
−tλ−α(w(t)−w(0))λ−(1/2)α2λ2|t|(λI −A)−1

u
0
dλ, t > 0,

представляющая собой решение задачи при u0 ∈ Ac(A), обладает следующими свойствами:

lim
α→0

‖Uα(T )u
0 − exp(−TA)u0‖ = 0, (3.4.6)

‖Uα(t)‖ 6
c1

α
√

|t|
exp

(

c2

√

|t|
α

+ c3|t|−µ)2

)

+ b(α, |t|) для любого α > 0. (3.4.7)

Здесь функция b(α, t) ограничена по α и t, а Ac(A) является множеством целых векторов опера-
тора A. Это означает, что, в силу неравенства

‖Uα(T )u
δ − exp(−TA)u0‖ 6 ‖Uα(T )‖ ‖uδ − u

0‖+ ‖Uα(T )u
0 − exp(−TA)u0‖, (3.4.8)

имеет место такая зависимость α = α(δ) что Uα(T ) становится регуляризатором, дающим ре-

шение некорректной задачи (3.4.2). Оператор-функция t 7→ exp
(

(T − t)A
)

Uα(T ), 0 6 t 6 T ,

является Cα-полугруппой с Cα = exp(TA)Uα(T ). При этом Cα → I при α → 0, а генератор этой
Cα-полугруппы есть −A.

Определение 3.4.2. Ограниченный линейный стохастический оператор Rα,T , определенный
на банаховом пространстве E, называется стохастическим регуляризатором задачи Коши (3.4.2),
если для любого δ > 0 и любого u0 ∈ E, для которого существует решение задачи (3.4.2), найдется
стохастическая переменная α = α(δ) > 0 такая, что α(δ) → 0 P-почти наверное при δ → 0 и

sup
‖uδ−u0‖6δ

‖Rα(δ),T u
δ − exp(−TA)u0‖ → 0 P-почти наверное при δ → 0. (3.4.9)

В [105, 351] был рассмотрен регуляризатор в виде Rα,t = exp
(

− tA − α
(

w(t) − w(0)
)

A −
1

2
α2tA2

)

, где A порождает подходящую аналитическую полугруппу. Вместо Rα,t можно написать

exp(−tA)Cα,t, где Cα,t = exp
(

−α
(

w(t)−w(0)
)

A−1

2
α2tA2

)

. Эти операторы могут быть определены

в терминах интегралов по контуру. Мы рассмотрим здесь различные разностные схемы из [105,
351] и получим скорость сходимостей.

3.4.1. Аппроксимационная теорема полудискретизации. В этом пункте мы рассмотрим
теорию аппроксимации локальных C-полугрупп. Предположим, что выполнены условия (A) и
(B1) теоремы 3.2.24 и рассмотрим на общей дискретизационной схеме полудискретную аппрок-
симацию задачи (3.4.11) в банаховых пространствах En:

{

u′n(t) = −Anun(t), t ∈ [0, T ),

un(0) = u0n,
(3.4.10)
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где операторы −An порождают локальные Cn-полугруппы S(tAn), n ∈ N, и согласованы с опера-
тором −A и где y0n → y0. Мы понимаем согласованность в смысле общей аппроксимационной схе-

мы как сильную сходимость Cn → C и сильную сходимость резольвент (λ̃In−An)
−1 → (λ̃I−A)−1

для некоторого λ̃ ∈ ρ(A)∩⋂n∈N ρ(An). Поскольку выполняются условия (A) и (B1) теоремы 3.2.24,

то такое λ̃ существует. Локальные Cn-полугруппы S(tAn) могут рассматриваться как регуляри-

заторы задачи Коши
{

u′(t) = −Au(t), t ∈ [0, T ),

u(0) = u0.
(3.4.11)

Общая аппроксимационная схема здесь та же, что и в разделе 3.2.1. Решения задачи (3.4.10)
могут рассматриваться как полудискретная аппроксимация задачи (3.4.11). Для этого введем
систему линейных операторов {p′n}, p′n : D(A) → D(An) ⊂ En, следующим образом: p′nx =

(λ̃ − An)
−1pn(λ̃ − A)x, x ∈ D(A). На области определения D(A), системы операторов {p′n} и

{pn} эквивалентны в том смысле, что (p′n − pn)x → 0 для любого x ∈ D(A). Действительно,

поскольку (λ̃−An)
−1pny → (λ̃−A)−1y для любого y = (λ̃−A)x, выполняется нужное утверждение.

Рассмотрим еще одну систему операторов. Последовательность {p′′n} определяется по формуле

p′′nx = (λ̃ − An)
−1Cnpn(λ̃ − A)C−1x = Cnp

′
nC

−1x, x ∈ CD(A), и она эквивалентна системам {pn}
и {p′n} на области определения D(AC−1) = CD(A).

Теорема 3.4.3 (Теорема ABC-C, см. [351]). При выполнении условия (A) теоремы 3.2.24 и

предположения CD(A2) = E следующие условия (Ac) и (Bc) эквивалентны условию (Cc).
(Ac) Согласованность. Cn → C и операторы An, A согласованы.

(Bc) Устойчивость. Для любого 0 < τ < T найдется конечная константа Mτ , не зависящая

n, такая, что

‖S(tAn)‖ 6Mτ для 0 6 t 6 τ и n ∈ N.

(Cc) Сходимость. Для любого 0 < τ < T и x0 ∈ E имеем

max
t∈[0,τ ]

‖S(tAn)x
0
n − pnS(tA)x0‖ → 0

при n→ ∞, как только x0n → x0.

Замечание 3.4.4. В случае экспоненциально ограниченных C-полугрупп условие (A) можно

заменить на условие (A′) Cn → C и (λ̃In − An)
−1Cn → (λ̃I − A)−1C для некоторого λ̃ ∈ C (см.

подробности в [449]).
Поскольку конструкция может быть сделана аналогично конструкции с условием (A), то в

данном случае нам не нужно предполагать, что ρ(A) ∩ ⋂n∈N ρ(An) 6= ∅ и одновременно (λ̃In −
An)

−1 → (λ̃I −A)−1 для некоторого λ̃ ∈ ρ(A) ∩⋂n∈N ρ(An).

3.4.2. Аппроксимация дискретными C-полугруппами. Следуя разделу 3.2.2, обозначим
через {Tn(·)} семейство дискретных полугрупп на En, т.e., Tn(t) = T kn

n , где Tn ∈ B(En), n =
1, 2, . . ., — заданные операторы и kn = [t/τn]. Генератор семейства Tn(·) определяется по формуле
−An = (Tn(τn) − I)/τn. Мы рассматриваем процесс τn → 0, kn → ∞, n → ∞. Предположим,
что Cn ∈ B(En) являются инъективными операторами, для которых TnCn = CnTn. Дискретная
Cn-полугруппа Un(·) определяется как Un(t) = Tn(t)Cn. В этом разделе мы предположим, что
размерность каждого пространства En конечна, но dim(En) → ∞ при n → ∞. В следующей
теореме мы предположим, что −A порождает локальную полугруппу S(·A).

Теорема 3.4.5 (Теорема ABC-C-discr, см. [351]). При условии R(λ;An) → R(λ;A) и предпо-

ложении CD(A2) = E следующие условия (Acd) и (Bcd) эквивалентны условию (Ccd).
(Acd) Согласованность. Cn → C, операторы An, A согласованы и An ∈ B(En), n ∈ N.

(Bcd) Устойчивость. Для любого 0 < τ < T найдется константа Mτ , которая не зависит

от n, такая, что ‖Un(t)‖ 6 Mτ для всех 0 6 t 6 τ < T и n ∈ N выполняется равномерно для

любого выбора {τn} и {kn} как только τn → 0 и kn = [t/τn].
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(Ccd) Сходимость. Для любого 0 < τ < T имеем max
t∈[0,τ ]

‖Un(t)x
0
n − pnS(tA)x0‖ → 0 при τn → 0,

n→ ∞, как только x0n → x0.

Теорема 3.4.6 (см. [351]). Пусть выполняются условия (Acd) и (Bcd). Предположим, что

выполняются условия CD(A2) = E и

τn‖A2
nC

−1
n ‖ 6

q

MτT
с q < 1. (3.4.12)

Тогда

‖Un(t)‖ 6Mτ (1− q)−1 для 0 6 t 6 τ < T и любых n ∈ N

выполняется равномерно по {τn} и {kn}, где τn → 0, как только kn = [t/τn]. Более того, для

любого 0 < τ < T имеем

max
t∈[0,τ ]

‖Un(t)x
0
n − pnS(tA)x0‖ → 0

при τn → 0, n→ ∞, как только x0n → x0.

Замечание 3.4.7. На самом деле схема Ūn(t) ≡ (I + τnAn)
−knCn с t = knτn может быть

построена даже при условии (3.2.5). Действительно, τnAn = τnλAn(λ−An)
−1 − τnA

2
n(λ−An)

−1,
и за счет выбора λ мы можем второй член справа сделать меньше, чем ǫ, и тогда выбирая
τn подходящим для фиксированного λ, получаем ‖τnAn‖ 6 2ǫ. Поэтому схема Ūn корректно
определена.

Замечание 3.4.8. В противоположность корректным задачам, для некорректных задач явная
и неявная схемы дискретизации по времени не сильно отличаются в смысле свойства устойчиво-
сти (ср. теоремы 3.2.7 и 3.2.8). Более того, при условии (3.2.5) из тождества

(I − τnAn)
knCn = (I − τ

2
nA

2
n)

kn(I + τnAn)
−knCn

и неравенства ‖(I − τ2nA
2
n)

±kn‖ 6 Cetτn‖A
2
n‖, t = knτn, следует, что условия устойчивости для

дискретных полугрупп (I − τnAn)
knCn и (I + τnAn)

−knCn одинаковы.

Замечание 3.4.9. Для простоты предположим, что выполняется условие CD(A) = E. В об-

щем случае получаем сходимость на множестве CD(A). В случае проинтегрированных полугрупп
эта ситуация была исследована (см., например, [97, 98, 99]). Действительно, хорошо известно, что
для x /∈ D(A) «проинтегрированные» аппроксимирующие схемы сходятся. Мы отсылаем читате-
ля к Lizama [294], Busenberg и Wu [106]. Заметим, что Kurtz в [237] был первым, кто обнаружил
этот эффект.

3.4.3. Стохастическая полудискретная аппроксимация. Yачнем с общего факта о сто-
хастических регуляризаторах (Cameron—Martin) в виде Cα(t) = Cα(t, 0). Здесь Cα(t, s), t > s,
задается как

Cα(t, s)) = exp (−α(w(t) − w(s))A − (t− s)α2
A

2
/2),

где A порождает аналитическую полугруппу и выполняется свойство σ(A) ⊂ C\Σ(3π/4). Семей-
ство Cα(t, s), t > s, не однородно по времени и оператор Cα(t) может быть определен интегриро-
ванием по контуру: см. (i) в лемме 3.4.10. Более точно, мы предположим, что σ(A) ⊂ C \ Σ(ϑ0),
где 3π/4 < ϑ0 < π, и что

‖(λ−A)−1‖ 6M/|λ|, λ ∈ Σ(ϑ0).

Здесь {(Ω,F ,P), w(t)} является стандартным одномерным процессом Винера (броуновское дви-
жение). Как обычно, символ E [·] обозначает математическое ожидание.

Лемма 3.4.10. В упомянутых выше условиях на оператор A выполняются следующие

утверждения:
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(i) операторы Cα(t), α > 0, t > 0, корректно определены, ограничены и могут быть выражены

через интеграл:

Cα(t) =
1

2πi

∫

Γ

e
−λα(w(t)−w(0))−tλ2α2/2(λI −A)−1

dλ =

=
1

2πi

∫

Γ

e
−λ(w(t)−w(0))−tλ2/2(λI − αA)−1

dλ, (3.4.13)

где Γ = {re±iϑ : 1 6 r <∞} ∪ {eiφ : −ϑ < φ < ϑ}, α(s) ≡ α, 3π/4 < ϑ < π;
(ii) семейство {Cα(t), α > 0} является P-почти наверное ограниченным и lim

α↓0
Cα(t)v = v для

всех v ∈ E;
(iii) E [Cα(t)v] = v для всех v ∈ E и всех t ∈ [0, T ).

Рассмотрим полудискретизацию задачи (3.4.5) в банаховых пространствах En

dun,α(t) = −Anun,α(t) dt− αAnun,α(t) dw(t), un,α(0) = u
0
n, (3.4.14)

где u0n → u0, операторы An порождают аналитические полугруппы и w(·) — стандартный вине-
ровский процесс. Мы хотим подчеркнуть, что рассматривается ситуация, когда σ(An), σ(A) ⊂
C \ Σ(3π/4).

Теорема 3.4.11 (см. [351]). Пусть выполняются условия (A) и (B′′) теоремы 3.2.24 и пусть

δn > 0 — последовательность, сходящаяся к нулю 0 при n → ∞. Тогда существует последо-

вательность αn = αn(δn) такая, что un,αn(t) → u(t) для любого t ∈ [0, T ] при n → ∞. Здесь

un,αn(·) — решение задачи (3.4.14) и u(·) — решение задачи (3.4.2) с u0 ∈ Ac(A). Сходимость

понимается в следующем смысле:

sup
‖u0

n−pnu0‖6δn

‖un,αn(t)− pnu(t)‖ → 0 P-почти наверное при δn → 0.

Заметим, что доказательство сходимости следует из рассмотрения неравенства

‖un,α(t)− pnu(t)‖ 6 ‖un,α(t)− pnuα(t)‖+ ‖pn‖‖uα(t)− u(t)‖,
где достаточно показать сходимость к нулю обоих членов справа.

Замечание 3.4.12. Выбор функции α(·) интересен, если мы хотим получить наилучшую ско-
рость сходимости. Можно положить α(s) =

√
s или α(s) = 1/

√
s. В этом обзоре мы рассмотрим

выбор α(s) ≡ α.

3.4.4. Стохастическая аппроксимация по времени. Для аппроксимации задачи (3.4.14)
можно рассмотреть несколько разностных схем. Наиболее простые схемы:

Un,α(t+ τn)− Un,α(t) = −τnAnUn,α(t)− α∆w(t)AnUn,α(t), (3.4.15)

Ūn,α(t+ τn)− Ūn,α(t) = −τnAnŪn,α(t+ τn)− α∆w(t)AnŪn,α(t), (3.4.16)

Ǔn,α(t+ τn)− Ǔn,α(t) = −τnAn
Ǔn,α(t) + Ǔn,α(t+ τn)

2
− α∆w(t)AnǓn,α(t), (3.4.17)

где ∆w(t) = (w(t)−w(t− τn)), t = knτn, и Un,α(0) = Ūn,α(0) = Ǔn,α(0) = In. Для c > 0 и 0 < α < π

обозначим
M(α) = sup

n∈N
sup

{

|λ|2‖(λ2 −A
2
n)

−1‖ : |λ| > Rn, | arg λ| 6 α
}

; (3.4.18)

M(c, α) = sup
n∈N

sup
{

|λ|2‖(λ2 −A
2
n)

−1‖ : |λ| > c, | arg λ| = α
}

; (3.4.19)

M1(c, α) = sup
n∈N

sup
{

|λ|‖(λ −An)
−1‖ : |λ| = c, | arg λ| 6 α

}

. (3.4.20)

Здесь (Rn, n ∈ N) — подходящая последовательность положительных чисел, сходящаяся к ∞.
В леммах 3.4.14 и 3.4.15 далее мы формулируем технические неравенства, которые потребуются
для доказательства следующей теоремы.
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Теорема 3.4.13 (см. [351]). Пусть выполняются условия (A) и (B′′) теоремы 3.2.24.
Зафиксируем 3/4 < ϑ < π и предположим, что величины

M(π − ϑ), M(c, π − ϑ) и M1(c, ϑ) (3.4.21)

конечны. Тогда схемы (3.4.15) и (3.4.16) устойчивы и Un,αn(t)u
0
n → u(t) при n→ ∞, т.e.,

lim
n→∞

Un,αn(t)u
0
n = u(t),

где u(·) — решение задачи (3.4.2) с u0 ∈ Ac(A) и (3.4.15) –– аппроксимация задачи (3.4.14).
Для схемы Un,αn(t) устойчивость понимается в следующем смысле. Существует константа

C0 = C0(c, ϑ), которая не зависит от n, a, и β, где a и β достаточно велики так, что для всех

n ∈ N и всех больших a и всех достаточно больших β

E[‖Un,αn(t)u
0
n − exp(−tAn − αn(w(t)− w(0))An − (t/2)α2

nA
2
n)u

0
n‖], (3.4.22)

C0

√
τnt(1/

√

aτnc
2 cos(2ϑ) + e

3aτnc2/2)‖ exp(−tAn + aτnA
2
n)u

0
n‖.

Сходимость понимается в следующем смысле:

E [‖Un,αn(t)u
0
n − pnu(t)‖] 6 C0

√
τnt log(1/(τnt))‖A exp(−tA+ βtA

2)u0‖+ (3.4.23)

+C0

√
τnt(1/

√

aτnc
2 cos (2ϑ) + e

3aτnc2/2)‖ exp(−tAn + aτnA
2
n)u

0
n‖+ (3.4.24)

+E‖un,αn(t)− pnuαn(t)‖ (3.4.25)

для 0 < t < T , где β cos(2ϑ) > C1τn > α2
n, и a и n достаточно велики. Если, например, a = εkn,

τnkn = t, то

1/
√

aτnc
2 cos(2ϑ) + e

3aτnc2/2 = 1/
√

εtc2 cos(2ϑ) + e
3εtc2/2

.

Здесь

un,α =
1

2πi

∫

Γn

e
−tλ−α(w(t)−w(0))λ−α2λ2|t|/2(λIn −An)

−1
u
0
n dλ, t > 0;

uα =
1

2πi

∫

Γ

e
−tλ−α(w(t)−w(0))λ−α2λ2|t|(λI −A)−1

u
0
dλ, t > 0.

Кроме того, предположим, что константа C1 удовлетворяет knα
2
n < C1t или, эквивалентно,

α2
n < C1τn, что B := sup

n∈N
α2
nRn <∞, и что 0 < b := inf

n∈N
τnRn. Более того, константа a, которая

может зависеть от n, должна удовлетворять требованию

aτn cos (2ϑ) > tτn + tα
2
n, 2aτn cos (2ϑ) > tτn(1 + α

2
nRn)

2 + 2tα2
n, n ∈ N.

Если в неравенстве (3.4.22) левая часть заменена на E [‖Un,αn(t)u
0
n‖], то

E [‖Un,αn(t)u
0
n‖] 6 C1(c, ϑ)(1/

√

aτnc
2 cos (2ϑ) + e

3aτnc2/2)× ‖e−tAn+aτnA2
nu

0
n‖, (3.4.26)

где C1(c, ϑ) = max (2M(π − ϑ) +M1(c, ϑ), (2
√
2/π)M(c, π − ϑ)). Если в неравенстве (3.4.22) левая

часть заменена на

E [‖ exp (−tAn − αn(w(t) − w(0))An − (t/2)α2
nA

2
n)u

0
n‖],

то

E [‖ exp (−tAn − αn(w(t) − w(0))An − (t/2)α2
nA

2
n)u

0
n‖] 6

6 C2(c, ϑ)(1/
√

aτnc
2 cos (2ϑ) + e

aτnc2)‖e−tAn+aτnA2
nu

0
n‖, (3.4.27)

где C2(c, ϑ) = max (M1(c, ϑ), (2/π)M(c, π − ϑ)) 6 C1(c, ϑ).

Для схемы Ūn,αn(·) применимы подобные рассуждения.
При доказательстве теоремы 3.4.13 использованы следующие тождества.



78 Глава 3. Приложения

Лемма 3.4.14 (см. [351]). Предположим, что t = knτn, τn → 0 при n → ∞, α > 0, и λ ∈ C.

Справедливы следующие тождества:

E

[∣

∣

∣

∣

∣

kn
∏

j=1

(

1 + τnλ+ αλ(w(jτn)− w((j − 1)τn))
)

− e
λt+αλ(w(t)−w(0))−α2λ2t/2

∣

∣

∣

∣

∣

2]

=

=
(

|1 + τnλ|2 + α
2|λ|2τn

)kn + e
2tℜλ+α2|λ|2t − 2ℜ

{(

1 + τn(λ+ α
2|λ|2)

)kn
e
tλ̄
}

.

Как следствие

lim
n→∞

E

[∣

∣

∣

∣

∣

kn
∏

j=1

(

1 + τnλ+ αλ(w(jτn)− w((j − 1)τn))
)

− e
λt+αλ(w(t)−w(0))−α2λ2t/2

∣

∣

∣

∣

∣

2]

= 0.

Лемма 3.4.15 (см. [351]). Пусть α > 0 и τ > 0 — вещественные числа. Для любого ком-

плексного числа λ и всех k ∈ N выполняется неравенство:

(|1− τλ|2 + α
2|λ|2τ)k + e

−2tℜλ+α2|λ|2t − 2ℜ
(

(1 + τ(−λ+ α
2|λ|2))ke−tλ̄

)

6

6 τt|λ|2e−2tℜλ+α2|λ|2t{
e
τt|λ|2 + e

1/2|1− α
2
λ̄|2eτ |λ|2t|1−α2λ̄|2/2}

. (3.4.28)

3.4.5. Стохастическая схема Бакушинского. Здесь мы собираемся использовать началь-
ные данные для некорректных задач, которые являются истокообразными элементами. Такой
подход позволяет получить даже оценки скорости сходимости для регуляризационного метода.
Детерминированный случай рассмотрен в [1, 9, 94]. Заметим лишь, что авторы в [92] рассматри-
вали для аппроксимации задачи (3.4.11) схему

k
∑

ν=0

ανu
m+ν = τ

k
∑

ν=0

βνAu
m+ν

, 0 6 m 6 N − k, τ = T/N, (3.4.29)

и получили оценку

‖u(mτ)− u
m‖ 6 Ch(τ), 0 6 m 6 N, lim

τ→0
h(τ) = 0.

Для задачи

u
′′(t) = −Au(t), u(0) = u

0
, u

′(0) = 0,

где оператор A порождает аналитическую полугруппу, авторы в [9] рассмотрели схему

u
k+2 − 2uk+1 + u

k = τ
2(β2Au

k+2 + β1Au
k+1 + β0Au

k),

u
0 = u

1 = u(0), τ = T/N, k = 0, N − 2,

и доказали оценки

‖u(kτ) − u
k‖ 6 Cτ

q
, 0 6 k 6 N, q ∈ (0, 1 − T/T1). (3.4.30)

Сходимости таких классов схем и их порядок сходимости были рассмотрены в [92, 1, 94, 214, 9].
Рассмотрим разностную схему типа Бакушинского

Un,α(t+ τn)− Un,α(t) = τn

(

AnUn,α(t+ τn)− 2AnUn,α(t)
)

+ α∆w(t)AnUn,α(t), (3.4.31)

где ∆w(t) =
(

w(t) − w(t − τn)
)

, t = knτn, и Un,α(0) = u0n. Решение задачи (3.4.31) может быть
записано в виде

Un,α((k + 1)τn) =
In − 2τnAn

In − τnAn
Un,α(kτn) + α∆w(t)An(In − τnAn)

−1
Un,α(t),

который соответствует аппроксимации неограниченной оператор-функции exp(−τnAn) как

In − 2τnAn

In − τnAn
= In − τnAn

In − τnAn
= In − τnAn(In − τnAn)

−1
. (3.4.32)

Таким образом, мы собираемся показать, что при некоторых ограничениях на τn, An и α решения
задач (3.4.31) сходятся к точному решению задачи (3.4.11) на гладком элементе u0.



3.5. Аппроксимация слабо некорректных задач 79

Лемма 3.4.16. Для любого λ ∈ Γ выполняется следующее тождество:

E

(∣

∣

∣

∣

∣

kn
∏

j=1

(

1− 2τnλ

1− τnλ
+
αλ∆w(tj)

1− τnλ

)

− e
−λt+αλ(w(t)−w(0))−(1/2)α2λ2t

∣

∣

∣

∣

∣

2)

=

=

(∣

∣

∣

∣

1− 2τnλ

1− τnλ

∣

∣

∣

∣

2

+
τnα

2|λ|2
|1− τnλ|2

)kn

+ e
−2tReλ+α2|λ|2t−

−
(

1− 2τnλ

1− τnλ
+
τnα

2|λ|2
1− τnλ

)kn

e
−tλ̄ −

(

1− 2τnλ̄

1− τnλ̄
+
τnα

2|λ̄|2
1− τnλ̄

)kn
e
−tλ (3.4.33)

и, более того,

lim
n→∞

E

(∣

∣

∣

∣

∣

kn
∏

j=1

(

1− 2τnλ+ αλ(w(jτn)− w((j − 1)τn))

1− τnλ

)

− e
−λt+αλ

(

w(t)−w(0)
)

−(1/2)α2λ2t

∣

∣

∣

∣

∣

2)

= 0,

где t = knτn, τn → 0, kn → ∞, 0 6 t 6 T .

Лемма 3.4.16 порождает следующий результат.

Теорема 3.4.17 (см. [105]). Пусть выполняется условие (B′′) теоремы 3.2.24. Предположим,

что 3π/4 < ϑ0 < π, un,αn(0) = (−An)
−p exp(TAn)ũn, ‖ũn‖ 6 C̃, и α2

n 6 C3τn, n ∈ N. Тогда имеет

место следующая оценка:

E(‖Un,αn(t)un,αn(0)− un,αn(t)‖) 6 C
√
τn‖Ap

n exp(−T (2 + C1)An)ũn‖
равномерно по t ∈ [0, T ].

3.5. Аппроксимация слабо некорректных задач

Рассмотрим в банаховом пространстве E задачу Коши

u
′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u
0 ∈ E,

(3.5.1)

где оператор A порождает k раз проинтегрированную полугруппу и f(·) ∈ L1([0, T ];E). Функ-
ция u(·) называется классическим решением задачи (3.5.1), если она принадлежит множеству
C1([0, T ];E) ∩ C([0, T ];D(A)) и удовлетворяет обоим уравнениям в (3.5.1).
K раз проинтегрированной полугруппой является семейство ограниченных линеных операто-

ров etAk ∈ B(E), t ∈ R+, такое, что оно сильно непрерывно в t ∈ [0,∞) и удовлетворяет уравнению

e
tA
k = A

t
∫

0

e
sA
k ds+

tk

k!
, t > 0. (3.5.2)

Определим функцию

v(t) = e
tA
k u

0 +

t
∫

0

e
(t−s)A
k f(s) ds, t ∈ [0, T ].

Если существует классическое решение задачи (3.5.1), то v(·) ∈ Ck+1([0, T ];E) и для производной
порядка k имеем v(k)(·) = u(·) (см. предложение 1.27).

Если k раз проинтегрированная полугруппа экспоненциально ограниченна т.e., ‖etAk ‖ 6 Meωt,

t ∈ R+, то резольвента удовлетворяет

(λI −A)−1 = λ
k

∞
∫

0

e
−λt

e
tA
k dt для λ > ω. (3.5.3)
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Здесь мы рассмотрим задачу (3.5.1), где k = 1 и проинтегрированная полугруппа является экс-
поненциально ограниченной. Если имеется один раз проинтегрированная полугруппа и f(·) ≡ 0,
u0 ∈ D(A), то решение задачи (3.5.1) дается функцией u(t) = (etA1 u0)′t.

3.5.1. Дискретизация проинтегрированных полугрупп. Решение первоначальной задачи
Коши

u
′(t) = Au(t), t ∈ [0,∞),

u(0) = u
0 ∈ E,

(3.5.4)

где оператор A порождает проинтегрированную полугруппу etA1 , t ∈ R+, может быть получено
взятием производной от 1 раз проинтегрированной полугруппы на элементе u0. Существование
гладкой производной решения может быть гарантировано на гладких начальных данных, скажем,
на u0 ∈ D(A). Поэтому основное утверждение о сходимости разностных схем может рассматри-
ваться только на гладких элементах.

Будем аппроксимировать оператор A последовательностью ограниченных операторов Ăn ∈
B(En) и затем аппроксимировать etA1 дискретными один раз проинтегрированными полугруппа-

ми, порождаемыми операторами Ăn.
Рассмотрим теперь общую дискретную версию теоремы Троттера—Като для проинтегрирован-

ных полугрупп.

Теорема 3.5.1 (Теорема ABC-int, см. [261]). Предположим, что замкнутые операторы A и

An на E и En соответственно порождают экспоненциально ограниченные k раз проинтегриро-

ванные полугруппы. Следующие условия (A) и (Bint) эквивалентны условию (Cint).
(A) Согласованность. Существует такое λ ∈ ρ(A) ∩⋂n ρ(An), что резольвенты сходятся:

(λIn −An)
−1 PP−→(λI −A)−1

.

(Bint) Устойчивость. Существуют константы M > 1 и ω1, которые не зависят от n и

такие, что ‖etAn
k ‖B(En) 6M exp(ω1t) для t > 0 и любых n ∈ N, и последовательность {etAn

k pnu},
n ∈ N, эквинепрерывна на компактных подмножествах R+ для любого u ∈ E.

(Cint) Сходимость. Для некоторого конечного ω > 0, имеет место сходимость

max
t∈[0,∞)

e−ωt‖etAn
k u0n − pne

tA
k u0‖En → 0 при n → ∞, как только u0n

P−→u0 для любых u0n ∈ En,

u0 ∈ E.

Следствие 3.5.2. Предположим, что замкнутые операторы A и An на E и En соот-

ветственно порождают экспоненциально ограниченные k раз проинтегрированные полугруппы.

Предположим, что выполняются следующие условия.

(A) Согласованность. Существует такое λ ∈ ρ(A) ∩⋂n ρ(An), что резольвенты сходятся:

(λIn −An)
−1 PP−→(λI −A)−1

.

(B′
int) Устойчивость. Существуют константы M > 1 и ω1, которые не зависят от n и

такие, что ‖etAn
k ‖B(En) 6M exp(ω1t) для t > 0 для всех n ∈ N.

Тогда для некоторого конечного ω > 0 имеем max
t∈[0,∞)

e−ωt‖etAn
k u0n− pnetAk u0‖En → 0 при n→ ∞,

как только u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0 для любых u0n ∈ D(An), u
0 ∈ D(A).

Теорема 3.5.3 (см. [261]). Предположим, что замкнутые операторы A и An на E и En со-

ответственно порождают экспоненциально ограниченные аналитические k раз проинтегриро-

ванные полугруппы. Предположим, что выполняются следующие условия.

(A) Согласованность. Существует такое λ ∈ ρ(A) ∩⋂n ρ(An), что резольвенты сходятся:

(λIn −An)
−1 PP−→(λI −A)−1

.
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(B′′′
int) Устойчивость. Существуют константы M > 1, 0 < θ 6 π/2, и ω1, которые не зависят

от n, и сектор ω1 +Σ(θ + π/2) лежит в ρ(An) и

sup
λ∈ω1+Σ(β+π/2)

∥

∥

∥

∥

(λ− ω1)R(λ;An)

λk

∥

∥

∥

∥

B(En)

6M

для всех n ∈ N и 0 < β < θ.

Тогда для любого 0 < β < θ и компактного подмножества K множества Σ(β), не содержа-

щего 0, имеем maxz∈K ‖ezAn
k u0n − pne

zA
k u0‖En → 0 при n → ∞, как только u0n

P−→u0 для любых

u0n ∈ En, u
0 ∈ E.

Пусть Tn ∈ B(En), {τn} и τn > 0, является последовательностью, сходящейся к нулю 0 при

n → ∞ и Ăn = (Tn − In)/τn ∈ B(En). Дискретная один раз проинтегрированная полугруппа

может быть определена как

t
∫

0

T
[s/τn]
n ds, где [s/τn] — целая часть числа s/τn, т.e.,

t
∫

0

T
[s/τn]
n ds =

τn

[t/τn]−1
∑

j=0

(In + τnĂn)
j . По определению, мы предполагаем, что τn

[t/τn]−1
∑

j=0

(In + τnĂn)
j = 0 для

0 6 t < τn.

Теорема 3.5.4 (Теорема ABC-discr-int, см. [261]). Предположим, что A порождает экспо-

ненциально ограниченную полугруппу и Ăn ∈ B(En). Следующие условия (A) и (B̃int) эквива-

лентны условию (C̃int).

(A) Согласованность. Существует такое λ ∈ ρ(A) ∩⋂n ρ(Ăn), что резольвенты сходятся:

(λIn − Ăn)
−1 PP−→(λI −A)−1

.

(B̃int) Устойчивость. Существуют константы M1 > 1 и ω1 ∈ R такие, что дискпетные раз

проинтегрированные полугруппы

t
∫

0

T
[s/τn]
n ds устойчивы, т.e.,

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

T
[s/τn]
n ds

∥

∥

∥

∥

∥

6M1 exp(ω1t) для t ∈ R+ = [0,∞), n ∈ N,

и
{

t
∫

0

T
[s/τn]
n pnx ds

}

является эквинепрерывным на ограниченных интервалах R+ для любого

x ∈ E.

(C̃int) Сходимость. Для некоторого конечного ω > 0 имеем max
t∈[0,∞)

e−ωt
∥

∥

∥

t
∫

0

T
[s/τn]
n u

0
nds −

pne
tA
1 u

0
∥

∥

∥
→ 0 при n→ ∞, как только u0n

P−→u0 для любых u0 ∈ E, u0n ∈ En.

Сейчас положим Tn(τn) = (In − τnAn)
−1. В этом пункте дискретная 1 раз проинтегрированная

полугруппа определяется как

t
∫

0

T
[s/τn]
n ds = τn

[t/τn]
∑

j=1

(In − τnAn)
−j и мы полагаем по определению

τn

[t/τn]
∑

j=1

(In − τnAn)
−j = 0 для 0 6 t < τn. Поэтому в этом пункте мы рассматриваем специальный

выбор Ăn = An(In − τnAn)
−1, где оператор An взят из теоремы 3.5.1.
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Определение 3.5.5. Дискретное семейство операторов {W i
n(kτn)}, k = 0, 1, 2, . . . , называется

неявной дискретной 1 раз проинтегрированной полугруппой, если W i
n(0) = 0, W i

n(τn) = τn(In −
τnAn)

−1 и
W

i
n(kτn)W

i
n(τn) = τnW

i
n((k + 1)τn)− τnW

i
n(τn).

Предложение 3.5.6 (см. [261]). Если существует оператор A−1
n , то дискретная неявная

1 раз проинтегрированная полугруппа дается формулой

W
i
n(0) = 0,

W
i
n((k + 1)τn) =W

i
n(kτn)(In − τnAn)

−1 +W
i
n(τn), k = 1, 2, . . . ,

W
i
n(kτn) =

k
∑

j=1

τn(In − τnAn)
−j = ((In − τnAn)

−k − In)A
−1
n , k = 1, 2, . . . .

Теорема 3.5.7 (см. [261]). Предположим, что выполняются условия (A) и (B′
int) следствия

3.5.2. Тогда дискретная 1 раз проинтегрированная полугруппа экспоненциально устойчива, т.e.,
∥

∥

∥

k
∑

j=0

τn(In−τnAn)
−j
∥

∥

∥ 6M1e
ω1τnk, и дает аппроксимацию 1 раз проинтегрированной полугруппы,

т.e.

kn
∑

j=0

τn(In − τnAn)
−j
u
0
n

P−→e
tA
1 u

0 равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0,

n→ ∞, для любого u0 ∈ D(A).

Положим Tn(τn) = In+ τnAn, тогда An = Ăn ∈ B(En). Рассматривая явную разностную схему,
получаем следующее определение.

Определение 3.5.8. Дискретное семейство операторов {W e
n(kτn)}, k = 0, 1, 2, . . . , называет-

ся дискретной явной 1 раз проинтегрированной полугруппой, если W e
n(0) = 0, W e

n(τn) = τnIn,
W e

n(2τn) = AnW
e
n(τn)τn + 2τnIn, и

W
e
n(kτn)W

e
n(2τn) = (W e

n((k + 1)τn) +W
e
n(kτn))τn − τ

2
nIn.

Предложение 3.5.9. Если операторы A−1
n существуют, то дискретная явная 1 раз проин-

тегрированная полугруппа дается формулами

W
e
n(0) = 0,

W
e
n((k + 1)τn) =W

e
n(kτn)(In + τnAn) + τnIn, k = 1, 2, . . . , (3.5.5)

W
e
n(kτn) = τn

k−1
∑

j=0

(In + τnAn)
j = ((In + τnAn)

k − In)A
−1
n , k = 1, 2, . . . .

Теорема 3.5.10 (см. [261]). Предположим, что выполняются условия (A) и (B′
int) следствия

3.5.2 и

τn‖A2
n‖, ‖A−1

n ‖ 6 C, n ∈ N.

Тогда дискретная явная 1 раз проинтегрированная полугруппа

t
∫

0

(In + τnAn)
[s/τn]ds экспонен-

циально устойчива, т.e.
∥

∥

∥

∥

∥

kn
∑

j=0

τn(In + τnAn)
j

∥

∥

∥

∥

∥

6M1 e
ω2τnkn

для некоторого ω2 > 0, и доставляет аппроксимацию 1 раз проинтегрированной полугруппы,

т.e.

τn

kn−1
∑

j=0

(In + τnAn)
j
u
0
n

P−→e
tA
1 u

0

равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, n→ ∞, для всех u0 ∈ D(A).
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Теорема 3.5.11 (см. [261]). Предположим, что выполняются условия (A) и (B′′′
int) теоремы

3.5.3 с ω1 = 0 и

sup
n
τn‖An‖ < µ < 2 sin θ, 0 ∈ ρ(An), n ∈ N.

Тогда дискретная явная 1 раз проинтегрированная полугруппа

t
∫

0

(In + τnAn)
[s/τn] ds экспонен-

циально устойчива, т.e.
∥

∥

∥

∥

∥

kn
∑

j=0

τn(In + τnAn)
j

∥

∥

∥

∥

∥

6M1 e
ω3τnkn

для некоторого ω3 > 0, и дает аппроксимацию 1 раз проинтегрированной полугруппы, т.e.

τn

kn−1
∑

j=0

(In + τnAn)
j
u
0
n

P−→e
tA
1 u

0

равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, n→ ∞, для любого u0 ∈ D(A).

Наконец, положим Tn(τn) =
(

In +
τn

2
An

)(

In − τn

2
An

)−1
. Тогда Ăn = An

(

In − τn

2
An

)−1
. Сле-

дующее определение связано со схемой центральной разности.

Определение 3.5.12. Дискретное семейство операторов {W cd
n (kτn)}, k = 0, 1, 2, . . . , называ-

ется дискретной 1 раз проинтегрированной полугруппой центральной разности, если W cd
n (0) = 0,

W cd
n (τn) = τn

(

In − τn

2
An

)−1
, и

W
cd
n (kτn)W

cd
n (τn) = τn

W cd
n ((k + 1)τn) +W cd

n (kτn)

2
− τn

2
W

cd
n (τn).

Предложение 3.5.13. Если операторы A−1
n существуют, то дискретная 1 раз проинтегри-

рованная полугруппа центральной разности дается по формулам

W
cd
n (0) = 0,

W
cd
n ((k + 1)τn) =W

cd
n (kτn)

In +
τn

2
An

In − τn

2
An

+W
cd
n (τn), k = 1, 2, . . . ,

W
cd
n (kτn) =











In +
τn

2
An

In − τn

2
An





k

− In






A

−1
n , k = 0, 1, 2, . . . .

Теорема 3.5.14 (см. [261]). Предположим, что выполнены условия (A) и (B′
int) следствия

3.5.2 с ω = 0 и

τn‖A2
n‖, ‖A−1

n ‖ 6 C, n ∈ N.

Тогда дискретная 1 раз проинтегрированная полугруппа центральной разности

t
∫

0

(

In + τnAn/2

In − τnAn/2

)[s/τn]
ds

экспоненциально устойчива, т.e.
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

τn

kn
∑

j=1





In +
τn

2
An

In − τn

2
An





j
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6M1 e
ω2τnkn , 0 6 τnkn 6 T, (3.5.6)
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и дает аппроксимацию 1 раз проинтегрированной полугруппы, т.e.

τn

kn
∑

j=0





In +
τn

2
An

In − τn

2
An





j

u
0
n

P−→e
tA
1 u

0

равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, n→ ∞, для любого u0 ∈ D(A).

Теорема 3.5.15 (см. [261]). Предположим, что выполнены условия (A) и (B′′′
int) теоремы 3.5.3

с ω1 = 0 и

sup
n
τn‖An‖ < µ < 2 sin θ, 0 ∈ ρ(An), n ∈ N. (3.5.7)

Тогда дискретная 1 раз проинтегрированная полугруппа центральной разности

t
∫

0

Tn(τn)
[s/τn] ds

экспоненциально устойчива, т.e. выполняется (3.5.6), и дает аппроксимацию 1 раз проинте-

грированной полугруппы в следующем смысле

τn

kn
∑

k=0





In +
τn

2
An

In − τn

2
An





j

u
0
n

P−→e
tA
1 u

0 при n→ ∞

равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, n→ ∞, для любого u0 ∈ D(A).

3.5.2. Непосредственная аппроксимация производной. Как было отмечено в (3.5.2), для
1 раз проинтегрированной полугруппы etA1 , t ∈ R+, и x ∈ D(A), имеем

e
tA
1 x =

t
∫

0

e
sA
1 Axds+ tx, t > 0.

Поэтому для тех же x производная равняется

(etA1 x)′ = e
tA
1 Ax+ x, t > 0. (3.5.8)

Теперь, если для u0 ∈ D(A) из задачи (3.5.4), сделать выбор u0n ∈ D(An) так, что u0n
P−→u0,

Anu
0
n

P−→Au0, то сходимость

un(t) = (etAn
1 u

0
n)

′ P−→(etA1 u
0)′ = u(t) равномерно по t ∈ [0, T ] (3.5.9)

обеспечивается условием (Cint) теоремы 3.5.1 или следствием 3.5.2. Имеется простое соотношение

e
tA
1 x = (etA − I)A−1

x,

где etA, t ∈ R+, вообще говоря, не является C0-полугруппой и, возможно, операторы etA, t ∈ R+,
не являются ограниченными операторами на E.

Обозначим Vτn
n (kn) =W e

n(knτn) и Vτn
n (kn) =W i

n(knτn).

Теорема 3.5.16. Предположим, что выполнено условие (Bint) теоремы 3.5.1. Тогда для

V n(t) = 2Vτn/2
n (2kn)− Vτn

n (kn) имеем

‖V n(t)u
0
n − e

tAn
1 u

0
n‖ 6 τ

2
nMe

ωt
t
(

t ‖A6
nu

0
n‖+ ‖A4

nu
0
n‖
)

, t = knτn. (3.5.10)

Если схема (3.5.5) устойчива, то для Vn(t) = 2Vτn/2
n (2kn)− Vτn

n (kn), t = knτn, имеем

‖Vn(t)u0n − e
tAn
1 u

0
n‖ 6 τ

2
nMe

ωt
t
(

t ‖A6
nu

0
n‖+ ‖A4

nu
0
n‖
)

, t = knτn. (3.5.11)
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Теорема 3.5.17 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают 1 раз

проинтегрированные экспоненциально ограниченные полугруппы соответсвенно и выполнены

условия (A) и (Bint) теоремы 3.5.1. Предположим, что схема (3.5.5) устойчива. Тогда для лю-

бого u0 ∈ D(A6) найдутся такие u0n ∈ D(A6
n), что

u
0
n

P−→u
0
, Anu

0
n

P−→Au
0
, A

2
nu

0
n

P−→A
2
u
0
, A

4
nu

0
n

P−→A
4
u
0
, A

6
nu

0
n

P−→A
6
u
0
,

и решение u(·) задачи (3.5.4) аппроксимируеся дискретной производной
Vn(t+ τn)− Vn(t)

τn
uδnn при

‖uδnn − u0n‖ 6 τ2n, τn → 0. Более того, выполняются следующие оценки:
∥

∥

∥

∥

Vn(t+ τn)u
δn
n − Vn(t)u

δn
n

τn
− pnu(t)

∥

∥

∥

∥

6

6 max
06t6T

‖etAn
1 Anu

0
n − pne

tA
1 Au

0‖+ ‖u0n − pnu
0‖+

+τnMe
ωt
(

t
2 ‖A6

nu
0
n‖+ t ‖A4

nu
0
n‖+ ‖A2

nu
0
n‖+ ‖Anu

0
n‖+ 1

)

. (3.5.12)

Теорема 3.5.18 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают 1 раз проин-

тегрированные экспоненциально ограниченные полугруппы соответсвенно и выполнены условия

(A) и (Bint) теоремы 3.5.1. Тогда для любого элемента u0 ∈ D(A6) найдутся такие элементы

u0n ∈ D(A6
n), что

u
0
n

P−→u
0
, Anu

0
n

P−→Au
0
, A

2
nu

0
n

P−→A
2
u
0
, A

4
nu

0
n

P−→A
4
u
0
, A

6
nu

0
n

P−→A
6
u
0
,

и решение u(·) задачи (3.5.4) аппроксимируется дискретной производной
V n(t+τn)−V n(t)

τn
uδnn

при ‖uδnn − u0n‖ 6 τ2n, τn → 0. Более того, выполняются следующие оценки (t = kτn):
∥

∥

∥

∥

V n(t+ τn)u
δn
n − V n(t)u

δn
n

τn
− pnu(t)

∥

∥

∥

∥

6

6 max
06s6T

‖esAn
1 Anu

0
n − pne

sA
1 Au

0‖+ ‖u0n − pnu
0‖+

+τnMe
ωt
(

t
2‖A6

nu
0
n‖+ t‖A4

nu
0
n‖+ ‖A2

nu
0
n‖+ ‖Anu

0
n‖+ 1

)

.

Теорема 3.5.19 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают 1 раз проин-

тегрированные экспоненциально ограниченные полугруппы соответсвенно и выполнены условия

(A) и (B′′′
int) теоремы 3.5.3 и условие (3.5.7). Тогда для любого элемента u0 ∈ D(A4) найдутся

такие элементы u0n ∈ D(A4
n), что

u
0
n

P−→u
0
, Anu

0
n

P−→Au
0
, A

2
nu

0
n

P−→A
2
u
0
, A

4
nu

0
n

P−→A
4
u
0
,

и решение u(·) задачи (3.5.4) аппроксимируется дискретной производной

W cd
n ((k + 1)τn)−W cd

n (kτn)

τn
u
δn
n

при ‖uδnn − u0n‖ 6 τ2n, τn → 0. Более того, выполняются следующие оценки (t = knτn):
∥

∥

∥

∥

W cd
n ((kn + 1)τn)−W cd

n (knτn)

τn
u
δn
n − pnu(t)

∥

∥

∥

∥

6

6 max
06s6T

‖esAn
1 Anu

0
n − pne

sA
1 Au

0‖+ ‖u0n − pnu
0‖+ τnMe

ωt
(

t ‖A4
nu

0
n‖+ ‖A2

nu
0
n‖+ ‖Anu

0
n‖+ 1

)

.

3.5.3. Полудискретная регуляризация. Предположим, что начальные данные заданы с

точностью ‖u0 − uδ‖ 6 δ/3 и ‖uδn − pnu
δ‖ 6

δ

3Q
. В то же время существует последовательность

u0n ∈ D(An) со свойством u0n
P−→u0 и Anu

0
n

P−→Au0. Пусть nδ ∈ N — такое число, что ‖u0n− pnu0‖ 6

δ/3 для n > nδ. Тогда

‖uδn − u
0
n‖ 6 ‖uδn − pnu

δ‖+ ‖u0n − pnu
0‖+ ‖pn(u0 − u

δ)‖ 6 δ для n > nδ.
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Это означает, что для любого элемента uδ со свойством ‖u0 − uδ‖ 6 δ/3 найдется такой элемент

uδn (например, uδn = pnu
δ), что ‖uδn − u0n‖ 6 δ для n > nδ,u0 , где u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, n ∈ N.
Естественной аппроксимируемой функцией, которая может быть рассмотрена для начальных
данных uδn, является функция vδn(t) = e

tAn
1 uδn. Для аппроксимации задачи (3.5.4) нужно взять

производную от e
tAn
1 uδn по t. Приизводная на элементе uδn, возможно, не существует. Поэтому,

следуя общей теории аппроксимации неограниченных операторов, мы рассмотрим функционал

Φα(ηn(·)) = ‖ηn(·)− e
·An
1 u

δ
n‖2L2([0,T ];Hn)

+ α

∥

∥

∥

∥

d

dt
ηn(·)

∥

∥

∥

∥

2

L2([0,T ];Hn)

,

где 0 < α → 0 и D

(

d

dt

)

= {η(·) ∈ L2([0, T ];Hn) : η′n(0) = η′n(T ) = 0}. Элемент vn,α(·), который
решает задачу

inf
ηn(·)∈D(d/dt)

Φα(ηn(·)) = Φα(vn,α(·)),

может быть получен из задачи с естественными условиями

−α d
2

dt2
vn,α(t) + vn,α(t) = e

tAn
1 u

δ
n, t ∈ [0, T ], v

′
n,α(0) = v

′
n,α(T ) = 0. (3.5.13)

Общее решение уравнения (3.5.13) дается формулой

vn,α(t) = ξ1e
t/
√
α + ξ2e

−t/
√
α +

1

2
√
α

t
∫

0

(e(t−s)/
√
α − e

(t−s)/
√
α)esAn

1 u
δ
n ds.

Таким образом, решение задачи (3.5.13) дается формулой

vn,α(t) =
1

2
√
α

t
∫

0

(e−(t−s)/
√
α − e

(t−s)/
√
α)esAn

1 u
δ
n ds+

+
e−T/

√
α(et/

√
α + e−t/

√
α)

2
√
α(1− e−2T/

√
α)

T
∫

0

(e−(T−s)/
√
α + e

(T−s)/
√
α)esAn

1 u
δ
n ds. (3.5.14)

Решение задачи (3.5.13), точнее, функция v′n,α(·), полученная из (3.5.14), может рассматривать-
ся как регуляризированное решение задачи (3.5.4), где следует рассмотреть поведение v′n,α(t) при
α→ 0 для t ∈ [ǫ, T − ǫ] для некоторого ǫ > 0. Более точно, можно показать, что регуляризующий
алгоритм

v
′
n,α(t) = − 1

2α

t
∫

0

(e−(t−s)/
√
α + e

(t−s)/
√
α)esAn

1 u
δ
n ds+

+
e−T/

√
α(et/

√
α − e−t/

√
α)

2α(1 − e−2T/
√
α)

T
∫

0

(e−(T−s)/
√
α + e

(T−s)/
√
α)esAn

1 u
δ
n ds (3.5.15)

сходится к un(t) = (etAn
1 u0n)

′ для t ∈ [ǫ, T−ǫ] при α→ 0, δ → 0, ǫ > 0. Немного более естественными

граничными условиями для данного случая являются условия v′n,α(0) = uδn, v′n,α(T ) = 0, которые

соответсвуют основному соотношению (etA1 u0n)
′|t=0 = u0n. Решение и производная решения задачи

−α d
2

dt2
vn,α(t) + vn,α(t) = e

tAn
1 u

δ
n, t ∈ [0, T ], v

′
n,α(0) = u

δ
n, v

′
n,α(T ) = 0, (3.5.16)

даются выражениями

vn,α(t) =
1

2
√
α

t
∫

0

(e(t−s)/
√
α − e

(t−s)
√
α)esAn

1 u
δ
n ds+
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+
e−T/

√
α(et/

√
α + e−t/

√
α)

2
√
α(1− e−2T/

√
α)

T
∫

0

(e−(T−s)/
√
α + e

(T−s)/
√
α)esAn

1 u
δ
n ds−

√
α(e−2T/

√
α · et/

√
α + e−t/

√
α)

1− e−2T/
√
α

u
δ
n,

(3.5.17)

v
′
n,α(t) = − 1

2α

t
∫

0

(e−(t−s)/
√
α + e

(t−s)/
√
α)esAn

1 u
δ
n ds+

+
e−T/

√
α(et/

√
α − e−t/

√
α)

2α(1 − e−2T/
√
α)

T
∫

0

(e−(T−s)/
√
α + e

(T−s)
√
α)esAn

1 u
δ
n ds−

e−2T/
√
α · et/

√
α − e−t/

√
α

1− e−2T/
√
α

u
δ
n.

(3.5.18)

Теорема 3.5.20 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают экспонен-

циально ограниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint)
теоремы 3.5.1. Рассмотрим задачи (3.5.16) и пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ. Если регуляризирующий па-

раметр α = α(δ) выбран так, что δ =
√
α→ 0 и u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, то ‖vn,α(t)− e
tAn
1 u0n‖ 6

C
√
α равномерно по t ∈ [0, T − ǫ] для ǫ > 0. Более того, если Anu

0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, то

‖v′n,α(t)− (etAn
1 u0n)

′‖ 6 C
√
α при δ = α→ 0 равномерно по t ∈ [0, T − ǫ] для ǫ > 0.

Теорема 3.5.21 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают экспонен-

циально ограниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint)
теоремы 3.5.1. Рассмотрим задачу (3.5.13) и пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ. Если регуляризирующий па-

раметр α = α(δ) выбран так, что δ =
√
α→ 0 и u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, то ‖vn,α(t)− e
tAn
1 u0n‖ 6

C
√
α равномерно по t ∈ [ǫ, T − ǫ] для ǫ > 0. Более того, если дополнительно A2

nu
0
n

P−→A2u0, то

‖v′n,α(t)− (etAn
1 u0n)

′‖ 6 C
√
α при δ = α→ 0 равномерно по t ∈ [ǫ, T − ǫ] для ǫ > 0.

Теорема 3.5.22 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают экспонен-

циально ограниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint)
теоремы 3.5.1. Рассмотрим регуляризацию задачи (3.5.4) задачами (3.5.16). Тогда для ‖uδ−u0‖ 6

δ/3, uδn = pnu
δ, и u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0 имеем

‖v′n,α(t)− pnu(t)‖ 6 max
s∈[0,T ]

‖esAn
1 Anu

0
n − pne

sA
1 Au

0‖+ ‖u0n − pnu
0‖+ C

√
α, t ∈ [0, T − ǫ],

где δ = α.

3.5.4. Конечно-разностная аппроксимация по времени. Практическая реализация регу-
ляризирующих методов (3.5.13), (3.5.16) приводит к разностным схемам. Как и в п. 3.5.3, пред-
положим, что мы в ситуации гильбертова пространства и аппроксимация проинтегрированно-
го решения вычисляется по некоторой устойчивой схеме, скажем, как вектор {W e

n(kτn)u
δ
n}Kk=0,

Kτn = T . В пространстве векторов
(

ξn(0), ξn(1), · · · , ξn(K)
)

, ξn(j) ∈ Hn, j ∈ {0, . . . ,K}, обозна-
ченном как

L
2
τn([0, T ];Hn) =

{

{ξn(j)}Kj=0 : ‖ξn(·)‖2L2
τn

([0,T ];Hn)
=

K
∑

j=0

‖ξn(j)‖2Hn
τn

}

,

рассмотрим параметрический функционал

Ψα(ξn(·)) = ‖ξn(·) −W
e
n(·)uδn‖2L2

τn
([0,T ];Hn)

+ α ‖(∂τnξn)(·)‖2L2
τn

([0,T ];Hn)
,

где α > 0 — регуляризирующий параметр. Оператор ∂τn : L2
τn([0, T ];Hn) → L2

τn([0, T ];Hn) опре-

делен в пространстве L2
τn([0, T ];Hn) соотношением (∂τn{ξn(·)})(m) =

ξn(m+ 1)− ξn(m)

τn
, где

D(∂τn) =
{

{ξn(·)} : (∂τnξn)(0) = 0, (∂τnξn)(K − 1) = 0
}

.
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Рассмотрим теперь вспомогательную задачу: найти такой элемент Vn,α(·) ∈ D(∂τn), что

inf
ξn(·)∈D(∂τn )

Ψα(ξn(·)) = Ψα(Vn,α(·)). (3.5.19)

Согласно общей теории, решение задачи (3.5.19) существует и дается уравнением Эйлера

−α (∂̄τn∂τnVn,α)(k) + Vn,α(k) =W
e
n(kτn)u

δ
n, k ∈ {1, 2, . . . ,K − 1}, (3.5.20)

с граничными условиями (∂τnVn,α)(0) = 0, (∂τnVn,α)(K − 1) = 0, где (∂̄τn{Vn,α(·)})(m) =
Vn,α(m)− Vn,α(m− 1)

τn
.

Уравнение (3.5.20) можно решить численно, скажем, методом прогонки. Согласно структуре
оператора −α∂̄τn∂τn + In, решение уравнения (3.5.20) может быть получено устойчивой проце-
дурой. Подобно случаю полудискретной регуляризации можно рассмотреть несколько задач с
уравнением (3.5.20), ставя разные граничные условия. А именно, можно задать, например, сле-
дующие граничные условия, соответствующие задаче (3.5.4):

Vn,α(0) = 0, Vn,α(K) = 0, (3.5.21)

Vn,α(0) = 0, (∂τnVn,α)(K − 1) = 0, (3.5.22)

(∂τnVn,α)(0) = u
δ
n, Vn,α(K) = 0, (3.5.23)

(∂τnVn,α)(0) = u
δ
n, (∂τnVn,α)(K − 1) = 0, (3.5.24)

где ‖uδn − u0n‖ 6 δ и u0n
P−→u0.

Одним из простейших регуляризационных методов является

(∂̄τn∂τnVn,α)(k) =
1

α
Vn,α(k)−

1

α
W

e
n(kτn)u

δ
n, k ∈ {1, . . . ,K − 1}, Vn,α(0) = Vn,α(K) = 0, (3.5.25)

где решение Vn,α(·) задачи (3.5.25) или (3.5.20), (3.5.21) может быть представлено как

Vn,α(k) = −(In −R
2K
n )−1(RK−k

n −R
K+k
n )

τn(1 + τnBn)B
−1
n

α(2In + τnBn)

K−1
∑

j=1

(RK−j
n −R

K+j
n )W e

n(jτn)u
δ
n+

+
τn(1 + τnBn)B

−1
n

α(2In + τnBn)

K−1
∑

j=1

(R|k−j|
n −R

k+j
n )W e

n(jτn)u
δ
n, (3.5.26)

где

Rn = (In + τnBn)
−1
, Bn =

τn

α
+

1√
α

√

τ2n

α+ 4

2
.

Предположим, что
τn

α
→ 0 при α→ 0, т.e., например, положим τn = α1+1/2. Тогда

Bn =
1√
α
+O(

√
α), B

−1
n =

√
α+O(α1+1/2)

и
Rn ≈ e

−τn/
√
α → 1, R

kn
n ≈ e

−t/
√
α → 0

для любого фиксированного t = knτn ∈ (0, T ] при α→ 0.

Теорема 3.5.23 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают экспонен-

циально ограниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) and (Bint)

теоремы 3.5.1. Пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n
P−→u0, A4

nu
0
n

P−→A4u0. Если параметры α, δ,

и τn выбраны так, что δ = α, τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задачи (3.5.25), постро-

енное по устойчивой схеме W e
n(·)uδn, обеспечивает регуляризирующее решение задачи (3.5.4) и

выполняются следующие оценки (t = knτn ∈ [0, T − ǫ]):
∥

∥

∥

∥

Vn,α(kn + 1)− Vn,α(kn)

τn
− pnu(t)

∥

∥

∥

∥

6
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6 max
s∈[0,T ]

‖esAn
1 Anu

0
n − pne

sA
1 Au

0‖+ ‖u0n − pnu
0‖+O(

√
α) + τnC‖A4

nu
0
n‖. (3.5.27)

Замечание 3.5.24. Согласно (3.5.20), практическая реализация теоремы 3.5.23 вытекает из
соотношения

Vn,α(kn + 1)− Vn,α(kn)

τn
=
Vn,α(kn)− Vn,α(kn − 1)

τn
− τn

α
W

e
n(knτn)u

δ
n +

τn

α
Vn,α(kn) =

= (∂τnVn,α)(0) +
τn

α

kn
∑

l=1

(

Vn,α(l)−W
e
n(lτn)u

δ
n

)

.

Весьма важно, что значения функции Vn,α(·) в 0 были выбраны как Vn,α(0) = 0. В случае условий

(3.5.23) точность в точке t = 0, которая определена условием (∂τnVn,α)(0) = uδn, равняется
√
α

для δ = α.

Замечание 3.5.25. Ясно, что такой же результат, как и в теореме 3.5.23, имеет место в случае
неявного метода и устойчивой схемы Кранка—Николсон. А именно, в условиях теоремы 3.5.23,

пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n
P−→u0, A4

nu
0
n

P−→A4u0. Если параметры α, δ и τn выбраны

так, что δ = α, τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задачи (3.5.25), построенное по схеме

W i
n(·)uδn или по устойчивой схеме W cd

n (·)uδn, доставляет регуляризованное решение задачи (3.5.4)
и для t = knτn ∈ [0, T − ǫ] выполняется оценка (3.5.27) с соответствующими изменениями порядка
сходимости для W cd

n (·)uδn.

Теорема 3.5.26 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают экспоненци-

ально ограниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint)

теоремы 3.5.1. Пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n
P−→u0, A4

nu
0
n

P−→A4u0. Если параметры α, δ,

и τn выбраны так, что δ = α, τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задач (3.5.20), (3.5.22),

построенное по устойчивой схеме W e
n(·)uδn, дает регуляризованное решение задачи (3.5.4) и для

t = knτn ∈ [0, T − ǫ] выполняется оценка (3.5.27).

Замечание 3.5.27. Такой же результат, как и в теореме 3.5.26, имеет место в случае неявного
метода и устойчивой схемы Кранка—Николсон. А именно, в условиях теоремы 3.5.26, пусть ‖uδn−
u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n

P−→u0, A4
nu

0
n

P−→A4u0. Если параметры α, δ, и τn выбраны так, что δ = α,

τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задачи (3.5.20), (3.5.22), построенное по схеме W i
n(·)uδn

или по устойчивой схеме W cd
n (·)uδn, обеспечивает регуляризованное решение задачи (3.5.4) и для

t = knτn ∈ [0, T − ǫ] выполняется оценка (3.5.27) с соответсвующими изменениями в скорости
сходимости для W cd

n (·)uδn.

Теорема 3.5.28 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают экспоненци-

ально ограниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint)

теоремы 3.5.1. Пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n
P−→u0, A4

nu
0
n

P−→A4u0. Если параметры α,

δ, и τn выбраны так, что δ = α, τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задачи (3.5.20),

(3.5.23), построенное по устойчивой схеме W e
n(·)uδn, обеспечивает регуляризованное решение за-

дачи (3.5.4) и для t = knτn ∈ [0, T − ǫ] выполняется оценка (3.5.27).

Замечание 3.5.29. Предположим, что операторы A и An порождают экспоненциально огра-
ниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint) теоремы 3.5.1.

Пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n
P−→u0, A4

nu
0
n

P−→A4u0. Если параметры α, δ, и τn выбраны
так, что δ = α, τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задачи (3.5.20), (3.5.23), построенное по

схеме W i
n(·)uδn или по устойчивой схеме W cd

n (·)uδn, обеспечивает регуляризованное решение задачи
(3.5.4) и для t = knτn ∈ [0, T − ǫ] выполняется оценка (3.5.27) с соответсвующими изменениями в
скорости сходимости для схемы W cd

n (·)uδn.

Теорема 3.5.30 (см. [277]). Предположим, что операторы A и An порождают экспоненци-

ально ограниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint)
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теоремы 3.5.1. Пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n
P−→u0, A4

nu
0
n

P−→A4u0. Если параметры α,

δ, и τn выбраны так, что δ = α, τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задачи (3.5.20),

(3.5.24), построенное по устойчивой схеме W e
n(·)uδn, обеспечивает регуляризованное решение за-

дачи (3.5.4) и для t = knτn ∈ [0, T − ǫ] выполняется оценка (3.5.27).

Замечание 3.5.31. Предположим, что операторы A и An порождают экспоненциально огра-
ниченные 1 раз проинтегрированные полугруппы и выполнены условия (A) и (Bint) теоремы 3.5.1.

Пусть ‖uδn − u0n‖ 6 δ, u0 ∈ D(A4), u0n
P−→u0, A4

nu
0
n

P−→A4u0. Если параметры α, δ, и τn выбраны
так, что δ = α, τn = α3/2 при α → 0, то решение Vn,α(·) задачи (3.5.20), (3.5.24), построенное по

схеме W i
n(·)uδn или по устойчивой схеме W cd

n (·)uδn, обеспечивает регуляризованное решение задачи
(3.5.4) и для t = knτn ∈ [0, T − ǫ] выполняется оценка (3.5.27) с соответсвующими изменениями в
скорости сходимости для схемы W cd

n (·)uδn.

Замечание 3.5.32. Член τnC‖A4
nu

0
n‖ ≈ α3/2 на самом деле показывает, что для сходимости

не нужна гладкость u0n ∈ D(A4
n). Действительно, поскольку часть оператора A порождает C0-

полугруппу на D(A), то можно ожидать сходимость, скажем, на D(A2), но с другой скоростью
сходимости. На самом деле нам нужна только скорость сходимости порядка O(

√
α).

3.5.5. Метод Лаврентьева для C0-полугрупп. Рассмотрим в банаховом пространстве E

корректно поставленную задачу Коши (1) с замкнутым оператором A ∈ C(E). Если оператор
A порождает C0-полугруппу exp(·A), то хорошо известно, что обобщенное решение задачи (1)
дается в виде u(t) = exp(tA)u0 для t > 0. Если u0 ∈ D(A), то производная решения дается в виде
u′(t) = exp(tA)Au0, t > 0. Аппроксимация задачи (1) в некотором банаховом пространстве En

дается задачами
u
′
n(t) = Anun(t), t ∈ [0,∞),

un(0) = u
0
n ∈ En.

(3.5.28)

Здесь мы предполагаем, что u0n
P−→u0 и операторы An ∈ C(En), порождающие C0-полугруппы,

согласованы с оператором A ∈ C(E) и u0n
P−→u0. Сходимость решений un(t)

P−→u(t) равномерно по
t ∈ [0, T ] описывается теоремой 3.2.4. Сходимость производных

u
′
n(t) = exp(tAn)Anu

0
n

P−→u
′(t) = exp(tA)Au0

вызывает, вообще говоря, сходимость Anu
0
n

P−→Au0.

Теорема 3.5.33 (см. [277]). Пусть оператор A порождает C0-полугруппу. Предположим,

что выполнены условия (A) и (B) теоремы ABC. Тогда

exp(tAn)w
α,δ
n

P−→ exp(tA)Au0 для любого u
0 ∈ D(A) при n→ ∞ и α, δ → 0, (3.5.29)

где w
α,δ
n = −(αIn +Bn)

−1uδn, δ/α → 0 и ‖uδn − pnu
0‖ 6 δ. Выполняются следующие оценки:

‖ exp(tAn)w
α,δ
n − pn exp(tA)Au

0‖ 6 C
√
δ + ‖ exp(tAn)Anu

0
n − pn exp(tA)Au

0‖ (3.5.30)

для α =
√
δ, u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, и t ∈ [0, T ].

Теорема 3.5.34 (see [277]). Пусть оператор A порождает C0-полугруппу. Предположим,

что выполнены условия (A) и (B) теоремы ABC. Тогда

(In − τnAn)
−knw

α,δ
n

P−→ exp(tA)Au0 для любого u
0 ∈ D(A) равномерно по t = knτn ∈ [0, T ]

(3.5.31)

при n → ∞ и α, δ → 0, где w
α,δ
n = −(αIn + Bn)

−1uδn, δ/α → 0 и ‖uδn − pnu
0‖ 6 δ. Выполняются

следующие оценки:

‖(In − τnAn)
−knw

α,δ
n − pn exp(tA)Au

0‖ 6

6 C
√
δ(1 + ‖A2

nu
0
n‖+ ‖A3

nu
0
n‖) + ‖ exp(tAn)Anu

0
n − pn exp(tA)Au

0‖ (3.5.32)
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для α = τn =
√
δ, u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0, и t ∈ [0, T ].
Если явная схема или схема Кранка—Николсон устойчивы, то

(In + τnAn)
knw

α,δ
n

P−→ exp(tA)Au0 для любого u
0 ∈ D(A) равномерно по t = knτn ∈ [0, T ]

(3.5.33)
или





In +
τn

2
An

In − τn

2
An





kn

w
α,δ
n

P−→ exp(tA)Au0 для любого u
0 ∈ D(A) равномерно по t = knτn ∈ [0, T ]

(3.5.34)
для α→ 0, δ/α → 0.

В случае устойчивости явной схемы или схемы Кранка—Николсон имеют место следующие

оценки:

‖(In + τnAn)
knw

α,δ
n − pn exp(tA)Au

0‖ 6

6 C
√
δ(1 + ‖A2

nu
0
n‖+ ‖A3

nu
0
n‖) + ‖ exp(tAn)Anu

0
n − pn exp(tA)Au

0‖ (3.5.35)

для α = τn =
√
δ, u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0, и t ∈ [0, T ];
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥





In +
τn

2
An

In − τn

2
An





kn

w
α,δ
n − pn exp(tA)Au

0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6

6 C
√
δ(1 + ‖A2

nu
0
n‖+ ‖A4

nu
0
n‖) + ‖ exp(tAn)Anu

0
n − pn exp(tA)Au

0‖ (3.5.36)

для α =
√
δ, τn = δ1/4, u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0, A4
nu

0
n

P−→A4u0, и

t ∈ [0, T ].

3.5.6. Метод Лаврентьева для проинтегрированных полугрупп. Решение u(·) задачи
(3.5.4) может быть представлено формулой u(·) = v′(·) = (etA1 u0)′t, и поэтому имеется, по крайней
мере, два различных пути получения аппроксимации решения u(·): как-то проаппроксимировать
производную v′(·) как неограниченный оператор или использовать формулу (3.5.2) на элементе
x ∈ D(A) и потом построить аппроксимацию неограниченного оператора A в выражении

(etA1 x)′t = e
tA
1 Ax+ x, (3.5.37)

поскольку аппроксимация проинтегрированной полугруппы etA1 уже построена. Таким образом,
в последнем случае имеем (3.1.1) с B = A−1. В этом примере начальные данные определены
как ‖yδ − y‖ 6 δ и поэтому нам надо построить аппроксимацию выражения B−1yδ, которое в
некотором понимании не имеет смысла. Итак, последняя часть обзора посвящена аппроксимации
значений неограниченных операторов, когда они порождают проинтегрированные полугруппы.

Как было отмечено в (3.5.2), для 1 раз проинтегрированной полугруппы etA1 , t ∈ R+, и x ∈ D(A)

имеем etA1 x =

t
∫

0

e
sA
1 Axds+ tx, t > 0. Поэтому для тех же x производная по t дается по формуле

(etA1 x)′t = e
tA
1 Ax+ x, t > 0. (3.5.38)

Предположим, что для u0 ∈ D(A2) из задачи (3.5.4) можно выбрать такие u0n ∈ D(A2
n), что

u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, и A2
nu

0
n

P−→A2u0. Тогда сходимость

un(t) = (etAn
1 u

0
n)

′
t

P−→(etA1 u
0)′t = u(t) равномерно по t ∈ [0, T ] (3.5.39)

обеспечивается условием (Cint) теоремы 3.5.1 или условиями (A) и (B′
int) из следствия 3.5.2.
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Теорема 3.5.35 (см. [277]). Пусть оператор A порождает экспоненциально ограниченную

1 раз проинтегрированную полугруппу. Предположим, что выполнены условия (A) и (B′
int) след-

ствия 3.5.2. Тогда

e
tAn
1 ζ

α,δ
n + u

δ
n

P−→e
tA
1 Au

0 + u
0 для любого u

0 ∈ D(A3) при n→ ∞ и α, δ → 0, (3.5.40)

где ζ
α,δ
n = −(αIn +Bn)

−1uδn, δ/α
2 → 0, ‖uδn − pnu

0‖ 6 δ. Имеют место следующие оценки:

‖etAn
1 ζ

α,δ
n + u

δ
n − pn

(

e
tA
1 Au

0 + u
0
)

‖ 6 Cδ
1/3 (3.5.41)

для α = δ1/3, u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0, и t ∈ [0, T ].

Теорема 3.5.36 (см. [277]). Пусть оператор A порождает экспоненциально ограниченную

1 раз проинтегрированную полугруппу. Предположим, что выполнены условия (A) и (B′
int) след-

ствия 3.5.2. Тогда

W
i
n(kτn)ζ

α,δ
n + u

δ
n

P−→e
tA
1 Au

0 + u
0 для любого u

0 ∈ D(A3) при n→ ∞ и α, δ → 0, (3.5.42)

где t = kτn, ζ
α,δ
n = −(αIn+Bn)

−1uδn, δ/α
2 → 0, ‖uδn−pnu0‖ 6 δ. Имеют место следующие оценки:

‖W i
n(kτn)ζ

α,δ
n + u

δ
n − pn

(

e
tA
1 Au

0 + u
0
)

‖ 6 Cδ
1/3+ (3.5.43)

для α = τn = δ1/3, u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0, A4
nu

0
n

P−→A4u0, и t ∈ [0, T ].

Теорема 3.5.37 (см. [277]). Пусть оператор A порождает экспоненциально ограниченную

1 раз проинтегрированную полугруппу. Предположим, что выполнены условия (A) и (B′
int) след-

ствия 3.5.2, а также условие устойчивости. Тогда

W
e
n(kτn)ζ

α,δ
n + u

δ
n

P−→e
tA
1 Au

0 + u
0 для любого u

0 ∈ D(A3) при n→ ∞ и α, δ → 0, (3.5.44)

где t = kτn, ζ
α,δ
n = −(αIn+Bn)

−1uδn, δ/α
2 → 0, ‖uδn−pnu0‖ 6 δ. Имеют место следующие оценки:

‖W e
n(kτn)ζ

α,δ
n + u

δ
n − pn

(

e
tA
1 Au

0 + u
0
)

‖ 6 Cδ
1/3+

для α = δ1/3, τn = min
{

δ1/3,
C

‖A2
n‖
}

, u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0,

A4
nu

0
n

P−→A4u0, и t ∈ [0, T ].

Теорема 3.5.38 (см. [277]). Пусть оператор A порождает экспоненциально ограниченную

1 раз проинтегрированную полугруппу. Предположим, что выполнены условия (A) и (B′
int) след-

ствия 3.5.2, а также условие устойчивости. Тогда

W
cd
n (kτn)ζ

α,δ
n +uδn

P−→e
tA
1 Au

0+u0 для любого u
0 ∈ D(A3) при n→ ∞ и α, δ → 0, (3.5.45)

где t = kτn, ζ
α,δ
n = −(αIn+Bn)

−1uδn, δ/α
2 → 0, τn → 0, ‖uδn−pnu0‖ 6 δ. Имеют место следующие

оценки:

‖W cd
n (kτn)ζ

α,δ
n + u

δ
n − pn

(

e
tA
1 Au

0 + u
0
)

‖ 6 Cδ
1/3+

для α = δ1/3, τn = min{δ1/3, C/‖A2
n‖}, u0n

P−→u0, Anu
0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0, и

t ∈ [0, T ].

Теорема 3.5.39 (см. [277]). Пусть оператор A порождает экспоненциально ограниченную

1 раз проинтегрированную полугруппу. Предположим, что выполнены условия (A) и (B′′
int) тео-

ремы 3.5.3, а также условие устойчивости. Тогда

W
cd
n (kτn)ζ

α,δ
n +uδn

P−→e
tA
1 Au

0+u0 для любого u
0 ∈ D(A3) при n→ ∞ и α, δ → 0, (3.5.46)

где t = kτn, ζ
α,δ
n = −(αIn+Bn)

−1uδn, δ/α
2 → 0, ‖uδn−pnu0‖ 6 δ. Имеют место следующие оценки:

‖W cd
n (kτn)ζ

α,δ
n + u

δ
n − pn

(

e
tA
1 Au

0 + u
0
)

‖ 6 Cδ
1/3+
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для α = δ1/3, τn = min
{

δ1/6,
2 sin θ

‖An‖
}

, u0n
P−→u0, Anu

0
n

P−→Au0, A2
nu

0
n

P−→A2u0, A3
nu

0
n

P−→A3u0,

A4
nu

0
n

P−→A4u0, A5
nu

0
n

P−→A5u0, и t ∈ [0, T ].
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Basel: Birkhäuser, 2000. — 42. — С. 203–212.

311. Melnikova I. V. General theory of the ill-posed Cauchy problem// J. Inverse Ill-Posed Probl. — 1995. — 3,
№ 2. — С. 149–171.

312. Melnikova I. V. Semigroup regularization for ill-posed Cauchy problems// In: Semigroups of Operators:
Theory and Applications (Rio de Janeiro, 2001). — New York: Optimization Software, 2002. — С. 189–199.

313. Melnikova I. V., Alshansky M. A. Well-posedness of the Cauchy problem in a Banach space: regular and
degenerate cases// J. Math. Sci. — 1997. — 87, № 4. — С. 3732–3780.

314. Melnikova I. V., Filinkov A. I. Abstract Cauchy Problems: Three Approaches/ Chapman & Hall/CRC
Monogr. Surv. Pure Appl. Math. — Boca Raton, FL: Chapman & Hall/CRC, 2001.

315. Melnikova I. V., Filinkov A. I. Abstract stochastic problems with generators of regularized semigroups//
Commun. Appl. Anal. — 2009. — 13, № 2. — С. 195–212.

316. Miana P. J. α Times integrated semigroups and fractional derivation// Forum Math. — 2002. — 14, № 1. —
С. 23–46.

317. Miana P. J. Local and global solutions of well-posed integrated Cauchy problems// Stud. Math. — 2008. —
187, № 3. — С. 219–232.

318. Miana P. J. Subordinated holomorphic semigroups to integrated semigroups and groups// In: Iteration
Theory (ECIT’06)/ Grazer Math. Ber. — Graz: Inst. Mathematik, Karl-Franzens-Universität Graz, 2007. —
351. — С. 114–128.
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322. Mijatović M., Pilipović S., Vajzović F. α Times integrated semigroups (α ∈ R+)// J. Math. Anal. Appl. —
1997. — 210, № 2. — С. 790–803.

323. Minh N. V. Almost periodic solutions of C-well-posed evolution equations// Math. J. Okayama Univ. —
2006. — 48. — С. 145–157.

324. Minh M. N. Almost periodic solutions of evolution equations associated with C-semigroups: An approach
via implicit difference equations// Vietnam J. Math. — 2005. — 33, № 1. — С. 63–72.

325. Mishra I. C-semigroups and almost periodic solution of non-autonomous evolution equation// Int. J. Evol.
Equ. — 2013. — 6, № 3. — С. 265–278.

326. Miyadera I. A generalization of the Hille–Yosida theorem// Proc. Jpn. Acad. Ser. A Math. Sci. — 1988. —
64, № 7. — С. 223–226.

327. Miyadera I. C-semigroups, semigroups and n times integrated semigroups// In: Differ. Eqs. Control
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416. Vugdalić R. A formula for n times integrated semigroups (n ∈ N)// Sarajevo J. Math. — 2008. — 4(16),
№ 1. — С. 125–132.
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